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kykk 年春季学期 数学分析 U"kV 期末考试
参考解答与评分细则

刘炜昊R- 余启帆- 严骐鸣

kykk 年 d 月 R 日

第一题 URy 分V

求 Γ

(
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2

)
X

解뻭

Γ
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)
=

3

2
· 1
2
· Γ

(
1

2

)
=

3

4

√
π. URXRV

评卷人뻭 严骐鸣助教；

评分细则뻭 无具体给分细则X

第二题 URy 分V

求函数 f(x) = +Qb2 x− bBM2 x+
1

3
bBM 2x, x ∈ [−π,π] 的 6Qm`B2` 系数X

解뻭 因为

f(x) = +Qb2 x− bBM2 x+
1

3
bBM 2x = +Qb 2x+

1

3
bBM 2x, UkXRV

所以 f(x) 的 6Qm`B2` 系数为 a2 = 1, b2 =
1

3
- 其它 6Qm`B2` 系数都为零X

评卷人뻭 严骐鸣助教；

评分细则뻭 无具体给分细则X

第三题 URk 分V

求向量场 v = (y + z)i+ (z + x)j + (x+ y)k 沿曲线

L : r(t) = (+Qb t, bBM t, t), t ∈ [0, 2π] UjXRV

的积分- 这里 t 是曲线的正向参数X
解뻭 向量场 v 有势函数 ϕ(x, y, z) = xy + yz + zx- 因此所求的积分为

ϕ(r(2π))− ϕ(r(0)) = ϕ(1, 0, 2π)− ϕ(1, 0, 0) = 2π. UjXkV

评卷人뻭 严骐鸣助教；

评分细则뻭 无具体给分细则X
R闻道有先后- 解答有疏漏- 恳请读者来信指正：Hr?RRye!K�BHXmbi+X2/mX+M
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第四题 UR8 分V

将函数 f(x) =

⎧
⎨

⎩
1, |x| < 1

0, 1 ! |x| ! π
在区间 [−π,π] 上展开为 6Qm`B2` 级数- 由此求级数

∞∑

n=1

bBMn

n

与
∞∑

n=1

bBM2 n

n2
的和X

解뻭 因为 f 是偶函数- 所以

bn = 0, n = 1, 2, · · · , U9XRV

a0 =
2

π

ˆπ

0

f(x)/x =
2

π

ˆ1

0

/x =
2

π
, U9XkV

an =
2

π

ˆπ

0

f(x) +Qbnx /x =
2

π

ˆ1

0

+Qbnx /x =
2

π
· bBMn

n
, n = 1, 2, · · · , U9XjV

故 f(x) 的 6Qm`B2` 级数为

1

π
+

∞∑

n=1

2 bBMn

nπ
+Qbnx. U9X9V

因为 y 是 f 的连续点- 且 f(0) = 1- 所以

1 =
1

π
+

∞∑

n=1

2 bBMn

nπ
4⇒

∞∑

n=1

bBMn

n
=

π − 1

2
. U9X8V

根据 S�`b2p�H 等式- 有

2

π2
+

∞∑

n=1

4

π2
· bBM2 n

n2
=

2

π

ˆπ

0

f2(x)/x =
2

π

ˆ1

0

/x =
2

π
4⇒

∞∑

n=1

bBM2 n

n2
=

π − 1

2
. U9XeV

评卷人뻭 刘炜昊助教；

评分细则뻭 计算 6Qm`B2` 级数共 8 分- 其中系数 bn, a0, an 分别为 R 分、R 分和 k 分- 写出对

应的 6Qm`B2` 级数得 R 分c 令 x = 0 得 j 分- 计算得
∞∑

n=1

bBMn

n
的结果再得 k 分c 正确写出 S�`b2p�H

等式得 j 分- 计算出
∞∑

n=1

bBM2 n

n2
再得 k 分 U若从 y 到 R 取积分- 则积分过程 j 分- 计算结果 k 分VX

第五题 UR8 分V

求向量场 v = xy2i+ yz2j+ zx2k 在球面 S : x2 + y2 + z2 = z 的积分- 曲面 S 的正向是外法向X

解뻭 所求积分为

I :=

¨
S

xy2 /y /z + yz2 /z /x+ zx2 /x /y =

˚
V

(
y2 + z2 + x2

)
/x /y /z, U8XRV

这里 V 是 S 围成的球体- 已使用 :�mbb 公式X
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V 的参数方程为

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x = r bBM θ +Qbϕ

y = r bBM θ bBMϕ

z =
1

2
+ r +Qb θ

, U8XkV

这里 (r, θ,ϕ) ∈ F :=

[
0,

1

2

]
× [0,π]× [0, 2π]X 于是

I =

˚
F

(
1

4
+ r2 + r +Qb θ

)
· r2 bBM θ/r /θ/ϕ U8XjV

= 2π

¨
0!r! 1

2
0!θ!π

(
1

4
+ r2 + r +Qb θ

)
· r2 bBM θ/r /θ U8X9V

= 2π

¨
0!r! 1

2
0!θ!π

(
1

4
+ r2

)
· r2 bBM θ/r /θ U8X8V

= 2π

ˆ 1
2

0

(
1

4
r2 + r4

)
/r
ˆπ

0

bBM θ/θ U8XeV

= 2π

(
1

4
· 1
3
· 1
8
+

1

5
· 1

32

)
· 2 U8XdV

=
π

15
. U8X3V

评卷人뻭 刘炜昊助教；

评分细则뻭 使用 :�mbb 公式转换为三重积分得 8 分- 坐标转换得 j 分- 范围得 R 分- 后续计
算共 e 分X 注意- 若直接将被积函数 x2 + y2 + z2 换成 z- 该情况下大概率得分不超过 N 分 U因该关
系只在球面上成立Vc 若直接使用第二型曲面积分计算- 根据计算过程酌情给分X

第六题 UR8 分V

设常数 a, b 都是正实数- 平面向量场 v =
−yi+ xj

a2x2 + b2y2
X

URV 求 v 在区域 D1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x > 0

}
的所有势函数c

UkV 证明 v 不是区域 D2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 0

}
上的保守 U有势V 场X

URV 解뻭

ϕ(x, y) =

ˆ(x,y)

(1,0)

−y

a2x2 + b2y2
/x+

x

a2x2 + b2y2
/y UeXRV

=

ˆ(x,0)

(1,0)

−y

a2x2 + b2y2
/x+

x

a2x2 + b2y2
/y +

ˆ(x,y)

(x,0)

−y

a2x2 + b2y2
/x+

x

a2x2 + b2y2
/y

UeXkV

=

ˆy

0

x

a2x2 + b2x2
/y UeXjV

=
1

ab
�`+i�M by

ax
, UeX9V
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故所求的势函数为 ϕ(x, y) =
1

ab
�`+i�M by

ax
+ C- 其中 C 是任意常数X

评卷人뻭 余启帆助教c

评分细则뻭 本小问 3 分- 其中式 eXk- eXj 和 eX9 分别记 k 分- 最终结果记 k 分X 若结果中同时
含有 x0, y0 等多个常数或没化简需扣 k 分X

UkV 解뻭 设 L 是逆时针方向的椭圆 a2x2 + b2y2 = 1- 所围成的区域为 D- 则 D 的面积为

σ(D) =
π

ab
X 向量场 v 沿 L 的第二型曲线积分为

˛
L

−y

a2x2 + b2y2
/x+

x

a2x2 + b2y2
/y =

˛
L

−y /x+ x /y UeX8V

= 2σ(D) UeXeV

=
2π

ab
̸= 0, UeXdV

故 v 不是区域 D2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 0

}
上的保守 U有势V 场X

评卷人뻭 余启帆助教c

评分细则뻭 本小问 d 分- 其中式 eX8- eXe 和 eXd 分别记 k 分- 最后说明保守场和环路积分的
关系记 R 分X 注意- 非单连通区域无法用课本定理 RRXRe- 只能通过证明环路积分为 y- 或积分与路径
无关来证明其为非保守场X

第七题 UR8 分V

证明反常积分
ˆ+∞

0

HM (1 + 4x2)

1 + x2
/x 收敛- 并求其值X

解뻭 设 I(α) =

ˆ+∞

0

HM (1 + α2x2)

1 + x2
/x (α > 0)X 因为 HBK

x→+∞

HM (1 + α2x2)√
x

= 0- 所以存在常数
C > 0 使得

0 <
HM (1 + α2x2)

1 + x2
< C

√
x

1 + x2
. UdXRV

由
ˆ+∞

0

√
x

1 + x2
/x 收敛- 结合比较判别法可知

ˆ+∞

0

HM (1 + α2x2)

1 + x2
/x 收敛X 记 f(x,α) =

HM (1 + α2x2)

1 + x2
X 则对于 α " α0 > 0- 有

∣∣∣∣
∂f

∂α

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

2αx2

(1 + x2) (1 + α2x2)

∣∣∣∣!
2

α0 (1 + x2)
, UdXkV

由此可知
ˆ+∞

0

∂f

∂α
/x 在 [α0,+∞) 上一致收敛X 于是

I ′(α) =

ˆ+∞

0

2αx2

(1 + x2) (1 + α2x2)
/x, α > 0. UdXjV
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对于 α > 0 且 α ̸= 1 有

I ′(α) =

ˆ+∞

0

2αx2

(1 + x2) (1 + α2x2)
/x =

2α

α2 − 1

ˆ+∞

0

(
1

1 + x2
− 1

1 + α2x2

)
/x UdX9V

=
2α

α2 − 1

(
π

2
−
ˆ+∞

0

1

1 + α2x2
/x

)
=

2α

α2 − 1

(
π

2
− 1

α
· π
2

)
=

π

1 + α
. UdX8V

易验证- 对 α = 1 也有 I ′(α) =
π

1 + α
X 由于 I(0) = 0- 故

I(α) = π HM(1 + α), α " 0. UdXeV

于是所求反常积分的值为 π HM 3X
评卷人뻭 余启帆助教c
评分细则뻭 证明 I(α) 在 α > 0 上收敛得 e 分 U其中 0 处的讨论得 k 分- +∞ 处的讨论得 9

分V- 证明
ˆ+∞

0

∂f

∂α
/x 在 [α0,+∞) 上一致收敛得 j 分- 计算 I ′(α) 及最终结果得 e 分 U其中式 dX8

记 9 分- 式 dXe 及代入 α = 2 计算记 k 分V- 合计 R8 分X

第八题 U3 分V

设函数 f(x, y, z) 在 R3 上有二阶连续偏导数- 并且对任意点 P0 = (x0, y0, z0) 及任意正数 r > 0

有

1

4πr2

¨
S

f(x, y, z) /S = f (P0) U3XRV

其中 S 是以 P0 为球心- r 为半径的球面X 求证, f 满足 G�TH�+2 方程

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
= 0. U3XkV

证明뻭 对任意 r > 0 取球面 S 的参数方程为

x = x0 + r bBM θ +Qbϕ, y = y0 + r bBM θ bBMϕ, z = z0 + r +Qb θ, U3XjV

其中 (θ,ϕ) ∈ D := [0,π]× [0, 2π]X 记 P := (x0 + r bBM θ +Qbϕ, y0 + r bBM θ bBMϕ, z0 + r +Qb θ)- 根据题
目条件 U平均值定理V 有

¨
D

f(P ) bBM θ/θ/ϕ = 4πf (P0) . U3X9V

这是含参变量 r 的积分X 关于变量 r 求导- 得
¨

D

[
bBM θ +Qbϕ · ∂f

∂x
(P ) + bBM θ bBMϕ · ∂f

∂y
(P ) + +Qb θ · ∂f

∂z
(P )

]
bBM θ/θ/ϕ = 0. U3X8V

这等价于

¨
S

∂f

∂x
/y /z + ∂f

∂y
/z /x+

∂f

∂z
/x /y = 0. U3XeV
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因为 f 有连续的二阶偏导数- 所以根据 :�mbb 公式得
˚

V

(
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

)
/x /y /z = 0, U3XdV

其中 V 是 S 围成的球体X 根据积分中值定理- 存在 Pξ ∈ V 使得

(
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

)
(Pξ) = 0. U3X3V

令 r → 0+- 即得
(
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

)
(P0) = 0. U3XNV

由于 P0 是任意的- 故

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
= 0. U3XRyV

评卷人뻭 汪琥庭老师c
评分细则뻭 未知- 可参考课堂笔记X
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