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第三章 线性方程组 

定义：对于线性方程组 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

 

𝑎𝑖𝑗称为第𝑖个方程中第𝑗个变量𝑥𝑗的系数；𝑏𝑖是第𝑖个方程的常数项。若常数项都为 0，则称该

方程组为齐次线性方程组，否则为非齐次线性方程组。如果解集非空，称该线性方程组是相

容的，否则为不相容的。 

3.1 高斯消元法 

定义：以下三种是初等变换： 

（1） 交换两个方程 

（2） 某个方程乘一非 0 常数 

（3） 把某个方程乘一非 0 常数加到另一个方程上 

定理：初等变换把线性方程组变为同解线性方程组。 

3.2 高斯消元法的矩阵表示 

定义：对章前的线性方程组： 

(

𝑎11 𝑎12 ⋯⋯ 𝑎1𝑛 𝑏1
𝑎21 𝑎22 ⋯⋯ 𝑎2𝑛 𝑏2
⋮ ⋮  ⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯⋯ 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

) 

称为该方程组的增广矩阵。系数矩阵是增广矩阵去掉最后一列。矩阵的三种初等行变换就是

线性方程组三种初等变换的对应。 

3.3 一般线性方程组的高斯消元法 

定义：矩阵的最简形式（或称标准形式）为增广矩阵经高斯消元得到的准上三角阶梯形矩阵： 



(

 
 
 
 
 
 

𝑐11 ⋯ 𝑐1,𝑗2−1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 𝑐1𝑛 𝑑1
0 ⋯ 0 𝑐2𝑗2 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 𝑐2𝑛 𝑑2
⋮  ⋮ ⋮     ⋮ ⋮
0 ⋯ ⋯ ⋯  0 𝑐𝑟𝑗𝑟 ⋯ 𝑐𝑟𝑛 𝑑𝑟
0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 0 𝑑𝑟+1
0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 0 0
⋮        ⋮ ⋮
0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 0 0 )

 
 
 
 
 
 

 

定理：当𝑑𝑟+1 ≠ 0，原方程组无解；当𝑑𝑟+1 = 0且𝑟 = 𝑛，有唯一解；当𝑑𝑟+1 = 0且𝑟 < 𝑛，有

多解。 

定义：若方程组有解为(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = (0,0,⋯ ,0)，则称之为零解或平凡解。反之称为非平

凡解。 

定理：齐次线性方程组有非零解⟺ 𝑟 < 𝑛 

定理：𝑚 < 𝑛 ⟹齐次线性方程组有非零解 

第四章 矩阵与行列式 

4.1 矩阵的定义 

定义：𝑚× 𝑛矩阵有𝑚行𝑛列；在第𝑖行第𝑗列的元素称为第(𝑖, 𝑗)元素，记作𝑎𝑖𝑗 

定义：对角元都是𝑎，其他为 0 的矩阵称为数量矩阵 

定义：上三角矩阵是所有𝑖 > 𝑗的𝑎𝑖𝑗 = 0的矩阵；下三角矩阵是所有𝑖 < 𝑗的𝑎𝑖𝑗 = 0的矩阵；统

称三角矩阵 

定义：数域𝐹上的所有𝑚× 𝑛矩阵全体记为𝐹𝑚×𝑛 

4.2 矩阵的运算 

定理：矩阵的加法和数乘满足以下八个性质： 

（1） 加法交换律：𝑨 + 𝑩 = 𝑩+ 𝑨 

（2） 加法结合律：(𝑨 + 𝑩) + 𝑪 = 𝑨 + (𝑩 + 𝑪) 

（3） 存在零矩阵：𝑨 + 𝑶 = 𝑶 + 𝑨 = 𝑨 

（4） 存在负矩阵：𝑨 + (−𝑨) = (−𝑨) + 𝑨 =  𝑶 

（5） 左分配律：(𝜆 + 𝜇)𝑨 = 𝜆 𝑨 + 𝜇𝑨 

（6） 右分配率：𝜆(𝑨 + 𝑩) =  𝜆 𝑨 +  𝜆 𝑩 

（7） 数乘结合率：(𝜆𝜇)𝑨 =  𝜆(𝜇𝑨) 

（8） 数乘单位元：1𝑨 = 𝑨 

定义：基本矩阵𝑬𝑖𝑗是只有𝑎𝑖𝑗 = 1，其他元素都是 0 的𝑚× 𝑛矩阵 

定义：设𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚)，其中每个𝑥𝑖都是𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚)的齐次线性函数： 

{

𝑥1 = 𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2 +⋯⋯+ 𝑎1𝑛𝑦𝑛
𝑥2 = 𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2 +⋯⋯+ 𝑎2𝑛𝑦𝑛

⋮
𝑥𝑚 = 𝑎𝑚1𝑦1 + 𝑎𝑚2𝑦2 +⋯⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑦𝑛

 

上式确定的映射𝒜:𝒙 → 𝒚称为线性映射。 



定义：正交方阵是可以写成𝑷𝑷𝐓 = 𝑰或𝑷𝐓𝑷 = 𝑰形式的方阵𝑷 

定义：矩阵多项式：𝑓(𝑨) = 𝑐0𝑰 + 𝑐1𝑨 + 𝑐2𝑨
2 +⋯⋯+ 𝑐𝑘𝑨

𝑘 

定理：（逆矩阵的性质）对可逆矩阵𝑨,𝑩有： 

（1） (𝑨−1)−1 =  𝑨 

（2） (𝜆𝑨)−1 = 𝜆−1𝑨−1 

（3） (𝑨𝑩)−1 = 𝑩−1𝑨−1 

定理：（转置运算的性质） 

（1） (𝑨 + 𝑩)T = 𝑨T +𝑩T 

（2） (𝜆𝑨)T = 𝜆𝑨T 

（3） (𝑨𝑩)T = 𝑩T𝑨T 

（4） (𝑨−1)T = (𝑨T)−1 

定理：（迹的性质） 

（1） tr(𝑨 + 𝑩) = tr(𝑨) + tr(𝑩) 

（2） tr(𝜆𝑨)=𝜆 tr(𝑨) 

（3） tr(𝑨T)=tr(𝑨)；tr(𝑨̅) = tr(𝑨)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

（4） tr(𝑨𝑩) = tr(𝑩𝑨) 

定义：（分块矩阵）准上、下三角矩阵 

定理：（分块矩阵运算性质）对分块矩阵𝑨 = (𝑨𝑖𝑗)𝑟×𝑠, 𝑩 = (𝑩𝑖𝑗)𝑟×𝑠有𝑨 +𝑩 = (𝑨𝑖𝑗 +𝑩𝑖𝑗)𝑟×𝑠、

𝜆 𝑨 = (𝜆𝑨𝑖𝑗)𝑟×𝑠
；对𝑨 = (𝑨𝑖𝑗)𝑟×𝑠, 𝑩 = (𝑩𝑖𝑗)𝑠×𝑡有𝑪𝑖𝑗 =

∑ 𝑨𝑖𝑘𝑩𝑘𝑗
𝑠
𝑘=1 （与矩阵乘法相同）；

(diag(𝑨1, 𝑨2,⋯ , 𝑨𝑟))
−1 = diag(𝑨1

−1, 𝑨2
−1,⋯ , 𝑨𝑟

−1) 

4.3 行列式 

定义：对方阵𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛，行列式（记）为 

det𝑨 = |(𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
| =∑(−1)𝑖+1𝑎1𝑖𝑀1𝑖

𝑛

𝑖=1

 

其中𝑀𝑖𝑗是𝑨删去第𝑖行与第𝑗列后余下矩阵的行列式。𝑀𝑖𝑗称为det𝑨的元素𝑎𝑖𝑗的余子式，𝐴𝑖𝑗 =

(−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗称为元素𝑎𝑖𝑗的代数余子式。 

定理：行列式按任意一行或任意一列展开结果一样。 

定理：（初等变换对行列式的影响） 

（1） 交换方阵𝑨的两行，得到方阵𝑩满足det 𝑨 = −det𝑩 

（2） 将方阵𝑨的一行乘𝜆，得到方阵𝑩满足det𝑩 = 𝜆 det𝑨 

（3） 若方阵𝑨的两行成比例，则det 𝑨 = 0 

（4） 若方阵𝑨的一行是两个向量之和，则det 𝑨可拆为两该行为两向量的行列式之和 

（5） 将方阵𝑨的一行乘𝜆加到另一行，得到方阵𝑩满足det𝑩 = det𝑨 

综上，行列式函数具有反对称性（1），多重线性（2），规范性（det(𝑒1, 𝑒2,⋯⋯𝑒𝑛) = 1） 

定义：排列、自然排列、顺序排列、对换、逆序、逆序数、奇排列、偶排列 

定理：对方阵𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛： 



det𝑨 = ∑ (−1)𝜏(𝑗1,𝑗2,⋯⋯𝑗𝑛)𝑎1𝑗1𝑎2𝑗2⋯⋯𝑎𝑛𝑗𝑛
(𝑗1,𝑗2,⋯⋯𝑗𝑛)∈𝑆𝑛

 

定理：准三角方阵𝑨 = (𝑨𝑖𝑗)𝑘×𝑘若对角块𝑨𝑖𝑖都是方阵，则： 

det𝑨 =∏det𝑨𝑖𝑖

𝑘

𝑖=1

 

定理：det 𝑨 = det𝑨T 

定理：det(𝑨𝑩) = det𝑨 det𝑩 

定理：det (
𝑨 𝑪
𝑩 𝑫

) = det𝑨 det(𝑫 − 𝑩𝑨−1𝑪)；特别，𝑨𝑩 = 𝑩𝑨时，det (
𝑨 𝑪
𝑩 𝑫

) = det(𝑨𝑫− 𝑩𝑨) 

定义：𝑨的伴随方阵为： 

𝑨∗ = (

𝐴11 𝐴21 ⋯ 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 ⋯ 𝐴𝑛2
⋮ ⋮  ⋮
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 ⋯ 𝐴𝑛𝑛

) 

定理：𝑨∗𝑨 = 𝑨𝑨∗ = det𝑨 ∙  𝑰 ⟹ det𝑨∗ = (det𝑨)𝑛−1 

定理：(𝑨𝑩)∗ = 𝑩∗𝑨∗  (𝜆𝑨)∗ = 𝜆𝑛−1𝑨∗ 

定理：𝑨可逆⟺ det𝑨 ≠ 0，且𝑨−1 = (det𝑨)−1𝑨∗ 

定理：（Vandermonde 行列式） 

|

1 𝑎1 ⋯ 𝑎1
𝑛

1 𝑎2 ⋯ 𝑎2
𝑛

⋮ ⋮  ⋮
1 𝑎𝑛 ⋯ 𝑎𝑛

𝑛

| = ∏ (𝑎𝑗 − 𝑎𝑖)

 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

定理：（Cramer 法则）对系数矩阵为𝑨的方程组： 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

 

有唯一解： 

(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = (
∆1
∆
,
∆2
∆
,⋯ ,

∆𝑛
∆
) 

其中∆= det𝑨，∆𝑖是把𝑨的第𝑖列替换成(𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑚)
T得到的方阵。 

定 理 ： det(𝑰𝑛 −𝑩𝑨) = det (
𝑰𝑚 𝑨
𝑩 𝑰𝑛

) = det(𝑰𝑚 − 𝑨𝑩) ⟹ 𝜆𝑚 det(𝜆𝑰𝑛 −𝑩𝑨) = 𝜆
𝑛 det(𝑰𝑛 −

𝑨𝑩) 

4.4 初等变换 

定义：初等行变换与初等列变换统称初等变换。初等方阵根据三种初等变换分别为： 



𝑺𝑖𝑗 =

(

 
 
 
 

1
⋱

0 1
⋱

1 0
⋱

1)

 
 
 
 

 

𝑫𝑖(𝜆) =

(

 
 
 
 

1
⋱

1
𝜆

1
⋱

1)

 
 
 
 

 

𝑻𝑖𝑗(𝜆) =

(

 
 
 
 

1
⋱

1 𝜆
⋱

1
⋱

1)

 
 
 
 

 

定理：对矩阵做初等行变换，相当于在矩阵左边乘上一个相应初等方阵；对矩阵作初等列变

换，相当于在矩阵的右边乘上一相应初等方阵。行左列右 

定理：𝑨可逆⟺可以分解成一系列初等矩阵乘积（得出初等变换法求逆矩阵） 

4.5 秩与相抵 

定义：若存在可逆方阵𝑷,𝑸使𝑩 = 𝑷𝑨𝑸，则称𝑨与𝑩相抵。 

定义：满足对称性、反身性、传递性的关系是等价关系 

定义：相抵等价类 

定理：对任意𝑨，存在可逆方阵𝑷,𝑸使𝑷𝑨𝑸 = (
𝑰𝑟 𝑶
𝑶 𝑶

)，其中𝑟由𝑨唯一决定，(
𝑰𝑟 𝑶
𝑶 𝑶

)被称为

相抵标准形。 

定义：列满秩、行满秩；rank𝑨（𝑟(𝑨)） 

定理：可逆方阵秩等于阶数，相抵标准形为𝑰 

定理：𝑨与𝑩相抵⟺ rank𝑨 = rank𝑩 

定理：rank𝑨 = rank𝑨T 

定理：rank (
𝑨 𝑶
𝑶 𝑩

) = rank𝑨 + rank𝑩 

定理（定义）：𝑨的非零子式的最大阶数等于𝑨的秩 

定理：rank(𝑨𝑩) ≤ min{rank𝑨 , rank𝑩} 

定理：初等变换不改变矩阵的秩 

定理：rank𝑨∗ = {
𝑛, rank𝑨 = 𝑛

1, rank𝑨 = 𝑛 − 1
0, rank𝑨 < 𝑛 − 1

 

定理：max{rank𝑨 , rank𝑩 , rank(𝑨 + 𝑩)} ≤ rank(𝑨 𝑩) ≤ rank𝑨 + rank𝑩 



定理：𝑚+ rank(𝑰𝑛 −𝑩𝑨) = rank (
𝑰𝑚 𝑨
𝑩 𝑰𝑛

) = 𝑛 + rank(𝑰𝑚 − 𝑨𝑩) 

定理：（Frobenius 秩不等式）rank𝑨𝑩 + rank𝑩𝑪 − rank𝑩 ≤ rank𝑨𝑩𝑪 

第五章 线性空间 

5.1 数组空间及其子空间 

定义：线性组合、组合系数、线性表示 

定义：子空间（任意加和与数乘后都还属于子空间）、生成子空间〈𝑎, 𝑏, 𝑐 ⋯ 〉 

5.2 线性相关与线性无关 

定义：𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚中，若某个向量𝒂𝑖能被其他向量线性表示，则称这个向量组线性相关，否则

为线性无关。 

定理：𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚线性相关⟺ ∃𝒂𝑖使〈𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚〉 = 〈𝒂1,⋯ , 𝒂𝑖−1, 𝒂𝑖+1,⋯ , 𝒂𝑚〉 ⟺ ∃𝜆1,⋯ , 𝜆𝑚使

𝜆1𝒂1 +⋯+ 𝜆𝑚𝒂𝑚 = 0 

定理：含零向量的向量组一定线性相关。 

定理：对向量组𝑆1 ⊂ 𝑆2，有𝑆1线性相关⟹ 𝑆2线性相关；𝑆2线性无关⟹ 𝑆1线性无关 

定理：对𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚 ∈ 𝐹
𝑛，𝑚 > 𝑛 ⟹ 𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚线性相关；𝑚 = 𝑛 ⟹ (𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚线性相关⟺

det(𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚) = 0) 

5.3 极大无关组与秩 

定义：方程组的秩、极大无关组 

定义：如果两向量组可以相互线性表示，则称两者等价，记作{𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚} ∼ {𝒃1,⋯ , 𝒃𝑙}。等

价满足反身性、传递性、对称性。 

定理：{𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚} ∼ {𝒃1,⋯ , 𝒃𝑙} ⟺ 〈𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚〉 = 〈𝒃1,⋯ , 𝒃𝑙〉 

定理：向量组与其任意一个极大无关组等价；极大无关组间相互等价。 

定理：两个分别线性无关向量组若等价，则两向量组元素数相等。 

定义：向量组的秩rank(𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚) , 𝑟(𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚) 

定理：任意矩阵行秩、列秩、秩相等。 

5.4 基与维数 

定义：基、𝒂在基{𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚}下的坐标(𝜆1,⋯ , 𝜆𝑚)、维数dim𝑉（空间一组基的向量个数）、自

然基 

定义：若𝐹𝑚内有两组基{𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚}, {𝒃1,⋯ , 𝒃𝑚}，其间关系有下式确定： 



{

𝒃1 = 𝑡11𝒂1 +⋯+ 𝑡1𝑚𝒂𝑚
𝒃2 = 𝑡21𝒂1 +⋯+ 𝑡2𝑚𝒂𝑚

⋮
𝒃𝑚 = 𝑡𝑚1𝒂1 +⋯+ 𝑡𝑚𝑚𝒂𝑚

⟹ (𝒃1,⋯ , 𝒃𝑚) = (𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚)𝑻, 𝑻 = (𝑡𝑖𝑗)𝑚×𝑚
 

称𝑻为从基𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚到𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑚的过渡矩阵。若某向量在𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚与𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑚的坐标分别

为𝑿 = (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑚)
T, 𝒀 = (𝑦1,⋯ , 𝑦𝑚)

T，则从原坐标𝑿到新坐标𝒀的坐标变换公式为𝒀 = 𝑻−1𝑿。 

定理：𝑉为𝑟维子空间，则𝑉中任意𝑟 + 1个向量线性相关；𝑉为𝑟维子空间，则𝑉中任意𝑟个线

性无关向量是𝑉的一组基；𝑈 ⊆ 𝑉 ⟹ dim𝑈 ≤ dim𝑉；𝑈 ⊆ 𝑉, dim𝑈 ≤ dim𝑉 ⟹ 𝑈 = 𝑉。 

5.5 线性方程组解集结构 

定理：对线性方程组𝑨𝒙 = 𝒃，有解⟺ rank𝑨 = rank(𝑨 𝒃)；有唯一解⟺ rank𝑨 =

rank(𝑨 𝒃) = 𝑛 

定理：对齐次线性方程组𝑨𝒙 = 𝟎，解空间为𝑉，则dim𝑉 = 𝑛 − rank𝑨，𝑛为行数。 

定义：基础解系：解空间的一组基 

定理：对齐次线性方程组𝑨𝒙 = 𝟎，解空间为𝑉；对方程组𝑨𝒙 = 𝒃，解集为𝑊，则𝑊 = 𝛾0 + 𝑉，

𝛾0是𝑨𝒙 = 𝒃的一个特解。则通解为：𝒙 = 𝑡1𝒂1 +⋯+ 𝑡𝑚𝒂𝑚 + 𝛾0 

注：坐标、向量都是竖的！ 

5.6 一般线性空间 

定义：有定义加法、数乘，且满足线性八律的，则称𝑉是𝐹上的线性空间，𝑉中元素称为向量。 

定义：子空间、平凡子空间、线性组合、组合系数、线性表示、线性相关、秩、基、维、无

限维线性空间、坐标、扩充基 

第六章 线性变换 

6.1 线性变换的定义和性质 

定义：设𝑉, 𝑉′是数域上的两个线性空间，若映射𝒜:𝑉 → 𝑉′满足对∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ 𝐹都有𝒜(𝒙 +

𝒚) = 𝒜(𝒙) +𝒜(𝒚) ,𝒜(𝜆𝒙) = 𝜆𝒜(𝒙)，则称𝒜为从𝑉到𝑉′的线性映射，如果𝑉 = 𝑉′，则称为

𝒜为𝑉上的一个线性变换。把每个向量映射为自身的变换称为单位变换或恒等变换；把每个

向量都映射为零向量的变换为零变换。 

定理：平面上的伸缩变换、旋转变换、反射变换、投射变换分别为： 

(
𝜆  
 𝜇

) , (
cos𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos𝜃

) , (
1  
 −1

) , (
1  
 0

) 

定理：𝒜(𝟎) = 𝟎；𝒜(−𝒙) = −𝒜(𝒙)； 

𝒜(∑𝜆𝑖𝜶𝑖

𝑛

𝑖=1

) =∑𝜆𝑖𝒜(𝜶𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

；𝜶𝑖线性相关⟹𝒜(𝜶𝑖)线性相关。 



6.1 线性变换的矩阵 

定义：若𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛是𝑉上的一组基，且满足： 

{

𝒜(𝜶1) = 𝑎11𝜶1 +⋯+ 𝑎1𝑛𝜶𝑛
𝒜(𝜶2) = 𝑎21𝜶1 +⋯+ 𝑎2𝑛𝜶𝑛

⋮
𝒜(𝜶𝑛) = 𝑎𝑛1𝜶1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝜶𝑛

⟹ (𝒜(𝜶1) ,⋯ ,𝒜(𝜶𝑛)) = (𝒂1,⋯ , 𝒂𝑚)𝑨,𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
 

𝑨称为线性变换𝒜在基𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛下的矩阵。 

定理：设线性变换𝒜在基𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛下的矩阵为𝑨，𝒚 = 𝒜(𝒙)，𝒙, 𝒚在基𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛下的坐标分

别为𝑿,𝒀，则𝒀 = 𝑨𝑿。 

定理：设线性变换𝒜在两组基𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛与𝜷1,⋯ , 𝜷𝑛下的矩阵分别为𝑨和𝑩，而𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛到

𝜷1,⋯ , 𝜷𝑛的过渡矩阵为𝑻，则𝑩 = 𝑻−1𝑨𝑻。 

定理：若对两个𝑛阶方阵𝑨和𝑩，存在一个可逆𝑛阶方阵𝑻使得𝑩 = 𝑻−1𝑨𝑻，则称𝑨和𝑩相似，

记作𝑨 ∼ 𝑩。相似满足反身性、对称性、传递性。每个相互相似的最大矩阵集称为一个相似

类，该类中每个元素称为一个代表元。相似不变量、相似标准形。 

6.3 特征值与特征向量 

定义：若对两个𝑛阶方阵𝑨，有𝑨𝒙 = 𝜆𝒙，则称𝜆为𝑨的一个特征值，𝒙为𝑨的一个特征向量。 

定义：线性变换的特征值、特征向量 

定义：对线性变换𝒜的某个特征值𝜆，其特征向量构成的子空间叫特征子空间，记作𝑉𝒜(𝜆)。 

步骤：（特征值的计算）𝑨𝒙 = 𝜆𝒙⟹ (𝜆𝑰 − 𝑨) 𝒙 = 𝟎 ⟹ det(𝜆𝑰 − 𝑨) = 𝑝𝑨(𝜆) = 0。𝑝𝑨(𝜆)被称

为特征多项式，解此方程即可得到所有特征值。由代数基本定理，𝑛阶方阵有𝑛个特征值。再

针对每个解得的特征值解方程(𝜆𝑰 − 𝑨) 𝒙 = 𝟎，得到所有的特征向量𝒙。 

定理：𝑨𝑘的特征值是𝜆𝑘；𝑨T的特征值是𝜆；𝑨∗的特征值是𝜆−1 det𝑨；正交方阵满足|𝜆| = 1。 

定理：相似矩阵有同样的特征多项式和特征值。 

定理： 

tr𝑨 =∑𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

, det 𝑨 =∏𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

定理：𝑛阶方阵可逆⟺所有特征值都不是 0 

定义：线性变换的特征多项式、特征值、行列式、秩、迹 

6.3 矩阵的相似对角化 

定理：𝑛阶方阵不同特征值的特征向量是线性无关的。 

定理：𝑛阶方阵相似于对角矩阵⟺该方阵有𝑛个线性无关的特征向量。且对角化矩阵即该方

阵的𝑛个特征向量为列的方阵。 

定理：𝑛阶方阵的𝑛个特征向量两两不同⟹该方阵相似于对角矩阵 

定理：任意𝑛阶复方阵都可以相似于一个上三角矩阵，且该上三角矩阵的主对角线元素都是

该方阵的特征值。 



第七章 欧几里得空间 

7.1 欧氏空间的定义与基本性质 

定义：设𝑉是实数域ℝ上的线性空间，若𝑉中任意两向量𝒙, 𝒚按照某一法则对应一个实数(𝒙, 𝒚)，

且满足对称性（(𝒙, 𝒚) = (𝒚, 𝒙)）、线性性（(𝜆𝒙, 𝒚) = 𝜆(𝒙, 𝒚), (𝒙 + 𝒛, 𝒚) = (𝒙, 𝒚) + (𝒛, 𝒚)）、正

定性（∀(𝒙, 𝒙) ≥ 0, (𝒙, 𝒙) = 0 ⟺ 𝒙 = 𝟎），则称(𝒙, 𝒚)为𝒙, 𝒚的内积，𝑉为ℝ上的欧几里得（Euclid）

空间，简称欧氏空间。 

定理：（Cauchy-Schwarz 不等式）|(𝒙, 𝒚)| ≤ √(𝒙, 𝒙)(𝒚, 𝒚) 

定义：长度、模、单位向量、单位化 

7.2 内积的表示与标准正交基 

定义：𝑮 = (𝑔𝑖𝑗)𝑛×𝑛, 𝑔𝑖𝑗 = (𝜶𝑖, 𝜶𝑗)，则称𝑮为内积(, )在基𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛下的度量矩阵。 

定理：度量矩阵是实对称方阵，且满足𝒙T𝑮𝒙 ≥ 0, 𝒙T𝑮𝒙 = 0 ⟺  𝒙 = 0。满足这两条的方阵都

可称为正定方阵。 

定义：正交向量组、正交基、标准正交基 

定理：（Schmidt 正交化）从欧氏空间中的任意一组基出发，可构造一组标准正交基。 

步骤：（Schmidt 正交化）在基𝜶1,⋯ , 𝜶𝑛下，先把𝜶1单位化，取𝒆1 = 𝜶1 |𝜶1|⁄ ；𝜶2减去𝜶2在𝒆1
方向的投影得到向量与𝜶1垂直，故取𝜷2 = 𝜶2 − (𝜶2, 𝒆1)𝒆1，𝒆2 = 𝜷2 |𝜷2|⁄ 。以此类推： 

𝜷𝑘 = 𝜶𝑘 −∑(𝜶𝑘, 𝒆𝑖)𝒆𝑖

𝑘−1

𝑖=1

 , 𝒆𝑘 = 𝜷𝑘 |𝜷𝑘|⁄  

7.3 欧几里得空间里的线性变换 

定义：保持内积不变的线性变换即正交变换，即(𝒜(𝒙) ,𝒜(𝒚)) = (𝒙, 𝒚) 

定理：对线性变换𝒜，𝒜是正交变换当且仅当下列两个条件之一成立：①𝒜保持任意向量的

模不变 ②𝒜将标准正交基变换为标准正交基 

定义：正交矩阵是满足𝑨T = 𝑨−1的实方阵。 

定理：𝒜是正交变换⟺𝒜在标准正交基下矩阵为正交矩阵 

定理：单位变换是正交变换；两个正交变换的复合还是正交变换；正交变换可逆，其逆变换

也是正交变换。 

定义：若𝒜在一组基下的行列式为 1，则称为第一类变换；若为-1，称为第二类变换。 

定理：正交变换的特征值模长都是 1；若𝑉的维数是奇数且𝒜是第一类正交变换，则𝒜存在

值为 1 的特征值。 

定义：满足(𝒜(𝒙) , 𝒚) = (𝒙,𝒜(𝒚))的𝒜称为𝑉上的对称变换。 

定理：𝒜是对称变换⟺𝒜在标准正交基下矩阵为实对称矩阵 

定理：对于对称变换𝒜，其不同特征值对应特征向量相互正交；实对称矩阵属于不同特征值



的特征向量必正交。 

定理：实对称矩阵的特征值都是实数 

定理：对任意𝑛阶实对称矩阵𝑨，存在一个𝑛阶正交矩阵𝑻使得𝑻−1𝑨𝑻是对角矩阵。 

步骤：（实对称方阵的对角化）对任意𝑛阶实对称矩阵𝑨，可以求得其𝑛个相互正交的特征向

量，这𝑛个特征向量就是𝑻的𝑛个列。 

第八章 实二次型 

8.1 二次型的矩阵表示 

定义：二次型是一个齐次的二次多项式： 

𝑄(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) =∑∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 𝒙T𝑨𝒙,𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
, 𝒙 = (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)

T 

𝑨称为二次型𝑄(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)的矩阵，𝑨的秩称为二次型的秩。任何二次型的矩阵都可表示为对

角矩阵。 

定义：对实数域上两个𝑛阶方阵𝑨,𝑩，若存在一个可逆实矩阵𝑷使得𝑩 = 𝑷T𝑨𝑷，则称𝑨,𝑩是

相合的，𝑷为相合变换矩阵。相合关系是一种等价关系。 

8.2 二次型的标准形 

定理：给定实二次型𝑄(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 𝒙
T𝑨𝒙，存在正交变换𝒙 = 𝑷𝒚将𝑄(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)化为二次型

𝑄̃(𝑦1,⋯ , 𝑦𝑛) = 𝒚
T diag(𝜆1,⋯ , 𝜆𝑛) 𝒚，𝜆1,⋯ , 𝜆𝑛是𝑨的特征值，𝑄̃(𝑦1,⋯ , 𝑦𝑛)称为𝑄(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)的

标准二次型。此时diag(𝜆1,⋯ , 𝜆𝑛) = 𝑷
T𝑨𝑷。 

步骤：（配平方法求标准形）将𝑄(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)配方，每个配方构成相合变换矩阵的一行。对每

个实二次型都可找到一个配方找到𝒙 = 𝑷𝒚使之化为标准二次型。 

步骤：（初等变换法求标准形）作一个二行一列的分块矩阵，第一行为𝑨，第二行为𝑰，经过

一系列初等变换（包括行列变换），将第一行变为对角矩阵，则第二行是相合变换矩阵。 

8.3 相合不变量与分类 

定理：设𝑨是一个𝑛阶实对称矩阵，则存在可逆矩阵𝑷使： 

𝑷T𝑨𝑷 = (
𝑰𝑟   
 −𝑰𝑠  
  𝑶

) , rank𝑨 = 𝑟 + 𝑠 

此对角矩阵称为𝑨的规范形。 

定理：（惯性定理）实二次型𝑄的规范形中正项数𝑟与负项数𝑠由𝑄唯一确定。 

定义：𝑟为正惯性指数，𝑠为负惯性指数，𝑟 − 𝑠为符号差。 



8.4 二次曲线与曲面分类 

定义：给定平面二次曲线方程𝑎11𝑥
2 + 2𝑎12𝑥𝑦 + 𝑎22𝑦

2 + 2𝑏1𝑥 + 2𝑏2𝑦 + 𝑐 = 0，可以找到一

个二阶正交矩阵𝑷使𝑷T𝑨𝑷 = diag(𝜆1, 𝜆2)，有变换(𝑥, 𝑦)T = 𝑷(𝑥′, 𝑦′)T，将原方程变为𝜆1𝑥
′2 +

𝜆2𝑦
′2 + 2𝑏1

′𝑥′ + 2𝑏2
′𝑦′ + 𝑐′ = 0。做坐标轴平移后，𝑥̃ = 𝑥′ + 𝑏1

′ 𝜆1⁄ , 𝑦̃ = 𝑦′ + 𝑏2
′ 𝜆2⁄ ，则：

椭圆型（𝜆1𝜆2 > 0）为𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 𝜆3 = 0；双曲型（𝜆1𝜆2 < 0）为𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 𝜆3 = 0；

抛物型（𝜆1, 𝜆2一个为 0）为𝜆1𝑥̃
2 + 2𝑏2̃ 𝑦̃ +  𝑐̃ = 0 

定义：对二次曲面方程𝜆1𝑥
′2 + 𝜆2𝑦

′2 + 𝜆3𝑧
′2 + 2𝑏1

′𝑥′ + 2𝑏2
′𝑦′ + 2𝑏3

′𝑧′ + 𝑐′ = 0，有以下几

种曲面类型：椭球面型（𝜆1, 𝜆2, 𝜆3同号）𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 𝜆3𝑧̃
2 + 𝜆4 = 0；双曲面型（𝜆1, 𝜆2, 𝜆3

非零不同号，𝜆4 ≠ 0）𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 𝜆3𝑧̃
2 + 𝜆4 = 0；抛物型（𝜆1, 𝜆2, 𝜆3两个非零一个为 0）

𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 2𝑏3̃ 𝑧̃ = 0；二次锥面（𝜆1, 𝜆2, 𝜆3非零不同号，𝜆4 = 0）𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 𝜆3𝑧̃
2 = 0；

二次柱面（𝜆1, 𝜆2, 𝜆3至少一个为 0）𝜆1𝑥̃
2 + 𝜆2𝑦̃

2 + 2𝑏2̃ 𝑦̃ +  𝑐̃ = 0 

8.5 正定二次型 

定义：若对任意非零向量𝒙有𝑄 > 0，则称𝑄为正定二次型，𝑨为正定矩阵。记为𝑨 > 0。 

定理：𝑨正定⟺𝑄的正惯性系数为𝑛 ⟺ 𝑨相合于单位矩阵。该定理构成正定二次型的另一种

定义。 

定理：若𝑨,𝑩相合，则𝑨 > 0 ⟺  𝑩 > 0 

定理：𝑨 > 0 ⟹ det𝑨 > 0 

定理：𝑨 > 0 ⟺  𝑨的各阶顺序主子式均大于 0，即： 

𝑎11, |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| , ⋯ , |

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮  ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

| > 0 

定义：（二次型的分类）正定二次型：𝑟 = 𝑛；半正定二次型：𝑠 = 0, 𝑟 ≤ 𝑛，规范形为𝑦1
2 +

⋯+ 𝑦𝑟
2，记为𝑨 ≥ 0，相合于diag(𝑰𝑟 , 𝑶)；负定二次型：𝑠 = 𝑛，规范形为−𝑦1

2 −⋯− 𝑦𝑛
2，

记为𝑨 < 0，相合于−𝑰；半负定二次型：𝑟 = 0, 𝑠 ≤ 𝑛，规范形为−𝑦1
2 −⋯− 𝑦𝑟

2，记为𝑨 ≤ 0，

相合于diag(−𝑰𝑠, 𝑶)；除此之外都是不定型。对应有半正定矩阵、负定矩阵、半负定矩阵。正

定二次型的结论可类推到半正定、负定、半负定二次型上。 


