
《复变函数 A》知识点整理 

2021 秋季学期  授课教师：李书敏老师  整理者：徐小航 

 

简介： 

《复变函数 A》课程是物院、核院、工院、地空物理类在二年级秋季学期的必修课

程。在期末复习该课程的过程中，我根据李书敏老师的课件整理了这份《知识点整理》。这

份《知识点整理》囊括了所有该课程应对期末考试所需要掌握的知识点，使用者需要理解

其中的概念并背诵其中的定理与公式。 

由于《知识点整理》是按照李书敏老师的课件整理的，本文档按李老师课件顺序分划

章节，不完全按照书上顺序。另外，《复变函数 A》期末考试不仅考察计算，也考察一些证

明，因此如果你想要在期末考试获得高分，需要去理解教材上重要定理的证明思路，也需

要自己去做题积累经验，这是本文档所不能给予你的。 

最后，由于复变函数 A 内容较多，《知识点整理》整理时较为仓促，难免出现错误，

如果你在使用过程中发现了错误或疑点，请通过 QQ：1370520469 联系我，我会校对、解

答你的问题并在下一个版本中改正。在本文档最后，我附上了我整理的 2021 秋季学期复

变函数 A 期末考试试卷回忆版，供有需要的同学取用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

20 级 少转地空 徐小航 

2022.1.23 

 

  



复数、平面点集与复变函数 

1. Re 𝑧 = (𝑧 + 𝑧̅)/2，Im 𝑧 = (𝑧 − 𝑧̅)/2𝑖，𝑥2 + 𝑦2 = |𝑧|2 = 𝑧𝑧̅。用于将平面曲线𝐹(𝑥, 𝑦)表示成

复数形式。 

 

2.  

√𝑧
𝑛

= √𝑟
𝑛

(cos
𝜑 + 2𝑘𝜋

𝑛
+ 𝑖 sin

𝜑 + 2𝑘𝜋

𝑛
) , 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

 

3. 复数列极限的定义： 

lim
𝑛→+∞

𝑧𝑛 = 𝑧0 ⟺ lim
𝑛→+∞

|𝑧𝑛 − 𝑧0| = 0 

 

4.  

lim
𝑛→+∞

𝑧𝑛 = 𝑧0 ⟺ lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑥0, lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = 𝑦0 

lim
𝑛→+∞

𝑧𝑛 = 𝑧0 ⟺ lim
𝑛→+∞

𝑟𝑛 = 𝑟0, lim
𝑛→+∞

Arg 𝑧𝑛 = Arg 𝑧0 

5. 在复平面引进一个理想点，称为无穷远点，使它与复球面的北极对应，记作∞。扩充复平

面，也称为闭复平面，是增加了无穷远点的复平面。开复平面，简称复平面，是不含无穷远

点的复平面。与扩充复平面对应的球面称为复数球面或黎曼球面。 

Re ∞ , Im ∞ , Arg ∞都没有意义；|∞| = +∞；若𝑎 ≠ 0，则𝑎 ⋅ ∞ = ∞ ⋅ 𝑎 = ∞, 𝑎/0 = ∞；若𝑎 ≠

∞，则𝑎 ± ∞ = ∞, 𝑎/∞ = 0, ∞/𝑎 = ∞；{𝑧||𝑧| > 𝑅, ∀𝑅 > 0}被称为无穷远点的邻域。 

 

6. {𝑧||𝑧 − 𝑧0| < 𝜌}被称为𝑧0的𝜌邻域； 

若一个点存在一个邻域完全属于点集𝐸，则该点称为𝐸的内点； 

如果𝑀的任一邻域内既有𝐸的点，也有非𝐸的点，则称𝑀为𝐸的边界点； 

若𝑀有一个邻域完全不属于𝐸，则𝑀是𝐸的外点； 

边界是𝐸全部边界点的集合； 

如果𝐸的点都是𝐸的内点，则称𝐸为开集； 

如果𝐸的边界全部属于𝐸，则称𝐸为闭集； 

如果𝐸可以被包含在原点的某个邻域内，则称为有界集，否则为无界集。 

 

7. 连通（即𝐷中任两点可用一条完全属于𝐷中的折线连结起来）的非空开集𝐷称为区域； 

区域与它的边界𝐶合称闭域，记为�̅� = 𝐷 + 𝐶； 

连续实值函数𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]决定点集𝑙称为复平面上的连续曲线，也可以记为𝑧(𝑡) =

𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]; 

若曲线𝑙没有重点（两端点重合除外），则称该曲线为约当曲线或简单曲线； 

若约当曲线的两端点重合，则称为约当闭曲线或简单闭曲线； 

任意一条简单闭曲线𝑙把复平面唯一地分为两个没有公共交点的区域，有界的与无界的分别

称为𝑙的内区域与外区域，两者边界都是𝑙； 

如果区域𝐷中任做一条简单闭曲线，其内区域属于𝐷，则称𝐷为单连通区域，否则为多连通区

域。 



 

8. 一个复变函数𝑤(𝑧)确定两个二元实变函数𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)或𝑢(𝑟, 𝜑), 𝑣(𝑟, 𝜑)。 

 

9. 若𝑤(𝑧)把𝑧平面上的𝐸变换为𝑤平面上的𝐸′，则记为𝐸′ = 𝑤(𝐸)，称𝐸′/𝑤0为𝐸/𝑧0的像，反

向则称为原像。 

函数与映照不加区别；一一映照（双方单值映照）。 

 

10. 实系数多项式的根共轭存在。 

 

11. 求解曲线在映照𝑤下的像的一般思路： 

1° 求映照𝑤下的两个二元实值函数𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)； 

2° 将原像曲线方程与上两个函数联立，消去𝑥, 𝑦即可得到像曲线方程。 

 

*主值首字母都是小写，一般值是大写！ 

复变函数的极限和连续 

1. 复变函数极限的定义： 

设𝑤 = 𝑓(𝑧)在𝑧0的去心邻域0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝜌内有定义，则： 

(∀휀 > 0)(∃𝛿 = 𝛿(휀) ∈ (0, 𝜌))(∀0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝛿)(|𝑓(𝑧) − 𝑤0| < 휀) ≜ lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑤0 

几何意义是，当变点𝑧无论以什么方式或路径进入𝑧0的一个充分小去心𝛿邻域时，它们的像点

都会相应地落入𝑤0的给定的휀邻域。 

 

2. 复变函数连续的定义： 

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) ⟺ 𝑓(𝑧)在𝑧0连续 

连续定义的三要素：𝑓(𝑧)在𝑧0处有定义；𝑓(𝑧)在𝑧0处有极限；𝑓(𝑧)在𝑧0的极限值等于函数值。 

若𝑓(𝑧)在区域𝐷中的每一点都连续，则称𝑓(𝑧)在区域𝐷中连续，记为𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐷)。 

 

3. 连续的充要条件： 

若𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)，则𝑓(𝑧)在𝑧0连续⟺ 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)在(𝑥0, 𝑦0)连续。 

 

4. 连续复变函数的性质： 

(1) 在𝑧0连续的两个函数𝑓(𝑧), 𝑔(𝑧)的和、差、积、分母不为 0 时的商，在𝑧0仍连续。 

(2) 若𝑔(𝑧)在𝑧0连续，𝑓(ℎ)在ℎ0 = 𝑔(𝑧0)连续，则复合函数𝑓(𝑔(𝑧))在𝑧0连续。 

(3) 有理整函数𝑤 = 𝑃(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑧𝑛在整个复平面处处连续。 

(4) 有理分式函数𝑤 = 𝑃(𝑧)/𝑄(𝑧)在复平面除使𝑄(𝑧) = 0的点外处处连续，其中𝑃, 𝑄是多项式。 

 

5. 复变函数极限运算法则：若 lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) , lim
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧)存在，则： 

lim
𝑧→𝑧0

(𝑓(𝑧) ± 𝑔(𝑧)) = lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) ± lim
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧) , lim
𝑧→𝑧0

(𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)) = ( lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧)) ( lim
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧)) 



lim
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧) ≠ 0 ⟹ lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)
=

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧)

lim
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧)
 

 

6. arg 𝑧（此处定义arg 0 = 0）在原点和负实轴外处处连续。 

 

7. 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑧𝑛在𝑧 → ∞时趋于∞。 

复变函数的导数与解析函数的概念、C-R 方程 

1. 可微与导数的定义： 

lim
Δ𝑧→0

𝑓(𝑧 + Δ𝑧) − 𝑓(z)

Δ𝑧
存在 ⟺ 𝑓(z)在可微/可导 

并称左侧极限为𝑓(𝑧)在𝑧的导数或微商，记为𝑓′(𝑧) = d 𝑓 / d 𝑧。需要注意，此处Δ𝑧 → 0的方

式是任意的。 

 

2. 解析函数的定义： 

若𝑓(𝑧)在区域𝐷内的每一点可微，则称𝑓(𝑧)是𝐷内的解析函数； 

若闭区域�̅� ⊂ 𝐺，且𝑓在区域𝐺上解析，则𝑓在闭区域�̅�上解析； 

若𝑓(𝑧)在𝑧0的某个邻域内处处可微，则称𝑓(𝑧)在𝑧0解析； 

若𝑓(𝑧)在𝑧0不解析，则称𝑧0为𝑓(𝑧)的奇点。 

 

3. 若𝑓(𝑧)在𝑧可微，则𝑓(𝑧)在𝑧连续。 

 

4. 复变函数的求导运算法则与实变函数相同。注： 

d

d 𝑧
(

𝑃

𝑄
) =

𝑃′𝑄 − 𝑄′𝑃

𝑄2
，𝑃′在前𝑄′在后！ 

 

5. 有理函数在除了使得𝑄(𝑧) = 0的点外处处可微且解析； 

函数𝑃/𝑄在区域𝐷的奇点有𝑃的奇点、𝑄的奇点、𝐷内使𝑄 = 0的点，在其它点解析； 

加减乘除不改变函数的解析性，若ℎ = 𝑓(𝑧), 𝑔(ℎ)解析则𝑔(𝑓(𝑧))解析。 

 

6. 当𝑓(𝑧) = Re 𝑧 + 𝑖𝜆 Im 𝑧 (𝜆 ≠ 1)在𝑧平面上处处不可微，且当𝜆 = −1时，𝑓(𝑧) = 𝑧̅处处不可

微。（即使𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)都可微，𝑢 + 𝑖𝑣也可能不可微） 

 

7. 柯西-黎曼方程：𝑓(𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣在区域𝐷内可微的充要条件是： 

(1) 𝑢, 𝑣都在𝐷可微； 

(2) 𝑢, 𝑣在𝐷内满足： 

∂ 𝑢

∂ 𝑥
=

∂ 𝑣

∂ 𝑦
 ,

∂ 𝑢

∂ 𝑦
= −

∂ 𝑣

∂ 𝑥
 

以上两者同时成立。将区域𝐷替换为点𝑧0，或将可微替换为解析，该定理仍成立。 

 

8. |𝑧|2只在𝑧 = 0可微，在复平面处处不解析。 



 

9. 在区域𝐷内满足|𝑓(𝑧)| = Const.的解析函数𝑓必然是常数。 

证法：𝑢2 + 𝑣2 = 𝐶2，两边分别关于𝑥, 𝑦求偏导，代入 C-R 方程。 

 

10. 如果𝑤 = 𝑓(𝑧)是区域𝐷内的一一解析映照，则称𝑓(𝑧)为𝐷内的单叶函数，𝐷为𝑓(𝑧)单叶性

区域。 

 

11. 整数次幂函数的定义为𝑤 = 𝑧𝑛 = |𝑧|𝑛𝑒𝑖𝑛 arg 𝑧。它在复平面处处可微、解析。若角域𝛼 <

arg 𝑧 < 𝛽满足𝛽 − 𝛼 ≤ 2𝜋/𝑛，则该角域是整数次幂函数的单叶性区域。 

根式函数及指数函数 

1. 若连续曲线𝑙的起点为𝑎，终点为𝑏，若从𝑎到𝑏时Arg 𝑧是连续变化的，则称Δ𝑙 arg 𝑧 = Arg 𝑏 −

Arg 𝑎为𝑧沿𝑙的辐角变化； 

对于连续闭曲线𝑙，若原点在𝑙内部且逆时针（正向）绕原点旋转𝑘圈，则Δ𝑙 arg 𝑧 = 2𝑘𝜋；若

原点在𝑙外部，则Δ𝑙 arg 𝑧 = 0。 

若𝑤 = 𝑓(𝑧)是多值函数，在𝑧 = 𝑎的充分小邻域内，作一条包围该点𝑎的简单闭曲线𝐶，若𝑧从

𝐶上某点出发，沿𝐶逆时针转一圈回到出发点后，𝑓(𝑧)变为不同的值，则称𝑎是𝑓(𝑧)的支点。 

若𝑤 = 𝑓(𝑧)是多值函数，则连接𝑓(𝑧)任意两支点的简单曲线称为𝑓(𝑧)的支割线。 

用𝑓(𝑧)的支割线将闭复平面割成多连通区域𝐺，使得𝐺内任意简单闭曲线上𝑓(𝑧)绕转一圈值

不变。在𝐺内取一简单曲线𝑙，则𝑧从𝑧0沿𝑙连续变化到𝑧时，𝑓(𝑧)从𝑓𝑘(𝑧0)连续变化到以确定值

𝑓𝑘(𝑧)，这样确定的单值函数𝑓𝑘(𝑧)叫做𝑓(𝑧)的一个单值连续分支。显然，单值连续分支依赖

于支割线的选取。 

设𝑤 = 𝐹(𝑧)是区域𝐷内的多值函数，𝑓(𝑧)是𝐷内的单值解析函数，且𝐷内𝑓(𝑧)永远是𝐹(𝑧)在𝑧

点的一个值，则称𝑓(𝑧)是𝐹(𝑧)在𝐷内的一个单值解析分支。 

支割线两侧，根据逆时针顺序，分别称为支割线下岸与上岸。 

 

2. 整数次幂函数的反函数𝑤 = √𝑧
𝑛

称为根式函数，当𝑧 ≠ 0, ∞时它是𝑛值函数，√0
𝑛

= 0, √∞
𝑛

=

∞，有： 

𝑤 = √𝑧
𝑛

= ( √|𝑧|𝑛
) 𝑒𝑖

Arg 𝑧
𝑛 = ( √|𝑧|𝑛

) 𝑒𝑖
arg 𝑧+2𝑘𝜋

𝑛  , 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

它的支点是𝑧 = 0, ∞，任一从原点出发的射线都可作为它的支割线，它有𝑛个单值连续分支。

导数为： 

d 𝑤𝑘

d 𝑧
= (

d 𝑧

d 𝑤𝑘
)

−1

=
1

𝑛𝑤𝑘
𝑛−1

=
( √𝑧

𝑛
)

𝑘

𝑛𝑧
 

 

3. 指数函数定义为𝑒𝑧 = exp 𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)，其中𝑥 = Re 𝑧 , 𝑦 = Im 𝑧。𝑒𝑧有如

下性质： 

(1) 𝑒𝑧是单值函数。 

(2) 𝑒∞无意义，∀𝑒𝑧 ≠ 0。 

(3) 𝑒𝑎+𝑏 = 𝑒𝑎𝑒𝑏。 

(4) 𝑒𝑧是周期函数，周期为2𝜋𝑖。 

(5) 𝑒𝑎 = 𝑒𝑏 ⟺ 𝑎 = 𝑏 + 2𝑘𝜋𝑖, 𝑘 ∈ ℤ。 



(6) 𝑒𝑧̅̅ ̅ = 𝑒 �̅�。 

(7) 𝑒𝑧全平面解析且𝑒𝑧′ = 𝑒𝑧。 

(8) 𝑒𝑧的单叶性区域是条形域𝑎 < Im 𝑧 < 𝑏, 𝑏 − 𝑎 ≤ 2𝜋。 

 

4.  

1° 根据函数特征，找出可能是支点的点。例如𝑓 = √𝑔，则支点可能是𝑔(𝑧) = 0的点。 

2° 根据支点定义判断它们到底是不是支点。例如说，假设需要验证的点是𝑎 ≠ ∞，函数是𝑓，

则求𝛼 = Δ|𝑧−𝑎|=𝜀→0 arg(𝑓 − 𝑎)，若𝑒𝛼𝑖 = 1，则𝑎不是支点，若𝑒𝛼𝑖 ≠ 1，则𝑎是支点。若𝑎 = ∞，

则用Δ|𝑧−𝑎|=𝑅→∞ arg 𝑓来判断。 

3° 连接支点，取支割线，分出单值解析分支。 

4° 规定支割线某岸的函数取值，确定各分支形式𝑓𝑘(𝑧)。 

对数函数、三角函数、双曲函数、反三角函数 

1. 满足𝑒𝑤 = 𝑧, 𝑧 ≠ 0的函数𝑤 = 𝑓(𝑧)称为𝑧的对数函数，记为𝑤 = Ln 𝑧，这是无穷多值函数，

有Ln 𝑧 = ln|𝑧| + 𝑖 Arg 𝑧 = ln|𝑧| + 𝑖(arg 𝑧 + 2𝑘𝜋)，称其主值为𝑘 = 0的一支，即ln 𝑧 = ln|𝑧| +

𝑖 arg 𝑧。任意非零复数都有对数。对数函数的性质： 

(1) Ln(𝑧1𝑧2) = Ln 𝑧1 + Ln 𝑧2 , 𝑧1𝑧2 ≠ 0。 

(2) Ln 𝑧1/𝑧2 = Ln 𝑧1 − Ln 𝑧2，Ln 1/𝑧 = − Ln 𝑧。 

(3) Ln 𝑧有且仅有两个支点0, ∞，arg 𝑧取值范围依赖于支割线取法。（同Arg 𝑧 , √𝑧
𝑛

） 

(4) Ln 𝑧在沿支割线割开的复平面内，Ln 𝑧的每一个单值连续分支解析。 

(5) (Ln 𝑧)𝑘
′ = 1/𝑧。 

 

2. 各种三角函数与双曲函数： 

cos 𝑧 ≡
1

2
(𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧) , sin 𝑧 ≡

1

2𝑖
(𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧) 

cosh 𝑧 ≡
1

2
(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧) , sinh 𝑧 ≡

1

2
(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧) 

性质： 

(1) 𝑒𝑖𝑧 = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧（复变三角函数的定义方法） 

(2) sinh 𝑧 = −𝑖 sin 𝑖𝑧 , sin 𝑧 = −𝑖 sinh 𝑖𝑧 , cos 𝑖𝑧 = cosh 𝑧 , cosh 𝑖𝑧 = cos 𝑧。 

(3) cos 𝑧 , sin 𝑧 , cosh 𝑧 , sinh 𝑧在全平面处处解析。 

(4) cos 𝑧 , sin 𝑧以2𝜋为周期，cosh 𝑧 , sinh 𝑧以2𝜋𝑖为周期。 

(5) 四个函数的零点分别为(𝑛 + 0.5)𝜋, 𝑛𝜋, (𝑛 + 0.5)𝜋𝑖, 𝑛𝜋𝑖。 

(6) sin 𝑧 , cos 𝑧分别是奇函数与偶函数，且有sin2 𝑧 + cos2 𝑧 = 1, sin(𝑧1 + 𝑧2) = sin 𝑧1 cos 𝑧2 +

cos 𝑧1 sin 𝑧2 , cos(𝑧1 + 𝑧2) = cos 𝑧1 cos 𝑧2 − sin 𝑧1 sin 𝑧2。在计算sin(𝑥 + 𝑦𝑖)时，可以把𝑥 + 𝑦𝑖

当作𝑧1 = 𝑥, 𝑧2 = 𝑦𝑖处理，再结合(2)即可方便地计算出三角函数值。 

(7) cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧 = 1, sinh(𝑧1 ± 𝑧2) = sinh 𝑧1 cosh 𝑧2 ± cosh 𝑧1 sinh 𝑧1。sinh 𝑧 , cosh 𝑧分别

是奇函数与偶函数。 

(8) 复变三角函数的导函数形式与其对应实变函数相同。 

(9) tan 𝑧 , cot 𝑧以𝜋为周期，tanh 𝑧 , coth 𝑧以𝜋𝑖为周期。 

(10) 根据(6)，有公式sin(𝑥 + 𝑖𝑦) = sin 𝑥 cos 𝑖𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑖𝑦 = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦。

由此推得|sin 𝑧|2 = cosh2 𝑦 − cos2 𝑥。同理可以推得cos 𝑧的求值公式与模。 



(11) |cos 𝑧|, |sin 𝑧|, |cosh 𝑧|, |sinh 𝑧|是无界的。 

 

3. 反三角函数： 

Arccos 𝑧 = −𝑖 Ln (𝑧 + √𝑧2 − 1) , Arcsin 𝑧 = −𝑖 Ln (𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2) 

Arctan 𝑧 = −
𝑖

2
Ln

1 + 𝑖𝑧

1 − 𝑖𝑧
 , Arccot 𝑧 =

𝑖

2
Ln

𝑧 − 𝑖

𝑧 + 𝑖
 

Arccosh 𝑧 = Ln (𝑧 + √𝑧2 − 1) , Arcsinh 𝑧 = Ln (𝑧 + √𝑧2 + 1) 

arctanh 𝑧 =
1

2
Ln

1 + 𝑧

1 − 𝑧
 , arccoth 𝑧 =

1

2
Ln

𝑧 + 1

𝑧 − 1
 

公式推导方式(以Arccos 𝑧为例)：把方程𝑤 = Arccos 𝑧化为关于𝑒𝑖𝑤的一元二次方程求解。 

 

一般幂函数、复变函数积分 

1. 对∀𝛼 ∈ ℝ，定义一般幂函数为𝑧𝛼 = 𝑒𝛼 Ln 𝑧 = 𝑒𝛼(ln|𝑧|+𝑖 arg 𝑧+𝑖2𝑘𝜋), 𝑘 ∈ ℤ。当𝛼 ∈ ℕ，与乘方

一致；当𝛼−1 ∈ ℕ，与开方一致。当𝛼是既约有理数𝑚/𝑛，是𝑛值函数。当𝛼是一般复数，𝑘𝛼

不会是整数，因此𝑧𝛼是无穷多值函数。 

 

2. 复变函数积分的定义：设𝐶是𝑧平面上一条从𝑧0到𝑍的逐段光滑有向曲线，设𝑤 = 𝑓(𝑧)是𝐶

上的单值连续复函数，则： 

1° （分割）在𝐶中任意插入𝑛 − 1个分点，加上𝑧0和𝑍依次记为𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛 = 𝑍。 

2° （取近似值）在每个弧段𝑧𝑘−1𝑧𝑘上任取一点𝜉𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛，用𝑓(𝜉𝑘)近似𝑓(𝑧)在𝑧𝑘−1𝑧𝑘

上每一点的值。 

3° （作和）记Δ𝑧𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1，作和： 

∑ 𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑧𝑘

𝑛

𝑘=𝑎

 

4° （求极限）记𝜆 = max{|Δ𝑧𝑘|}，若极限： 

lim
𝑛→+∞

𝜆→0

∑ 𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑧𝑘

𝑛

𝑘=𝑎

 

存在且与𝐶的分段法和𝜉𝑘的取法无关，则称𝑓(𝑧)在曲线𝐶上可积，上述极限值称为𝑓(𝑧)沿𝐶自

𝑧0到𝑍的积分，记作： 

∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

≜ lim
𝑛→+∞

𝜆→0

∑ 𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑧𝑘

𝑛

𝑘=𝑎

 

 

2. 若𝑓(𝑧)在𝐶上连续，𝐶逐段光滑，则∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶
存在，且： 

∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

= ∫ 𝑢 d 𝑥 − 𝑣 d 𝑦
 

𝐶

+ 𝑖 ∫ 𝑣 d 𝑥 + 𝑢 d 𝑦
 

𝐶

= ∫ (𝑢 + 𝑖𝑣)(d 𝑥 + 𝑖 d 𝑦)
 

𝐶

 

 



3. 若𝐶: 𝑧(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏是简单光滑曲线，则： 

d 𝑧 = 𝑧′(𝑡) d 𝑡 , ∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡) d 𝑡
𝑏

𝑎

 

 

4. 复积分具有被积函数线性可加性与积分路径可加性。 

*直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏的复数形式为𝑧 = 𝑡 + 𝑖(𝑘𝑡 + 𝑏)。 

 

5. 对以𝑎为中心的圆周，∫ (𝑧 − 𝑎)−1 d 𝑧
 

𝐶
= 2𝜋𝑖，𝑛 ∈ ∁ℤ{1} ⟹ ∫ (𝑧 − 𝑎)−𝑛 d 𝑧

 

𝐶
= 0。 

 

6. d 𝑠 ≜ |d 𝑧|，且： 

|∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

| ≤ ∫ |𝑓(𝑧)| d 𝑠
 

𝐶

= ∫ |𝑓(𝑧)||d 𝑧|
 

𝐶

≡ ∫ 𝑓(𝑧(𝑡))|𝑧′(𝑡)| d 𝑡
𝑏

𝑎

 

 

7. 长大不等式：若𝐶的长度为𝐿，且在𝐶上有∀𝑓(𝑧) ≤ 𝐴，则： 

|∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

| ≤ 𝐴𝐿 

 

8. 设𝜌 > 0充分小，𝑓(𝑧)在𝐶𝜌: 𝑧 = 𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽上连续，且lim
𝑧→𝑎

(𝑧 − 𝑎)𝑓(𝑧) = 𝑘，则： 

lim
𝜌→0

∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶𝜌

= 𝑖(𝛽 − 𝛼)𝑘 

柯西积分定理、原函数、N-L 公式 

1. （Cauchy 积分定理）设𝐷是简单闭曲线（简称闭路）𝐶围成的单连通区域，𝑓(𝑧)在闭域�̅� =

𝐷 + 𝐶上解析，则： 

∮ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

= 0 

推论：若𝑓在单连通区域𝐷内，对于简单曲线𝐶 ⊂ 𝐷，∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶
仅仅依赖于𝐶的起点与终点，

与路径无关。 

推论：（多连通区域 Cauchy 定理）Cauchy 定理对复闭路也成立。 

 

2. 复闭路的定义：设简单闭曲线𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛都在简单闭曲线𝐶0的内部，且𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛中每

一条都在其余各条的外部，则𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛围成一个多连通区域𝐷，它的全部边界𝐶称为一

个复闭路。记复闭路𝐶 = 𝐶0 + 𝐶1
− + 𝐶2

− + ⋯ + 𝐶𝑛
−，今后复积分中复闭路的方向默认为正向。 

 

3. 若𝑓(𝑧)在单连通区域𝐷解析，则变上限积分函数： 

𝐹(𝑧) ≜ ∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
𝑧

𝑧0

 

是𝐷内的单值解析函数，且𝐹(𝑧)是𝑓(𝑧)在𝐷内的原函数。 

推论：（N-L 公式）若𝐻(𝑧)是𝑓(𝑧)的任一原函数，则，𝐹(𝑧) = 𝐻(𝑧) − 𝐻(𝑧0)。 



柯西积分公式、解析函数的性质 

1. （Cauchy 积分公式）如果𝑓(𝑧)在闭路𝐶对应的闭域�̅�上处处解析，则对∀𝑧0 ∈ 𝐷有： 

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0
d 𝜉

 

𝐶

 

推论： 

∫
𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)(𝑎𝑧 − 𝑏)
d 𝑧

 

𝐶

= ∫
𝑓(𝑧)/𝑎𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝑏/𝑎
d 𝑧

 

𝐶

= 2𝜋𝑖 ⋅
𝑓(𝑏/𝑎) 

𝑎𝑔(𝑏/𝑎)
 

推论：解析函数在区域内任一点的值可以由区域边界的值完全确定；如果两解析函数区域边

界上处处相等，则在区域内处处相等。 

 

2. （解析函数的高阶导数 Cauchy 积分公式）在与 Cauchy 积分公式相同的条件下，有： 

𝑓(𝑛)(𝑧0) =
𝑛!

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
d 𝜉

 

𝐶

, 𝑛 = 0,1,2,3, … 

推论：解析函数有任意阶导数，即解析函数的任意阶导数解析。 

 

3. 平均值公式：设𝑓(𝑧)在闭圆|𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅解析，则： 

𝑓(𝑎) =
1

2𝜋𝑅
∫ 𝑓(𝑧) d 𝑠

 

|𝑧−𝑎|=𝑅

≡
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑎 + 𝑅𝑒𝑖𝜃) d 𝜃

2𝜋

0

 

 

4. 最大模原理（平均值公式的推论）：设𝑓(𝑧)在有界域𝐷内解析，在𝐷对应闭域�̅�上连续，𝑓(𝑧)

在𝐷内不恒等于常数，则|𝑓(𝑧)|只能在边界𝐶上取到它在�̅�上的最大值。 

*圆链法：将曲线用无数多个无限小圆周覆盖，圆心都在曲线上，每一个圆心都在另一个圆

周上。用这样的方式可以将曲线上一个圆心的性质传递到其它圆心，从而得出整个曲线的性

质。 

 

5. Cauchy 不等式：若𝑓(𝜉)在𝐷内解析，∀𝑧 ∈ 𝐷，以𝑧为圆心任一含在𝐷内的圆周𝐶: |𝜉 − 𝑧| = 𝑅

满足： 

|𝑓(𝑛)(𝑧)| ≤
𝑛! 𝑀(𝑅)

𝑅𝑛
 , 𝑛 = 0,1,2, … 

其中𝑀(𝑅)是|𝑓(𝑧)|在圆周𝐶上的最大值。 

 

6. 刘维尔 Liouville 定理：如果𝑓(𝑧)是整函数，且(∃𝑀 > 0)(∀𝑧 ∈ ℂ)(|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀)，则𝑓(𝑧)在

整个开复平面必是常数。 

*整函数是在开复平面上处处解析的函数。 

推论：不是恒常数的整函数的模在开复平面无界。 

 

7. 代数学基本定理：任意𝑛次复多项式必有零点，且有𝑛个根，重根按重数计算。 

 

8. 莫雷拉 Morera 定理（柯西积分定理逆定理）：若𝑓(𝑧)在单连通区域𝐷中连续且对𝐷内任一

闭路𝐶都有∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶
，则𝑓(𝑧)在𝐷内解析。 



解析函数与调和函数的关系、调和函数的性质 

1. 若实函数𝑢(𝑥, 𝑦)在区域𝐷内有二阶连续偏导数，且在𝐷内满足二维 Laplace 方程： 

∇𝑢 ≜
∂2 𝑢

∂ 𝑥2
+

∂2 𝑢

∂ 𝑦2
≡ 0 

则称𝑢(𝑥, 𝑦)为区域𝐷内的调和函数。 

 

2. 若𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)在𝐷内解析，则𝑢, 𝑣都是𝐷内的调和函数。 

*若𝑢, 𝑣都是𝐷内的调和函数，且满足柯西-黎曼方程，则称𝑢, 𝑣为共轭调和函数。 

 

3. 若𝑢, 𝑣共轭调和，则等值曲线族𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐾1, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐾2在其公共点上永远正交，即法线

互相垂直。 

 

4. 平均值定理：调和函数在圆心的值等于它在圆周上的平均值。 

 

5. 调和函数的极值原理：闭域�̅�上连续的𝐷中的调和函数如果不恒等于常数，则只能在边界

上取到整个闭域内的最大与最小值。 

 

6. 泊松积分公式：若𝑢是闭圆|𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝑅上的调和函数，则对圆内任意一点𝑧 = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝜑： 

𝑢(𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝜑) =
1

2𝜋
∫

(𝑅2 − 𝑟2)𝑢(𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖𝜃)

𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2
d 𝜃

2𝜋

0

 

 

7. Dirichlet 问题的定义：已知区域边界的调和函数𝑢(𝑥, 𝑦)值，求整个区域的𝑢(𝑥, 𝑦)值，即解

方程组： 

{

∂2 𝑢

∂ 𝑥2
+

∂2 𝑢

∂ 𝑦2
= 0

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐶 = 𝜑(𝑥, 𝑦)|𝐶

 

当区域是个圆时，可以使用泊松积分公式解这个问题。 

 

8. Dirichlet 问题的解是稳定的，即，若𝑢1, 𝑢2都是有界区域𝐷内的调和函数，𝑢1, 𝑢2在闭域�̅�连

续，则(∀𝜉 ∈ 𝐶)(𝑢1(𝜉) − 𝑢2(𝜉) ≤ 휀) ⟹ (∀𝑧 ∈ �̅�)(𝑢1(𝑧) − 𝑢2(𝑧) ≤ 휀)。 

*该定理隐含了 Dirichlet 问题解的唯一性。 

 

9. 已知𝑢(𝑥, 𝑦)是单连通区域𝐷的调和函数，则其确定的如下𝑣使𝑓(𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣在𝐷内解析： 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫ (−
∂ 𝑢

∂ 𝑦
) d 𝑥 +

∂ 𝑢

∂ 𝑥
d 𝑦

(𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)

+ 𝐶 

反向地： 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫
∂ 𝑣

∂ 𝑦
d 𝑥 + (−

∂ 𝑣

∂ 𝑥
) d 𝑦

(𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)

+ 𝐶 

可利用 C-R 方程对这两式进行记忆，因为这两式也由 Green 公式和 C-R 方程推出。 



复级数的基本性质 

1. 称∑ 𝑧𝑘
+∞
𝑘=1 为复数项无穷级数，𝑆𝑛 = ∑ 𝑧𝑘

𝑛
𝑘=1 称为∑ 𝑧𝑘

+∞
𝑘=1 的部分和，若部分和列{𝑆𝑛}有极限

且𝑆𝑛 → 𝑆，称∑ 𝑧𝑘
+∞
𝑘=1 收敛，称𝑆为∑ 𝑧𝑘

+∞
𝑘=1 的和，否则称∑ 𝑧𝑘

+∞
𝑘=1 发散。 

 

2. 

∑ 𝑧𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑(𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛)

+∞

𝑛=1

= 𝑆 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ⟺ ∑ 𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑎 , ∑ 𝑏𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑏 

 

3. Cauchy 收敛准则：∑ 𝑧𝑘
+∞
𝑘=1 收敛的充要条件是：(∀휀 > 0)(∃𝑁 > 0)(∀𝑛 > 𝑁, 𝑝 ∈ ℤ+)(|𝑧𝑛+1 +

⋯ + 𝑧𝑛+𝑝| < 휀)。 

推论：∑ 𝑧𝑘
+∞
𝑘=1 收敛的必要条件是𝑧𝑛 → 0。此推论可用于证明级数发散。 

 

4. 若∑ |𝑧𝑘|+∞
𝑘=1 收敛，则称∑ 𝑧𝑘

+∞
𝑘=1 绝对收敛。 

∑ 𝑧𝑘
+∞
𝑘=1 = ∑ (𝑎𝑘 + 𝑖𝑏𝑘)+∞

𝑘=1 绝对收敛的充要条件是∑ 𝑎𝑘
+∞
𝑘=1 与∑ 𝑏𝑘

+∞
𝑘=1 都绝对收敛。 

推论：绝对收敛⟹收敛。 

推论：实正项级数的收敛判别法，都可用来判别复数项级数绝对收敛性。 

 

5. 当|𝑧| < 1，∑ 𝑧𝑘+∞
𝑘=1 = (1 − 𝑧)−1绝对收敛，∑ (−1)𝑘𝑧𝑘+∞

𝑘=1 = (1 + 𝑧)−1；当|𝑧| ≥ 1，∑ 𝑧𝑘+∞
𝑘=1

发散。 

 

6. 绝对收敛的复数项级数各项任意重新排序后求和，仍然绝对收敛且其和不变。另外： 

(∑ �̃�𝑛

+∞

𝑛=1

) (∑ �̂�𝑛

+∞

𝑛=1

) = ∑(�̃�1�̂�𝑛−1 + ⋯ + �̃�𝑛−1�̂�1)

+∞

𝑛=1

 

复变函数项级数 

1. 对复平面点集𝐸上的复变函数列{𝑓𝑛(𝑧)}，称∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 为𝐸上的一个复变函数项级数。若

𝑧0 ∈ 𝐸且复数项级数∑ 𝑓𝑛(𝑧0)+∞
𝑛=1 收敛，则称复变函数项级数∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞

𝑛=1 在点𝑧0上收敛，若

∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 在𝐸上每一点都收敛，则称∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞

𝑛=1 在𝐸上收敛。我们记𝑓(𝑧) = ∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 ，

𝑆𝑛(𝑧) = ∑ 𝑓𝑛(𝑧0)+∞
𝑛=1 。 

若(∀휀 > 0)(∃𝑁 = 𝑁(휀))(∀𝑛 ≥ 𝑁, 𝑧 ∈ 𝐸)(|𝑆𝑛(𝑧) − 𝑓(𝑧)| < 휀)，则称∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 在𝐸上一致收

敛于𝑓(𝑧)。 

 

2. Cauchy 收敛准则：∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 在𝐸上一致收敛⟺ (∀휀 > 0)(∃𝑁 = 𝑁(휀))(∀𝑛 ≥ 𝑁, 𝑧 ∈ 𝐸, 𝑝 ∈

ℤ+)(|𝑓𝑛+1(𝑧) + ⋯ + 𝑓𝑛+𝑝(𝑧)| < 휀)。 

 

3. Weierstrass 判别法/比较判别法：若∃𝑀𝑛 > 0, 𝑛 = 1,2, …使得∀|𝑓𝑛(𝑧)| ≤ 𝑀𝑛且∑ 𝑀𝑛
+∞
𝑛=1 收敛，

则∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 在𝐸上绝对一致收敛。∑ 𝑀𝑛

+∞
𝑛=1 称为∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞

𝑛=1 的强级数。 

 

4. 若区域内𝑓𝑛(𝑧)都连续，∑ 𝑓𝑛(𝑧0)+∞
𝑛=1 一致收敛于𝑓(𝑧)，则和函数𝑓(𝑧)在区域内连续。 



把区域改为曲线𝐶，则有∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶
= ∫ ∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞

𝑛=1 d 𝑧
 

𝐶
= ∑ ∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧

 

𝐶
+∞
𝑛=1 。 

（Weierstrass 定理）若区域内𝑓𝑛(𝑧)都解析，∑ 𝑓𝑛(𝑧)+∞
𝑛=1 一致收敛于𝑓(𝑧)，则和函数𝑓(𝑧)在区

域内解析，且𝑓(𝑘)(𝑧) = ∑ 𝑓𝑛
𝑘(𝑧)+∞

𝑛=1 。 

 

5. 若{𝑎𝑛}, 𝑎都是复常数，称∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=0 为幂级数。 

 

6. Abel 定理：若𝐼 = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=0 是幂级数，则： 

(1) 若𝐼在𝑧0收敛，则𝐼在圆|𝑧 − 𝑎| < |𝑧0 − 𝑎|内绝对收敛； 

(2) 若𝐼在𝑧0收敛，则对∀0 < 𝜌 < |𝑧0 − 𝑎|，在|𝑧 − 𝑎| ≤ 𝜌上𝐼绝对一致收敛； 

(3) 若𝐼在𝑧1发散，则圆外域|𝑧 − 𝑎| > |𝑧1 − 𝑎|处处发散。 

 

7. 若𝐽 = ∑ |𝑎𝑛|𝑥𝑛+∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ的收敛半径为𝑅，𝐼 = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞

𝑛=0 ，则： 

(1) 若0 < 𝑅 < +∞，则𝐼在|𝑧 − 𝑎| < 𝑅内绝对收敛，在|𝑧 − 𝑎| > 𝑅处处发散； 

(2) 若𝑅 = +∞，则𝐼在全平面内收敛； 

(3) 若𝑅 = 0，则𝐼在全平面内除𝑧 = 𝑎外处处发散。 

我们称∑ |𝑎𝑛|𝑥𝑛+∞
𝑛=0 的收敛半径是∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞

𝑛=0 的收敛半径；若0 < 𝑅 ≤ +∞，称|𝑧 − 𝑎| <

𝑅为∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=0 的收敛圆。 

幂级数及其收敛圆、解析函数 Taylor 展开 

1. ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=0 的收敛半径为𝑅 = 1/𝑟，其中： 

𝑟 = lim
𝑛→+∞

|𝑎𝑛+1|

|𝑎𝑛|
= lim

𝑛→+∞
√|𝑎𝑛|𝑛

 

 

2. 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=0 的收敛半径若为𝑅 > 0，则在|𝑧 − 𝑎| < 𝑅内： 

(1) 幂级数和函数𝑓(𝑧)解析，且可以逐项求任意阶导数； 

(2) 𝑎𝑘𝑘! = 𝑓(𝑘)(𝑎)。 

 

3. 设𝑓(𝑧)在𝑎解析，以𝑎为圆心作圆𝐷: |𝑧 − 𝑎| < 𝑅，并令圆𝐷的半径𝑅不断扩大，直至𝐷边界

|𝑧 − 𝑎| = 𝑅首次碰上𝑓(𝑧)奇点为止，则在𝐷内𝑓(𝑧)可展开为幂级数： 

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛
+∞

𝑛=0
 , 𝑎𝑛 =

𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
 

𝑓(𝑧)在任一解析点𝑎的泰勒展开式是唯一的。 

 

4. 𝑓(𝑧)在区域𝐷内解析的充要条件是𝑓(𝑧)在𝐷内任一点𝑎可以展开成(𝑧 − 𝑎)的幂级数。 

 

5. 无界区域 Cauchy 积分公式：设𝑓(𝑧)在闭路𝐶及其外区域𝐷解析， lim
𝑧→∞

𝑓(𝑧) = 𝐴 ≠ ∞，则： 

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑎
d 𝜉

 

𝐶

= {
−𝑓(𝑎) + 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐷

𝐴, 𝑎 ∈ 𝐶的内区域
 

 

6. 𝑧0是解析函数𝑓(𝑧)的𝑚阶零点的充要条件是在𝑧0某个（充分小）邻域内𝑓(𝑧) = (𝑧 −

𝑧0)𝑚𝑔(𝑧)，𝑔(𝑧)在𝑧0解析且𝑔(𝑧0) ≠ 0。 



 

7. 解析函数零点孤立性：设𝑓(𝑧)在𝑧0解析，且𝑓(𝑧0) = 0，则要么在𝑧0某个邻域𝑈内𝑓(𝑧) ≡ 0，

要么存在𝑧0的一个邻域𝑈使得𝑈内𝑧0是𝑓(𝑧)唯一零点。 

罗朗 Laurent 级数 

1. 𝑓(𝑧)在奇点𝑧 = 𝑎附近，可展开为如下形式的级数： 

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛

+∞

𝑛=−∞

 

这样的双边级数称为罗朗 Laurent 级数。它由𝑛 < 0的负幂项部分与𝑛 ≥0 的非负幂项部分组

成。如果两部分都收敛，我们称该罗朗级数收敛。 

 

2. 设罗朗级数的非负幂项部分收敛半径为𝑅，∑ 𝑎−𝑛𝜉𝑚+∞
𝑛=1 的收敛半径为1/𝑟，则： 

(1) 𝑟 < 𝑅 ⟹两收敛域有公共部分0 ≤ 𝑟 < |𝑧 − 𝑎| < 𝑅。（包括特殊圆环域） 

(2) 𝑟 = 𝑅 ⟹罗朗级数至多在|𝑧 − 𝑎| = 𝑅上某些点收敛。 

(3) 𝑟 > 𝑅 ⟹两收敛域无公共部分，罗朗级数处处发散。 

 

3. 若𝑓(𝑧)在圆环域𝐷: 𝑟 < |𝑧 − 𝑎| < 𝑅内解析，则对∀𝑧 ∈ 𝐷存在𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=−∞ ，其

中： 

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑎)𝑛+1
d 𝜉

 

𝐶

 , 𝑛 ∈ ℤ 

其中𝐶是𝐷内任一绕𝑎的逆时针简单闭路。𝑓(𝑧)在同一个圆环域内的罗朗展式是唯一的。 

直接利用该式求圆环域内罗朗展开被称为直接展开法。 

 

4. 圆环域内罗朗展开的间接展开法：(与解析圆域内幂级数展开非常类似) 

*灵活利用𝑒𝑧, cos 𝑧 , sin 𝑧在𝑧 = 0的泰勒展开式 

*灵活应用(1 − 𝑧)−1, (1 + 𝑧)−1的泰勒展开式 

 

5. 常见函数的泰勒展开： 

𝑒𝑧 = 1 + 𝑧 +
𝑧2

2!
+ ⋯ +

𝑧𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

sin 𝑧 = 𝑧 −
𝑧3

3!
+

𝑧5

5!
−

𝑧7

7!
+ ⋯ +

(−1)𝑛𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ 

cos 𝑧 = 1 −
𝑧2

2!
+

𝑧4

4!
−

𝑧6

6!
+ ⋯ +

(−1)𝑛𝑧2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ 

1

1 − 𝑧
= 1 + 𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑛 + ⋯ , |𝑧| < 1 

1

1 + 𝑧
=

1

1 − (−𝑧)
= 1 − 𝑧 + 𝑧2 − 𝑧3 + 𝑧4 − 𝑧5 + ⋯ , |𝑧| < 1 

Ln𝑘(1 + 𝑧) = 2𝑘𝜋𝑖 + 𝑧 −
𝑧2

2
+

𝑧3

3
− ⋯ +

(−1)𝑛−1𝑧𝑛 

𝑛
+ ⋯ 

 



6. 若𝑓(𝑧)在点𝑎不解析，即𝑎是𝑓(𝑧)的奇点，但是𝑓(𝑧)在0 < |𝑧 − 𝑎| < 𝜌内解析，则称𝑎是𝑓(𝑧)

的孤立奇点。若𝑓(𝑧)在𝑎的罗朗展开无负次幂项，则称𝑧 = 𝑎是𝑓(𝑧)的可去奇点；若𝑓(𝑧)在𝑎罗

朗展开有且只有有限个（设有𝑚个）负次幂项，则称𝑧 = 𝑎是𝑓(𝑧)的𝑚阶/级极点；若罗朗展

开有无限多负次幂项，则称𝑎是𝑓(𝑧)的本性奇点。 

如果𝑓(𝑧)在某个∞邻域𝐷: 𝑅 < |𝑧| < +∞内解析，则称∞是𝑓(𝑧)的孤立奇点。若0是𝑓(1/𝜉)的可

去奇点，则称∞是𝑓(𝑧)的可去奇点；𝑚级极点、本性奇点定义类似。 

 

7. 非∞孤立奇点类型判定方法： 

*可去奇点的判别法： 

𝑎是𝑓(𝑧)的可去奇点⟺存在𝑎的去心邻域使𝑓(𝑧)在其中有界。 

𝑎是𝑓(𝑧)的可去奇点⟺ lim𝑧→𝑎𝑓(𝑧) = 𝑎0存在且有限。 

*极点的判别法： 

𝑎是𝑓(𝑧)的𝑚阶极点⟺存在𝑎的去心邻域使其中存在于𝑎解析的函数𝜑(𝑧)使得𝜑(𝑧) =

𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑎)𝑚，且𝜑(𝑎) ≠ 0。 

𝑎是𝑓(𝑧)的𝑚阶极点⟺ 𝑎是1/𝑓(𝑧)的𝑚阶零点。 

𝑎是𝑓(𝑧)的极点⟺ lim𝑧→𝑎𝑓(𝑧) = ∞。 

*本性奇点的判别法： 

𝑎是𝑓(𝑧)的本性奇点⟺ lim𝑧→𝑎𝑓(𝑧)不存在。 

*∞孤立奇点的判别方法类似。 

 

8. Bessel 函数： 

𝐽𝑛(𝑡) ≜
1

𝜋
∫ cos(𝑡 sin 𝜃 − 𝑛𝜃) d 𝜃

𝜋

0

 

整数阶 Bessel 函数的母函数为： 

exp (
𝑡

2
(𝑧 −

1

𝑧
)) = ∑ (

1

𝜋
∫ cos(𝑡 sin 𝜃 − 𝑛𝜃) d 𝜃

𝜋

0

) 𝑧𝑛

+∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝐽𝑛(𝑡)𝑧𝑛

+∞

𝑛=−∞

 

整数阶 Bessel 函数满足𝐽−𝑛(𝑡) = (−1)𝑛𝐽𝑛(𝑡)。它是𝑛阶 Bessel 方程： 

𝑡2𝑦′′ + 𝑡𝑦′ + (𝑡2 − 𝑛2)𝑦 = 0 

在|𝑡| > 0的一个解。 

留数定理 

1. 留数/残数的定义：若𝑎是𝑓(𝑧)的非∞孤立奇点，则存在一个去心邻域使𝑓(𝑧)解析，对邻域

中任意围绕𝑎的正向闭路𝐶，∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶
值相同，其值只与𝑓(𝑧)和𝑎有关，记： 

Res[𝑓(𝑧), 𝑎] =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧

 

𝐶

 

称为𝑓(𝑧)在𝑎点的留数/残数。 

 

2. 留数定理：设𝑓(𝑧)在闭路𝐶上解析，在𝐶内部除了𝑛个孤立奇点{𝑎𝑛}都解析，则： 

∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶

= 2𝜋𝑖 ∑ Res[𝑓(𝑧), 𝑎𝑘]

𝑛

𝑘=1

 



利用留数定理可以求复积分。 

 

3. 留数的常用计算方法 

(1)  

𝑎−1 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧

 

𝐶

= Res[𝑓(𝑧), 𝑎] 

对级数很大的极点，需要用此定理求级数，并用待定系数法求𝑎−1。 

(2) 若𝑎是𝑓(𝑧)的𝑚级极点，则： 

Res[𝑓(𝑧), 𝑎] =
1

(𝑚 − 1)!
lim
𝑧→𝑎

d𝑚−1

d 𝑧𝑚−1
((𝑧 − 𝑎)𝑚𝑓(𝑧)) 

(3) 若𝑎是𝑓(𝑧)可去奇点或解析点，Res[𝑓(𝑧), 𝑎] = 0。 

(4) 若𝑃(𝑧), 𝑄(𝑧)都在𝑎解析，且𝑃(𝑎) ≠ 0, 𝑄(𝑎) = 0, 𝑄′(𝑎) ≠ 0，则： 

Res [
𝑃(𝑧)

𝑄(𝑧)
, 𝑎] =

𝑃(𝑎)

𝑄′(𝑎)
 

该方法是(2)的拓展，适合求 1 级极点的留数，在分母不易因式分解的情况下尤为方便。 

*善用留数、复积分、罗朗级数之间互相计算！ 

留数定理的应用——积分计算 

1. ∫ 𝑅(cos 𝜃 , sin 𝜃) d 𝜃
2𝜋

0
型（或∫ 𝑅(cos 𝜃 , sin 𝜃) d 𝜃

𝜋

−𝜋
）定积分的求解方法： 

1° 令𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 (−𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋)，则d 𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃 d 𝜃 = 𝑖𝑧 d 𝜃。 

2° cos 𝜃 = 0.5(𝑧 + 𝑧̅)，而𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 ⟹ 𝑧̅ = 1/𝑧，有： 

cos 𝜃 =
1

2
(𝑧 +

1

𝑧
) , sin 𝜃 =

1

2𝑖
(𝑧 −

1

𝑧
) 

3° 经过上述变换，积分路径由0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋变成逆时针的|𝑧| = 1，因此： 

∫ 𝑅(cos 𝜃 , sin 𝜃) d 𝜃
2𝜋

0

= ∫ 𝑅 (
1

2
(𝑧 +

1

𝑧
) ,

1

2𝑖
(𝑧 −

1

𝑧
))

1

𝑖𝑧
d 𝑧

 

|𝑧|=1

 

4° 利用留数定理求解上述积分。 

 

2. 泊松积分： 

∫
d 𝜃

1 − 2𝑝 cos 𝜃 + 𝑝2

2𝜋

0

=
2𝜋

1 − 𝑝2
 0 < 𝑝 < 1 

 

3. 广义积分的相关定义： 

(1) 若lim𝐴→+∞,𝐵→−∞ ∫ 𝑓(𝑥) d 𝑥
𝐴

𝐵
存在，则称∫ 𝑓(𝑥) d 𝑥

+∞

−∞
收敛，记为： 

∫ 𝑓(𝑥) d 𝑥
+∞

−∞

= lim
𝐴→+∞
𝐵→−∞

∫ 𝑓(𝑥) d 𝑥
𝐴

𝐵

 

(2) 若上述极限等于∞或不存在，则称该广义积分发散。 

(3) 广义积分的柯西积分主值为： 

V. P. ∫ 𝑓(𝑥) d 𝑥
+∞

−∞

≜ lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑥) d 𝑥
𝑅

−𝑅

 



当广义积分发散时，其柯西积分主值仍有可能收敛。 

 

4. 求解有理函数型广义积分用的三条引理： 

(1) 若∃𝑅0 > 0，使得𝑅 > 𝑅0时𝑓(𝑧)在圆弧𝐶𝑅: 𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽上连续，则： 

lim
𝑧→∞

𝑧𝑓(𝑧) = 0 ⟹ lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶𝑅

= 0 

(2) （小圆弧引理）对充分小的𝜌，𝑓(𝑧)在圆弧𝐶𝜌: 𝑧 = 𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽上连续且lim𝑧→𝑎(𝑧 −

𝑎)𝑓(𝑧) = 𝑘，则： 

lim
𝜌→0

∫ 𝑓(𝑧) d 𝑧
 

𝐶𝜌

= 𝑖(𝛽 − 𝛼)𝑘 

𝑘 = 0这一特殊情形是常见的。 

(3) （约当引理）若对充分大的𝑅，𝑔(𝑧)在圆弧𝐶𝑅: |𝑧| = 𝑅, Im 𝑧 > −𝑎上连续，且lim𝑧→∞𝑔(𝑧) =

0，则对任何正数𝜆都有： 

lim
𝑅→+∞

∫ 𝑔(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧 d 𝑧
 

𝐶𝑅

= 0 

 

5. 有理函数型广义积分求解： 

1° 设有理函数𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥)/𝑄(𝑥)，𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥)都是𝑥的多项式，若𝑄(𝑥)比𝑃(𝑥)次数高至少 2

次且∀𝑄(𝑥) ≠ 0，则广义积分： 

𝐼 = ∫ 𝑅(𝑥) d 𝑥
+∞

−∞

= lim
𝐴→+∞

∫ 𝑅(𝑥) d 𝑥
𝐴

−𝐴

 

收敛。 

2° 作半圆弧辅助闭路𝐶 = 𝐶𝐴 + [−𝐴, 𝐴], 𝐶𝐴: 𝑧 = 𝐴𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋。𝑅(𝑧)在闭路𝐶上解析。 

3° 利用留数定理得到： 

∫ 𝑅(𝑥) d 𝑥
+∞

−∞

+ lim
𝐴→+∞

∫ 𝑅(𝑧) d 𝑧
 

𝐶𝐴

= 2𝜋𝑖 ∑ Res[𝑅(𝑧), 𝑎𝑘]

𝑛

𝑘=1

 

其中，{𝑎𝑛}是上半平面的全部极点。 

4° 根据前面的引理(1)，我们得到： 

lim
𝐴→+∞

∫ 𝑅(𝑧) d 𝑧
 

𝐶𝐴

= 0 ⟹ ∫ 𝑅(𝑥) d 𝑥
+∞

−∞

= 2𝜋𝑖 ∑ Res[𝑅(𝑧), 𝑎𝑘]

𝑛

𝑘=1

 

 

6. 若既约有理函数𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥)/𝑄(𝑥)： 

(1) 分母比分子高 1 次或以上; 

(2) 𝑅在实轴上除有𝑙个实的 1 级极点{𝑥𝑙}外处处解析； 

(3) 𝑅(𝑧)𝑒𝑖𝑚𝑧, 𝑚 > 0在上半平面内有且仅有奇点{𝑎𝑛}； 

则： 

V. P. ∫ 𝑅(𝑥)𝑒𝑖𝑚𝑥 d 𝑥
+∞

−∞

= 2𝜋𝑖 ∑ Res[𝑅(𝑧)𝑒𝑖𝑚𝑧, 𝑎𝑘]

𝑛

𝑘=1

+ 𝜋𝑖 ∑ Res[𝑅(𝑧)𝑒𝑖𝑚𝑧, 𝑥𝑘]

𝑙

𝑘=1

 

由于𝑒𝑖𝑚𝑥 = cos 𝑚𝑥 + 𝑖 sin 𝑚𝑥，上式可用于求𝑅(𝑥) cos 𝑚𝑥 , 𝑅(𝑥) sin 𝑚𝑥的广义积分。 

 

7. 对特殊函数的广义积分，可以通过添加辅助闭路和辅助函数，利用留数定理计算，关键在



于合适的辅助函数𝐹(𝑧)与辅助闭路𝐶。辅助函数要使得𝑧 = 𝑥时𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)或Re 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)

或Im 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)。常见的辅助闭路包括半圆围道、四分之一圆围道、三角围道、长方围道

等，辅助闭路不能过极点或本性奇点，必须绕过它们。 

主要求解步骤： 

1° 选取合适的辅助闭路和辅助函数。 

2° 在辅助闭路上各段使用三条引理或利用参数法、估值不等式、长大不等式等求极限或精

确计算。 

3° 对辅助函数在辅助闭路上的积分用留数定理所得等式，两边取极限。 

*在多值函数积分中，辅助闭路不能穿越被积函数的支割线，不能经过支点。 

辐角原理 

1. 设𝑎是𝑓(𝑧)的𝑚级零点，𝑏是𝑓(𝑧)的𝑛级极点，则𝑎, 𝑏都是𝑓′(𝑧)/𝑓(𝑧)的 1 级极点，且： 

Res [
𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
, 𝑎] = 𝑚, Res [

𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
, 𝑏] = −𝑛 

 

2. 设𝑓(𝑧)在正向闭路𝐶上解析，∀𝑧 ∈ 𝐶, 𝑓(𝑧) ≠ 0，𝑓(𝑧)在𝐶内部除去最多有限个极点外解析，

则： 

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
d 𝑧

 

𝐶

= 𝑁 − 𝑃 

𝑁表示𝑓(𝑧)在𝐶内部的零点级数之和，𝑃表示𝑓(𝑧)在𝐶内部的极点级数之和。 

 

3. 辐角原理：设𝑓(𝑧)在正向闭路𝐶上解析，∀𝑧 ∈ 𝐶, 𝑓(𝑧) ≠ 0，𝑓(𝑧)在𝐶内部除去最多有限个

极点外解析，则： 

𝑁 − 𝑃 =
1

2𝜋
Δ𝐶 arg 𝑓(𝑧) 

 

4. 儒歇 Rouché 定理：设𝑓(𝑧)与𝜑(𝑧)在正向闭路𝐶及其内部解析且在𝐶上|𝑓(𝑧)| > |𝜑(𝑧)|，则

𝐶的内部𝑓(𝑧) + 𝜑(𝑧)的零点个数与𝑓(𝑧)相等。 

利用 Rouché 定理可以求解析函数零点个数。 

 

5. 弗雷涅 Fresnel 积分： 

∫ cos 𝑥2 d 𝑥
+∞

0

= ∫ sin 𝑥2 d 𝑥
+∞

0

=
√2𝜋

4
 

 

6. 若𝑃(𝑧) = 𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑧 + 𝑎𝑛在虚轴上无零点，如果当𝑧自下而上沿虚轴从

−𝑖∞走向+𝑖∞的过程中，𝑃(𝑧)绕着原点转了𝑘圈，即Δ𝑦∈(−∞,+∞) arg 𝑃(𝑖𝑦) = 2𝑘𝜋，则𝑃(𝑧)在左

半平面共有𝑚 = (𝑛 + 2𝑘)/2个根。同理右半平面有(𝑛 − 2𝑘)/2个零点。 

推论：若𝑃(𝑧)在实轴上也没有零点，Δ𝑦∈(−∞,+∞) arg 𝑃(𝑖𝑦) = 2𝑘𝜋，𝑃(𝑧)的所有系数都是实常

数，则𝑃(𝑧)在第一象限和第四象限各有(𝑛 − 2𝑘)/4个零点，在第二象限与第三象限各有(𝑛 +

2𝑘)/4 个零点。 

*以上零点数都按重数计算。 



解析开拓 

1. 唯一性定理：𝑓(𝑧)和𝑔(𝑧)在区域𝐷上解析，若它们在𝐷内一串互不相同的点列𝛼1, … , 𝛼𝑘, …

上的值相等，且该点列收敛到𝐷内某点𝑎，则在𝐷内𝑓(𝑧) ≡ 𝑔(𝑧)。 

*这种证明区域内函数唯一性的定理通常使用圆链法！ 

*使用零点的孤立性证明，即零点要么孤立要么有一个恒 0 邻域。 

推论：𝑓(𝑧)和𝑔(𝑧)在区域𝐷上解析，若它们在𝐷内某曲线𝑙上有𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧)，则𝐷内𝑓(𝑧) ≡ 𝑔(𝑧)。 

推论：𝑓(𝑧)和𝑔(𝑧)在全平面上解析，若实轴上𝑓(𝑥) ≡ 𝑔(𝑥)，则全平面内𝑓(𝑧) ≡ 𝑔(𝑧)。 

*因此，实变函数的三角函数公式、双曲函数公式都能推广到复平面。 

 

2. 设𝑓(𝑧)定义在非空集合𝐸上，𝐸 ⊆ 𝐷且𝐸 ≠ 𝐷，如果存在𝐷上的解析函数𝐹(𝑧)，使得在𝐸内，

𝐹(𝑧) = 𝑓(𝑧)，则称𝐹(𝑧)是𝑓(𝑧)在𝐷中的解析开拓。 

如果𝐸内部存在一列彼此不同的收敛于𝐸中一点的收敛点列，则上述解析开拓若存在则唯一。 

若𝑓1(𝑧)是区域𝐷1内的解析函数，𝐷2是与𝐷1相交且使𝐷1⋂𝐷2 = 𝐷 ≠ ∅，且存在𝐷2内解析的函

数𝑓2(𝑧)使得在𝐷内𝑓1(𝑧) = 𝑓2(𝑧)，则称𝑓2(𝑧)是𝑓1(𝑧)在𝐷2内的直接解析开拓，称𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)互

为直接解析开拓。直接解析开拓是唯一的。 

 

3. 幂级数解析开拓法：对𝐷内的解析函数𝑓(𝑧)，可将𝑓(𝑧)在∀𝑧0 ∈ 𝐷展开成幂级数。对不同的

展开点，收敛半径不同，会将函数解析开拓到不同的地方。 

 

4. 证明𝑓1(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑎)𝑛+∞
𝑛=0 与𝑓2(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛(𝑧 − 𝑏)𝑛+∞

𝑛=0 互为直接解析开拓的思路： 

1° 分别求出𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)的和函数和收敛圆𝐷1和𝐷2。 

2° 判断𝐷1和𝐷2的交集是否非空。 

3° 若交集非空，根据和函数证明𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)在交集上相等即可；若交集是空集，则在𝐷1, 𝐷2

圆心连线的中分线上取𝑓1(𝑧)的和函数的一个解析点𝑧3，将𝑓1(𝑧)和函数在𝑧3展开，求收敛圆

𝐷3，再延拓到𝐷2。 

 

5. 复平面上的Γ函数： 

Γ(𝑧) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑧−1 d 𝑡
+∞

0

 , 𝑡𝑧−1 = 𝑒(𝑧−1) ln 𝑡 

此函数在Re 𝑧 > 0解析，其中多值函数𝑡𝑧−1取主值𝑒(𝑧−1) ln 𝑡，是实变函数Γ(𝑥)在右半平面的解

析开拓。有性质： 

(1) Γ(𝑧 + 1) = 𝑧Γ(𝑧)。 

(2) 当𝑧 ≠ 0, −1, −2, …，Γ(𝑧)解析。(−𝑛)是Γ(𝑧)的 1 级极点，且Res[Γ(𝑧), −𝑛] = (−1)𝑛(𝑛!)−1。 

(3) Γ(𝑧)Γ(1 − 𝑧) = 𝜋/ sin 𝜋𝑧。推论是Γ(𝑧)无零点。 

(4)  

Γ(2𝑧) =
22𝑧−1

√𝜋
Γ(𝑧)Γ (𝑧 +

1

2
) 

 

6. 若𝑓(𝜉)在逐段光滑有限曲线𝐶上连续，则当𝑧 ∉ 𝐶时： 

𝐹(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
d 𝜉

 

𝐶

 

关于𝑧解析，且： 



𝐹(𝑛)(𝑧) =
𝑛!

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧)𝑛+1
d 𝜉

 

𝐶

 

 

7. 解：若𝑓(𝑡, 𝑧)在𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑧 ∈ 𝐷连续，且对∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]，𝑓在𝐷内解析，则： 

𝐹(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑧) d 𝑡
𝑏

𝑎

 , 𝐹′(𝑧) = ∫
∂ 𝑓(𝑡, 𝑧)

∂ 𝑧
d 𝑡

𝑏

𝑎

 

在𝐷内解析。 

保形变换及其应用、分式线性变换 

1. arg 𝑓′(𝑧0)是变换𝑤 = 𝑓(𝑧)在𝑧0的旋转角。若𝑓′(𝑧0) ≠ 0，则解析变换𝑤 = 𝑓(𝑧)不更改两条

线的夹角与方向，但是会旋转这个夹角。这称为保角性。 

|𝑓′(𝑧0)|是变换𝑤 = 𝑓(𝑧)在𝑧0的伸张系数，它表示变换前后曲线在𝑧0的|Δ𝑤|/|Δ𝑧|。 

 

2. 区域内单叶函数的导数恒不为 0。 

*因此，单叶函数所确定的变换具有保持图形近似相似性。 

 

3. 区域𝐷内单叶函数所确定的变换称为保形变换。它有如下性质： 

(1) 保形变换的乘积（𝑤 = 𝑔(𝑓(𝑧))）仍然是保形变换。 

(2) 保形变换有逆变换，且逆变换也是保形变换。 

(3) 若𝑧平面区域𝐷与𝑤平面区域𝐺都能保形变换为单位圆，则两者间可以相互变换。 

 

4. Riemann 定理：若𝐷是𝑧闭复平面上的一个单连通区域，𝐷的边界至少包含两个点（∞只算

一个点），则必然存在单叶函数𝑤 = 𝑓(𝑧)把𝐷变换为𝑤平面的单位圆内部|𝑤| < 1。 

若给定𝑓(𝑧0) = 𝑤0, arg 𝑓′(𝑧0) = 𝛼0，则这个单叶函数是唯一的。 

Riemann 逆定理：若存在单叶函数使𝐷能够变换为𝑤平面的单位圆内部|𝑤| < 1，则𝐷必然是

闭复平面上边界至少包含两个点的单连通区域。 

 

5. 形如： 

𝑀: 𝑤 =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
 

的变换称为分式线性变换，其中𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑为复常数且𝑎𝑑 ≠ 𝑏𝑐。当𝑐 = 0时： 

𝑤 =
𝑎𝑧 + 𝑑

𝑑
≜ 𝛼𝑧 + 𝛽 

称𝐿: 𝛼𝑧 + 𝛽为整线性变换。分式线性变换是从闭𝑧复平面到闭𝑤复平面的双方单值变换。 

定义，若𝑡 = 1/𝑓(𝑧)把𝑧 = 𝑧0的一个邻域保形映照成𝑡 = 0的一个邻域，则称𝑤 = 𝑓(𝑧)把𝑧 = 𝑧0

的一邻域保形映照成𝑤 = ∞的一个邻域。 

 

6. 四类特殊的分式线性变换： 

(1) 平移变换：𝑇: 𝑤 = 𝑧 + 𝑏，图像整体平移向量𝑏，形状大小不变。 

(2) 旋转变换：𝑅: 𝑤 = 𝑒𝑖𝜃𝑧，图像绕原点逆时针正向旋转𝜃，形状大小保持不变。 

(3) 相似变换：𝑆: 𝑤 = 𝑟𝑧, 𝑟 > 0，是以原点为相似中心、伸张系数𝑟的相似变换。 

(4) 倒数变换：𝐼: 𝑤 = 1/𝑧，将逆时针单位圆周变为顺时针单位圆周，将单位圆外变为单位圆



内。 

任意分式线性变换课分解为以上四种变换的乘积。 

 

7. 分式线性变换具有保圆性，即把圆周变成圆周。直线相当于过∞的圆周。 

设𝐶: |𝑧 − 𝑧0| = 𝑅, 0 < 𝑅 < +∞，若有限点𝑧1, 𝑧2都在自圆心𝑧0的同一条射线上，且|𝑧1 − 𝑧0| ⋅

|𝑧2 − 𝑧0| = 𝑅2，则称𝑧1及𝑧2关于圆周𝐶对称。在这里我们规定𝑧0, ∞对称。易于发现，对称点

一个在圆周内一个在圆周外，且圆周上任一点与自己对称。 

关于原像圆周对称的两点，在分式线性变换后，会变成关于像圆周对称的两点。 

 

8. 任给𝑧平面三个互不相同的点𝑧1, 𝑧2, 𝑧3，再任给𝑤平面三个互不相同的点𝑤1, 𝑤2, 𝑤3，则存在

唯一的分式线性变换𝑤 = 𝑓(𝑧)使这三对一一对应。这个分式线性变换满足： 

𝑤 − 𝑤1

𝑤 − 𝑤2
⋅

𝑤3 − 𝑤2

𝑤3 − 𝑤1
=

𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑧2
⋅

𝑧3 − 𝑧2

𝑧3 − 𝑧1
 

两点法：若我们只知道两点，则上式替换为： 

𝑤 − 𝑤1

𝑤 − 𝑤2
= 𝑘

𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑧2
 , 𝑘是复常数 

若𝑧1, 𝑧2, 𝑤1, 𝑤2中某个是∞时，将上式中含∞的因子都替换为 1 即可继续二点法运算。 

初等函数的映照 

1. 幂函数变换𝑤 = 𝑧𝑛可以将角域𝛼 < arg 𝑧 < 𝛽, (𝛽 − 𝛼 < 2𝜋/𝑛)变换为𝑛𝛼 < arg 𝑤 < 𝑛𝛽。不

过在𝑧 = 0处没有保角性。 

根式函数变换𝑤 = 𝑧1/𝑛、分式幂函数变换𝑤 = 𝑧𝑛/𝑚也可做角域变换，但要确定分支。 

 

2. 称任意两相交圆弧所界区域为二角形区域。先用分式线性变换，将两圆弧变为直线，从而

使二角形区域变为角域；再利用幂变换，即可拓展到全平面。 

 

3. 指数函数变换𝑤 = 𝑒𝑧可以将条形域𝑎 < Im 𝑧 < 𝑏变换为𝑎 < arg 𝑤 < 𝑏。特别是可以将0 <

Im 𝑧0 < 𝜋变换为上半平面，可以先把𝑧变换为满足𝑧0边界条件的形式。 

相反地，对数函数将角域变换为条形区域。 

*在求变换时认真画出示意图！ 

 

4. 需要注意，条形域与角域都是一种二角形区域。灵活联合运用分式线性变换、幂变换、指

数函数变换、对数函数变换。 

 

5. 除𝑧 = 0外的儒可夫斯基变换： 

𝑤 =
1

2
(𝑧 +

1

𝑧
) 

可以把单位圆内部单叶地变为𝑤全平面除去实轴线段[−1,1]剩下的区域，将上半单位圆保形

变为下半𝑤平面，把下班单位圆保形地变为上半𝑤平面。 



拉氏变换 

1. 设𝑡 > 0，𝑓(𝑡)是𝑡的实值或复值函数，若： 

∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡 d 𝑡
+∞

0

 

在𝑝 = 𝜎 + 𝑖𝑠的某区域内收敛，则称: 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡 d 𝑡
+∞

0

 

为𝑓(𝑡)的拉普拉斯变换，也称为𝑓(𝑡)的拉氏变换像函数。简记为： 

𝐿[𝑓(𝑡)] ≜  𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡 d 𝑡
+∞

0

 

称𝑓(𝑡)为𝐹(𝑝)的拉氏反变换或本函数。记为： 

𝑓(𝑡)ℎ(𝑡) = 𝐿−1[𝐹(𝑝)] =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝐹(𝑝)𝑒𝑝𝑡 d 𝑝

𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞

=
1

2𝜋
∫ 𝐹(𝑝)𝑒𝑝𝑡 d 𝑠

+∞

−∞

 

在这里，𝑓(𝑡)默认为𝑓(𝑡)ℎ(𝑡)，ℎ(𝑡) = 1, 𝑡 > 0; ℎ(𝑡) = 0, 𝑡 ≤ 0。做题求逆变换的时候不能遗

忘ℎ(𝑡)！ 

 

2. 设𝑓(𝑡)在𝑡轴任意有限区间逐段光滑，且𝑓(𝑡)是指数增长函数，即存在常数𝐾 > 0, 𝑐 ≥ 0，

使得|𝑓(𝑡)| ≤ 𝐾𝑒𝑐𝑡, ∀𝑡 ∈ [0, +∞)，则像函数𝐹(𝑝)在𝑝平面的半平面Re 𝑝 > 𝑐内有意义且解析。 

 

3. 

𝐿[𝑒𝑎𝑡] =
1

𝑝 − 𝑎
 , 𝐿−1 [

1

𝑝 − 𝑎
] = 𝑒𝑎𝑡ℎ(𝑡) , 𝐿−1 [

1

𝑝
] = ℎ(𝑡) 

𝐿[cos 𝜔𝑡] =
𝑝

𝑝2 + 𝜔2
, 𝐿[sin 𝜔𝑡] =

𝜔

𝑝2 + 𝜔2
 

𝐿[cosh 𝜔𝑡] =
𝑝

𝑝2 − 𝜔2
 , 𝐿[sinh 𝜔𝑡] =

𝜔

𝑝2 − 𝜔2
 

𝐿[𝑡𝛼] =
Γ(𝛼 + 1)

𝑝𝛼+1
 

 

4. 拉氏变换和拉氏反变换都是线性的。 

 

5.  

𝐿[𝑡𝑛𝑓(𝑡)] = (−1)𝑛
d𝑛

d 𝑝𝑛
𝐿[𝑓(𝑡)] , 𝐿[𝑡𝑓(𝑡)] = −

d

d 𝑝
𝐿[𝑓(𝑡)] 

𝐿[𝑡𝑛] =
𝑛!

𝑝𝑛+1
, 𝐿−1 [

1

𝑝𝑚
] =

𝑡𝑚−1

(𝑚 − 1)!
ℎ(𝑡) 

 

6. 本函数微分公式： 

𝐿[𝑓′(𝑡)] = 𝑝𝐿[𝑓(𝑡)] − 𝑓(0+) 

𝐿[𝑓(𝑛)(𝑡)] = 𝑝𝑛𝐿[𝑓(𝑡)] − 𝑝𝑛−1𝑓(0+) − 𝑝𝑛−2𝑓′(0+) − ⋯ − 𝑝𝑓(𝑛−2)(0+) − 𝑓(𝑛−1)(0+) 

求解微分方程初值问题可以利用该公式。 

 



7. 本函数积分公式： 

𝐿 [∫ 𝑓(𝑠) d 𝑠
𝑡

0

] =
1

𝑝
𝐿[𝑓(𝑡)] 

 

8. 位移定理：设𝐹(𝑝) = 𝐿[𝑓(𝑡)]，则𝐿[𝑒𝜆𝑡𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑝 − 𝜆)，𝐿−1[𝐹(𝑝 − 𝜆)] = 𝑒𝜆𝑡𝐿−1[𝐹(𝑝)]。

推论： 

𝐿[𝑒𝜆𝑡 cos 𝜔𝑡] =
𝑝 − 𝜆

(𝑝 − 𝜆)2 + 𝜔2
 , 𝐿[𝑒𝜆𝑡 sin 𝜔𝑡] =

𝜔

(𝑝 − 𝜆)2 + 𝜔2
 , 𝐿[𝑡𝑛𝑒𝜆𝑡] =

𝑛!

(𝑝 − 𝜆)𝑛+1
 

 

9. 利用拉氏变换求解微分方程初值问题步骤： 

1° 对方程两边作拉氏变换，应用拉氏变换微分公式和方程初值条件，得到关于𝑌(𝑝), 𝑝的代

数方程。 

2° 求解上述关于𝑌(𝑝), 𝑝的代数方程，解出𝑌(𝑝)。 

3° 𝑦(𝑡) = 𝐿−1[𝑌(𝑝)]。解出。 

 

10. 相似定理：若𝐿[𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑝)，则对任意正实常数𝛼 > 0，则： 

𝐿[𝑓(𝛼𝑡)] =
1

𝛼
𝐹 (

𝑝

𝛼
) , Re 𝑝 > 𝛼𝑐 , 𝑐是增长指数 

 

11. 延迟定理：𝐿[𝑓(𝑡 − 𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏)] = 𝑒−𝑝𝑡𝐿[𝑓(𝑡)]。同理𝐿−1[𝑒−𝑝𝜏𝐿[𝑓(𝑡)]] =  𝑓(𝑡 − 𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏)。 

 

12. 卷积定义： 

𝑓(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝜉)𝑔(𝜉) d 𝜉
+∞

−∞

≜ (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) 

卷积的运算满足交换律、结合律、分配律。 

卷积定理：如果𝑓1, 𝑓2满足 2 中条件，则： 

𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡) = ℎ(𝑡) ∫ 𝑓1(𝑡 − 𝜏)𝑓2(𝑡) d 𝜏
𝑡

0

 , 𝐿[𝑓1 ∗ 𝑓2] = 𝐿[𝑓1]𝐿[𝑓2] 

 

13. 拉氏变换反演公式：设𝐹(𝑝) = 𝐿[𝑓(𝑡)]，若： 

(1) 在Re 𝑝 ≤ 𝜎, 𝜎 > 0内有奇点𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛, 𝜎 > 0，除了这些奇点外，𝐹(𝑝)在𝑝平面处处解析。 

(2) lim𝑝→∞𝐹(𝑝) → 0。 

则： 

𝑓(𝑡) = 𝐿−1[𝐹(𝑝)] = ℎ(𝑡) ∑ Res[𝐹(𝑝)𝑒𝑝𝑡, 𝑝𝑘]

𝑛

𝑘=𝑎

 

 

  



2021 秋季学期复变函数 A 期末考试试卷回忆版 

一、填空题（30 分） 

1. Ln
1+𝑖

√2
=________________。 

2. 曲线|𝑧 − 1| = 1在函数𝑓(𝑥) =
1

𝑥
下的像为_________________（写出表达式）。 

3. 若函数𝑓(𝑥) = 𝑚𝑦3 + 𝑛𝑥2𝑦 + 𝑖(𝑥2 + 𝑙𝑥𝑦2)是复平面上的解析函数，那么实数常数𝑚, 𝑛, 𝑙的

值分别是_______________________________________________。 

4. 如果函数𝑓: 𝐷 → 𝐺是区域𝐷到𝐺 = {𝑤 ∈ ℂ: Re 𝑤 > 0}的解析函数，则函数arg 𝑓(𝑧)________

（填写“是”或“否”）是调和函数。 

5. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 − 𝑥2 + 2021𝑦，则其共轭调和函数𝑣(𝑥, 𝑦) =____________________。 

6. 设级数∑ 𝑎𝑛𝑧𝑛∞
𝑛=0 的收敛半径为𝑅，则级数∑ (2𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑧𝑛∞

𝑛=0 的收敛半径为_____________。 

7. 设𝑓(𝑧) =
exp

3

𝑧−2

𝑧(1−𝑒−𝑧)
，给出𝑓(𝑧)不包括∞的全体奇点，并指出每个奇点的类型，如果是极点

请指出阶数：_________________________________________________________________________________。 

8. 留数计算：Res [𝑧2 cos
1

𝑧−2
, 2] =______________________________。 

如果𝑛是正整数，则Res [𝑧𝑛 sin
1

𝑧
, 0] =_________________________________。 

9. 方程2𝑧5 − 𝑧3 + 3𝑧2 − 𝑧 + 8 = 0在区域|𝑧| < 1内根的个数是：__________________。 

 

二、计算题（40 分） 

1. 求函数𝑓(𝑥) =
𝑧2

(𝑧+1)2在𝑧 = 0处的泰勒展开，并且给出所得幂级数的收敛半径。 

2. 将函数𝑓(𝑥) =
𝑧2−2𝑧+5

(𝑧−2)(𝑧2+1)
在区域{𝑧 ∈ ℂ: 1 < |𝑧| < 2}内展开为罗朗级数。 

3. 设𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ: Im 𝑧 > −
1

2
}，设𝛾是区域𝐷内从0到1且不经过𝑖的任意曲线，计算积分∫

d 𝑧

1+𝑧2

 

𝛾
。 

4. 计算积分∫
𝑒𝑧 d 𝑧

𝑧(1−𝑧)3

 

𝐶
，其中𝐶是不过0和1的简单闭曲线。 

5. 计算积分∫ cot(𝑥 + 1 − 2𝑖) d 𝑥
𝜋

0
。 

6. 利用留数计算积分∫
sin3 𝑥

𝑥3 d 𝑥
+∞

0
。 

 

三、综合题（30 分） 

1. 利用拉氏变换求解微分方程： 

{
𝑦′(𝑡) − 4𝑦(𝑡) + 4 ∫ 𝑦(𝑡) d 𝑡

𝑡

0

=
𝑡3

3

𝑦(0) = 0

 

2. 设𝑓: 𝐷 → 𝐶是区域𝐷内的解析函数，𝛾是𝐷内的简单闭曲线，其内部包含于𝐷，设𝑎为𝑓(𝑧)在

𝛾内部的𝑛阶零点，𝑏为𝑓(𝑧)在𝛾内部的𝑚阶极点，𝑓(𝑧)在𝛾内部除了𝑏没有其它奇点，𝑓(𝑧)在𝛾



上没有任何零点和奇点。证明： 

∫
𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
sin 𝑧 d 𝑧

 

𝛾

= 2𝜋𝑖(𝑛 sin 𝑎 − 𝑚 sin 𝑏) 

3. 求一保形变换𝑤 = 𝑓(𝑧)，将区域𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧 − 1| > 1, |𝑧| < 2}映为单位圆盘|𝑤| < 1，且

满足𝑓(−1) = 0。在求解过程中，需要画出必要的示意图。 

 

4. 设函数𝑓(𝑧)在|𝑧| < 2内解析，且满足|𝑓(𝑒𝑖𝜃)| ≤ 2,0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋；|𝑓(𝑒𝑖𝜃)| ≤ 3, 𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋。

证明： 

|𝑓(0)| ≤ √6 


