
物理学中的群论样卷 

 
一、 （6%）列出全部 2023 阶 Abel 群。 

 

二、 （24%）在实数对的集合 

𝐺 ≝ {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ≠ 0, 𝑏 ∈ ℝ} 

上定义乘法 

(𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏) 

可得𝐺是群。 

现在引进三分量的矢量 

𝑥⃗ = (
𝑥
𝑦
1
) 

作为群的作用空间，群元(𝑎, 𝑏)对应线性变换𝑇(𝑎, 𝑏)定义为 

𝑇(𝑎, 𝑏)𝑥⃗ ≝ (
𝑎 0 0
0 𝑎 𝑏
0 0 1

)(
𝑥
𝑦
1
) = (

𝑎𝑥
𝑎𝑦 + 𝑏

1
) 

（1） 李群𝐺的维数是多少？是否紧致？是否连通？ 

（2） 验证𝑇(𝑎, 𝑏)构成群𝐺的线性表示。 

（3） 求李群𝐺的左不变积分测度𝜌𝐿和右不变积分测度𝜌𝑅。 

（4） 求𝑇(𝑎, 𝑏)的无穷小生成元𝐼𝑎, 𝐼𝑏。 

（5） 计算对易子[𝐼𝑎 , 𝐼𝑏]。 

（6） 作函数空间的表示 

𝑇̂(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑥, 𝑦) ≝ 𝑓 (
𝑥

𝑎
,
1

𝑎
(𝑦 − 𝑏)) 

求无穷小生成元𝐼𝑎, 𝐼𝑏。 

（7） 记李代数𝐺对应的李代数为𝒢。李代数𝒢有哪些非平凡理想？ 

 

三、 （20%）已知D7群的展示 

⟨𝜎, 𝜏|𝜏7 = 𝑒, 𝜎2 = 𝑒, 𝜎𝜏𝜎−1 = 𝜏−1⟩ 

（1）确定D7群的共轭类。 

（2）判断D7群有几个不等价不可约表示，表示的维数分别是多少。 

（3）求出全部一维不可约表示。 

 

四、 （10%）D3群的类算符是 

𝐾̂1 = 𝑒, 𝐾̂2 = 𝑑 + 𝑓, 𝐾̂3 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

利用矩阵函数的相关定理，计算并化简sin 𝐾̂2。 

 

五、 （15%）对转动群 SO(3)，求三阶张量表示的特征标 

χ(𝜓) = tr (𝑅(𝜓⃗⃗) ⊗ 𝑅(𝜓⃗⃗) ⊗ 𝑅(𝜓⃗⃗)) 

以及 

(𝜒, 𝜒) =? 

(𝜒, 𝜒(0)) =? 

(𝜒, 𝜒(1)) =? 

(𝜒, 𝜒(2)) =? 

(𝜒, 𝜒(3)) =? 



 

六、 （15%）按规则， 

（1）画出S6群杨图[32]的所有标准杨表，按字典排序编号。 

（2）写出标准表示矩阵U[32]((23))。 

 

七、 （10%）利用惯性传感器采集加速度数据，可以对人员进行步态识别。 

不同的人在行走时，脚步落地的轻重、间隔以及摆动角度都有所不同，取决于步行人的体格、健康

状态和性格习惯。 

惯性测量单元（IMU）包括陀螺仪和加速度计，已经微型化并使用于手环、手机或专用穿戴设备。

IMU 可收集行人的（随体坐标系）加速度数据𝑎⃗(𝑡𝑗)和角速度数据ω⃗⃗⃗(𝑡𝑗)。当采样率（每秒采集距的次数）

较高时，采样间隔 

Δ𝑡 = 𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗 

很小，可近似为连续信号𝑎⃗(𝑡), 𝜔⃗⃗⃗(𝑡)。 

 为了节电，实用时通常会关闭陀螺仪，只采集一个时间窗口 

𝑡 ∈ [0, 𝑇] 

内的加速度值𝑎⃗(𝑡)。时间窗口比较长（几分钟量级），可以近似看成取得的数据是无限长的， 

𝑎⃗(𝑡), 𝑡 ∈ ℝ 

 从采得数据构造特征识别行人的身份。一般来说，特征𝑥是裸数据𝑎⃗(𝑡)的泛函 

𝑥 = 𝑥[𝑎⃗] 

考虑宗量𝑎⃗的三次泛函， 

𝑥[𝑎⃗] ≝∭ ∑ 𝜓𝑗𝑘𝑙(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)𝑎𝑗(𝑡1)𝑎𝑘(𝑡2)𝑎𝑙(𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3

3

𝑗,𝑘,𝑙=1ℝ3
 

其中𝜓𝑗𝑘𝑙(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)是展开系数。 

 在频域讨论问题会比较方便，作傅立叶变换， 

𝑎⃗(𝑓) ≝ ∫ 𝑎⃗(𝑡)𝑒−𝑖2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

 

特征可改写成 

𝑥[𝑎⃗] =∭ ∑ 𝜑𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)𝑎𝑗(𝑓1)𝑎𝑘(𝑓2)𝑎𝑙(𝑓3)𝑑𝑓1𝑑𝑓2𝑑𝑓3

3

𝑗,𝑘,𝑙=1ℝ3
 

其中𝜑𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)是频域的展开系数。 

下面我们来分析特征泛函𝑥[𝑎⃗]的对称性。 

（1）当 IMU 安装或佩戴的角度不同时，测得的原始数据𝑎⃗(𝑡)的三个轴被旋转了一个角度，即数据变为 

𝑎⃗(𝑡) → 𝑅𝑎⃗(𝑡) 

其中 

𝑅 ∈ SO(3) 

是转动矩阵。用旋转后测得的裸数据𝑅𝑎⃗(𝑡)计算，特征𝑥[𝑎⃗]应该保持不变，即对任意信号𝑎⃗(𝑓)， 

𝑥[𝑅𝑎⃗] ≡ 𝑥[𝑎⃗] 

这一对称性要求展开系数𝜑𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)具有什么样的形式？ 

（2）使用者可能会在任意时刻打开加速度计，开始收集数据，也就是说采样的时间窗口是可以平移的。

特征𝑥[𝑎⃗]在时间平移 

𝑎⃗(𝑡) → 𝑎⃗(𝑡 + 𝜏) 

下必须保持不变。这对展开系数𝜑𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)的函数形式有什么限制？ 
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一、6% 

ℤ7⊕ℤ289 

ℤ7⊕ℤ17
2  

每个 3分 

 

二、24% 

（1） 2维。非紧致。不连通。2×3=6分 

（2） 2分 

𝑇(𝑎, 𝑏)𝑇(𝑐, 𝑑) = (
𝑎 0 0
0 𝑎 𝑏
0 0 1

)(
𝑐 0 0
0 𝑐 𝑑
0 0 1

) = ( ⁠
𝑎𝑐 0 0
0 𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏
0 0 1

) = 𝑇(𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏) 

是同态。且为同构。 

（3） 2×2=4分 

𝜌𝐿 ∝
1

𝑎2
 

𝜌𝑅 ∝
1

𝑎
 

（4） 2×2=4分 

𝐼𝑎 =
𝜕𝑇(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑎
|
𝑎=1,𝑏=0

= (
1 0 0
0 1 0
0 0 0

) 

𝐼𝑏 =
𝜕𝑇(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑏
|
𝑎=1,𝑏=0

= (
0 0 0
0 0 1
0 0 0

) 

（5） [𝐼𝑎 , 𝐼𝑏] = 𝐼𝑏   2分 

（6） 2×2=4分 

𝐼𝑎 = −𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
 

𝐼𝑎 = −
𝜕

𝜕𝑦
 

（7） span{𝐼𝑏}   2分 

 

三、20% 

（1）{𝑒}, {𝜏, 𝜏6}, {𝜏2, 𝜏5}, {𝜏3, 𝜏4}, {𝜎, 𝜎𝜏, 𝜎𝜏2, 𝜎𝜏3, 𝜎𝜏4, 𝜎𝜏5, 𝜎𝜏6} 

（2）有 5个不等价不可约表示， 

14 = 12 + 12 + 22 + 22 + 22 

2个一维表示，3个二维表示。 

（3）2个一维表示为 

𝑇(1)(𝜎) = 1, 𝑇(1)(𝜏) = 1 

𝑇(2)(𝜎) = −1, 𝑇(2)(𝜏) = 1 

（1）共 10 分，写错 1 个共轭类扣 2 分；（2）共 5 分，两个结果各 2 分，无步骤扣 1 分；

（3）共 5分，两个结果各 2分，无步骤扣 1分。 
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四、10% 

sin 𝐾̂2 ≡ 𝑐0𝑒 + 𝑐1𝐾̂2 + 𝑐2𝐾̂2
2 

3分 

𝐾̂2特征值{2,2,−1}，得 

{

sin 2 = 𝑐0 + 2𝑐1 + 4𝑐2
cos 2 = 𝑐1 + 4𝑐2

−sin 1 = 𝑐0 − 𝑐1 + 𝑐2

 

解出 

𝑐0 =
1

9
(−6 cos 2 − 4 sin 1 + 5 sin 2), 𝑐1 =

1

9
(−3 cos 2 + 4 sin 1 + 4 sin 2),

𝑐2 =
1

9
(3 cos 2 − sin 1 − sin 2) 

3分 

即 

sin 𝐾̂2 =
1

3
(−2 sin 1 + sin 2)𝐾̂1 +

1

3
(sin 1 + sin 2)𝐾̂2 

4分 

 

五、15% 

χ(𝜓) = χ(0)(𝜓) + 3χ(1)(𝜓) + 2χ(2)(𝜓) + χ(3)(𝜓) 

(𝜒, 𝜒) = 12 + 32 + 22 + 12 = 15 

(𝜒, 𝜒(0)) = 1, (𝜒, 𝜒(1)) = 3, (𝜒, 𝜒(2)) = 2, (𝜒, 𝜒(3)) = 1 

每个结果 3分 

 

六、15% 

（1）5个标准杨表： 

1 2 3  1 2 4  1 2 5  1 3 4  1 3 5 

4 5 6  3 5 6  3 4 6  2 5 6  2 4 6 

T1    T2    T3    T4    T5 

（2） 

U[3
2]((23)) =

(

 
 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0

0 −
1

2
0

√3

2
0

0 0 −
1

2
0

√3

2

0
√3

2
0

1

2
0

0 0
√3

2
0

1

2 )

 
 
 
 
 
 
 

 

（1）共 10分，每个杨表 2分；（2）共 5分，每错一个矩阵元扣 1分。 

 

七、10% 

（1）𝜑𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ≡ 𝜙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)𝜀𝑗𝑘𝑙 

（2）𝜑𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ≡ 𝜉𝑗𝑘𝑙(𝑓1, 𝑓2)𝛿(𝑓1 + 𝑓2 + 𝑓3) 

每小题 5分，结果每个 3分，无步骤分别扣 2分 
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