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中国科学技术大学 

20xx－20xx学年第一学期期末考试试卷 

 

开课院系：   物理学院   科目：理论力学 A 考试形式： 闭  卷   

学生所在系：            姓名：  样 卷    学号：              

 

题号 一 二 三 四 五 六 总分 

得分        
 

注意事项：在试卷留空处答题。写不下时，请在试卷反面接着答题。不交草稿纸。 

可能用到的一些公式： 

刚体的欧拉动力学方程 
𝐼1�̇�1 − (𝐼2 − 𝐼3)𝜔2𝜔3 = 𝑀1 
 𝐼2�̇�2 − (𝐼3 − 𝐼1)𝜔3𝜔1 = 𝑀2 
 𝐼3�̇�3 − (𝐼1 − 𝐼2)𝜔1𝜔2 = 𝑀3 

欧拉运动学方程 

𝜔1 = �̇� sin 𝜃 sin 𝜓 + �̇� cos 𝜓 

𝜔2 = �̇� sin 𝜃 cos 𝜓 − �̇� sin 𝜓 

𝜔3 = �̇� cos 𝜃 + �̇� 

球坐标系中的速度分解：�̇� = �̇�𝑒𝑟 + 𝑟�̇�𝑒𝜃 + 𝑟 sin 𝜃 �̇�𝑒𝜑 

电磁场中运动的带电粒子的拉格朗日函数：𝐿 =
1

2
𝑚𝑣2 − 𝑒(𝜙 − �⃗� ∙ 𝐴) 

正则变换生成函数的四种常用形式 

𝐹1 = 𝐹1(𝑞, 𝑄, 𝑡), 𝑝𝛼 =
𝜕𝐹1

𝜕𝑞𝛼
, 𝑃𝛼 = −

𝜕𝐹1

𝜕𝑄𝛼
, 𝐻′ = 𝐻 +

𝜕𝐹1

𝜕𝑡
 

𝐹2 = 𝐹2(𝑞, 𝑃, 𝑡), 𝑝𝛼 =
𝜕𝐹2

𝜕𝑞𝛼
, 𝑄𝛼 =

𝜕𝐹2

𝜕𝑃𝛼
, 𝐻′ = 𝐻 +

𝜕𝐹2

𝜕𝑡
 

𝐹3 = 𝐹3(𝑝, 𝑄, 𝑡), 𝑞𝛼 = −
𝜕𝐹3

𝜕𝑝𝛼
, 𝑃𝛼 = −

𝜕𝐹3

𝜕𝑄𝛼
, 𝐻′ = 𝐻 +

𝜕𝐹3

𝜕𝑡
 

𝐹4 = 𝐹4(𝑝, 𝑃, 𝑡), 𝑞𝛼 = −
𝜕𝐹4

𝜕𝑝𝛼
, 𝑄𝛼 =

𝜕𝐹4

𝜕𝑃𝛼
, 𝐻′ = 𝐻 +

𝜕𝐹4

𝜕𝑡
 

 
一、 （20 分）位于坐标原点具有磁荷 b 的磁单极子产生磁场,其矢势在球坐标系

(𝑟, 𝜃, 𝜑)中可以表示为 

𝐴 =
𝑏(1 − cos 𝜃)

𝑟 sin 𝜃
𝑒𝜑 

其中𝑒𝜑为方位角的单位矢量。考虑一个电荷为e、质量为𝑚的粒子在该磁场中的运动。 

1. 写出球坐标系中该带电粒子的拉格朗日函数表达式，并找出至少两个独立的运动积

分。 

2. 在直角坐标系(𝑥, 𝑦, 𝑧)中写下相应的哈密顿函数 H 以及关于第三个自由度(𝑧, 𝑝𝑧)的哈

密顿正则方程。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 （20 分）质量为𝑚的拉格朗日陀螺，即重力场中绕定点转动的对称重陀螺，三个主

转动惯量为𝐼1 = 𝐼2 ≠ 𝐼3，质心到固定点的距离为𝑙。 

1. 选取三个欧拉角作为广义坐标，写出哈密顿函数𝐻(𝜙, 𝜃, 𝜓, 𝑝𝜑, 𝑝𝜃, 𝑝𝜓)。 
2. 利用哈密顿-雅可比方程,求哈密度主函数𝑆(𝑡, 𝜙, 𝜃, 𝜓)。（可保留积分形式，无需求积） 
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三、 （20分）以向下为𝑥-轴的正方向，讨论落体运动。 

1. 设初始时刻的位移为𝑥(𝑡 = 0) = 𝑥0，动量为𝑝(𝑡 = 0) = 𝑝0，证明 
𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡) → 𝑥0, 𝑝0 

是正则变换。 

2. 对此变换逐个判断四种常用生成函数是否存在；若存在，则求出各生成函数表达式和哈

密顿函数𝐾(𝑡, 𝑥0, 𝑝0)。 
3. 分别求出初值𝑥0, 𝑝0这两个守恒量所对应的(准)对称变换。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、 （10分）用弹性势能为 

𝑚𝑔𝑙(𝜃1 − 𝜃2)2 
的轻弹簧连接两个平面单摆。单摆的刚性杆长度分别为2𝑙, 𝑙;质点质量分别为𝑚, 𝑚;与垂直方

向夹角为𝜃1, 𝜃2。 

1. 写出微振动拉氏量。 

2. 求模态矩阵和自然频率。 
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五、 （15 分）取平面直角坐标系，以水平为𝑥轴，向下为𝑦轴。利用相空间的莫培督原

理求抛物问题的相轨道。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

六、（15 分）自然长度为𝑙、弹性系数为𝑘的轻弹簧，两端连结质量分别为𝑚1和𝑚2的质点，整

个系统放置在光滑桌面上运动。 

1. 写出系统的拉格朗日函数。 

2. 找出足够多的循环坐标，用劳斯变换降阶，求出径向运动的一维等效拉氏量。 

3. 求一维等效运动的平衡点和微振动频率。 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


