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第一章 最优化简介

1.1 考虑稀疏优化问题，我们已经直观地讨论了在 ℓ0，ℓ1，ℓ2 三种范数下
问题的解的可能形式．针对一般的 ℓp“范数”：

∥x∥p
def
== (

n∑
i=1

|x|p)1/p, 0 < p < 2,

我们考虑优化问题：
min ∥x∥p,
s.t. Ax = b.

试着用几何直观的方式（类似于图 1.2）来说明当 p ∈ (0, 2) 取何值时，
该优化问题的解可能具有稀疏性．

解 (丁思哲). Ax = b 表示空间中的直线，∥x∥p(0 < p < 2) 引导的
{x|∥x∥p ⩽ C} 表示空间中的 ℓp 范数球．优化问题实际是找到最小的
C，使得范数球与 Ax = b 相交．在 R2 空间中，不同 p 的范数球情形
如图 1.1 所示．

• 当 p ∈ (0, 1) 时，ℓp 范数球是内凸的，因此最小的 C 对应的范数
球与直线的交点一般都是坐标轴上的顶点，因此 ℓp 范数的解具有
稀疏性；

• 当 p = 1 时，ℓp 范数球呈现“正方形”，且正方形的顶点恰在坐标
轴上，因此在一定条件下（例如直线不与正方形的某边平行）最
小的 C 对应的范数球与直线的交点一般也是坐标轴上的顶点，因
此 ℓ1 范数的解也具有稀疏性；

• 当 p ∈ (1, 2) 时，ℓp 范数球是外凸的，此时最小的 C 对应的范数
球与直线的交点不一定在坐标轴上，那么 ℓp 范数的解一般不具有
稀疏性．
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2 第一章 最优化简介

图 1.1 ℓp 范数优化问题的求解

1.2 给定一个函数 f(x) : Rn → R 及其一个局部最优点 x∗，则该点沿任何
方向 d ∈ Rn 也是局部最优的，即 0 为函数 ϕ(α)

def
== f(x∗ + αd) 的一

个局部最优解．反之，如果 x∗ 沿任何方向 d ∈ Rn 都是局部最优解，
则 x∗ 是否为 f(x)的一个局部最优解？若是，请给出证明；若不是，请
给出反例．

解 (俞建江). x∗ 不一定是 f(x)的局部最优解．反例：如用极坐标表示
f

f(r, θ) =

r sin(r
θ
), θ ∈ (0, 2π),

0, θ = 0.

在任一方向上，r = 0 都是局部最优解，但 x = 0 的任一邻域内都存
在 x′ 使得 f(x′) < 0．造成这一现象的原因之一是，某些函数在局部
具有一定的振荡特性．

1.3 试给出如下点列的 Q-收敛速度：

(a) xk =
1

k!
, k = 1, 2, · · · ;
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(b)

xk =


(
1

4

)2k

, k 为偶数,

xk−1

k
, k 为奇数.

, k = 1, 2, · · ·

解 (俞建江，丁思哲).

(a) 该点列是 Q-超线性收敛的．因为

lim
k→∞

∥∥xk+1 − x∗
∥∥

∥xk − x∗∥
= lim

k→∞

1

|k + 1|
= 0.

(b) 该点列是 Q-超线性收敛的．因为 x∗ = 0，而若 k 是奇数，则成立

lim
k→∞

∥∥xk+1 − x∗
∥∥

∥xk − x∗∥
= lim

k→∞
k

∣∣xk+1
∣∣

|xk−1|
= lim

k→∞

k

642k−1 = 0,

若 k 是偶数，则成立

lim
k→∞

∥∥xk+1 − x∗
∥∥

∥xk − x∗∥
= lim

k→∞

1

k + 1

∣∣xk
∣∣

|xk|
= 0.

1.4 考虑函数 f(x) = x2
1 + x2

2，x = (x1, x2) ∈ R2，以及迭代点列 xk =

(1 +
1

2k
)(cos k, sin k)T, k = 1, 2, · · ·，请说明

(a) {f(xk+1)} 是否收敛？若收敛，给出 Q-收敛速度；

(b) {xk+1} 是否收敛？若收敛，给出 Q-收敛速度．

解 (俞建江).

(a) 该点列收敛，且 f(xk+1) = (1 +
1

2k
)2，k → ∞ 时 f → 1．

因为

lim
k→∞

∥∥xk+1 − x∗
∥∥

∥xk − x∗∥
= lim

k→∞

(1 + 1
2k+1 )

2 − 1

(1 + 1
2k
)2 − 1

=
1

2
,

所以该点列还是 Q-线性收敛的．

(b) 该点列不收敛．因为显然 cos k 和 sin k 都不收敛，但 1 +
1

2k
收

敛到 1．
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第二章 基础知识

2.1 说明矩阵 F 范数不是算子范数（即它不可能被任何一种向量范数所诱
导）．提示：算子范数需要满足某些必要条件，只需找到一个 F 范数
不满足的必要条件即可．

解 (俞建江). 对任一算子范数 ∥ · ∥ 及 In（n 阶单位矩阵），

∥In∥ = max
∥x∥=1

∥Inx∥ = 1,

又有 ∥In∥F =
√
n，因此 Frobenius 范数不是算子范数．

2.2 证明：矩阵 A 的 2 范数等于其最大奇异值，即

σ1(A) = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2.

解 (俞建江，丁思哲). 由矩阵 2 范数和向量 2 范数的定义，

∥A∥2 = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 = max
∥x∥2=1

[
(Ax)TAx

] 1
2 = max

∥x∥2=1

[
xT(ATA)x

] 1
2 .

注意到 ATA 是实对称且半正定的，不妨设其 n 个非负实特征值为

λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn ⩾ 0.

实对称矩阵 n 不同特征值对应的特征向量必正交，因此不妨设它们对
应的正交规范特征向量为 v1, v2, · · · , vn，则对任一满足 ∥x∥2 = 1 的向
量 x ∈ Rn 成立线性组合结构

x =
n∑

i=1

αivi,
n∑

i=1

α2
i = 1,

5



6 第二章 基础知识

其中 αi ∈ R 是系数．
将上式代入定义，得

xTATAx =
n∑

i=1

λiα
2
i ⩽ λ1,

也即 ∥A∥2 ⩽ λ1．
另一方面，若取 x = v1，则有

xTATAx = vT
1 A

TAv1 = λ1,

故 ∥A∥2 ⩾ λ1．
综上，

∥A∥2 = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 =
√
λ1 =

√
λmax(ATA) = σ1(A).

2.3 证明如下有关矩阵范数的不等式：

(a) ∥AB∥F ⩽ ∥A∥2∥B∥F，

(b) | ⟨A,B⟩ | ⩽ ∥A∥2∥B∥∗．

解 (俞建江).

(a) 利用 F 范数的定义，

∥AB∥2F = ⟨AB,AB⟩

= Tr(BTATAB)

= Tr(BBTATA).

ATA 是对称半正定阵，它可以被正交对角化．因此存在正交矩阵
T，使得

TTATAT = diag(λ1, λ2, · · · , λn).

其中 λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn ⩾ 0．利用 T，对 F 范数的定义可作

Tr(BBTATA) = Tr(TTBBTTTTATAT )

⩽ λ1Tr(TTBBTT )

= λ1Tr(BBT)

= ∥A∥22∥B∥2F ,

因此 ∥AB∥F ⩽ ∥A∥2∥B∥F 成立．
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(b) 设 A,B ∈ Rm×n，不妨设 m ⩾ n．B 存在 SVD 分解

B = UBΣBV
T
B , UB ∈ Rm×m, VB ∈ Rn×n,

其中 UB, VB 都是正交矩阵，ΣB 是对角矩阵．
利用矩阵内积的定义，

|⟨A,B⟩| = Tr(BTA)

= Tr(VBΣBU
T
BA)

= Tr(ΣBU
T
BAVB),

其中记 ΣB = diag(b̃1, b̃2, · · · , b̃n)．
规定 Ã = UT

BAVB = (ãij)m×n，对 Ã 的每个对角元 ãii，成立

|ãii| ⩽
√
ã21i + ã22i + · · ·+ ã2mi

=
∥Ãei∥2
∥ei∥2

= ∥Ãei∥2
⩽ ∥A∥2,

因此有
⟨A,B⟩ = Tr(ΣBÃ)

=
n∑

i=1

b̃iãii

⩽ ∥A∥2
n∑

i=1

b̃i

= ∥A∥2∥B∥∗.

2.4 设矩阵 A 为

A =

[
I B

BT I

]
,

其中 ∥B∥2 < 1，I 为单位矩阵，证明：A 可逆且

∥A∥2∥A−1∥2 =
1 + ∥B∥2
1− ∥B∥2

.

解 (俞建江).
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(a) 当 ∥B∥2 = 0 时，B = 0，结论显然成立．

(b) 当 0 < ∥B∥2 < 1 时，考虑特征值方程 det(λI − A) = 0(λ ̸= 1)，
注意到

det(λI −A) = 0

⇔det
(
(λ− 1)I −B

−BT (λ− 1)I

)
= 0

⇔det

(λ− 1)I −B

0 (λ− 1)I − 1

λ− 1
BTB

 = 0

⇔det((λ− 1)2I −BTB) = 0.

因此 λmax = 1 + σ1(B) = 1 + ∥B∥2，λmin = 1− ∥B∥2．故

∥A∥2∥A−1∥2 =
λmax

λmin
=

1 + ∥B∥2
1− ∥B∥2

.

2.5 假设 A 和 B 均为半正定矩阵，求证：⟨A,B⟩ ⩾ 0．提示：利用对称矩
阵的特征值分解．

解 (俞建江). 由 A 是半正定矩阵，对 A 进行谱分解

A = TTΣAT,

其中 T 是正交矩阵，ΣA 是对角线元素全非负的对角矩阵．则

⟨A,B⟩ = Tr(TTΣATB)

= Tr(ΣATBTT).

显然 TBTT 也是半正定矩阵，其对角线元素都非负，因此

⟨A,B⟩ = Tr(ΣATBTT) ⩾ 0.

2.6 计算下列矩阵变量函数的导数．

(a) f(X) = aTXb，这里 X ∈ Rm×n，a ∈ Rm, b ∈ Rn 为给定的向量；

(b) f(X) = Tr(XTAX)，其中 X ∈ Rm×n 是长方形矩阵，A 是方阵
（但不一定对称）；
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(c) f(X) = ln det(X)，其中 X ∈ Rn×n，定义域为 {X | det(X) > 0}
（注意这个习题和例 2.1 的 (3) 的区别）．

解 (俞建江，丁思哲).

(a) 对任意方向的 V ∈ Rm×n 和 t ∈ R，有

lim
t→0

f(X + tV )− f(X)

t

=aTV b = Tr(aTV b) = Tr(baTV ) =
〈
abT, V

〉
,

因此 ∇f(X) = abT．

(b) 对任意方向的 V ∈ Rm×n 和 t ∈ R，有

f(X + tV )− f(X) = tTr(V TAX +XTAV ) +O(t2)

= t
(
⟨AX,V ⟩+

〈
ATX,V

〉)
+O(t2),

因此 ∇f(X) = (A+AT)X．

(c) 对任意方向的 V ∈ Rn×n 和 t ∈ R，

f(X + tV )− f(X) = ln(det(X + tV ))− ln(det(X))

= ln(det(I + tV X−1)).

设 V X−1 的所有特征值为 λ1, λ2, · · · , λn(可能有复数)．则 I +

tV X−1 的所有特征值为 1 + tλ1, 1 + tλ2, · · · , 1 + tλn．利用

det(I + tV X−1) =
n∏

i=1

(1 + tλi)

的结论，成立

f(X + tV )− f(X) = ln
n∏

i=1

(1 + tλn)

= t
n∑

i=1

λi +O(t2)

= tTr(V X−1) +O(t2)

= t
〈
X−T, V

〉
+O(t2),

即最终成立 ∇f(X) = X−T．
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2.7 考虑二次不等式
xTAx+ bTx+ c ⩽ 0,

其中 A 为 n 阶对称矩阵，设 C 为上述不等式的解集．

(a) 证明：当 A 正定时，C 为凸集；

(b) 设 C ′ 是 C 和超平面 gTx+h = 0的交集（g ̸= 0），若存在 λ ∈ R，
使得 A+ λggT 半正定，证明：C ′ 为凸集．

解 (俞建江).

(a) 记 f(x) = xTAx+ bTx+ c，则 ∇2f(x) = 2A ≻ 0，知 f(x) 是严
格凸函数．对 ∀x1, x2 ∈ C 以及 t ∈ (0, 1)，

f(tx1 + (1− t)x2) ⩽ tf(x1) + (1− t)f(x2) ⩽ 0,

因此 tx1 + (1− t)x2 ∈ C，知 C 是凸集．

(b) 对 ∀x1, x2 ∈ C ′ 以及 t ∈ (0, 1)，记 x3 = tx1 + (1− t)x2．显然 x3

在超平面 gTx+ h = 0 上，只需再证明 x3 ∈ C．容易验证:

f(x3) =tf(x1) + (1− t)f(x2)− t(1− t)(x2 − x1)
TA(x2 − x1)

=tf(x1) + (1− t)f(x2) + λt(1− t)(x2 − x1)
TggT(x2 − x1)

− t(1− t)(x2 − x1)
T(A+ λggT)(x2 − x1),

由于 (x2 − x1)
Tg = 0，因此 (x2 − x1)

TggT(x2 − x1) = 0．那么，
再由 A+ λggT 半正定，得 f(x3) ⩽ 0．故 x3 ∈ C，命题得证．

2.8 (鞍点问题) 设函数 f : Rn ×Rm → R 满足如下性质：当固定 z ∈ Rm

时，f(x, z) 关于 x 为凸函数；当固定 x ∈ Rn 时，f(x, z) 关于 z 是凹
函数，则称 f 为凸 – 凹函数．

(a) 设 f 二阶可导，试利用海瑟矩阵 ∇2f 给出 f 为凸 – 凹函数的一
个二阶条件；

(b) 设 f 为凸 – 凹函数且可微，且在点 (x̄, z̄) 处满足 ∇f(x̄, z̄) = 0，
求证：对任意 x 和 z，如下鞍点性质成立：

f(x̄, z) ⩽ f(x̄, z̄) ⩽ f(x, z̄).
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进一步证明 f 满足极小 – 极大性质：

sup
z

inf
x
f(x, z) = inf

x
sup
z

f(x, z).

(c) 设 f 可微但不一定是凸 – 凹函数，且在点 (x̄, z̄) 处满足鞍点性质

f(x̄, z) ⩽ f(x̄, z̄) ⩽ f(x, z̄), ∀ x, z

求证：∇f(x̄, z̄) = 0．

注：这个题目的结论和之后我们要学习的拉格朗日函数有密切联系．

解 (俞建江，丁思哲).

(a) 设 f 的海瑟矩阵是

∇2f =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

其中

A11 ∈ Rn×n, A12 ∈ Rn×m, A21 ∈ Rm×n, A22 ∈ Rm×m.

则 ∇2
xf = A11, ∇2

zf = A22．若固定 z 时 f 关于 x 凸，则 A11 半
正定；若固定 x 时 f 关于 z 凹，则 A22 半负定．这就是由海瑟矩
阵给出的二阶条件．

(b) 先证明第一个不等式．由于 f(x, z) 关于 x 是凸函数，利用凸函
数的性质有

f(x, z̄) ⩾ f(x̄, z̄) +∇xf(x̄, z̄)(x− x̄) = f(x̄, z̄),

同理可得左半边的不等式．
再证明 sup

z
inf
x
f(x, z) = f(x̄, z̄)．首先

inf
x
f(x, z) ⩽ f(x̄, z) ⩽ f(x̄, z̄),

故
sup
z

inf
x
f(x, z) ⩽ f(x̄, z̄),

又
sup
z

inf
x
f(x, z) ⩾ inf

x
f(x, z̄) ⩾ f(x̄, z̄),

因此 sup
z

inf
x
f(x, z) = f(x̄, z̄)．同理得 inf

x
sup
z

f(x, z) = f(x̄, z̄)，因

此等式得证．
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(c) 只需分别证明 ∇xf(x̄, z̄) = 0 和 ∇zf(x̄, z̄) = 0．用反证法证明．
先假设∇xf(x̄, z̄) ̸= 0，取向量 v = (∇xf(x̄, z̄)

T, 0)T，对 f(x̄+tv, z̄)

（其中 t ̸= 0）在 (x̄, z̄) 处展开一阶，得

f(x̄+ tv, z̄) = f(x̄, z̄) + t∥∇xf(x̄, z̄)∥2 +O(t2).

若取 t < 0 且绝对值足够小，就有 f(x̄+ tv, z̄) < f(x̄, z̄)，与题设
矛盾．因此假设不成立，∇xf(x̄, z̄) = 0．同理可得 ∇zf(x̄, z̄) = 0．
综上，命题成立．

2.9 利用凸函数二阶条件证明如下结论：

(a) ln-sum-exp 函数：f(x) = ln
n∑

k=1

expxk 是凸函数；

(b) 几何平均：f(x) = (
n∏

k=1

xk)
1/n (x ∈ Rn

++) 是凹函数；

(c) 设 f(x) =
( n∑

i=1

xp
i

)1/p
，其中 p ∈ (0, 1)，定义域为 x > 0，则 f(x)

是凹函数．

解 (俞建江).

(a) 求海瑟矩阵，为了方便记 S =
n∑

k=1

expxk。则

∇2f =
1

S2
·


ex1(S − ex1) −ex1ex2 · · · −ex1exn

−ex2ex1 ex2(S − ex2) · · · −ex1exn

...
... . . . ...

−exnex1 −exnex2 · · · exn(S − exn)

 .

现在只需证明 ∇2f 半正定．
对 ∀y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rn(y ̸= 0)，成立

yT∇2fy =
1

S2

 n∑
k=1

y2ke
xk

n∑
k=1

exk −

(
n∑

k=1

yke
xk

)2
 ,

利用柯西不等式可知 yT∇2fy ⩾ 0．因此 ∇2f ⪰ 0．
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(b) 求海瑟矩阵，得

∇f(x) =
f

n

(
1

x1

,
1

x2

, · · · , 1

xn

)T

,

∇2f(x) = − f

n2



n− 1

x2
1

− 1

x1x2

· · · − 1

x1xn

− 1

x2x1

n− 1

x2
2

· · · − 1

x2xn
...

... . . . ...

− 1

xnx1

− 1

xnx2

· · · n− 1

x2
n


.

设 J(x) = Diag
(

1

x1

, · · · , 1

xn

)
，注意到 ∇2f(x) =

− f

n2
J(x)


n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1
...

... . . . ...
−1 −1 · · · n− 1

 J(x).

容易验证上式中间的矩阵是个实对称矩阵且其特征值为 n（该特
征值是 n− 1 重的）和 0，是半正定矩阵，因此 ∇2f(x) 是半负定
矩阵．

(c) 求海瑟矩阵，设 J(x) = Diag
(

1

x1

, · · · , 1

xn

)
，得

∇f(x) =

(( f

x1

)1−p
,
( f

x2

)1−p

, · · · ,
( f

xn

)1−p
)T

,

∇2f(x) =− 1− p

f
J(x)A(x)J(x),

其中

A(x) =


(fp − xp

1)x
p
1 −xp

1x
p
2 · · · −xp

1x
p
n

−xp
2x

p
1 (fp − xp

2)x
p
2 · · · −xp

2x
p
n

...
... . . . ...

−xp
nx

p
1 −xp

nx
p
2 · · · (fp − xp

n)x
p
n

 .



14 第二章 基础知识

只需证明 A(x) 半正定．对 ∀y ∈ Rn 且 y ̸= 0，

yTA(x)y =(
n∑

k=1

y2kx
p
k)f

p − (
n∑

k=1

ykx
p
k)

2

=(
n∑

k=1

y2kx
p
k)(

n∑
k=1

xp
k)− (

n∑
k=1

ykx
p
k)

2,

并由柯西不等式得 yTA(x)y ⩾ 0．因此 A(x) ⪰ 0，∇2f(x) ⪯ 0．

2.10 证明定理 2.12．

解 (俞建江). 先证充分性．对 ∀x1, x2 ∈ dom f, ∀t ∈ (0, 1)，记 x3 =

tx1 + (1− t)x2．显然 (x1, f(x1)), (x2, f(x2)) ∈ epi f，由题设 epi f 是
凸集，得

(x3, tf(x1) + (1− t)f(x2)) ∈ epi f,

即

f(x3) ⩽ tf(x1) + (1− t)f(x2),

因此 f(x) 是凸函数．
再证明必要性．对 ∀(x1, t1), (x2, t2) ∈ epi f, ∀t ∈ (0, 1)，记 (x3, t3) =

t(x1, t1) + (1− t)(x2, t2)．由 f(x) 凸函数性质：

f(x3) ⩽ tf(x1) + (1− t)f(x2) ⩽ tt1 + (1− t)t2 = t3

得到 (x3, t3) ∈ epi f．故 epi f 是凸集．

2.11 考虑如下带有半正定约束的优化问题：

min Tr(X),

s.t.
[
A B

BT X

]
⪰ 0,

X ∈ Sn,

其中 A 是正定矩阵．

(a) 利用附录 B.1.9 中的 Schur 补的结论证明此优化问题的解为 X =

BTA−1B；
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(b) 利用定理 2.13 的 (8) 证明：函数 f(A,B) = Tr(BTA−1B) 关于
(A,B) 是凸函数，其中 f(A,B) 的定义域 dom f = Sm

++ × Rm×n．

解 (俞建江).

(a) 记：

M =

[
A B

BT X

]
,

A 在 M 中的 Schur 补 D = X − BTA−1B，M 半正定当且仅当
D 半正定，

Tr(X) = Tr(BTA−1B) + Tr(D) ⩾ Tr(BTA−1B)

当且仅当 D = 0 时上式取到等号．因此优化问题的解为 X =

BTA−1B．

(b) 取函数 g(A,B,X) = Tr(X)，定义域为

dom g =

{
(A,B,X) | A ≻ 0,

[
A B

BT X

]
⪰ 0

}
,

显然 dom g 是凸集．又由第一小问知:

f(A,B) = inf
X

g(A,B,X),

再利用定理 2.13(8) 即可．

2.12 求下列函数的共轭函数：

(a) 负熵：
n∑

i=1

xi lnxi；

(b) 矩阵对数：f(x) = − ln det(X)；

(c) 最大值函数：f(x) = max
i

xi；

(d) 二次锥上的对数函数：f(x, t) = − ln(t2 − xTx)，注意这里 f 的自
变量是 (x, t)．

解 (丁思哲).
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(a) 若补充定义 lim
x→0

x lnx = 0，dom f = {x | x ⩾ 0}．
由共轭函数的定义，取 y ∈ Rn，且

f∗(y) = sup
x∈dom f

{yTx− f(x)}

= sup
x∈dom f

{
n∑

i=1

yixi −
n∑

i=1

xi lnxi}

=

n∑
i=1

eyi−1.

(b) 显然 dom f = {X ∈ Rn×n | det(X) > 0}．我们先形式化地引入
Y ∈ Rn×n，假设下述运算都是有意义的．
共轭函数

f∗(Y ) = sup
X∈dom f

{Tr(Y TX)− f(X)}

= sup
X∈dom f

{Tr(Y TX) + ln det(X)},

因为

d(Tr(Y TX)) = Tr(d(Y TX)) = Tr(Y TdX),

d(ln det(X)) = det(X)−1d(det(X)) = Tr(X−1dX),

因此
d(Tr(Y TX) + ln det(X))

dX = Y + (XT)−1.

故取 X = −(Y T)−1 时，满足

f∗(Y ) = −n− ln det(−Y ),

其中 Y 的定义域是 {Y ∈ Rn×n | det(−Y ) > 0}．

(c) 分情况讨论．若 ∥y∥1 ⩽ 1 且 y ⩾ 0，则 y 与 x 内积时不会改变 x

分量的符号，且一定成立

yTx ⩽ max
i

xi,

故此时 f∗(y) = 0．
若不然，则或有 ∥y∥1 > 1．不妨设 j = arg max

i
xi 且 yj = 1 + δ
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（δ > 0 且其他坐标取 0），那么

f∗(y) = sup
x∈Rn

{yTx− xj}

= sup
xj∈R

{δxj}

→ ∞.

又或存在 i 使得 yi < 0，类似可证 f∗(y) 不存在．
综上，f∗(y) = 0，定义域是 {y ∈ Rn | y ⩾ 0, ∥y∥1 ⩽ 1}．

(d) 考虑取 y ∈ Rn，q ∈ R，且

f∗(y, q) = sup
x,t

{yTx+ qt+ ln(t2 − xTx)},

分别对
g(x, y, t, q) = yTx+ qt+ ln(t2 − xTx)

中的变量 x, t 求其稳定点，得等式组

x =
1

2

(
t2 − xTx

)
y, (2.1)

t = −1

2

(
t2 − xTx

)
q. (2.2)

利用 (2.1) 和 (2.2) 即可注意到 x = − t

q
y. 此式代入 g 可以消去

x，代入等式 (2.2) 可以用 y 和 q 表示 t．此时

g(y, t, q) = − t

q
yTy + qt+ ln

(
t2 − t2

q2
yTy

)
,

并且 t =
−2q

q2 − yTy
. 将 t 的表达式代入 g 消去 t，得到

f∗(y, q) = −2 + ln( 4

q2 − yTy
),

定义域为 {(y, q) | q2 − yTy > 0}．

2.13 求下列函数的一个次梯度：

(a) f(x) = ∥Ax− b∥2 + ∥x∥2；

(b) f(x) = inf
y
∥Ay − x∥∞，这里可以假设能够取到 ŷ，使得 ∥Aŷ −

x∥∞ = f(x)．
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解 (俞建江).

(a) 一个次梯度为：

g(x) =



AT(Ax− b)

∥Ax− b∥2
+

x

∥x∥2
, Ax− b ̸= 0, x ̸= 0,

AT(Ax− b)

∥Ax− b∥2
, Ax− b ̸= 0, x = 0,

x

∥x∥2
, Ax− b = 0, x ̸= 0,

0, Ax− b = 0, x = 0.

(b) 记 h(x, y) = ∥Ax− y∥∞，显然 h(x, y) 关于 {x, y} 整体是凸函数．

因此必有 0 ∈ ∂h(x, y)

∂y

∣∣∣
y=ŷ
．不妨设 Ay − x 的第 i 个分量满足

f(x) = |(Aŷ − x)i| ,

由定理 2.25，f(x) 的一个次梯度为

−sign ((Aŷ − x)i) ei = sign ((x−Aŷ)i) ei.

2.14 利用定理 2.24 来求出最大特征值函数 f(x) = λ1(A(x)) 的次微分
∂f(x)，其中 A(x) 是关于 x 的线性函数

A(x) = A0 +
n∑

i=1

xiAi, Ai ∈ Sm, i = 0, · · · , n.

说明 f(x) 何时是可微函数．

解 (俞建江). 易知

f(x) = sup
∥u∥2=1

uTAu = sup
∥u∥2=1

uTA0u+
n∑

i=1

xiu
TAiu.

设 A(x) 最大特征值的特征子空间为 V，集合 C = V ∩ {u|∥u∥2 = 1}．
有

∂f(x) = conv
{
(uTA1u, u

TA2u, · · · , uTAnu) | u ∈ C
}
,

当 A(x) 最大特征值的几何重数为 1 时，f(x) 是可微函数．
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2.15 设 f(x) 为 m-强凸函数，求证：对于任意的 x ∈ int dom f，

f(x)− inf
y∈dom f

f(y) ⩽ 1

2m
dist2(0, ∂f(x)),

其中 dist(z, S) 表示点 z 到集合 S 的欧几里得距离．

解 (俞建江). 对 ∀x, y ∈ int dom f，由引理 2.2，对 ∀g ∈ ∂f(x)，

f(y)− f(x) ⩾ gT(y − x) +
m

2
∥y − x∥22 ⩾ − 1

2m
∥g∥22,

后一个不等式在 y − x = − g

m
时取等．变号后有：

f(x)− f(y) ⩽ 1

2m
∥g∥22,

由于 y, g 均是任取的，不等式左边取极大，右边取极小，成立

f(x)− inf
y∈dom f

f(y) ⩽ 1

2m
dist2(0, ∂f(x)).
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第三章 优化建模

3.1 证明：方程组 (3.6.1) 的解不是唯一的．

解 (李天佑). 若 (3.6.1) 存在解 x0，则

b2k = |⟨ak, x0⟩|2 = |⟨ak,−x0⟩|2.

可知 −x0 也是 (3.6.1) 的一组解．

3.2 设有一片 9 × 9 的空地，每一小块空地可以改成池塘或者稻田．由于
稻田需要经常灌溉，因此设计的时候每一块稻田至少要与一块池塘相
邻（前、后、左、右四个方向视为相邻）．我们的最终目标是让稻田的
数量达到最大．试将这个实际问题转化为优化问题，该优化问题中的
目标函数和约束是如何设计的？

解 (李天佑). 设 xij 代表空地第 i 排第 j 列的用地类型，xij = 1 代表
稻田，xij = 0 代表池塘．优化问题可写为

max
x

∑
1⩽i,j⩽9

xij

s.t. |xij − x(i−1)j |+ |xij − x(i+1)j |+

|xij − xi(j−1)|+ |xij − xi(j+1)| ⩾ 1, i, j = 1, 2, · · · , 9

x0,k = xk,0 = x10,k = xk,10 = 1, k = 1, 2, · · · , 9

xij ∈ {0, 1}, i, j = 1, 2, · · · , 9.

3.3 给定正交矩阵 U =


1 0 0

0
1

2
−
√
3

2

0

√
3

2

1

2

及矩阵A = UDiag(10−6, 2, 3)UT，

21
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分别计算 b = (0, 0, 0)T 和 b = (10−4, 0, 0)T 的情形下模型 (3.2.4) 和
(3.2.6) 的解，其中参数 µ 待定，并分析得到的结果．

解 (李天佑). 对模型 (3.2.4) 中 f(x) =
1

2
∥Ax− b∥22 进行求导，令导数

∇xf(x) = AT(Ax− b) = 0，得到解 x = A−1b．
b = (0, 0, 0)T 时模型 (3.2.4) 的解为

x1 = A−1b = (0, 0, 0)T,

b = (10−4, 0, 0)T 时模型 (3.2.4) 的解为

x2 = A−1b = (102, 0, 0)T.

对模型 (3.2.6)中 f(x) =
1

2
∥Ax− b∥22+µ∥x∥22 求导，令导数 ∇xf(x) =

AT(Ax− b) + 2µx = 0，得到解 x = (ATA+ 2µI)−1ATb．
b = (0, 0, 0)T 时模型 (3.2.6) 的解为

x1 = (ATA+ 2µI)−1ATb = (0, 0, 0)T,

b = (10−4, 0, 0)T 时模型 (3.2.6) 的解为

x2 = (ATA+ 2µI)−1ATb = (
102

1 + 2× 1012µ
, 0, 0)T.

模型 (3.2.4) 中矩阵 A 是病态的，故当 b 有轻微扰动时，解 x 有较大
的影响；模型 (3.2.6) 中增加了一个 L2 正则项，解 x1 与解 x2 极为接
近，正则项的存在使得优化模型的解更加稳定．

3.4 在主成分分析中，我们需要计算高维空间中的数据点到低维空间中的
投影．试给出 a ∈ Rn 在由一般矩阵 X ∈ Rn×p(p < n) 的列向量张成
的空间中的投影，这里 X 可能不是列正交矩阵，也可能秩小于 p．

解 (李天佑). 求解 a 在矩阵 X ∈ Rn×p(p < n) 的列向量张成的空间中
的投影，写为优化问题

min
b∈Rp

∥Xb− a∥22,

对其求导并令导数为 0，得到

XTXb = XTa.
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不妨设矩阵有分块 X = (X1, X2)，X1 列满秩，X2 可用 X1 线性表示
X2 = X1P．对 b = (b1, b2)

T 做相同分块，方程可写为(
XT

1 X1 XT
1 X2

XT
2 X1 XT

2 X2

)(
b1

b2

)
=

(
XT

1 a

XT
2 a

)
.

令 X2b2 = 0，由于 p < n，非零解是存在的．
代入 X2 = X1P，得(

XT
1 X1 XT

1 X2

XT
2 X1 XT

2 X2

)(
b1

b2

)
=

(
XT

1 X1b1

PTXT
1 X1b1

)
=

(
XT

1 a

PTXT
1 a

)
.

由于 X1 列满秩，XT
1 X1 可逆，可解得 b1 = (XT

1 X1)
−1XT

1 a．投影表
示为

Proj(a) =
(
X1 X2

)(b1
b2

)
= X1(X

T
1 X1)

−1XT
1 a.

3.5 假设 A = I，请分别计算优化问题 (3.2.6) 和 (3.2.7) 的解．进一步地，
当 λ 和 σ 满足何种关系时，两个问题的解是一样的？

解 (李天佑). 优化问题 (3.2.6) 的解为 x1 =
1

1 + µ
b．

当 ∥b∥2 ⩽ σ 时，优化问题 (3.2.7) 的解为 x2 = b；当 ∥b∥2 ⩽ σ 时，

∥x− b∥22 = ∥x∥22 − 2xTb+ ∥b∥22
⩾ ∥x∥22 − 2∥x∥2∥b∥2 + ∥b∥22
= (∥x∥2 − ∥b∥2)2

⩾ (σ − ∥b∥2)2,

当且仅当 x2 =
σ

∥b∥2
b 时取得等号．

当
1

1 + µ
=

σ

∥b∥2
，即 ∥b∥2 = σ(1 + µ) 时，两个问题的解相同.

3.6 给定向量 a, b ∈ Rn，分别考虑取 ℓ1, ℓ2, ℓ∞ 范数时，优化问题

min
x∈R

∥xa− b∥

的解．

解 (李天佑). 记 a = (a1, a2, . . . , an)
T, b = (b1, b2, . . . , bn)

T．



24 第三章 优化建模

• ℓ1 范数．∥xa− b∥ℓ1 =
n∑

i=1

|xai − bi|．不妨设 ai ̸= 0，否则无视该

项，又不妨令
b1
a1

⩽ b2
a2

⩽ · · · ⩽ bn
an
，否则重新排序．那么

f(x) =
n∑

i=1

|ai||x− bi
ai
| = lix+mi, x ∈ [

bi
ai
,
bi+1

ai+1

),

因此 f(x) 可写为分段线性函数．既然如此，存在某个 k 使得

lk−1 =
k−1∑
i=1

|ai| −
n∑

j=k

|aj | ⩽ 0,

lk =
k∑

i=1

|ai| −
n∑

j=k+1

|aj | ⩾ 0,

故 x =
bk
ak
时，函数有最小值

n∑
i=1

| bk
ak

ai − bi|．

• ℓ2 范数．∥xa− b∥22 = ∥a∥22x2 − 2(aTb)x+ ∥b∥22，当 x =
aTb

∥a∥22
时，

函数有最小值 ∥b∥22 −
(aTb)2

∥a∥22
．

• ℓ∞ 范数．∥xa − b∥ℓ∞ = max
1⩽i⩽n

|xai − bi| = max
1⩽i⩽n

|ai||x − bi
ai
| 为分

段线性函数，并且是凸函数．因此一定存在 i < j 使得最小点在

二者边界处取到，不妨设
bi
ai

<
bj
aj
，x ∈ (

bi
ai
,
bj
aj

)，

|ai|(x− bi
ai
) = |aj |(

bj
aj

− x),

解得 x =
sign(ai)bi+ sign(aj)bj

|ai|+ |aj |
．

3.7 考虑线性观测模型

bi = aT
i x+ εi, i = 1, 2, · · · ,m,

其中 ai, bi 为观测数据，εi 为独立同分布的噪声，x 是要估计的参数．
在下面的假设下，请利用最大似然估计方法构造相应的优化问题来估
计参数 x．
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(a) 噪声 εi ∼ N (0, σ2)，其密度函数为 p(z) =
1√
2πσ

exp(− z2

2σ2
)；

(b) 噪声 εi 服从拉普拉斯（Laplace）分布，其密度函数为 p(z) =
1

2a
exp(−|z|

a
), a > 0；

(c) 噪声 εi 为 [−a, a](a > 0) 上的均匀分布，其密度函数为 p(z) =
1

2a
, z ∈ [−a, a]．

解 (李天佑).

(a) 对数似然函数为

l(x) =
m∑
i=1

ln p(bi − aT
i x)

= −
m∑
i=1

(ln
√
2πσ +

(bi − aT
i x)

2

2σ2
),

故优化问题可写为：

max
x

l(x) ⇔ min
x

m∑
i=1

(bi − aT
i x)

2.

(b) 对数似然函数为

l(x) =
m∑
i=1

ln p(bi − aT
i x)

= −
m∑
i=1

(ln 2a+
|(bi − aT

i x|
a

),

故优化问题可写为：

max
x

l(x) ⇔ min
x

m∑
i=1

|bi − aT
i x|.

(c) 似然函数为

L(x) =
m∏
i=1

p(bi − aT
i x)

=


(
1

2a
)m , max

1⩽i⩽m
|bi − aT

i x| ⩽ a,

0 , else,

故优化问题可构造为 min
x

max
1⩽i⩽m

|bi − aT
i x|．
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3.8 在逻辑回归中，如果把 Sigmoid 函数 (3.3.1) 换成

θ(z) =
1

2
+

z

2(1 + |z|)
,

试利用最大似然估计建立分类模型．该模型得到的优化问题是否是凸
的？

解 (李天佑). 注意到

p(b|a;x) = θ(b · aTx) =
1

2
+

b · aTx

2(1 + |aTx|)
,

对数似然函数为

l(x) =
m∑
i=1

ln
(
1

2
+

bi · aT
i x

2(1 + |aT
i x|)

)
.

因此优化问题可写作

min
x

m∑
i=1

ln
(

1 + |aT
i x|

1 + |aT
i x|+ bi · aT

i x

)
.

很容易验证该优化模型不是凸的．

3.9 给定以下带标签的数据：

标签 数据点
−1 (1, 5, 1), (9, 5, 1)

1 (8, 13, 13), (5, 1, 9)

请建立原始的支持向量机模型并计算分割超平面．

解 (李天佑). 原始的支持向量机模型为

max
x,y,γ

γ s.t. bi(a
T
i x+ y)

∥x∥2
⩾ γ, i = 1, 2, 3, 4.

分割超平面可以是 a1, a2 与 a3, a4 对应中点的所在的平面，即

a1 + a3
2

= (
9

2
, 9, 7)T,

a1 + a4
2

= (3, 3, 5)T,

a2 + a3
2

= (
17

2
, 9, 7)T,

a1 + a3
2

= (7, 3, 5)T.

可解得所在平面为 xTw + y = 0，其中 x = (0,−1, 3)T 且 y = 12．
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3.10 用超平面（如 aTx+ b = 0）来分类的模型称为线性分类模型．证明逻
辑回归是线性分类模型．与支持向量机相比，逻辑回归的优缺点是什
么？

解 (李天佑). 在逻辑回归中，预测样本属于类别 1 的概率是

p(1|a;x) = P(t = 1|a) = θ(aTx),

属于类别-1 的概率是

p(−1|a;x) = 1− p(1|a;x) = θ(−aTx),

因此逻辑回归用超平面分类，是线性分类模型．
优点：逻辑回归相比 SVM，考虑到了全局的样本点；逻辑回归不需要
归一化；逻辑回归更适合处理大规模分类问题．
缺点：逻辑回归对部分异常值敏感；逻辑回归是线性分类模型，SVM
通过引入核函数可以变成非线性分类模型，应用更广泛．

3.11 请分析如何将支持向量机方法应用到多分类问题中．

解 (李天佑).

(a) 成对分类方法
若存在 n类数据点，可以分别求得每对之间的决策平面，综合 C2

n

个决策平面进行分类．

(b) 一类对余类
若存在 n 类数据点，可以逐个选择某类数据，视为 +1 类，其余
n− 1 个类视为 −1 类，共得到 n 个决策平面进行分类．

3.12 考虑三个随机变量 X,Y, Z，取值集合均为 {1, 2, · · · , n}．

(a) 在没有独立性假设的条件下，为了表示随机向量 (X,Y, Z)的联合
概率质量函数 p(x, y, z)，我们至少需要多少个参数？

(b) 如果在给定 X 的情况下，Y 和 Z 独立，为了表示 p(x, y, z)，至
少需要多少个参数？

解 (李天佑).
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(a) 至少需要 n3 − 1 个参数．

(b) 由于给定 X 的情况下，Y 和 Z 独立，

P (X = x, Y = y, Z = z)

= P (X = x)P (Y = y|X = x)P (Z = z|X = x, Y = y)

= P (X = x)P (Y = y|X = x)P (Z = z|X = x),

因此需要 n−1+n(n−1)+n(n−1) = (2n+1)(n−1)个参数．

3.13 给定 n 维高斯随机变量的一组实际取值：y1, y2, · · · , ym．试利用最大
似然方法给出其精度矩阵的估计．

解 (李天佑). 对数似然函数为

l(X) = ln det(X)− tr(XS),

其中 S =
1

m

m∑
i=1

(yi − ȳ)(yi − ȳ)T. 令 ∇X l(X) = (X−1)T −ST = 0，得

到精度矩阵的估计 X = S−1．

3.14 试证明如下和 K-均值聚类相关的结论．

(a) 设 Si 非空，证明：

2ni

∑
a∈Si

∥a− ci∥2 =
∑

a,a′∈Si

∥a− a′∥2,

其中 ni 为 Si 中元素个数，ci 为 Si 所有数据点的中心点．

(b) 证明：问题 (3.10.4) 和问题 (3.10.5) 等价．

解 (李天佑).
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(a) 由于 ci =
1

ni

∑
a∈Si

a，

∥a− ci∥2 = ∥a− 1

ni

∑
a′∈Si

a′∥2

=
1

n2
i

∥
∑
a′∈Si

(a− a′)∥2

=
1

n2
i

∑
a′′∈Si

∑
a′∈Si

⟨a− a′, a− a′′⟩

=
1

n2
i

∑
a′′∈Si

∑
a′∈Si

∥(a− a′)∥2 + ∥(a− a′′)∥2 − ∥(a′′ − a′)∥2

2

=
1

ni

∑
a′∈Si

∥(a− a′)∥2 − 1

2n2
i

∑
a′′∈Si

∑
a′∈Si

∥(a′′ − a′)∥2.

进一步有∑
a∈Si

∥a− ci∥2 =
1

ni

∑
a,a′∈Si

∥(a− a′)∥2 − 1

2ni

∑
a,a′∈Si

∥(a− a′)∥2

=
1

2ni

∑
a,a′∈Si

∥(a− a′)∥2.

(b) (3.10.4)⇒(3.10.5)：
若 X 是 (3.10.4) 的解，对半定矩阵 X 进行分解 X = Y Y T，可

取 Y = [
1

√
n1

1S1
,

1
√
n2

1S2
, . . . ,

1
√
nk

1Sk
]，得到

Y Y T1 =
k∑

t=1

1

nt

1St
nt = 1,

(Y TY )ij =
1

√
ni

1
√
nj

1T
Si

1Sj
= δij ,

Tr(DX) = Tr(DY Y T) = Tr(DY TY ),

故 Y 是 (3.10.5) 的解．
(3.10.5)⇒(3.10.4)：
若 Y 是 (3.10.5) 的解，由于 Y TY = Ik, Y ⩾ 0，由列正交可知 Y

每行最多一个非零元．设 Y = [y1, y2, . . . , yk]，则由 1 = Y Y T1 =
k∑

t=1

yt(y
T
t 1) 可知，Y 每行有且仅有一个非零元．
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设 yt 有 nt 个非零元，位置为 St，可知 yt 非零元为
1

yT
t 1，进一

步推出 yT
t yt = nt(

1

yT
t 1)

2 = 1，得到 yT
t 1 =

√
nt，yt =

1
√
nt

1St
．

令 X = Y Y T =
k∑

t=1

1

nt

1St
1T
St
，其中 S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk 为一个 n

元集划分，则 X 是 (3.10.4) 的解．

3.15 在 R2 空间中，定义小波框架

w1 =

√
2

3
(0, 1)T,

w2 =

√
2

3
(−

√
3

2
,−1

2
)T,

w3 =

√
2

3
(

√
3

2
,−1

2
)T.

对于向量 x = (1, 3)T，试给出其在小波框架下的稀疏表示．

解 (李天佑). 求 (w1, w2, w3)α = x 的稀疏解，其解集为

{α = t


1

1

1

+


√
2 + 3

√
6

2
0
√
2

 , t ∈ R}.

因此稀疏解为

α1 =


0

−
√
2 + 3

√
6

2
3
√
6−

√
2

2

 , α2 =


√
2 + 3

√
6

2
0
√
2

 , α3 =


3
√
6−

√
2

2
−
√
2

0

 .
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4.1 将下面的问题转化为线性规划：给定 A ∈ Rm×n, b ∈ Rn，

(a) min
x∈Rn

∥Ax− b∥1, s.t. ∥x∥∞ ⩽ 1;

(b) min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. ∥Ax− b∥∞ ⩽ 1;

(c) min
x∈Rn

∥Ax− b∥1 + ∥x∥∞;

(d) min
x∈Rn

m∑
i=1

max{0, aT
i x+ bi}.

解 (丁思哲). 分别就本题存在的非线性项作如下转化：

• 目标函数中存在 ℓ1 范数的情形，例如 ∥x∥1，可以转化为

min
x∈Rn

∥x∥1 = min
xi∈R

n∑
i=1

|xi|

⇒ min
zi∈R+

n∑
i=1

zi s.t. − zi ⩽ xi ⩽ zi.

• 目标函数中存在 max函数的情形，例如 max{0, xi}的和．注意到

max {0, xi} =
|xi|+ xi

2
,

就可以转化为目标函数中存在 ℓ1 范数的情形．或者也可以引入
zi ⩾ 0 并转化为

min
zi∈R+

n∑
i=1

zi s.t. zi ⩾ xi.

31
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• 目标函数中存在 ℓ∞ 范数的情形，例如 ∥x∥∞．注意到

min
x∈Rn

∥x∥∞ = min
xi∈R

max{|xi|}

⇒ min
t∈R+

t s.t. − t1 ⩽ x ⩽ t1.

• 条件中存在 ℓ∞ 范数的情形．参考上一项，例如对 ∥x∥∞ ⩽ α 变
换为

−α1 ⩽ x ⩽ α1.

根据以上变换的形式，各小问转化成的线性规划问题分别是：

(a)

min
x∈Rn,z∈Rm

+

n∑
i=1

zi

s.t. −z ⩽ Ax− b ⩽ z,

−1 ⩽ x ⩽ 1.

(b)

min
x∈Rn,z∈Rm

+

m∑
i=1

zi

s.t. −z ⩽ x ⩽ z,

−1 ⩽ Ax− b ⩽ 1.

(c)

min
x∈Rn,z∈Rm

+ ,t∈R+

m∑
i=1

zi + t

s.t. −z ⩽ Ax− b ⩽ z,

−t1 ⩽ x ⩽ t1.

(d)

min
x∈Rn,z∈Rm

+

m∑
i=1

zi

s.t. z ⩾ Ax+ b.

4.2 求解下面的线性规划问题：给定向量 c ∈ Rn，

(a) min
x∈Rn

cTx, s.t. 0 ⩽ x ⩽ 1;
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(b) min
x∈Rn

cTx, s.t. − 1 ⩽ x ⩽ 1;

(c) min
x∈Rn

cTx, s.t. − 1 ⩽ 1Tx ⩽ 1;

(d) min
x∈Rn

cTx, s.t. 1Tx = 1, x ⩾ 0;

解 (邓展望).

(a) 问题可写为

min
x∈Rn

n∑
i=1

cixi

s.t. 0 ⩽ x ⩽ 1,

所以当 ci > 0 时 xi = 0；当 ci < 0 时 xi = 1，即 x 可写为

x = (x1, ..., xn)
T, xi =

1

2
− 1

2
sign (ci) .

(b) 根据 (a) 的分析，同理可知

x = (x1, ..., xn)
T, xi = −sign (ci) .

(c) 由于问题可写为

min
x∈Rn

n∑
i=1

cixi

s.t. −1 ⩽ 1Tx ⩽ 1,

所以若 ci ̸= cj，不妨设 ci > cj，则取 xi = −z, xj = z，其余分量
为 0，目标函数的值为 −z(ci − cj) → −∞(z → +∞)，所以原问
题无界．
该问题有解当且仅当 c = m1，其中 m 为常数．

(d) 问题可写为

min
x∈Rn

n∑
i=1

cixi

s.t. 1Tx = 1,

设 cj 为 ci(i = 1...n) 中最小的项，则有

n∑
i=1

cixi ⩾
n∑

i=1

cjxi = cj

即解为 x = (0, ...1, ...0)，其中第 j 个分量取 1．
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4.3 在数据插值中，考虑一个简单的复合模型（取 ϕ 为恒等映射，两层复
合模型）：

min
X1∈Rq×p,X2∈Rq×q

m∑
i=1

∥X2X1ai − bi∥22,

其中 ai ∈ Rp, bi ∈ Rq, i = 1, 2, · · · ,m．

(a) 试计算目标函数关于 X1, X2 的导数；

(b) 试给出该问题的最优解．

解 (俞建江). 将 ai, bi 整合成矩阵 A,B：

A = (a1, a2, · · · , am) ∈ Rp×m, B = (b1, b2, · · · , bm) ∈ Rq×m,

则目标函数等价于

f(X1, X2) =
m∑
i=1

∥X2X1ai − bi∥22

=∥X2X1A−B∥2F
=Tr((X2X1A−B)T(X2X1A−B)).

(a) 任取 V ∈ Rq×p 以及 t > 0，

f(X1 + tV,X2)− f(X1, X2) = 2tTr((X2V A)T(X2X1A−B)) +O(t2)

= 2t
〈
V,XT

2 (X2X1 −B)AT〉+O(t2),

故
∂f

∂X1

= 2XT
2 (X2X1A−B)AT．

类似地可得到
∂f

∂X2

= 2(X2X1A−B)ATXT
1．

(b) 令 X = X2X1，g(X) = ∥XA−B∥2F，容易验证问题

min
X∈Rq×p

∥XA−B∥2F

与原问题等价．令
∂g

∂X
= (XA−B)AT = 0，即

A(ATXT −BT) = 0,

显然这个方程有解，且由于 g(X) = AAT 为半正定矩阵，方程的
解即为原问题的解．设等价问题的解集为 C，即原问题的最优解
集是 C0 = {(X1, X2) | X2X1 ∈ C}．
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4.4 给定数据点 ai ∈ Rn, bi ∈ Rn, i = 1, 2, · · · ,m，我们用二次函数拟合，
即求 X ∈ Sn, y ∈ Rn, z ∈ R 使得

bi ≈ f(ai) = aT
i Xai + yTai + z, i = 1, 2, · · · ,m.

这里假设数据点 ai ∈ B = {a ∈ Rn | l ⩽ a ⩽ u}．相应的最小二乘模型
为

m∑
i=1

(f(ai)− bi)
2.

此外，对函数 f 有三个额外要求：(1) f 是凹函数；(2) f 在集合 B 上
是非负的，即 f(a) ⩾ 0, ∀a ∈ B；(3) f 在 B 上是单调非减的，即对任
意的 a, â ∈ B 且满足 a ⩽ â，有 f(a) ⩽ f(â)．

请将上述问题表示成一个凸优化问题，并尽可能地简化．

解 (邓展望).

• 首先由于 f 为凹函数，所以 X 为负半定矩阵，即 −X 为半正定
矩阵．

• 由于 f 在 B 上是单调非减的，根据凹函数的理论可知，凹函数在
约束情况下的最小值只可能在边界取到所以约束为：

设l = (l1, l2, ..., lm), u = (u1, u2, ...um),

xTXxT + yTx+ z ⩾ 0, xi = li或者ui.

• 再根据单调非减性，由于

f(a+ ε)− f(a) = (a+ ε)TX + (a+ ε) + yT(a+ ε) + z − aTXa

− yTa− z

= 2εXa+ yTε ⩾ 0,

其中 ε ⩾ 0，因 ε 的任意性，所以该不等式对任意 a ∈ B 均成立．
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综上，凸优化问题可写为

min
X∈S,y∈Rn,z∈R

m∑
i=1

(aT
i Xai − yTai − z + bi)

2.

s.t. X ⩾ 0,

xTXxT + yTx+ z ⩾ 0, xi ∈ {li, ui},

2εXa+ yTε ⩾ 0, ε ⩾ 0,

a ∈ B.

4.5 考虑下面的复合优化问题：

min
x∈Rn

∥x∥1 + ∥Dx− a∥22,

其中 a ∈ Rn, D = Diag(d1, d2, · · · , dn) 均已知．试给出最优解 x∗ 的表
达式．

解 (邓展望). 注：可参考课本 8.4.12
由于对每个分量考虑，原问题可化为

|xi|+ (dixi − ai)
2 = |xi|+ d2ix

2
i − 2aixidi + a2i ,

求解该问题则可给出 x∗ 每个分量的表达式．

(a) 若 −2diai + 1 ⩽ 0，x∗
i =

2diai − 1

2d2i
．

(b) 若 −2diai − 1 ⩾ 0，x∗
i =

1 + 2diai
2d2i

．

(c) 否则 x∗
i = 0．

4.6 考虑下面的复合优化问题：

min
x∈Rn

∥x∥0 + ∥Dx− a∥22,

其中 a ∈ Rn, D = Diag(d1, d2, · · · , dn) 均已知．试给出最优解 x∗ 的表
达式．

解 (邓展望). 按 4.5 题的方法，先给出 xi 的表达式为

g(xi) = δ(xi) + (dixi − ai)
2,

其中 δ(xi) = 1 当且仅当 xi ̸= 0，否则取 0．则最优解分量 x∗
i 的表达

式为：
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(a) 若 di = 0，则 x∗
i = 0．

(b) 若 di ̸= 0，

i. 若 |ai| ⩽ 1，取 x∗
i = 0 较小，此时满足

g(0) ⩽ g(xi). (xi ̸= 0)

ii. 若 |ai| > 1，取使得 (dixi − ai)
2 最小的非零的 xi 即可，那么

x∗
i =

ai
di
．

4.7 将不等式形式的半定规划问题 (4.5.1) 转化成标准形式 (4.5.2)．

解 (俞建江). 将原问题先化为：

min
y∈Rm

− bTy,

s.t.
m∑
i=1

yiAi ⪯ C.
(4.1)

我们可以求其对偶问题．对不等式约束引入乘子 X ∈ Sn 并且 X ⪰ 0，
拉格朗日函数为

L(y,X) = −bTy +

〈
X,

(
m∑
i=1

yiAi

)
− C

〉
,

=
m∑
i=1

yi(−bi + ⟨Ai, X⟩)− ⟨C,X⟩.

因为上式对 y 是仿射的，故对偶函数可以描述为

g(X) = inf
y

L(y,X) =

−⟨C,X⟩, ⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1, 2, · · · ,m,

−∞, 其它．

因此对偶问题可以写成

min
X∈Sn

⟨C,X⟩,

s.t. ⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1, 2, · · · ,m,

X ⪰ 0.

(4.2)

4.8 证明如下结论．
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(a) 设 x ∈ Rn, X ∈ Sn，定义 X =

[
X x

xT 1

]
，证明 X ⪰ xxT 等价于

X ⪰ 0．

(b) 设 z ∈ Rm，矩阵值映射 M(z) : Rm → Sn 定义为

M(z) = A0 +
m∑
i=1

ziAi, Ai ∈ Sn,

证明：η ⩾ λmax(M(z)) 等价于 ηI ⪰ M(z)．

解 (俞建江).

(a) 1 在 M 中的 Schur 补为 X − xxT，由定理 B.3，M ⪰ 0 当且仅
当 M − xxT ⪰ 0．

(b) 由 M(z) ∈ Sn，对 M(z) 进行谱分解

M(z) = QTDzQ,

其中 Dz = diag(λ1, λ2, · · · , λn) (λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · ·λn)．那么

ηI ⪰ M(z)

⇔ ηI ⪰ Dz

⇔ η ⩾ λ1 = λmax(M(z)).

4.9 给定矩阵 Ai ∈ Sm, i = 0, 1, · · · , n，定义线性映射 A(x) = A0+x1A1+

· · ·+ xnAn，令 λ1(x) ⩾ λ2(x) ⩾ · · ·λm(x) 为矩阵 A(x) 的特征值．将
下面的优化问题转化为半定规划问题：

(a) min
x∈Rn

λ1(x)− λm(x).

(b) min
x∈Rn

m∑
i=1

|λi(x)|.

解 (俞建江). 类似 4.8 题的分析方法，可知：

(a) 原问题可转化为
min
x∈Rn

α− β

s.t. αI ⪰ A(x),

βI ⪯ A(x).
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(b) 原问题可转化为

min Tr(A+) + Tr(A−)

s.t. A = A+ −A−,

A+ ⪰ 0, A− ⪰ 0.

4.10 将下面的优化问题转化为半定规划问题：

(a) 给定 (n+ 1) 个矩阵 Ai ∈ Rp×q, i = 0, 1, · · · , n，考虑优化问题

min
x∈Rn

∥A(x)∥2,

其中 A(x) = A0 + x1A1 + · · · + xnAn 且 ∥ · ∥2 为矩阵的谱范数
（即最大奇异值）；

(b) 给定 c ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, B ∈ Rp×n 以及 d ∈ Rp，考虑优
化问题

min
x∈Rn

cTx,

s.t. ∥Ax+ b∥2 ⩽ 1Tx,

Bx = d;

(c) 给定 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, Fi ∈ Sm, i = 0, 1, · · · , n，考虑优化问题

min
x∈Rn

(Ax+ b)TF (x)−1(Ax+ b), s.t. F (x) ≻ 0,

其中 F (x) = F0 + x1F1 + x2F2 + · · ·+ xnFn．

解 (邓展望). 根据下式可得等价约束情形

∥A∥2 ⩽ t ⇔ A⊤A ⪯ t2I, t ⩾ 0

⇔

(
tI A(x)

A(x)⊤ tI

)
⪰ 0.

因此转化的形式如下：

(a)
min

x∈Rn,t∈R
t

s.t.
[

tIp A(x)

A(x)T tIq

]
⪰ 0,

A(x) = A0 + x1A1 + · · ·+ xnAn.
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(b)

min
x∈Rn

cTx,

s.t.
[

1TxIm Ax+ b

(Ax+ b)T 1TxIn

]
⪰ 0,

Bx = d.

(c)

min
x∈Rn,t∈R

t

s.t.
[

F (x) Ax+ b

(Ax+ b)T t

]
⪰ 0,

F (x) = F0 + x1F1 + x2F2 + · · ·+ xnFn.

4.11 对于对称矩阵 C ∈ Sn，记其特征值分解为 C =
n∑

i=1

λiuiu
T
i ，假设

λ1 ⩾ · · · ⩾ λm > 0 > λm+1 ⩾ · · · ⩾ λn,

考虑如下半定规划问题：

min
X∈Sn

⟨C,X⟩ ,

s.t. uT
i Xui = 0, i = m+ 1,m+ 2, · · · , n,

X ⪰ 0.

试给出该问题最优解的表达式．

解 (俞建江). 最优解为 X = 0，证明如下．
考虑

⟨C,X⟩ =Tr(CTX)

=Tr(
n∑

i=1

λiuiu
T
i X)

=
n∑

i=1

λiTr(uT
i Xui),

由约束条件 uT
i Xui = 0(i = m+1,m+2, · · · , n)得 ⟨C,X⟩ ⩾ 0当且仅
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当 uT
i Xui = 0(i = 1, 2, · · · ,m) 时取到等号．记 T = (u1, u2, · · · , un)，

Tr(uT
i Xui) = 0 (1 ⩽ i ⩽ n),

⇒Tr(uiu
T
i X) = 0 (1 ⩽ i ⩽ n),

⇒Tr(TTTX) = 0

⇒Tr(X) = 0,

又 X ⪰ 0，因此 Tr(X) = 0 说明 X = 0．

4.12 如果在最大割问题 (4.5.6) 中，约束 xj ∈ {−1, 1} 改为 xj ∈ {0, 1}，即
对应优化问题

max 1

2

∑
i<j

wij(1− xixj),

s.t. xj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, · · · , n.

试给出其一个半定规划松弛．

解 (俞建江). 记 W = (wij)n×n，作变量替换 y = 2x− 1，消去常数后
原问题等价于

min yTWy + 2bTy + c

s.t. yi ∈ {−1, 1} , i = 1, 2, · · · , n,

其中 b =
1

2
(W +WT)1，c = −31TW1．这等价于

min
〈(

W b

bT c

)
,

(
Y y

yT 1

)〉
s.t. Y = yyT, Yii = 1, i = 1, 2, · · · , n.

将 Y = yyT 松弛为 Y ⪰ yyT，又等价于

(
Y y

yT 1

)
⪰ 0．因此得到松

弛形式
min

〈
W,Y

〉
s.t. Y ⪰ 0, Y ii = 1, i = 1, 2, · · · , n+ 1.

4.13 对于非负矩阵分解问题

min
X∈Rd×p,Y ∈Rp×n

∥A−XY ∥2F , s.t. X ⩾ 0, Y ⩾ 0,
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其中矩阵 A ∈ Rd×n 是已知的．证明：在上面优化问题中添加约束
Y Y T = I，其可以写成 K-均值聚类问题．

解 (邓展望). 由课本（3.10.3）可知 K-均值聚类问题可写为：

min
Φ,H

∥A− ΦH∥2F ,

s.t. Φ ∈ Rn×k,每一行只有一个元素为 1，其余为 0,
H ∈ Rk×p.

(4.3)

由于 Y ⩾ 0，再根据正交性，可知 Y 每一行只有一个元素为 1，其余
为 0，所以问题可转化为：

min
X,Y

∥AT − Y X∥2F ,

s.t. Y ∈ Rn×p,每一行只有一个元素为 1，其余为 0,
X ∈ Rp×d, X ⩾ 0.

(4.4)

这是特殊情况下的均值聚类问题．
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5.1 考虑优化问题
min
x∈Rn

xTAx+ 2bTx,

其中 A ∈ Sn, b ∈ Rn．为了保证该问题最优解存在，A, b 需要满足什
么性质？

解 (邓展望). A, b 需要满足 A 为半正定矩阵并且 b ∈ R(A)（即 b 位
于 A 的像空间中）．实际上这也为充要条件．定义

m(x) =
1

2
xTAx+ xTb (5.1)

则我们有：
⇐：由于 g ∈ R (B)，所以存在 p∗ 满足 Ap∗ = −b，所以对任意 ω ∈ Rn，
我们都有

m (p∗ + ω) = bT (p∗ + ω) +
1

2
(p∗ + ω)

T
A (p∗ + ω)

=

(
bTp∗ +

1

2
p∗⊤Ap∗

)
+ bTω + (Ap∗)

T
ω +

1

2
ωTAω

= m (p∗) +
1

2
ωTAω ⩾ m (p∗) ,

由此可知 p∗ 是 m(p) 的最小值．
⇒：若 p∗ 是 m(p)的最小值，所以 ∇m (p∗) = Ap∗+ b = 0，b ∈ R (A)．
再由于 ∇2m (p∗) = A 为半正定矩阵，结果得证．

5.2 试举例说明对无约束光滑优化问题，二阶必要条件不是充分的，二阶
充分条件也不是必要的（见定理 5.4）．

43
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解 (陈铖). 考虑 f(x) = x3，在零点处满足二阶必要条件 f ′(x) = 3x2 =

0，f ′′(x) = 6x = 0. 而 f(x) 是没有局部极小点的，0 点不是 f(x) 的
局部极小点，这说明二阶必要条件不充分．
再考虑 f(x) = x4，由于 f(x) 是对称的，显然在 0 点处有极小点，而
f ′(x) = 0，f ′′(x) = 0，不满足二阶充分条件（∇2f(x) 正定）．这说明
二阶充分条件不必要．

5.3 证明下列锥是自对偶锥：

(a) 半正定锥 {X | X ⪰ 0}（全空间为 Sn）；

(b) 二次锥 {(x, t) ∈ Rn+1 | t ⩾ ∥x∥2} （全空间为 Rn+1）．

解 (陈铖).

(a) 半正定锥 {X | X ⪰ 0}（全空间为 Sn）是自对偶锥．
该命题等价于证明，Y 对于任意半正定矩阵 X 有 ⟨X,Y ⟩ ⩾ 0 成
立 ⇔ Y 是半正定矩阵．
⇒：若 Y ∈ Sn 满足对于任意半正定矩阵 X，有 ⟨X,Y ⟩ ⩾ 0 ↔
Y ⪰ 0．考虑 X = qqT，q ∈ Rn，得

⟨X,Y ⟩ = tr(XY ) = tr(qqTY ) = tr(qTY q) = qTY q.

由 ⟨X,Y ⟩ ⩾ 0 可得，qTY q ⩾ 0 对于任意 q ∈ Rn，这说明 Y 是半
正定矩阵．
⇐：令 X,Y 都是半正定矩阵，则 X 有分解形式 X = QQT,
Q = (q1, q2, · · · , qn)．则

⟨X,Y ⟩ = tr(XY )

= tr(QQTY )

= tr(QTY Q)

=
n∑

i=1

qT
i Y qi.

由于 Y 是半正定的，因此 ⟨X,Y ⟩ ⩾ 0．

(b) 二次锥 {(x, t) ∈ Rn+1 | t ⩾ ∥x∥2}（全空间为 Rn+1）．
令 I = {(x, t) ∈ Rn+1 | t ⩾ ∥x∥2}．我们要证明

(x′, t′) ∈ I ⇔ ⟨x′, x⟩+ t′t ⩾ 0, ∀(x, t) ∈ I.
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⇒：若 (x′, t′) ∈ I，即 t′ ⩾ ∥x′∥2，对于任意 (x, t) ∈ I，我们有

tt′ ⩾ ∥x′∥2∥x∥2 ⩾ |⟨x′, x⟩|,

由此得到 tt′ + ⟨x′, x⟩ ⩾ 0．
⇐：若对于任意 (x, t) ∈ I，(x′, t′) 满足 tt′ + ⟨x′, x⟩ ⩾ 0．注意到
(−x′, ∥x′∥2) ∈ I，因此 ∥x′∥2t′ + ⟨x′,−x′⟩ ⩾ 0，得到 t′ ⩾ ∥x′∥2，
即 (x′, t′) ∈ I．

5.4 考虑优化问题

min
x∈Rn

xTAx+ 2bTx, s.t. ∥x∥2 ⩽ ∆,

其中 A ∈ Sn
++, b ∈ Rn, ∆ > 0．求出该问题的最优解．

解 (陈铖). 原问题满足 Slater条件．注意到原问题的约束等价于 xTx ⩽
∆2．由此我们得到原问题的 KKT 条件：

Ax+ b+ µx = 0,

µ(xTx−∆2) = 0,

µ ⩾ 0.

KKT 条件给出了原问题最优解的两种可能，即 µ = 0 的情况下满足
Ax+ b = 0，或者 xTx−∆2 = 0 成立．
由于 ∥A−1b∥ 是原目标函数在约束情况下的最优解，因此若 ∥A−1b∥ ⩽
∆，则 x = A−1b 是最优解．
若 ∥A−1b∥ > ∆，则原问题的最优解即等式约束下的最优解是

min
x∈Rn

xTAx+ 2bTx, s.t. ∥x∥2 = ∆.

5.5 考虑函数 f(x) = 2x2
1 + x2

2 − 2x1x2 + 2x3
1 + x4

1，求出其所有一阶稳定
点，并判断它们是否为局部最优点（极小或极大）、鞍点或全局最优点？

解 (陈铖). 首先计算 f(x) 关于 x1, x2 的梯度．

df(x)
dx1

= 4x1 − 2x2 + 6x2
1 + 4x3

1,

df(x)
dx2

= 2x2 − 2x1.
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对于一阶稳定点，令上述两式为 0，我们得到

x1 = x2,

x1(1 + 3x1 + 2x2
1) = 0.

由此得到三个一阶稳定点 (x1, x2) = (0, 0)，(−1,−1) 或 (−0.5,−0.5)．
再考虑海瑟矩阵

∇2f(x) =

[
4 + 12x1 + 12x2

1 −2

−2 2

]
,

有

∇2f(0, 0) = ∇2f(−1,−1) =

[
4 −2

−2 2

]
,

∇2f(−0.5,−0.5) =

[
1 −2

−2 2

]
.

注意到 (0, 0) 和 (−1,−1) 处海瑟矩阵都是正定矩阵．因此都是局部最
优点．

又根据 f(0, 0) = f(−1,−1) = 0 知这两个点也为全局最优点．另一方
面，(−0.5,−0.5) 处的海瑟矩阵为不定矩阵，因此是一个鞍点．

5.6 给出下列优化问题的显式解：

(a) min
x∈Rn

cTx, s.t. Ax = b，其中 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm;

(b) min
x∈Rn

∥x∥2, s.t. Ax = b;

(c) min
x∈Rn

cTx, s.t. 1Tx = 1, x ⩾ 0;

(d) min
X∈Rm×n

∥X∥∗ +
1

2
∥X − Y ∥2F，其中 Y ∈ Rm×n 是已知的．

解 (陈铖，邓展望).

(a) 注意到 Ax = b 的解的集合可以表示为 {x | x = η + ξ,Aξ = 0}，
其中 η 是 Ax = b 的一个特解．
由此可知，若存在 ξ 满足 Aξ = 0，cTξ ̸= 0，则没有最优解．反
之，只有当 c 在 Ax = 0 的解空间对应的正交子空间中时，才有
最小值．且此时 x 是任意满足 Ax = b 的解．
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(b) 对于这一问题，不妨设 A 是行满秩的，且目标函数等价于
1

2
∥x∥22．

我们引入拉格朗日乘子 λ，构造拉格朗日函数

L(x, λ) =
1

2
∥x∥22 + λT(Ax− b).

由于问题只有仿射约束，Slater 条件满足．对于全局最优解 x∗ ，
当且仅当存在 λ∗ 满足 x∗ +ATλ = 0,

Ax∗ = b.

对于第一行公式同时左乘 A，得到

Ax∗ +AATλ = 0,

由于 A 是行满秩的，所以 AAT 是满秩矩阵，有 λ = −(AAT)−1b．
则得到

x∗ = AT(AAT)−1b.

(c) 设 i 为 c 的最小分量的下标，则 x = ei，即 x 为第 i 个分量为 1
的单位向量．

(d) 令 Y 有奇异值分解 Y = U Σ̃V T．令 X = UZV T，X 与 Z 有相
同的奇异值．由于正交变换不改变 F 范数，则有

∥X∥∗ +
1

2
∥X − Y ∥2F = ∥Z∥∗ +

1

2
∥Z − Σ̃∥2F .

可以证明，当 Z 的奇异值 Σ确定时，只有在 Z = Σ时，∥Z− Σ̃∥2F
最小．因此原问题转化为

min
σi⩾0

r∑
i=1

σi +
r∑

i=1

1

2
(σi − σ̃)2,

其中 σ̃ 是 Y 的特征值．我们可以得到 σi = max{0, σ̃i − 1}．由
此得到最优解 X = UΣV T，Σ 为对角矩阵且第 i 个对角元为
σi = max(0, σ̃i − 1)．

5.7 计算下列优化问题的对偶问题．

(a) min
x∈Rn

∥x∥1, s.t. Ax = b;
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(b) min
x∈Rn

∥Ax− b∥1;

(c) min
x∈Rn

∥Ax− b∥∞;

(d) min
x∈Rn

xTAx+ 2bTx, s.t. ∥x∥22 ⩽ 1, 其中 A 为正定矩阵．

解 (陈铖).

(a) 引入拉格朗日乘子 λ，构造拉格朗日函数

L(x, λ) = ∥x∥1 + λT(Ax− b),

由于是等式约束，可得 λ ∈ Rm．对于确定的 λ，令 c = ATλ，则
有

L(x, λ) =
n∑

i=1

(|xi|+ cixi)− λTb

由于 x 是任取的，因此为了使得 min
x

L(x, λ) 存在，需要满足

|ci| ⩽ 1，即 ∥ATλ∥∞ ⩽ 1．在这一条件下，xi 取零即为最小值．由
此得到对偶问题

max − bTλ,

s.t. ∥ATλ∥∞ ⩽ 1.

(b) 令 y = Ax− b，原优化问题等价于

max ∥y∥1,

s.t. Ax− y = b.

引入拉格朗日乘子 λ，构造拉格朗日函数

L(x, y, λ) = ∥y∥1 + λT(Ax− y − b),

只有在 ATλ = 0 且 |λi| ⩽ 1 时 min
x,y

L(x, y, λ) 存在．此时

min
x,y

L(x, y, λ) = −bTλ

由此得到对偶问题
max − bTλ,

s.t. ∥λ∥∞ ⩽ 1,

ATλ = 0.
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(c) 上述问题等价于
min y,

s.t. Ax− b ⩽ y1.

Ax− b ⩽ −y1

引入拉格朗日乘子 λ1, λ2，构造拉格朗日函数

L(x, y, λ1, λ2) = y + λT
1 (Ax− b− y1) + λT

2 (Ax− b+ y1),

且不等式的拉格朗日乘子非负，即 λ1 ⩾ 0，λ2 ⩾ 0．为使得最小
值有限，需要使得 x, y 的系数都为零，即得到

AT(λ1 + λ2) = 0, λT
1 1 + λT

2 1 + 1 = 0.

由此得到对偶问题

max − bT(λ1 + λ2),

s.t. AT(λ1 + λ2) = 0,

− λT
1 1 + λT

2 1 + 1 = 0.

(d) 引入拉格朗日乘子 λ，构造拉格朗日函数

L(x, λ) = xTAx+ 2bTx+ λ(xTx− 1) = xT(A+ λI)x+ 2bTx− λ.

当 A + λI 正定时，min
x

L(x, λ) 存在，而 A 是正定的，因此有
λ ⩾ 0．
在这一条件下，x = −(A+ λI)−1b 得到最小值．此时有

min
x

L(x, λ) = −bT(A+ λI)−1b− λ.

由此得到对偶问题

max − bT(A+ λI)−1b− λ,

s.t. λ ⩾ 0.

5.8 如下论断正确吗？为什么？
对等式约束优化问题

min f(x),

s.t. ci(x) = 0, i ∈ E .
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考虑与之等价的约束优化问题：

min f(x),

s.t. c2i (x) = 0, i ∈ E .
(5.2)

设 x♯ 是上述问题的一个 KKT 点，根据 (5.5.8) 式，x♯ 满足

0 = ∇f(x♯) + 2
∑
i∈E

λ♯
ici(x

♯)∇ci(x
♯),

0 = ci(x
♯), i ∈ E ,

其中 λ♯
i 是相应的拉格朗日乘子．整理上式得 ∇f(x♯) = 0．这说明对等

式约束优化问题，我们依然能给出类似无约束优化问题的最优性条件．

解 (邓展望). 此处用到了 (5.5.8) 式，也即一般约束优化问题的最优性
条件．但是该定理需要满足

TX (x
♯) = F(x♯).

容易验证 F(x♯) = Rd(d 为 x 的维数)．由于 ci(x
♯) = 0，其可行域一

般是 Rd 的真子空间，那么 TX (x
♯) 也应为 Rd 中的子空间（平面），故

一般 TX (x
∗) ̸= Rd．

综上所述，若不满足 KKT 条件所需的约束品性，就不能用 KKT 条
件去推导原问题的最优性条件．因此这种说法是错误的．

5.9 证明：若在点 x 处线性约束品性（见定义 5.11）满足，则有 TX (x) =

F(x)．

解 (陈铖). 我们知道 TX (x) ⊆ F(x)，只需证明在线性约束品性下，若
d ∈ F(x)，则有 d ∈ TX (x)．
由于约束都是线性约束，可以写成如下形式A1x = b1,

A2x ⩽ b2.

令 d ∈ F(x) 为任一线性化可行方向，令 A(x) 为积极集，此时不等式
约束中取等号的约束对应的矩阵 A2 的部分记为 A′

2，则我们知道 d 满
足

A1d = 0, A′
2d ⩽ 0.
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取 zk = x+ tkd，{tk} 为一组正标量且 lim
k→∞

tk = 0．注意到 zk 一定满
足等式约束，且有

A′
2z

k = A′
2x+ tkA′

2d = tkA′
2d ⩽ 0,

当 tk 取到较小的值时，x 处未取到等号的不等式约束在 zk 上也满足．
因此可以得到 zk ∈ X．而我们显然有

lim
k→∞

zk − x

tk
= d.

因此得到 d ∈ TX (x)．

5.10 考虑优化问题
min
x∈R2

x1,

s.t. 16− (x1 − 4)2 − x2
2 ⩾ 0,

x2
1 + (x2 − 2)2 − 4 = 0.

求出该优化问题的 KKT 点，并判断它们是否是局部极小点、鞍点以
及全局极小点？

解 (陈铖). 构造拉格朗日函数

L(x, λ, ν) = x1 + ν(x2
1 + (x2 − 2)2 − 4)− λ(16− (x1 − 4)2 − x2

2),

对 x1，x2 分别求导，得到稳定性条件

1 + 2νx1 + 2λ(x1 − 4) = 0,

2ν(x2 − 2) + 2λx2 = 0.

分别考虑互补松弛条件的两种情况，即 λ = 0或 16−(x1−4)2−x2
2 = 0.

若互补松弛条件要求 λ = 0，则稳定性条件变为

1 + 2νx1 = 0,

2ν(x2 − 2) = 0.

由第一行公式知 ν ̸= 0，因此得到 x2 = 2．此时需要再考虑等式约束
的可行性条件

x2
1 + (x2 − 2)2 − 4 = 0,
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得到 x1 = ±2．此时得到 KKT 点 (x1, x2, λ, ν) = (±2, 2, 0,∓1

4
)．而

x1 = −2 且 x2 = 2 不满足条件，因此取得 KKT 点 (x1, x2, λ, ν) =

(2, 2, 0,−1

4
)．

若互补松弛条件要求 16−(x1−4)2−x2
2 = 0，又有 x2

1+(x2−2)2−4 = 0，

综合两式得到 (x1, x2) 的两个解 (0, 0)，(
8

5
,
16

5
)．根据这两个解可得

KKT 点 (x1, x2, λ, ν) = (0, 0,
1

8
, 0)，(

8

5
,
16

5
,
3

40
,−1

5
)．

注意 L(x, λ, ν) 关于 x 的海瑟矩阵为对角元均等于 2(λ+ ν) 的对角矩

阵，因此 (0, 0,
1

8
, 0) 为局部极小点．

另一方面，对于 KKT 点 (2, 2, 0,−1

4
)，其切锥等于线性化可行锥，因

此

C(2, 2, 0,−1

4
) = F(2, 2)

=

{
d|dT

[
−4

4

]
= 0, dT

[
4

0

]
⩽ 0

}
= {d|d1 = d2, d1 ⩽ 0} .

不妨取 d = [−1,−1]T 属于切锥，使得 dT∇2
xL (x, λ, ν) d = −1 < 0，故

可以由二阶必要性条件得 (2, 2, 0,−1

4
) 不是局部极小值点．

同理，对于 KKT 点 (
8

5
,
16

5
,
3

40
,−1

5
)，其切锥等于

C(8
5
,
16

5
,
3

40
,−1

5
) =

{
d ∈ F

(
8

5
,
16

5

)
|1
5
dT

[
8

6

]
= 0

}

=

{[
0

0

]}
,

因此恒有
dT∇2

xL (x, λ, ν) d = 0.

这说明 KKT 点 (
8

5
,
16

5
,
3

40
,−1

5
) 是局部极小值点．

综上所述，KKT点 (0, 0,
1

8
, 0)和 (

8

5
,
16

5
,
3

40
,−1

5
)是局部极小值点，不

存在鞍点．经验证，全局极小值点是 (x1, x2) = (0, 0)．

5.11 考虑对称矩阵的特征值问题

min
x∈Rn

xTAx, s.t. ∥x∥2 = 1,



53

其中 A ∈ Sn．试分析其所有的局部极小点、鞍点以及全局极小点．

解 (陈铖). 考虑 A 的特征值分解 A = QΛQT，令 y = QTx，原问题等
价于

min
y∈Rn

yTΛy, s.t. ∥y∥2 = 1,

引入拉格朗日乘子 λ，构造拉格朗日函数

L(y, λ) = yTΛy + λ(yTy − 1).

通过 KKT 条件，KKT 点满足(Λ + λI)y = 0,

yTy = 1.

由此我们得到了 n 个 KKT 点，即 (ei,−λi), i = 1, 2, · · · , n，ei 为第 i

个分量为 1 的单位向量，λi 是 A 的第 i 个特征值．
拉格朗日函数的海瑟矩阵恰好为 A+ λI，因此除了最小特征值对应的
KKT 点以外，海瑟矩阵都有负特征值，因此这些 KKT 点都是鞍点，
而最小特征值对应的 KKT 点为全局极小点．

5.12 类似于线性规划问题，试分析半定规划 (5.4.20)与其对偶问题 (5.4.21)
的最优值的关系（强对偶性什么时候成立，什么时候失效）．

解 (陈铖). 在对 (5.4.20) 的分析中我们知道，其与其对偶问题互为对
偶，假设原问题最优值为 p∗，对偶问题最优值为 d∗．

(a) p∗ 存在，即 −∞ < p∗ < ∞，则原问题有可行解，且有最优解，此
时强对偶原理成立，p∗ = d∗，对偶问题有可行解且有最优解．

(b) p∗ = −∞，那么原始问题可行，但目标函数值无下界．由弱对偶
原理知 d∗ ⩽ p∗，即 d∗ = −∞，因为对偶问题是对目标函数极大
化，所以此时对偶问题不可行．

(c) p∗ = ∞，那么原始问题无可行解，此时我们无法断定对偶问题是
无上界还是无可行解，但不可能出现对偶问题有最优解的情况，即
存在 −∞ < d∗ < ∞，否则由强对偶原理，p∗ = d∗，这与 p∗ = ∞
矛盾．
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5.13 在介绍半定规划问题的最优性条件时，我们提到互补松弛条件可以是
⟨X,S⟩ = 0 或 XS = 0，证明这两个条件是等价的，即对 X ⪰ 0 与
S ⪰ 0 有

⟨X,S⟩ = 0 ↔ XS = 0.

提示：证明 X 和 S 可以同时正交对角化且对应的特征值满足互补松
弛条件．

解 (陈铖). 对 X 和 S 分别进行对角化 X = QΛ1Q
T，S = RΛ2R

T．则
有

⟨X,S⟩ = Tr(()XS) = Tr(()QΛ1Q
TRΛ2R

T) = Tr(()Λ1Q
TRΛ2) = 0,

其中 Λ1,Λ2 是对角矩阵，且对角元素从大到小排列．由此可以得到
qT
1 r1 = 0．
注意到对非零特征值对应的特征向量更换位置，如将 R 的第二列更换
到第一列，同样可得到 qT

1 q2 = 0，因此我们可以得到 qT
i rj = 0，qi 为

X 的任意非零特征向量，rj 为 S 的任意非零特征向量．
由此我们得到

Λ1Q
TRΛ2 = 0.

又有
XS = 0 ⇔ QΛ1Q

TRΛ2R
T = 0 ⇔ Λ1Q

TRΛ2 = 0,

命题得证．

5.14 考虑等式约束的最小二乘问题

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22, s.t. Gx = h,

其中 A ∈ Rm×n 且 rank(A) = n，G ∈ Rp×n 且 rank(G) = p．

(a) 写出该问题的对偶问题；

(b) 给出原始问题和对偶问题的最优解的显式表达式．

解 (陈铖). (a) 不妨将等式约束写作 2Gx = 2h．引入拉格朗日乘子
λ，构造拉格朗日函数

L(x, λ) = ∥Ax− b∥22 + 2λT(Gx− h)

= xTATAx− 2(bTA− λTG)x+ bTb− 2λTh.
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固定 λ，x = (ATA)−1(ATb −GTλ) 使拉格朗日函数取到最优解，
此时

min
x

L(x, λ) = −(ATb−GTλ)T(ATA)−1(ATb−GTλ)+bTb−2λTh.

由此得到对偶问题

max
λ∈Rp

−λTG(ATA)−1GTλ+ 2bTA(ATA)−1GTλ− 2hTλ.

(b) 考虑原始问题的 KKT 条件2ATAx− 2ATb+ 2GTλ = 0,

Gx = h.

由于 ATA 满秩，得到 x = (ATA)−1(ATb−GTλ)．带入第二个条
件，得到

G(ATA)−1(ATb−GTλ) = h,

因此 λ = (G(ATA)−1GT)−1(G(ATA)−1ATb − h)．进一步得到 x

的显式解为

x = (ATA)−1(ATb−GT(G(ATA)−1GT)−1(G(ATA)−1ATb− h)).

对偶问题则为简单的无约束问题，最优解的显式表达式为

λ∗ = (G(ATA)−1GT)−1(G(ATA)−1ATb− h).

5.15 考虑优化问题

min
x∈Rn

xTAx+ 2bTx, s.t. ∥x∥2 ⩽ 1,

其中 A ∈ Sn, b ∈ Rn．写出该问题的对偶问题，以及对偶问题的对偶
问题．

解 (陈铖). 引入拉格朗日乘子 λ，约束等价于 xTx ⩽ 1，构造拉格朗日
函数

L(x, λ) = xTAx+ 2bTx+ λ(xTx− 1) = xT(A+ λI)x+ 2bTx− λ.
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为使得 min
x

L(x, λ) 存在，要求 A+ λI 正定，即 λ > −λmin(A)．此时
x = −(A+ λI)−1b 取到最小值，由此得到

min
x

L(x, λ) = −bT(A+ λI)−1b− λ.

令 A 有特征值分解 A = QΣQT，c = QTb，则上式可写作

min
x

L(x, λ) = −cT(Σ + λI)−1c− λ

= −
n∑

i=1

c2i
λ+ σi

− λ,

由此得到对偶问题

max
λ∈R

−
n∑

i=1

c2i
λ+ σi

− λ

s.t. λ > −σi, i = 1, 2, · · · , n.

注意到 λ 趋近于 −σi 时目标函数趋近于负无穷，因此可以将不等式约
束改为 λ ⩾ −σi．引入变量 zi = λ+ σi，原问题等价于

max
λ∈R,z∈Rn

−
n∑

i=1

c2i
zi

− λ

s.t. zi − λ = σi,

zi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n.

考虑这一问题的对偶问题，引入对应于等式约束的拉格朗日乘子 ν，和
对应于不等式约束的拉格朗日乘子 µ，则有

L(z, λ, ν, µ) = −
n∑

i=1

c2i
zi

− λ− µTz − νT(z − λ1 − σ).

为使得 max
λ,z

L(z, λ, ν, µ) 存在，则需要满足

1Tν = 1, ν + µ > 0.

由此得到

max
λ,z

L(z, λ, ν, µ) = −2
n∑

i=1

|ci|
√
µi + νi + σTν,
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因此对偶问题为

min − 2
n∑

i=1

|ci|
√
µi + νi + σTν

s.t. 1Tν = 1,

ν + µ ⩾ 0,

ν ⩾ 0.

注意到 µ 是任取的，则 ν + µ 可以为 0，因此上述问题等价于

min σTν

s.t. 1Tν = 1,

ν ⩾ 0.

5.16 考虑支持向量机问题

min
x∈Rn,ξ

1

2
∥x∥22 + µ

m∑
i=1

ξi,

s.t. bia
T
i x ⩾ 1− ξi, i = 1, 2, · · · ,m,

ξi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · ,m,

其中 µ > 0 为常数且 bi ∈ R, ai ∈ Rn, i = 1, 2, · · · ,m 是已知的．写出
该问题的对偶问题．

解 (陈铖). 引入对应于第一条约束的拉格朗日乘子 λ，和对应于 ξi ⩾ 0

约束的拉格朗日乘子 ν，构造拉格朗日函数

L(x, ξ, λ, ν) =
1

2
∥x∥22 + µ

m∑
i=1

ξi −
m∑
i=1

λi(bia
T
i x− 1 + ξi)−

m∑
i=1

νiξi

=
1

2
∥x∥22 − (

m∑
i=1

λibia
T
i )x+

m∑
i=1

(µ− λi − νi)ξi +
m∑
i=1

λi.

为使得 min
x,ξ

L(x, ξ, λ, ν) 存在，要求有 µ − λi − νi = 0)．此时取 x =

m∑
i=1

λibia
T
i 得到最小值

min
x,ξ

L(x, ξ, λ, ν) = −1

2
∥

m∑
i=1

λibiai∥22 +
m∑
i=1

λi,
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由此对偶问题为

max − 1

2
∥

m∑
i=1

λibiai∥22 +
m∑
i=1

λi,

s.t. λ+ ν = µ,

νi ⩾ 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m,

λi ⩾ 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m.

对 ν 进一步分析，上述问题等价于

max − 1

2
∥

m∑
i=1

λibiai∥22 +
m∑
i=1

λi,

s.t. λi ⩽ µi, ∀i = 1, 2, · · · ,m,

λi ⩾ 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m.

5.17 考虑优化问题

min
x∈R,y>0

e−x, s.t. x2

y
⩽ 0.

(a) 证明这是一个凸优化问题，求出最小值并判断 Slater 条件是否成
立；

(b) 写出该问题的对偶问题，并求出对偶问题的最优解以及对偶间隙．

解 (丁思哲).

(a) 设 f(x, y) = e−x，并有约束 c(x, y) =
x2

y
⩽ 0 且 y > 0．容易证明

f(x, y) 和 c(x, y) 均是凸函数（用二阶条件），因此该问题是凸优
化问题．
在约束 y > 0 的限制下，显然 x = 0 才能满足题意，因此该问题
的解是 f(0, y) = 1．
Slater条件不成立．因为取 x, y为相对内点集中的值时，c(x, y) < 0

与 y > 0 无法同时满足．

(b) 先化简原问题．由上一问的分析可知，原问题等价于

min
x∈R

e−x, s.t. x = 0,

因此引入乘子 v，拉格朗日函数为

L(x, v) = e−x + vx,
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那么

g (v) = inf
x∈R

{
e−x + vx

}
=

v − v ln v, v > 0,

−∞, v ⩽ 0.

因此对偶问题为

max
v∈R

v − v ln v, s.t. v > 0,

显然其最优解在 v = 1 时取得，此时 v − v ln v = 1，对偶间隙为
0．

5.18 考虑优化问题

min
Z∈Rn×q,V ∈Rq×p

∥X − ZV ∥2F , s.t. V TV = I, ZT1 = 0,

其中 X ∈ Rn×p．请给出该优化问题的解．

解 (邓展望). 首先写出该问题的拉格朗日函数：

L(Z, V, µ, λ) = ∥X − ZV ∥2F − µT(V TV − Ip)µ− λTZT1 = 0,

其中 µ ∈ Rp, λ ∈ Rq．对 Z, V 求导可得：

−2XV T + 2ZV V T − 1λT = 0, (5.3a)

−2ZTX + 2ZTZV − 2V (µµT) = 0, (5.3b)

在 (5.3a) 右乘 V 再左乘 1 分别得：

−2X + 2ZV − 1λTV = 0, (5.4a)

−21TX − nλTV = 0, (5.4b)

因此有
λTV = − 2

n
1TX,

带入到(5.4a)可得
ZV = X − 11TX

n
.

注 5.1 Z，V 的解不唯一．因为若 QQT = I,Q ∈ Rq×q，则 ZQQTV =

ZV．令 Ẑ = ZQ，Q̂ = QTV，函数值不变．
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另解. 记原问题为 P1，现构造新的优化问题：

min
W∈Rn×p

∥X −W∥2F , s.t. WT1 = 0,

并记该问题为 P2．下证：P1 与 P2 可以相互构造最优解．
对于问题 P1，不妨设其最优解存在且为 (Z∗, V ∗)，并记 P1 的最优目
标函数值为 p∗．同理，设 P2 的最优解存在且为 W ∗，最优目标函数
值为 q∗．首先，令 Ŵ = Z∗V ∗，则由 P1 的约束条件得

(V ∗)TV ∗ = I, (Z∗)T1 = 0,

因此 ŴT1 = (Z∗V ∗)T = 0，故 Ŵ 是 P2 的可行解．因此，

p∗ = ∥X − Z∗V ∗∥2F =
∥∥∥X − Ŵ

∥∥∥2
F
⩾ q∗.

另一方面，令

Ẑ =
[
W ∗ 0

]
, V̂ =

[
Ip×p

0

]
,

则容易验证 Ẑ 与 V̂ 均满足 P1 的约束条件，因而是 P1 的可行解．同
理，

q∗ = ∥X −W ∗∥2F =
∥∥∥X − ẐV̂

∥∥∥2
F
⩾ p∗.

综合上述讨论，可知 P1 与 P2 可以相互构造最优解．
由此结论，我们可以通过求 P2 的最优解，从而表示出 P1 的最优解．
对于 P2，其拉格朗日函数为：

L (W,λ) = ∥X −W∥2F + λTW1,

因而由 KKT 条件可知

2 (W ∗ −X) + λ1T = 0,

(W ∗)
T 1 = 0,

解得 W ∗ = X − 1

n
11TX．这就是 P2 的最优解．利用 P2 和 P1 最优

解的关系，可以构造关于 P1 的一个最优解为：

Z∗ =

[
X − 1

n
11TX 0

]
, V ∗ =

[
Ip×p

0

]
.
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注 5.2 上述关于 P1 构造的最优解并不是唯一的，另解以另一种思路
给出了其中一个最优解的具体结构．
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第六章 无约束优化算法

6.1 设 f(x) 是连续可微函数，dk 是一个下降方向，且 f(x) 在射线 {xk +

αdk | α > 0} 上有下界．求证：当 0 < c1 < c2 < 1 时，总是存在满足
Wolfe准则 (6.1.4a) (6.1.4b)的点．并举一个反例说明当 0 < c2 < c1 < 1

时，满足 Wolfe 准则的点可能不存在．

解 (谢中林). 记 ϕ(α) = f(xk +αdk)，在 α 较小时，由 f(x) 连续可微
知

ϕ(α) = f(xk) + α∇f(xk)Tdk + o(|α|).

因为 ϕ(α) 在 α > 0 时由下界，且 ∇f(xk)Tdk < 0，当 α 充分大时

ϕ(α) > f(xk) + αc1∇f(xk)Tdk.

故集合

A1 = {α | ϕ(α) > f(xk) + αc1∇f(xk)Tdk, α > 0}

非空．而在 α 充分小时，利用 0 < c1 < 1 及 ∇f(xk)Tdk < 0 得

ϕ(α) < f(xk) + αc1∇f(xk)Tdk.

于是集合 A1 有下界．
记 ξ1 = infA1，由 f(x) 的连续性知 ϕ(ξ1) = f(xk) + αc1ξ1∇f(xk)Tdk．
借助拉格朗日中值定理知，存在 ζ ∈ (0, ξ1)，使得

ϕ′(ζ) = c1∇f(xk)Tdk ⩾ c2∇f(xk)Tdk,

ϕ(ζ) ⩽ f(xk) + αc1∇f(xk)Tdk.

63
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6.2 f 为正定二次函数 f(x) =
1

2
xTAx+ bTx，dk 为下降方向，xk 为当前

迭代点．试求出精确线搜索步长

αk = arg min
α>0

f(xk + αdk),

并由此推出最速下降法的步长满足 (6.2.2) 式（见定理 6.2）．

解 (谢中林). 此时 f(xk + αdk) 关于 α 强凸，由一阶条件知

d
dαf(xk + αkd

k) = αk(d
k)TAdk + (xk)TAdk + bTdk = 0.

于是精确线搜索步长为

αk = −(xk)TAdk + bTdk

(dk)TAdk
= −(Axk + b)Tdk

(dk)TAdk
.

在最速下降法中，dk = −∇f(xk) = −(Axk + b)，代入上式即得

αk =

∥∥∇f
(
xk
)∥∥2

∇f (xk)
T
A∇f (xk)

.

6.3 利用定理 6.5 证明推论 6.2．

解 (谢中林). 已知

2

(
k∑

i=0

αi

)(
f̂k − f∗

)
⩽
∥∥x0 − x∗∥∥2 + k∑

i=0

α2
iG

2.

(1) 取 αi = t, ∀i 即得

f̂k − f∗ ⩽ ∥x0 − x∗∥2

2(k + 1)t
+

G2t

2
.

(2) 此时∥∥xi+1 − x∗∥∥2 = ∥∥xi − αig
i − x∗∥∥2

=
∥∥xi − x∗∥∥2 − 2αi

〈
gi, xi − x∗〉+ α2

i

∥∥gi∥∥2
⩽
∥∥xi − x∗∥∥2 − 2αi

(
f
(
xi
)
− f∗)+ s2.

因此定理可改写为

2

(
k∑

i=0

αi

)(
f̂k − f∗

)
⩽
∥∥x0 − x∗∥∥2 + (k + 1)s2.
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又
k∑

i=0

αi∥gi∥ = (k + 1)s ⩽
k∑

i=0

αiG，因此 (k + 1)s/G ⩽
k∑

i=0

αi，

则

f̂k − f∗ ⩽ G ∥x0 − x∗∥2

2(k + 1)s
+

Gs

2
.

(3) 同时除以 2(
k∑

i=0

αi) 即得

f̂k − f∗ ⩽ ∥x0 − x∗∥2 +G2
∑k

i=0 α
2
i

2
∑k

i=0 αi

.

6.4 考虑非光滑函数

f(x) = max
1⩽i⩽K

xi +
1

2
∥x∥2,

其中 x ∈ Rn，K ∈ [1, n] 为一个给定的正整数．

(a) 求出 f(x) 的最小值点 x∗ 和对应的函数值 f∗；

(b) 证明 f(x) 在区域 {x | ∥x∥ ⩽ R
def
== 1/

√
K} 上是 G-利普希茨连

续的，其中 G = 1 +
1√
K
；

(c) 设初值 x0 = 0，考虑使用次梯度算法 (6.3.1) 对 min f(x) 进行求
解，其中 x 处的次梯度取为 g = x+ ej，j 为使得 xj = max

1⩽i⩽K
xi

成立的最小整数，步长 αk 可任意选取，证明：在 k（k < K）次
迭代后，

f̂k − f∗ ⩾ GR

2(1 +
√
K)

,

其中 f̂k 的定义和定理 6.5 相同．并根据此例子推出次梯度算法

的收敛速度 O
(
GR√
K

)
是不能改进的．

解 (谢中林).

(a) 引入辅助变量 t，原问题等价于

min
x,t

t+
1

2
∥x∥2, s.t. xi ⩽ t, i = 1, 2, . . . ,K.



66 第六章 无约束优化算法

设 λi ⩾ 0 为 xi ⩽ t 对应的乘子，其 KKT 条件为

xi = 0, i = K + 1, . . . , n,

xi + λi = 0, λi(t− xi) = 0, i = 1, . . . ,K,

t ⩾ xi, λi ⩾ 0, i = 1, . . . ,K,

K∑
i=0

λi = 1.

解得
K∑
i=1

x2
i = −t, t ⩾ − 1

K
，分析取等条件知最小值点为

x∗
i = − 1

K
, i = 1, . . . ,K; x∗

i = 0, i = K + 1, . . . , n.

最小值 f∗ = − 1

2K
．

(b) 由于

max
1⩽i⩽K

xi ⩽ max
1⩽i⩽K

(xi − yi) + max
1⩽i⩽K

yi ⩽ max
1⩽i⩽K

yi + ∥x− y∥2,

因此当 ∥x∥ 与 ∥y∥ 小于等于 1/
√
K 时，

f(x)− f(y) ⩽ ∥x− y∥2 +
1

2
(x+ y)T(x− y) ⩽ (1 +

1√
K

)∥x− y∥2.

(c) 由于 x0 = 0，根据次梯度的选取方式知 g0 = e1，因此 x1 的第 1

个元素小于 0，其余元素仍为 0，故 g1 = e2．可以归纳地证明

xk ∈ span{e1, . . . , ek}.

由于 k < K，因此 xk 的第 K 个元素为 0，于是

fk − f∗ ⩾ xk
K +

1

2
∥xk∥2 + 1

2(1 + k)
⩾ 1

2(1 + k)
⩾ GR

2(1 +
√
k)

.

6.5 考虑非平方 ℓ2 正则项优化问题

min f(x) =
1

2
∥Ax− b∥22 + µ∥x∥2,

其中 A ∈ Rm×n，注意这个问题并不是岭回归问题．

(a) 若 A 为列正交矩阵，即 ATA = I，利用不可微函数的一阶最优
性条件求出该优化问题的显式解；
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(b) 对一般的 A 我们可以使用迭代算法来求解这个问题．试设计出不
引入次梯度的一种梯度类算法求解该优化问题．提示：f(x) 仅在
一点处不可导，若这个点不是最小值点，则次梯度算法和梯度法
等价．

解 (谢中林).

(a) 在 ∥ATb∥2 > µ 时，若 ATb ̸= 0，在 x ̸= 0 时，一阶最优性条件为

(1 +
µ

∥x∥2
)x = ATb.

这说明 x 与 ATb 共线．假设 x = αATb，代入得

α = 1− µ

∥ATb∥2
, x =

(
1− µ

∥ATb∥2

)
ATb.

由凸性即知这是唯一的最小值点．
在 µ ⩾ ∥ATb∥2 时，利用柯西不等式得

f(x) =
1

2
∥b∥22 +

1

2
∥Ax∥22 + µ∥x∥2 − bTAx ⩾ 1

2
∥b∥22 = f(0).

且等号可以在 x = 0 处取到，因此最小值点为 x = 0．

(b) 仅需考虑 µ < ∥ATb∥2 的情况．构造 gλ(x) = f(λx)，其中 λ > 0，
此时

gλ(0) =
1

2
∥b∥22.

任取 y 使得 µ∥y∥2 − bTAy < 0，则

gλ(y) =
1

2
∥b∥22 +

∥Ay∥22
2

λ2 + (µ∥y∥2 − bTAy)λ.

利用二次函数的性质，此时总存在 λ > 0 使得 gλ(y) < gλ(0)．于
是 x = 0 不是 gλ(x) 的最小值点．
由梯度法的下降性质，以 y 为初始点的梯度法不会经过不可导的
零点，故利用梯度法求得 gλ 的最小值点 y∗ 后即得 f 的最小值点
为 y∗/λ．

6.6 设函数 f(x) = ∥x∥β，其中 β > 0 为给定的常数．考虑使用经典牛顿
法 (6.4.2) 对 f(x) 进行极小化，初值 x0 ̸= 0．证明：
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(a) 若 β >
3

2
且 β ̸= 2，则 xk 收敛到 0 的速度为 Q-线性的；

(b) 若 0 < β < 1，则牛顿法发散；

(c) 试解释定理 6.6 在 (a) 中不成立的原因．

解 (谢中林).

(a) 在 x ≠ 0 时，牛顿方程为

(∥x∥2I + (β − 2)xxT)d = −∥x∥2x.

分别在等式两边左乘 xT 与 dT 并化简得

xTd =
1

1− β
∥x∥2, ∥dT∥2 = 1

(β − 1)2
∥x∥2.

由于 β >
3

2
且 β ̸= 2，故

∥x+ d∥2

∥x∥2
=

(β − 2)2

(β − 1)2
< 1,

这说明此时牛顿法是 Q-线性收敛的．

(b) 在 0 < β < 1 时

∥x+ d∥2

∥x∥2
=

(β − 2)2

(β − 1)2
> 1,

牛顿法发散．

(c) 函数 f(x) 的海瑟矩阵为

∇2f(x) = β∥x∥β−2I + β(β − 2)∥x∥β−4xxT.

在 1 < β < 2 时，∥x∥β−2 在 x = 0 附近不是利普希茨连续的，不
符合定理条件；而在 2 < β 时，∥x∥β−4xxT 与 ∥x∥β−2I 在 x = 0

处极限均为 0，即 ∇2f(x) 不正定，也不符合定理条件．

6.7 设矩阵 A 为 n 阶对称矩阵，dk 为给定的非零向量．若对任意满足
∥d∥ = ∥dk∥ 的 d ∈ Rn，均有 (d− dk)TA(d− dk) ⩾ 0，证明：A 是半
正定矩阵．
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解 (谢中林). 当 xTdk ̸= 0 时，构造

d = dk + αx,

其中 α ̸= 0 是待定系数．令 ∥d∥ = ∥dk∥，解得 α = −xTdk/∥x∥2．于是

xTAx =
1

α2
(d− dk)TA(d− dk) ⩾ 0.

在 xTdk = 0 时，构造 xn = x+
1

n
dk，则由连续性

xTAx = lim
n→∞

(xn)TAxn ⩾ 0.

综上，A 半正定．

6.8 设 f(x) 为正定二次函数，且假定在迭代过程中 (sk − Hkyk)Tyk > 0

对任意的 k 均满足，其中 Hk 由 SR1 公式 (6.5.10) 产生的拟牛顿矩
阵．证明：

Hkyj = sj , j = 0, 1, · · · , k − 1,

其中 k 是任意给定的整数．这个结论说明对于正定二次函数，SR1
公式产生的拟牛顿矩阵在当前点处满足割线方程，且历史迭代产生的
(sj , yj) 也满足割线方程．

解 (谢中林). 我们利用归纳法证明此结论．设 f(x) =
1

2
x⊤Qx + bTx，

其中 Q ≻ 0，则在迭代过程中始终有 Qsj = yj．假设结论对 k 成立，
即

Hkyj = sj , j = 0, 1, · · · , k − 1.

考虑 k + 1 时的情形，由于

Hk+1 = Hk +

(
sk −Hkyk

) (
sk −Hkyk

)T

(sk −Hkyk)
T
yk

,

故

Hk+1yk = Hkyk + sk −Hkyk = sk.
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当 j ⩽ k − 1 时，利用归纳假设，有

Hk+1yj = Hkyj +

(
sk −Hkyk

) (
(sk)Tyj − (yk)THkyj

)
(sk −Hkyk)

T
yk

= sj +

(
sk −Hkyk

) (
(sk)Tyj − (yk)Tsj

)
(sk −Hkyk)

T
yk

= sj +

(
sk −Hkyk

)
(sk)T (Q−Q) sj

(sk −Hkyk)
T
yk

= sj .

6.9 仿照 BFGS公式的推导过程，利用待定系数法推导 DFP公式 (6.5.15)．

解 (谢中林). 假设

Hk+1 = Hk + auuT + bvvT.

由割线方程得

Hk+1yk = Hkyk + (auTyk)u+ (bvTyk)v = sk,

令 u = Hkyk, v = sk，并令系数 auTyk = −1, bvTyk = 1 即得

Hk+1 = Hk −
Hkyk

(
Hkyk

)T

(yk)
T
Hkyk

+
sk
(
sk
)T

(yk)
T
sk

.

6.10 考虑共轭梯度法中的 Hestenes-Stiefel (HS) 格式

dk+1 = −∇f(xk+1) +
∇f(xk+1)Tyk

(yk)Tdk
dk,

其中 yk 的定义如 (6.5.13) 式．假设在迭代过程中 dk 均为下降方向且
精确搜索条件 ∇f(xk+1)Tdk = 0 满足，试说明 HS 格式可看成是某一
种特殊的拟牛顿方法．提示：将 HS 格式改写为拟牛顿迭代格式，并
根据此格式构造另一个拟牛顿矩阵使其满足割线方程 (6.5.4)，注意拟
牛顿矩阵需要满足对称性和正定性．

解 (谢中林). 由于

dk+1 = −
(
I − dk(yk)T

(yk)Tdk

)
∇f(xk+1),
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上式中 dk 在分子与分母中均是 1 次的，因此可以替换为 sk，此时

dk+1 = −
(
I − sk(yk)T

(yk)Tsk

)
∇f(xk+1).

借助 ∇f(xk+1)Tdk = 0，容易得到

dk+1 = −
(
I − sk(yk)T + yk(sk)T

(yk)Tsk

)
∇f(xk+1).

但此时 (
I − sk(yk)T + yk(sk)T

(yk)Tsk

)
yk = −(yk)Tyk

(yk)Tsk
sk ̸= sk.

为此，考虑构造

Hk+1 = I − sk(yk)T + yk(sk)T

(yk)Tsk
+

(yk)Tyk + (yk)Tsk

((yk)Tsk)2
sk(sk)T,

此时Hk+1对称且Hk+1yk = sk．由 dk 是下降方向及∇f(xk+1)Tdk = 0

知，(yk)Tsk = −∇f(xk)sk > 0．任取 (sk)Tx ̸= 0，有

xTHk+1x

=(yk)Tsk((sk)Tx)2 + ∥yk∥2((sk)Tx)2 + ((yk)Tsk)2∥x∥2

− 2((sk)Tx)((yk)Tx)((sk)Tyk)

>∥yk∥2((sk)Tx)2 + ((yk)Tsk)2∥x∥2 − 2((sk)Tx)((yk)Tx)((sk)Tyk)

⩾2|(sk)Tx||(yk)Tsk|∥yk∥∥x∥ − 2((sk)Tx)((yk)Tx)((sk)Tyk)

⩾0.

当 (sk)Tx = 0, x ̸= 0 时，xTHk+1x = ((yk)Tsk)2∥x∥2 > 0，因此 Hk+1

是正定的．
综上，HS 格式可以看成在第 k + 1 步用

Hk+1 = I − sk(yk)T + yk(sk)T

(yk)Tsk
+

(yk)Tyk + (yk)Tsk

((yk)Tsk)2
sk(sk)T

来近似海瑟矩阵之逆的特殊拟牛顿方法．

6.11 证明等式 (6.5.20)．
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解 (谢中林). 对于向量 u, v, x, y，利用分块矩阵乘法及迹的性质，有

det(I + uvT + xyT) = det


I + uvT + xyT 0 0

0 1 0

0 0 1



= det


I −u −x

vT 1 0

yT 0 1



= det


I −u −x

0 1 + uTv xTv

0 uTy 1 + xTy


= (1 + xTy)(1 + uTv)− (xTv)(uTy).

因此

detBk+1 = det
(
Bk +

yk
(
yk
)T

(sk)
T
yk

−
Bksk

(
Bksk

)T

(sk)
T
Bksk

)
= detBk det(I + uvT + xyT).

其中

u =
(Bk)−1yk

(sk)
T
yk

, v = yk, x =
sk

(sk)
T
Bksk

, y = −Bksk.

利用上述性质，

detBk+1 =
(
(1 + xTy)(1 + uTv)− (xTv)(uTy)

)
detBk

= detBk

(
yk
)T

sk

(sk)
T
Bksk

.

6.12 设 m(d) 为具有如下形式的二次函数：

m(d) = gTd+
1

2
dTBd,

其中 B 为对称矩阵，证明以下结论：

(a) m(d) 存在全局极小值当且仅当 B 半正定且 g 在 B 的值空间中；
若 B 半正定，则满足 Bd = −g 的 d 均为 m(d) 的全局极小值点；

(b) m(d) 的全局极小值唯一当且仅当 B 严格正定．
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解 (谢中林).

(a) 充分性：由于 g 属于 B 的值空间，存在 p 使得 Bp = −g，任取
w，有

m(p+ w) = gT (p+ w) +
1

2
(p+ w)TB(p+ w)

=

(
gTp+

1

2
pTBp

)
+ gTw + (Bp)Tw +

1

2
wTBw

= m(p) +
1

2
wTBw

⩾ m(p)

由 B 半正定知 p 是全局极小值点．
必要性：假设 p 是全局极小值点，由 ∇m(p) = Bp + g = 0 知 g

位于 B 的值空间，借助二阶必要条件知 ∇2m(p) = B 半正定．

(b) 充分性：只需注意到 (a) 中不等式，当 w ̸= 0 时 wTBw > 0，这
说明了最小值点的唯一性．
必要性：若 B 不正定，p 是全局极小值点，此时存在 w ̸= 0 使得
Bw = 0，于是

m(p+ w) = m(p),

这说明最小值点不唯一．

6.13 (小样本问题) 设 J(x) ∈ Rm×n 为最小二乘问题 (6.7.1) 中 r(x) 在点 x

处的雅可比矩阵，其中 m ≪ n．设 J(x) 行满秩，证明：

d̂ = −J(x)T(J(x)J(x)T)−1r(x)

给出了高斯 – 牛顿方程 (6.7.3) 的一个 ℓ2 范数最小解．

解 (谢中林). 假设 d 也是高斯 – 牛顿方程的解，则

∥d∥2 = ∥d− d̂∥2 + 2(d− d̂)Td̂+ ∥d̂∥2.

由于 JTJd = −JTr，因此 JTJ(d−d̂) = 0，由 J 行满秩得 J(d−d̂) = 0，
故 (d− d̂)Td̂ = 0，于是

∥d∥2 ⩾ ∥d− d̂∥2 + ∥d̂∥2 ⩾ ∥d̂∥2.
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第七章 约束优化算法

7.1 构造一个等式约束优化问题，使得它存在一个局部极小值，但对于任
意的 σ > 0，它的二次罚函数是无界的．

解 (谢中林). 考虑

min
x,y

−ex, s.t. x2 + y2 = 1.

其局部最小值点为 (1, 0)，但对任意的 σ > 0，二次罚函数

PE(x, y, σ) = −ex +
σ

2
(x2 + y2 − 1)2

无下界．

7.2 考虑等式约束优化问题

min −x1x2x3,

s.t. x1 + 2x2 + 3x3 = 60.

使用二次罚函数求解该问题，当固定罚因子 σk 时，写出二次罚函数的
最优解 xk+1．当 σk → +∞ 时，写出该优化问题的解并求出约束的拉
格朗日乘子．此外，当罚因子 σ 满足什么条件时，二次罚函数的海瑟
矩阵 ∇2

xxPE(x, σ) 是正定的？

解 (谢中林). 该问题的二次罚函数为

PE(x, σ) = −x1x2x3 +
σ

2
(x1 + 2x2 + 3x3 − 60)2.

由于可行解取 x = (10, 10, 10)T 时 PE(x, σ) = −1000 < 0，而当 xi 中
存在 0 时最小值必大于 0，因此最小值点坐标全部非 0．又注意到对

75
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∀z > 0，构造 x = (−z,−z, z + 20) 均为可行解，故当 z → ∞ 时原问
题与罚问题均无界，因而优化问题是无解的．故用二次罚函数求解原
问题时，我们可以只关注它局部极小解的存在性．

利用罚问题的一阶最优性条件可得

x2x3 =
x3x1

2
=

x1x2

3
,

由于局部极小解的坐标全部非 0，上述条件可推出 2x2 = x1, 3x3 = x1，
因此罚问题的最优性条件等价于

−x2
1 + 18σ(x1 − 20) = 0,

即仅在 81σ2 − 360σ > 0 时有极小值点，解得

x1(σ) = 9σ −
√
81σ2 − 360σ,

x2(σ) =
1

2
x1(σ), x3(σ) =

1

3
x1(σ).

于是在 σ → ∞ 时，可以解得优化问题的一个局部极小解为：

x1 = lim
σ→∞

360σ

9σ +
√
81σ2 − 360σ

= 20, x2 = 10, x3 =
20

3
.

利用 (7.1.5) 式，拉格朗日乘子为

λ = − lim
σ→∞

σ(x1(σ) + 2x2(σ) + 3x3(σ)− 60)

= −60 lim
σ→∞

σ(
6σ

3σ +
√
9σ2 − 40σ

− 1)

= −60 lim
σ→∞

40σ2

(3σ +
√
9σ2 − 40σ)2

= −200

3
.

由

∇2
xxPE(x, σ) = σ


1

2

3

[1 2 3
]
−


0 x3 x2

x3 0 x1

x2 x1 0

 ,

应该考虑 ∇2
xxPE(x(σ), σ) 的正定性以确定罚因子的值．

7.3 考虑等式约束优化问题

min f(x), s.t. ci(x) = 0, i ∈ E ,
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定义一般形式的罚函数

PE(x, σ) = f(x) + σ
∑
i∈E

φ(ci(x)),

其中 φ(t) 是充分光滑的函数，且 t = 0 是其 s 阶零点（s ⩾ 2），即

φ(0) = φ′(0) = · · · = φ(s−1)(0) = 0, φ(s)(0) ̸= 0.

设 xk, σk 的选取方式和算法 7.1 的相同，且 {xk} 存在极限 x∗，在点
x∗ 处 LICQ （见定义 5.9）成立．

(a) 证明：σk(ci(x
k))s−1, ∀ i ∈ E 极限存在，其极限 λ∗

i 为约束 ci(x
∗) =

0 对应的拉格朗日乘子；

(b) 求 PE(x, σ) 关于 x 的海瑟矩阵 ∇2
xxPE(x, σ)；

(c) 设在 (a)中 λ∗
i ̸= 0, ∀ i ∈ E，证明：当 σk → +∞时，∇2

xxPE(x
k, σk)

有 m 个特征值的模长与 σ
1/(s−1)
k 同阶，其中 m = |E|．

解 (陈铖，丁思哲).

(a) 利用定理 7.2，首先求 PE(x, σ) 的一阶梯度，即

∇xPE(x, σ) = ∇xf(x) + σ
∑
i∈E

φ′(ci(x))∇xci(x),

因此由 φ′(0) = 0 得

∥∇xPE(x
k+1, σk)∥ → 0,

结合题设和定理 7.2 可知 x∗ 是问题的 KKT 点，且

λ∗
i = lim

k→∞

(
σkφ

′(ci(x
k+1))

)
,

其中 λ∗
i 是约束 ci(x

∗) = 0 对应的拉格朗日乘子．
若迭代点收敛到最优解，则 k → ∞ 时，ci(x

k+1) → 0，即逐渐满
足等式约束．由于 ci(x) 连续且 φ(t) 充分光滑，可将 φ′(ci(x

k+1))

在 ci(x
∗) = 0 处泰勒展开，因此

lim
k→∞

(
σkφ

′(ci(x
k+1))

)
= lim

k→∞

(
1

s!
σkφ

(s)(ci(x
k+1))(ci(x

k+1))s−1

)
=

1

s!
φ(s)(0) lim

k→∞

(
σk(ci(x

k+1))s−1
)
.
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(b) 直接对 ∇xPE(x, σ) 中的 x 微分，得海瑟矩阵为

∇2
xxPE(x, σ) = ∇2

xxf(x) + σ
∑
i∈E

φ′(ci(x))∇2
xxci(x)

+σ
∑
i∈E

φ′′(ci(x))∇xci(x)∇xci(x)
T.

(c) 同 (7.1.11) 式，在 k 较大时（xk+1 ≈ x∗），上述海瑟矩阵的前 2
项可以用拉格朗日函数近似．此时对于 xk+1，成立近似

∇2
xxPE(x

k+1, σk) ≈∇2
xxL(x

k+1, λ∗)

+ σk

∑
i∈E

φ′′(ci(x
k+1))∇xc(x

k+1)∇xc(x
k+1)T,

其中 c(x) = [ci(x)]i∈E．由于 ∇xc(x
k+1)∇xc(x

k+1)T 是半正定矩
阵，它有 (n−m) 个特征值都是 0，不妨设所有非 0 的特征值为
{ρj}mj=1，它们与 σk 无关．
∇2

xxL(x, λ
∗)是定值矩阵，而海瑟矩阵的另一项是一个最大特征值

趋近于正无穷的矩阵．因此当 k → ∞ 时，可以在阶数意义上忽
略定值矩阵的特征值．
综上，k 足够大时，海瑟矩阵的特征值趋近于 {ρjσkφ

′′(ci(x
k+1))}．

再对 φ′′(ci(x
k+1)) 在 ci(x

∗) = 0 处做泰勒近似，展开到 s 阶，成
立

lim
k→∞

ρiσkφ
′′(ci(x

k+1))

σ
1/(s−1)
k

= lim
k→∞

ρiσkφ
(s)(ci(x

k+1))(ci(x
k+1))s−2

(s− 2)!σ
1/(s−1)
k

= lim
k→∞

φ(s)(ci(x
k+1))(σk(ci(x

k+1))s−1)
s−2
s−1

(s− 2)!

=
φ(s)(0)

(s− 2)!
lim
k→∞

(σk(ci(x
k+1))s−1)

s−2
s−1 .

由 (a) 知 σk(ci(x
k+1))s−1 存在，再由题设知其非 0，因此 k → ∞

时海瑟矩阵的特征值与 σ
1/(s−1)
k 同阶．

7.4 考虑不等式约束优化问题 (7.1.2)，其中 f 在可行域 X 上有下界，现
使用对数罚函数法进行求解（算法 7.4）．假设在算法 7.4 的每一步子
问题能求出罚函数的全局极小值点 xk+1，证明：算法 7.4 在有限次迭
代后终止，或者

lim
k→∞

σk

∑
i∈I

ln(−ci(x
k+1)) = 0,
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并且
lim
k→∞

f(xk) = inf
x∈intX

f(x).

解 (谢中林). 若算法不能在有限步终止，任取 η > 0，存在 xη ∈ intX，
使得

f (xη) < inf
x∈intX

f(x) +
η

2
.

由算法不能在有限步终止知 σk → 0，故存在 k̄，使得任取 k > k̄，有

1

σk

>
2

η

∑
i∈I

ln(−ci(xη)).

由 xk+1 的定义，有

PI(xk+1, σk) ⩽ PI(xη, σk).

于是任取 k > k̄ 且满足 ci(xk) ̸= 0，成立：

σk

∑
i∈I

ln(−ci(xk+1)) ⩽ f (xη) + σk

∑
i∈I

ln(−ci(xη))− f (xk+1)

⩽ inf
x∈intX

f(x) +
1

2
η +

1

2
η − f (xk+1)

⩽ η,

由 η 的任意性知

lim
k→∞

ck
∑
i∈I

ln(−ci(x
k+1)) = 0.

同理可得任取 k > k̄，有

f (xk+1) ⩽ f (xη) + σk

∑
i∈I

ln(−ci(xη))

⩽ inf
x∈intX

f(x) + η.

由 η 的任意性知
lim
k→∞

f(xk) = inf
x∈intX

f(x).

7.5 考虑一般约束优化问题 (7.1.15)，现在针对等式约束使用二次罚函数，
对不等式约束使用对数罚函数：

P (x, σ) = f(x) +
σ

2

∑
i∈E

c2i (x)−
1

σ

∑
i∈I

ln(−ci(x)),
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其中 domP = {x | ci(x) < 0, i ∈ I}．令罚因子 σk → +∞，定义

xk+1 = arg min
x

P (x, σk).

假定涉及的所有函数都是连续的，{x | ci(x) ⩽ 0, i ∈ I} 是有界闭集，
x∗ 为问题 (7.1.15) 的解．试证明如下结论：

(a) lim
k→∞

P (xk+1, σk) = f(x∗);

(b) lim
k→∞

σk

∑
i∈E

c2i (x
k+1) = 0;

(c) lim
k→∞

1

σk

∑
i∈I

ln(−ci(x
k+1)) = 0.

解 (陈铖、丁思哲). (a) 我们首先考虑将二次罚函数系数固定为 µ ，
并将添加了二次罚函数的函数视作一个新的函数

gµ(x) = f(x) +
µ

2

∑
i∈E

c2i (x).

构造对于 gµ(x) 的对数罚函数形式

P̃µ(x, σ) = gµ(x)−
1

σ

∑
i∈I

ln(−ci(x)).

由前述证明知，σ → ∞ 时，对数罚函数法收敛到函数的最优值，
即

lim
k→∞

P̃µ(x
k+1
µ , σk) = gµ(x

∗
µ).

其中 x∗
µ 是满足不等式约束的极小值点．我们知道，任取 µ，当

σ ⩽ µ 时，有

gµ(x) ⩾ f(x) +
σ

2

∑
i∈E

c2i (x),

在添加对数罚函数之后，不等式仍然成立，即可得到

P̃µ(x, σ
k) ⩾ P (x, σk).

对左右两边取极小，即可得到

P̃µ(x
k+1
µ , σk) = inf

x
P̃µ(x, σ

k) ⩾ inf
x
P (x, σk) = P (xk+1, σk).
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由此

lim
k→∞

P (xk+1, σk) ⩽ lim
k→∞

P̃µ(x
k+1
µ , σk) = gµ(x

∗
µ).

上式对于任意 µ 均成立，则有

lim
k→∞

P (xk+1, σk) ⩽ lim
µ→0

gµ(x
∗
µ).

注意到 gµ(x
∗
µ) 是在满足不等式约束的条件下 gµ(x) 的极小值，如

果将定义域设置为满足不等式约束的所有点，则 x∗
µ 是 gµ(x) 在

定义域上的极小值，而 gµ(x) 是 f(x) 的系数为 µ 的二次罚函数
形式．因此根据二次罚函数的收敛性，我们有 lim

µ→0
gµ(x

∗
µ) = f(x∗)，

x∗ 是定义域上满足等式约束的最小值，即同时满足不等式约束以
及等式约束的最小值．
同时，我们知道 lim

k→∞
P (xk+1, σk) ⩾ f(x∗)．

综上可得
f(x∗) ⩽ lim

k→∞
P (xk+1, σk) ⩽ f(x∗),

即 lim
k→∞

P (xk+1, σk) = f(x∗)．

(b) 根据 (a) 的说法，对数罚函数法使得

P̃µ(x
k+1
µ , σk) → gµ(x

∗
µ),

在上式中使得 µ → 0，即有

f(xk+1)− 1

σk

∑
i∈E

ln(−ci(x
k+1)) → f(x∗),

再联立 (a) 中证明的结论，即有

lim
k→∞

σk

∑
i∈E

c2i (x
k+1) = 0.

(c) 固定对数罚函数的系数为 µ，即设

hµ(x) = f(x)− 1

µ

∑
i∈I

ln(−ci(x)),

并在 domP 中讨论 hµ(x)．构造对于 hµ(x) 的二次罚函数形式，

类似 (a)(b) 讨论，亦可得 lim
k→∞

1

σk

∑
i∈I

ln(−ci(x
k+1)) = 0，不再赘

述．
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7.6 (Morrison方法)考虑等式约束优化问题 (7.1.1)，设其最优解为 x∗．令
M 是最优函数值 f(x∗) 的一个下界估计（即 M ⩽ f(x∗)），构造辅助
函数

v(M,x) = [f(x)−M ]2 +
∑
i∈E

c2i (x),

Morrison 方法的迭代步骤如下：

xk = arg min
x

v(Mk, x),

Mk+1 = Mk +
√
v(Mk, xk).

试回答以下问题：

(a) 证明：f(xk) ⩽ f(x∗)；

(b) 若 Mk ⩽ f(x∗)，证明：Mk+1 ⩽ f(x∗)；

(c) 证明： lim
k→∞

Mk = f(x∗)；

(d) 求 v(M,x) 关于 x 的海瑟矩阵，并说明 Morrison 方法和算法 7.1
的联系．

解 (丁思哲).

(a) 用反证法．若 f(xk) > f(x∗)，则有

v(M,x∗) < v(M,xk),

这与题设矛盾．因此，f(xk) ⩽ f(x∗)．

(b) 由于 v(Mk, x
k) ⩽ v(Mk, x

∗)，故有

Mk+1 = Mk +
√
v(Mk, xk) ⩽ Mk +

√
v(Mk, x∗)

= Mk + |f(x∗)−Mk| ,

而 f(x∗) ⩾ Mk，则 Mk+1 ⩽ Mk + f(x∗)−Mk = f(x∗)．

(c) 考虑 Morrison 方法中 xk → x∗ (k → ∞)，则

Mk+1 = Mk +
√

v(Mk, xk)

= Mk +

√
(f(xk)−Mk)2 +

∑
i∈E

c2i (x
k).
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∃N ∈ N+，当 ∀n ⩾ N 时，成立

Mn+1 = Mn +
√
(f(xn)−Mn)2 + εn

⩽ Mn + |f(xn)−Mn|+ εn,

其中 εn > 0 且 n → ∞ 时 εn → 0．
同理，Mn+1 ⩾ Mn + |f(xn)−Mn| − εn．
令 n → ∞，且注意 f(xn) → f(x∗)，则有

lim
k→∞

Mk+1 = lim
k→∞

Mk = f (x∗) .

(d) 经过简单的计算可知，海瑟矩阵的 (i, j) 元为

2
∂f

∂xi

∂f

∂xj

+ 2 (f −M)
∂2f

∂xi∂xj

+ 2
∑
k∈E

∂ck
∂xi

∂ck
∂xj

+ 2
∑
k∈E

ck
∂2ck

∂xi∂xj

.

它与算法 7.1 的联系是，Morrison 方法仍为惩罚方法，这与算法
7.1 所属的方法类别一致．
算法 7.1通过调节惩罚项

∑
i∈E

c2i (x)的权系数 σk 的大小施加惩罚，

而 Morrison 方法是一类惩罚项自适应的方法，通过构造问题

min
x

v (Mk, x)

以使
∑
i∈E

c2i (x) 不断减小，最终完成优化．

从分析的角度看，将 Morrison 方法进一步写成

xk+1 = arg min
x

{f(x)[f(x)− 2Mk − 2
√
v(Mk, xk)] + 2

∑
i∈E

c2i (x)}

+M2
k + (f(xk)−Mk)

2 + 2Mk

√
v(Mk, xk).

由 (a)，(c) 可得 k → ∞ 时成立

上式 = f(x)(f(x)− 2f(x∗)) + 2
∑
i∈E

c2i (x) + f2(x∗)

= (f(x)− f(x∗))2 + 2
∑
i∈E

c2i (x),

因此 Morrison 方法在 k 足够大时，相当于对问题

min
x

{|f(x)− f(x∗)|2 + 2
∑
i∈E

c2i (x)}
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求解．
所以，相比算法 7.1，Morrison方法在运行后期的表现等同于将对
f(x)的优化换成对 |f(x)− f(x∗)|2 的优化，而直接取 σk = 4．

7.7 考虑不等式约束优化问题

min f(x), s.t. ci(x) ⩽ 0, i ∈ I.

(a) 定义函数 F (x) = sup
λi⩾0

{
f(x) +

∑
i∈I

λici(x)

}
，证明：原问题等价

于无约束优化问题 min
x

F (x)；

(b) 定义函数

F̂ (x, λk, σk) = sup
λi⩾0

{
f(x) +

∑
i∈I

λici(x)−
σk

2

∑
i∈I

(λi − λk
i )

2

}
,

求 F̂ (x, λk, σk) 的显式表达式；

(c) 考虑如下优化算法：

xk = arg min
x

F̂ (x, λk, σk),

λk+1 = arg max
λ⩾0

{∑
i∈I

λici(x
k)− σk

2

∑
i∈I

(λi − λk
i )

2

}
,

σk+1 = min{ρσk, σ̄},

试说明其与算法 7.5 的区别和联系．

解 (丁思哲). (a) 此证明实际上是“广义拉格朗日函数的极小极大问
题与原问题等价”．
原问题的广义拉格朗日函数为

L(x, λ) = f(x) +
∑
i∈I

λici(x), λi ⩾ 0.

考虑关于 x 的函数

F (x) = sup
λi⩾0

L(x, λ)

= sup
λi⩾0

{
f(x) +

∑
i∈I

λici(x)

}
,
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假设对某 x，若 x 违反约束，即 ∃i ∈ I，使 ci(x) > 0，则有

F (x) = sup
λi⩾0

L(x, λ) → ∞,

即 F (x) 无定义．相反，若 x 不违反约束，则 F (x) < ∞，且取得
λi = 0．
因此，

min
x

F (x) = min
x

sup
λi⩾0

{
f(x) +

∑
i∈I

λici(x)

}
= min

x
f(x) s.t. ci(x) ⩽ 0 (i ∈ I).

这就说明问题彼此是等价的．

(b) 适当取 λi 的值，使得 F̂ (x, λk, σk) 取极小值，由极小性原理，

λi =
ci(x)

σk

+ λk
i (σk ̸= 0). (7.1)

对于(7.1)所定义的 λi，若 λi ⩾ 0，则 F̂ (x, λk, σk) 的显式表达式
为

F̂ (x, λk, σk) = f(x) +
∑
i∈I

(
ci(x)

σk

+ λk
i

)
ci(x)−

σk

2

∑
i∈I

(
ci(x)

σk

)2

= f(x) +
1

2

∑
i∈I

(
c2i (x)

σk

+ 2λk
i ci(x)

)
.

否则，需将 λi 的表达式

λi =


ci(x)

σk

+ λk
i ,

ci(x)

σk

+ λk
i ⩾ 0

0, 其它

代入 F̂ (x, λk, σk)，不再赘述．

(c) 本题的迭代格式为

xk+1 = arg min
x

{
f (x) +

∑
i∈I

λk
i ci (x) +

1

2σk

∑
i∈I

c2i (x)

}
,

λk+1 = λk +
c
(
xk+1

)
σk

,

σk+1 = min {ρσk, σ̄} .
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对比算法 7.5，本题迭代格式中的 1/σk 对应与算法 7.5 中的 σk，
因此算法本质上是一样的．只是，本题的迭代格式中，σk 越小（趋
于 0）则惩罚强度越大，而算法 7.5 中的情况则恰相反．

7.8 对于 LASSO 问题

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22 + µ∥x∥1,

写出该问题及其对偶问题的增广拉格朗日函数法．

解 (丁思哲).
LASSO 问题的增广拉格朗日函数法方法
LASSO 问题为

min
x

1

2
∥Ax− b∥22 + µ ∥x∥1 ,

设 z ∈ Rn，将 LASSO 问题等价地写为

min
x

1

2
∥z − b∥22 + µ ∥x∥1 ,

s.t. Ax− z = 0.

上式的拉格朗日函数为

L(x, z, λ) =
1

2
∥z − b∥22 + µ ∥x∥1 + λT (Ax− z) ,

则其增广拉格朗日函数为

Lσ (x, z, λ) =
1

2
∥z − b∥22 + µ ∥x∥1 + λT (Ax− z) +

1

2
σ ∥Ax− z∥22 .

因此，增广拉格朗日函数法迭代求解的基本框架为(
xk+1, zk+1

)
= argmin

x,z

{
Lσk

(
x, z, λk

)}
, (7.2a)

λk+1 = λk + σk

(
Axk+1 − zk+1

)
, (7.2b)

σk+1 = ρσk, σk ↑ σ∞ < ∞. (7.2c)

其中 (7.2a) 是求解最困难的地方. 除了利用投影梯度法或半光滑牛顿
法联合变量求解 (xk+1, zk+1) 以外，还可以利用最优性条件，将 z 用
x 来表示，进而可以只求关于 x 的问题．
(7.2a) 式中，关于 z 的极小化问题为

min
z

∥z − b∥22 + σ

∥∥∥∥Ax− z +
λ

σ

∥∥∥∥2
2

,
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则解得 z =
1

σ + 1
(σAx+ λ+ b)，将 z 的表达式代入 (7.2a) 式，可得

xk+1 = arg min
x

{Lσk
(x;λk)}.

LASSO 问题的对偶问题的增广拉格朗日函数法方法
先求 LASSO 问题的对偶问题．LASSO 问题的对偶函数为

g(y) = inf
x,z

L(x, z, λ)

= inf
x

{
µ ∥x∥1 + λTAx

}
+ inf

z

{
1

2
∥z − b∥22 − λTz

}
.

而

inf
x

{
µ ∥x∥1 + λTAx

}
=

0,
∥∥ATλ

∥∥
∞ ⩽ µ,

−∞, 其它.

inf
z

{
1

2
∥z − b∥22 − λTz

}
= −λTb− 1

2
∥λ∥22 .

则对偶问题为

max
x

−1

2
∥λ∥22 − λTb,

s.t.
∥∥ATλ

∥∥
∞ ⩽ µ.

引入变量 s，将 λ 改写成 y，对偶问题等价地写成

max
x

−1

2
∥y∥22 − bTy,

s.t. ATy − s = 0,

∥s∥∞ ⩽ µ.

对于上述对偶问题，增广拉格朗日函数为

Lσ (y, s, λ) =
1

2
∥y∥22 + bTy + λT (ATy − s

)
+

1

2
σ
∥∥ATy − s

∥∥2
2
,

∥s∥∞ ⩽ µ.

则增广拉格朗日函数法的迭代格式为(
yk+1, sk+1

)
= arg min

y,s

{
Lσk

(
y, s;λk

)}
, (7.3a)

λk+1 = λk + σk

(
ATyk+1 − sk+1

)
, (7.3b)

σk+1 = ρσk, σk ↑ σ∞ ⩽ ∞. (7.3c)
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用最优性条件，在 (7.3a) 式中消去 s，得到极小化问题

min
s

σ

∥∥∥∥ATy − s+
λ

σ

∥∥∥∥2
2

s.t. ∥s∥∞ ⩽ µ

的解 s = P∥s∥∞⩽µ

(
ATy +

λ

σ

)
．将 s的表达式代入 (7.3a)即可消去 s，

只更新 y，从而减小了计算的困难．

7.9 考虑线性规划问题

min
x∈Rn

cTx, s.t. Ax = b, x ⩾ 0.

(a) 写出该问题及其对偶问题的增广拉格朗日函数法；

(b) 分析有限终止性．

解 (丁思哲).

(a) 线性规划原问题的增广拉格朗日函数为

Lσ (x, λ) = cTx+ λT (Ax− b) +
1

2
σ ∥Ax− b∥22 , x ⩾ 0.

根据增广拉格朗日函数，设计增广拉格朗日函数法迭代格式为

xk+1 = arg min
x⩾0

{
Lσk

(
x, λk

)}
, (7.4a)

λk+1 = λk + σk

(
Axk+1 − b

)
, (7.4b)

σk+1 = min {ρσk, σ̄} . (7.4c)

线性规划的对偶问题为

min
y

bTy,

s.t. ATy + c ⩽ 0.

引入松弛变量 s，等价于

min
y

−bTy,

s.t. ATy + s− c = 0,

s ⩾ 0.
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根据上述对偶问题，增广拉格朗日函数为

Lσ (y, s, λ) = −bTy + λT (ATy + s− c
)
+

1

2
σ
∥∥ATy + s− c

∥∥2
2
,

其中 s ⩾ 0．由此设计增广拉格朗日函数法迭代格式为(
yk+1, sk+1

)
= arg min

y,s⩾0

{
Lσk

(
y, s, λk

)}
, (7.5a)

λk+1 = λk + σk

(
ATyk+1 + sk+1 − c

)
, (7.5b)

σk+1 = min {ρσk, σ̄} . (7.5c)

用最优性条件将 (7.5a) 中的 s 用 y 表示，即对极小化问题

min
s

σ

∥∥∥∥ATy + s− c+
λ

σ

∥∥∥∥2
2

s.t. s ⩾ 0

解得 s = PRn
+
(c−ATy − λ/σ)．将此式代入 (7.5a) 中即可．

(b) 仿照基追踪问题的增广拉格朗日函数法证明其有限终止性的思路
进行．
线性规划的增广拉格朗日函数见 (7.9a)，其更新格式见(7.4a)．只
考虑 xk ⩾ 0 的情况，设迭代的第一步取 x0 = λ0 = 0，并设 xk+1

是 Lσ(x, λ
k) 的全局极小点，则

0 ∈ c+ σAT(Axk+1 − b+
λk

σ
).

因此本问题亦满足引理 7.1，只不过在证明中将 ∥x∥1 换成 cTx 即
可．同样地，本问题亦满足引理 7.2．
下证本问题满足定理 7.8，即具有有限终止性．由引理 7.2，只需
证存在 K，对任意 k ⩾ K，Axk = b．由于线性规划问题的可行
域非空，存在 x̂ 满足 ∥Ax̂− b∥ = 0．再由引理 7.1(2)、(7.9b)以
及 cTx 的凸性，存在 K，对任意 k ⩾ K，均有

σ

2

∥∥Axk − b
∥∥2 ⩽ cTx̂− cTxk + (λk)A(x̂− xk) +

σ

2
∥Ax̂− b∥2 ⩽ 0.

因此对任意 k ⩾ K，Axk = b，故若只考虑 xk ⩾ 0，则增广拉格
朗日法具有解线性规划问题的有限终止性．

7.10 证明：方程 (7.3.5) 的系数矩阵非奇异当且仅当 A 是行满秩的．
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解 (丁思哲).
(⇐) 若 A 行满秩，则 AAT 正定，亦有 AL−1

s LxA
T 正定．那么，方

程 (7.3.5) 有唯一解 (见 7.3.6)，这说明方程的系数矩阵是非奇异的．
(⇒) 若系数矩阵非奇异，则方程有解且唯一，利用消元法，得方程(

AL−1
s LxA

T)∆y = rp −AL−1
s rc +AL−1

s Lxrd

也有确定的唯一解．这说明 AL−1
s LxA

T 非奇异，而只有 AAT 非奇异，
从而 A 行满秩．

7.11 给出求解方程 (7.3.5)（即内点法线性系统子问题）的详细过程．

解 (邓展望). 由题可得下列等式：

AT∆y +∆s = rd, (7.6a)

Ls∆x+ Lx∆s = rc, (7.6b)

A∆x = rp. (7.6c)

从等式 (7.6b) 可得

∆s = L−1
x rc − L−1

x Ls∆x,

代入 (7.6a) 得

AT∆y + L−1
x rc − L−1

x Ls∆x = rd.

由此求得
∆x = −L−1

s (Lx∆s− rc), (7.7)

其中
∆s = rd −AT∆y. (7.8)

最后将 (7.8) 代入 (7.6b)，等式两边乘以 AL−1
s Lx，再将 (7.7) 代入所

得式子则得到

∆y = (AL−1
s LxA

T)−1(rp +AL−1
s (Lxrd − rc)).

7.12 对线性规划问题 (7.3.1) 中的原始问题 (P)，构造带等式约束的内点罚
函数子问题

min cTx− τ
n∑

i=1

lnxi,

s.t. Ax = b,
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其中 τ > 0 为罚因子．试说明求解该问题等价于求解中心路径方程
(7.3.8)，并且进一步说明当 τ → 0 时，该问题的解收敛于满足 KKT
方程 (7.3.2) 的点．

解 (邓展望). 考虑带等式约束的内点罚函数子问题的 KKT 条件:

c = ATy +
τ

x
,

Ax = b,

x > 0,

(7.9)

其中的分式表示逐分量相除．令 s =
τ

x
，则原问题变为：

Ax = b,

ATy + s = c,

xisi = τi, i = 1, 2, · · · , n,

x⩾0, s ⩾ 0.

(7.10)

这正好对于 (7.3.8) 的 KKT 条件，所以求解该问题等价于求解中心路
径方程 (7.3.8)．
令 τ → 0，此时(7.10)与原问题 KKT 条件相等，所以当 τ → 0 时，该
问题的解收敛于满足 KKT 方程 (7.3.2) 的点．

7.13 详细说明在算法 7.7 中如何选取最大的 α 使得 α ∈ N−∞(γ)．

解 (邓展望). 由方程 (7.3.5)可知，想要找到最大的 α只需要保证在下
一步迭代时 (x, y, s)，满足 xiyi ⩾ γµ 即可．
这是关于 α 的 n 个二次不等式：

xk+1
i sk+1

i = (xk
i + α∆xk

i )(s
k
i + α∆ski )

= xk
i s

k
i + α(xk

i∆ski + ski∆xk
i ) + α2(∆ski∆xk

i ),

当 ∆ski∆xk
i < 0 时，αi 需满足

αi ⩽
−(∆ski x

k
i + ski∆xk

i ) +
√
δk

−2∆ski∆xk
i

,

其中

δk =
(
∆ski x

k
i + ski∆xk

i

)2 − 4
(
∆ski∆xk

i

) (
ski x

k
i − γµk

)
.



92 第七章 约束优化算法

当 ∆ski∆xk
i > 0 且 ∆ski x

k
i + ski∆xk

i > 0 或 δk < 0 时，αi 自动满足条
件．
当 ∆ski∆xk

i > 0，∆ski x
k
i + ski∆xk

i < 0 且 δk > 0 时，αi 需满足

αi ⩾
−
(
∆ski x

k
i + ski∆xk

i

)
+
√
δk

−2∆ski∆xk
i

,

αi ⩽
−
(
∆ski x

k
i + ski∆xk

i

)
−
√
δk

−2∆ski∆xk
i

.

综上，令

C1 = {i|∆ski∆xk
i < 0, i = 1, 2, ...n},

C2 = {i|∆ski∆xk
i > 0,∆ski x

k
i + ski∆xk

i < 0, δk > 0, i = 1, 2, ...n},

则

α = max
{(

n⋂
i=1

αi

)
∩

(
n⋂

j=1

αj

)
, i ∈ C1, j ∈ C2

}
.

7.14 考虑部分变量为自由变量（即无非负约束）的线性规划问题：

min
x,y

cTx+ dTy,

s.t. A1x+A2y = b,

x ⩾ 0,

在这里注意变量 y 没有非负约束．试推导求解此问题的原始 – 对偶算
法，给出类似于 (7.3.5) 式的方程组并给出其解的显式表达式．

解 (邓展望). 写出关于原问题的拉格朗日函数：

L(x, y, λ, s) = cTx+ dTy − λT(A1x+A2y − b)− sTx.

由一阶最优性条件有：

AT
1 λ+ s = c, (7.11a)

AT
2 = d, (7.11b)

A1x+A2y = b, (7.11c)

xisi = 0, i = 1, ..., n, (7.11d)

(x, s) ⩾ 0, (7.11e)
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也即

F (x, y, λ, s) =


AT

1 λ+ s− c

AT
2 λ− d

A1x+A2y − b

LxLs1

 = 0,

(x, s) ⩾ 0.

(7.12)

与标准线性规划情况类似，该问题的中心路径方程定义为 (7.11)，其
中 (7.11d) 替换为 xisi = τ, i = 1, 2, · · · , n．
则该问题关于 τ = σµ 的牛顿方程为

0 0 AT
1 I

0 0 AT
2 0

A1 A2 0 0

Ls 0 0 Lx




∆x

∆y

∆λ

∆s

 =


−rc

−rd

−rb

−LxLs1+ σµ1

 . (7.13)

其中 rb = A1x+A2y − b, rc = AT
1 λ+ s− c, rd = AT

2 − d．
消去 ∆s 可得

0 0 AT
2

A1 A2 0

−D−2 0 AT
1




∆x

∆y

∆λ

 =


−rd

−rb

−rc + s− σµX−1e

 ,

其中 D = L
− 1

2
s L

1
2
x．

再消去 ∆x 得

−D−2∆x+AT
1 ∆λ = −rc + s− σµX−11,

∆x = −D2(rc + s− σµX−11−AT
1 ∆λ).

最终得到[
0 AT

2

A2 A1D
2AT

1

][
∆y

∆λ

]
=

[
−rd

−rb +A1D
2
(
−rc + s− σµX−11

)] ,
∆x = −D2

(
−rc + s− σµX−11−AT

1 ∆λ
)
,

∆s = −s+ σµX−11−D−2∆x.
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第八章 复合优化算法

8.1 证明例 8.1 中的 (3)(4) 的邻近算子的形式．

解 (丁思哲).
(3) 的邻近算子形式
u = proxth(x) 的最优性条件为

x− u ∈ ∂h(u) = {tAu+ tb},

故 u = (I + tA)−1(x− tb)(注意 A 对称正定)．
(4) 的邻近算子形式
u = proxth(x) 的最优性条件为，对 ∀xi，满足

xi − ui ∈ ∂h(u)i =

{
− t

ui

}
, ui > 0, xi > 0.

故解得 ui =
xi +

√
x2
i + 4t

2
．

8.2 证明例 8.2 中的运算法则成立．

解 (丁思哲).

(1) 设 u = proxh(x)，则由最优性条件，

u = proxh(x) ⇔ x− u ∈ ∂h(u)

⇔ x− u ∈ ∂g(λu+ a). (λ > 0)

设 α = λu+ a，根据次梯度线性映射计算法则，有

u = proxh(x) ⇔ x− α

λ
+

a

λ
∈ λ∂g(α) = ∂λg(α),

95
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故
u = proxh(x) ⇔ λx+ a− α ∈ ∂λ2g(α)

⇔ α = proxλ2g(λx+ a).

再代入 α = λu+ a，得到

u =
1

λ
(proxλ2g(λx+ a)− a) = proxh(x).

(2) 与 (1) 几乎一致的做法，注意

x− u ∈ ∂h(u) ⇔ x− u ∈ ∂λg
(u
λ

)
,

设 α =
u

λ
，则可导出

u = λ proxλ−1g(λ
−1x) = proxh(x).

(3) 与 (1) 几乎一致的做法，注意

x− u ∈ ∂h(u) ⇔ ∂g(u) + a,

则 u = proxg(x− a)．

(4) 设 β 为邻近算子，有

β = proxh(x) ⇔ x− β ∈ ∂h(β)

⇔ x− β ∈ ∂g(β) + u(β − a)

⇔ x+ ua

u+ 1
− β ∈ ∂

1

u+ 1
g(β)

⇔ β = proxθg(θx+ (1− θ)a),

其中 θ 如定理所定义．

(5) 取邻近算子

[
u

v

]
= proxh

([
x

y

])
，则

[
x

y

]
−

[
u

v

]
∈ ∂h

([
u

v

])

⇔

[
x

y

]
−

[
u

v

]
∈ ∂φ1 (u) + ∂φ2 (v) ,

由此可得 u = proxφ1
(x), v = proxφ2

(y)，那么

proxh

([
x

y

])
=

[
u

v

]
=

[
proxφ1

(x)

proxφ2
(y)

]
.
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8.3 求下列函数的邻近算子：

(a) f(x) = IC(x)，其中 C = {(x, t) ∈ Rn+1|∥x∥2 ⩽ t}；

(b) f(x) = inf
y∈C

∥x− y∥，其中 C 是闭凸集；

(c) f(x) =
1

2
( inf
y∈C

∥x− y∥)2，其中 C 是闭凸集．

解 (丁思哲).

(a) 由定义，临近算子

u = arg min
u

{
IC(u) +

1

2
∥u− x∥2

}
= arg min

∥u∥2⩽t

{∥u− x∥2}

= P∥x∥2⩽t(x).

(b) f(x) = inf
y∈C

∥x− y∥．我们先求 f 在 x̂ 处的次梯度．

若 f(x̂) = 0，则 g = 0；若 f(x̂) > 0，取 ŷ 为 x̂ 在 C 上的投影，
即 ŷ = PC(x̂)，则次梯度为

g ∈ ∂ ∥x̂− PC(x̂)∥ ⊆ ∂f(x̂).

特别，若 ∥·∥ ≜ ∥·∥2，则 x̂ ̸= PC(x̂) 时，

g =
x̂− PC(x̂)

∥x̂− PC(x̂)∥2
∈ ∂f(x̂),

故设 u = proxf (x)，则 x− u ∈ ∂f(u)，结合上式可知

x− u ∈

∂ ∥u− PC (u)∥ , f (u) > 0,

{0} , f (u) = 0.

因此当 x = y时，u = x；当 x ̸= y时，u满足 x−u ∈ ∥u− PC (u)∥．

特别，若 ∥·∥ iangleq ∥·∥2，则 x ̸= y 时，x − u =
u− PC(u)

∥u− PC (u)∥
，

进而从中解出 u 即可．

(c) f(x) =
1

2
inf
y∈C

∥x− y∥2，求 f 在 x̂ 处的次梯度．

若 f(x̂) = 0，则 g = 0；否则，取 ŷ = PC(x̂)，则

g ∈ ∂

(
1

2
∥x̂− PC(x̂)∥2

)
.
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特别地，若 ∥·∥ ≜ ∥·∥2，则 y = x̂ − PC(x̂). 设 u = proxf (x)，则
由极小化原理可知

x− u ∈ ∂

(
1

2
∥u− PC(u)∥2

)
.

特别地，若 ∥·∥ ≜ ∥·∥2，则 u 进一步满足 2u− PC(u) = x．

8.4 对矩阵函数我们也可类似地定义邻近算子，只需将向量版本中的 ℓ2 范
数替换为 F 范数，即

proxf (X) = arg min
U∈dom f

f(U) +
1

2
∥U −X∥2F .

试求出如下函数的邻近算子表达式：

(a) f(U) = ∥U∥1，其中 dom f = Rm×n；

(b) f(U) = − ln det(U)，其中 dom f = {U | U ≻ 0}，这里邻近算子
的自变量 X 为对称矩阵（不一定正定）；

(c) f(U) = IC(U)，其中 C = {U ∈ Sn | U ⪰ 0}；

(d) f(U) = ∥U∥∗，其中 dom f = Rm×n．

解 (丁思哲). 首先说明当变量为矩阵时，成立类似定理 8.2 的最优性
条件．设 U ∈ Rm×n 且 U = proxf (X)，则

U = arg min
U∈dom f

{f(U) +
1

2
∥U −X∥2F}.

由最优性条件，0 ∈ ∂f(U) + U −X，故 X − U ∈ ∂f(U)．
反之，由于 X − U ∈ ∂f(U)，故由对 f 在 U 处次梯度的定义，对
∀B ∈ Rm×n，

f(B) ⩾ f(U) + Tr((X − U)T(B − U)),

上式两边同时加上 ∥B −X∥2F /2，并取

B = arg min
B

{Tr((X − U)T(B − U)) +
1

2
∥B −X∥2F},

解得 B = U．因此，成立

f(B) +
1

2
∥B −X∥2F ⩾ f(U) +

1

2
∥U −X∥2F , ∀B ∈ Rm×n.
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根据定义，U = proxf (X)．因此成立最优性条件：

U = proxf (X) ⇔ X − U ∈ ∂f(U).

接下来我们对各具体情形分析．

(a) 用以上最优性条件作解．此时 f(U) = ∥U∥1，则成立

X − U ∈ ∂ ∥U∥1 .

根据次梯度的定义，可以推知

∂ ∥U∥1 = {G ∈ Rm×n : ∥G∥∞ ⩽ 1, ⟨U,G⟩F = ∥U∥1},

由此可得 G 的一个解为 G = sign(U)．因此，U 的一个解可由下
式定义：

X − U = sign(U),

它实际上也是邻近算子所满足的等式．
另外，若 ∥U∥1 ≜

∑
i,j

|Uij |，则类似向量的情形，即可解得邻近算

子矩阵满足

proxf (U) =


Uij − 1, Uij > 1,

Uij + 1, Uij < −1,

0, 其它.

(b) 从本题开始，我们使用一类奇异值分解的方法．
定理 对于绝对对称函数 g，若 U 成立奇异值分解

U = ADiag(σ(U))BT,

其中 A,B 正交，则

∂(g ◦ σ)(U) = {ADiag(α)BT | α ∈ ∂g(σ(U))},

进而

proxg◦σ(U) = ADiag
(
proxg(σ(U))

)
BT.
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具体的证明不再赘述，读者可参考本题给出的参考文献1．
对 U 的奇异值分解，由于 f(U) = − ln(det(U))，参考以上定理，
即

g(σ(U)) = −
n∑

i=1

ln(σ(U)i),

因此

proxg(σ(U))i =
σ(U)i +

√
σ(U)2i + 4

2
.

(参考 proxf (x) 的求法)，故由上式即可表示具体的邻近算子形式
为

proxf (U) = ADiag(proxg(σ(U)))BT.

(c) 对于核范数，仍采用奇异值分解的做法，此时

g(σ(U)) = ∥σ(U)∥1 .

因此

proxg(σ(U))i =


σ (U)i − 1, σ (U)i > 1,

σ (U)i + 1, σ (U)i < −1,

0, 其它.

并由上式可具体给出邻近算子的形式

proxf (U) = ADiag(proxg(σ(U)))BT.

(d) f(U) = IC(U)，根据定义，

proxf (U) = arg min
U

{f(U) +
1

2
∥U −X∥2F}

= arg min
U

{IC(U) +
1

2
∥U −X∥2F}

= arg min
U∈C

∥U −X∥2F

= PC(U).

其中，注意投影是以 ∥·∥F 为距离而考虑的．

8.5 对一般复合优化问题的加速算法（算法 8.9），试证明：
1http://lcsl.mit.edu/data/silviavilla/Teaching_files/20141008_mit.pdf

http://lcsl.mit.edu/data/silviavilla/Teaching_files/20141008_mit.pdf
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(a) 当 tk = γkλk 且 h(x) = 0 时，算法 8.9等价于第二类 Nesterov加
速算法；

(b) 当 tk = λk 时，算法 8.9 等价于近似点梯度法．

解 (丁思哲).

(a) 在算法 8.9 中，更新 zk, yk, xk 的方式为

zk = γky
k−1 + (1− γk)x

k−1, (8.1)

yk = proxλkh
(yk−1 − λk∇f(zk)), (8.2)

xk = proxtkh
(zk − tk∇f(zk)). (8.3)

取 tk = γkλk，则 (8.2) 式化为

yk = prox tk
γk

h(y
k−1 − tk

γk
∇f(zk)).

最后证明 xk = (1− γk)x
k−1 + γky

k 即可．注意(8.1)式有

(1− γk)x
k−1 = zk − γky

k−1,

故即证
xk = zk + γk(y

k − yk−1). (8.4)

由定义，

xk = arg min
u

{
tkh(u) +

1

2

∥∥u− zk + tk∇f(zk)
∥∥2} ,

取 α = (u− zk)/γk + yk−1，代入上式，即产生问题

min
α

{
λkh(α) +

1

2

∥∥α− yk−1 + λk∇f(zk)
∥∥2} ,

这恰好对应 (8.2) 式，我们知道极小点为 α = yk．因此，对 α =

(u−zk)/γk+yk−1，分别优化上述 2个问题，代入 α = yk，u = xk，
得到 (8.4)式，证毕．

(b) λk = tk 时，算法 8.9 为

zk = γky
k−1 + (1− γk)x

k−1, (8.5)

yk = proxtkh
(yk−1 − tk∇f(zk)), (8.6)

xk = proxtkh
(zk − tk∇f(zk)). (8.7)



102 第八章 复合优化算法

若证明其与近似点梯度法等价，只需要证明 yk = xk．
由 (8.7) 得

xk = arg min
u

{
tkh(u) +

1

2

∥∥u− zk + tk∇f(zk)
∥∥2} ,

令 α = u+ (1− γk)x
k−1 − (1− γk)y

k−1，代入上式，即产生问题

min
α

{tkh(α) +
1

2

∥∥α− yk−1 + tk∇f(zk)
∥∥2},

这恰好对应 (8.6) 式，我们知道极小点为 α = yk．因此，对 α =

(u−zk)/γk+yk−1，分别优化上述 2个问题，代入 α = yk，u = xk，
得到 xk = yk，证毕．

8.6 假设 f 是闭凸函数，证明 Moreau 分解的成立，即

x = proxf (x) + proxf∗(x) ∀x.

解 (邓展望). 令 u = proxf (x)，则有 x − u ∈ ∂f(u)．再根据引理 8.5
的证明过程可知 u ∈ ∂f∗(x− u)，所以 x− u = proxf∗(x)．因此

proxf (x) + proxf∗(x) = u+ (x− u) = x.

8.7 假设 f 是闭凸函数，证明 Moreau分解的推广成立，即对任意的 λ > 0

有
x = proxλf (x) + λ proxλ−1f∗

(x
λ

)
∀x.

提示：利用 Moreau 分解的结论．

解 (邓展望). 由 Moreau 分解的结论可知

proxλf (x) = x− prox(λf)∗(x) = x− proxλf∗(·/λ)(x),

再根据 prox 算子的性质可知若 f(x) = λg(x/λ)，则有

proxf (x) = λ proxg/λ(x/λ).

再代入 f∗ 得

x = proxλf (x) + λ proxλ−1f∗

(x
λ

)
, ∀x.
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8.8 根据不等式 (8.5.23) 推导不等式 (8.5.24)．

解 (丁思哲). 将 (8.5.23) 中的两式相加，并注意到

2(x− xk+1)T(xk − xk+1) =
∥∥xk − xk+1

∥∥2 + ∥∥x− xk+1
∥∥2 + ∥∥x− xk

∥∥2
(对 z 的情况同理)，联立即可得 (8.5.24) 式．

8.9 写出关于 LASSO 问题的鞍点问题形式，并写出原始 – 对偶混合梯度
算法和 Chambolle-Pock 算法．

解 (丁思哲). LASSO 问题的形式为

min
x

1

2
∥Ax− b∥22 + µ ∥x∥1 ,

记 f(x) = µ ∥x∥1，h(x) = ∥x− b∥22 /2，则 f(x) 与 h(x) 都是适当的闭
凸函数，且 h(x) 具有自共轭性．
鞍点形式 (a) 及其算法
设 h(x) 的共轭函数为 h∗(z)，则鞍点问题的形式为

min
x

max
z

{f(x)− h∗(z) + zTAx}.

其中 h∗(z) = sup
y∈dom h

{zTy − ∥y − b∥22 /2}．

由最优性条件，对 h∗(z) 取 y = z + b，得 h∗(z) = ∥z∥22 /2 + zTb，故
鞍点问题的形式具体为

min
x

max
z

{
µ ∥x∥1 + zTAx− 1

2
∥z∥22 − bTz

}
. (8.8)

对于鞍点问题，可设计 PDHG 算法．具体而言，在第 k + 1 步的更新
中，先固定 xk，对 zk 做梯度上升；再固定 zk，对 xk 做梯度下降．因
此，迭代格式为

zk+1 = arg max
z

{
−h∗(z) + (z − zk)TAxk − 1

2δk

∥∥z − zk
∥∥2
2

}
= proxδkh∗(zk + δkAx

k)

=
δk(Ax

k − b) + zk

δk + 1
.
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xk+1 = arg min
x

{
f(x) + (x− xk)TATzk+1 +

1

2αk

∥∥x− xk
∥∥2
2

}
= proxαkf

(xk − αkA
Tzk+1)

= proxαkµ∥·∥1
(xk − αkA

Tzk+1).

上述迭代格式对应的 Chambolle-Pock 算法为

zk+1 =
δk(Ay

k − b) + zk

δk + 1
,

xk+1 = proxαkµ∥·∥1
(xk − αkA

Tzk+1),

yk+1 = 2xk+1 − xk.

鞍点形式 (b) 及其算法
再以格式 (8.5.11) 写鞍点形式．LASSO 问题等价于

min
x,z

µ ∥x∥1 +
1

2
∥z − b∥22 ,

s.t. Ax− z = 0,

并不妨设 f(x) = µ ∥x∥1，且 h(z) = ∥z − b∥22 /2．
直接用带约束问题的拉格朗日函数定义鞍点问题，即

min
x,z

max
λ

L(x, z;λ)

=min
x,z

max
λ

{
µ ∥x∥1 +

1

2
∥z − b∥22 + λT(Ax− z)

}
.

这种鞍点问题也对应一类 PDHG 算法．具体而言，在第 k+1 步迭代，
先固定 (xk, zk)，更新 λk；再固定 λk+1，联合更新 (xk, zk)．其格式为

λk+1 = arg max
λ

{
(Axk − zk)T(λ− λk)− 1

2δk

∥∥λ− λk
∥∥2
2

}
= λk + δk(Ax

k − zk),

(xk+1, zk+1) = arg min
x,z

{
f(x) + h(z) + (λk+1)T(A(x− xk)− (z − zk))

+
1

2αk

∥∥x− xk
∥∥2
2
+

1

2βk

∥∥z − zk
∥∥2
2

}
=
(
proxαkf

(xk − αkA
Tλk+1), proxβkh

(zk + βkλ
k+1)

)
=

(
proxαkf

(xk − αkA
Tλk+1),

zk + βk(b+ λk+1)

βk + 1

)
.
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上述迭代格式对应的 Chambolle-Pock 算法为

λk+1 = λk + δk(Ap
k − qk),

xk+1 = proxαkf
(xk − αkA

Tλk+1),

zk+1 =
zk + βk(b+ λk+1)

βk + 1
,

pk+1 = 2xk+1 − xk,

qk+1 = 2zk+1 − zk.

最后课本中还列举了一类鞍点格式 (8.5.12)，如上做法，故不再赘述．

8.10 设函数 f(x1, x2) = |x1 − x2| − min{x1, x2}，其定义域为 [0, 1]× [0, 1]．
试推导基于格式 (8.4.3) 的分块坐标下降法（x1 和 x2 分别看做一个变
量块），此算法是否收敛？

解 (丁思哲). 由于 min{x1, x2} = (x1 + x2 − |x1 − x2|)/2，故函数可进
一步写成

f(x1, x2) =
3

2
|x1 − x2| −

1

2
(x1 + x2).

将 x1, x2 视为 2 个变量块，进行分块下降．
当固定 x1 时，解得

x1 = arg min
x2

f(x1, x2),

同理可得当固定 x2 时，解得

x2 = arg min
x1

f(x1, x2),

因此基于格式 (8.4.3) 的分块下降法为xk+1
2 = xk

1 ,

xk+1
1 = xk+1

2 .

由上述格式立即可得算法收敛，因为 xk+1
1 = xk

1，而

xk+2
2 = xk+1

1 = xk
1 = xk+1

2 .

但明显该算法在本例不具有全局优化的能力．
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8.11 试对分组 LASSO 问题（即例 8.7）推导出基于格式 (8.4.4) 的分块坐
标下降法．

解 (邓展望). 首先写出该问题的形式：

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22 + µ1

G∑
ℓ=1

√
nℓ∥xIℓ

∥2, (8.9)

所以可知第 i 块变量即为 x 的第 i 组分量．为了方便起见，记 A =

(A1, ..., AG), x
T = (x1, ..., xG) 则每次迭代目标函数可化简为

arg min
xi

{
1

2
∥Ax− b∥22 + µ1

G∑
ℓ=1

√
nℓ∥xIℓ

∥2

}

= arg min
xi

{
1

2
∥Aixi∥22 +

(∑
k ̸=i

xT
kA

T
k − bT

)
Aixi + µi

√
ni∥xi∥2

}

= arg min
xi

{
1

2
xT
i Mixi + pT

i xi + λ∥xi∥
}
,

其中 Mk = AT
kAk, p

T
k = (

∑
k ̸=i

xT
kA

T
k − bT)Ai, λ = µi

√
ni．由最优性条

件可得当 xi ̸= 0 时方程

Mixi + pi =
xi

∥xi∥

成立．若 ∥pi∥ ⩽ λ，则有 pT
i xi+λ∥xi∥ ⩾ 0，此时 xi = 0．而若 xi = 0，

则有 pi + λg0 = 0，其中 g0 为 ∥x∥ 在 x = 0 处的次梯度；又由于
∥g0∥ ⩽ 1，故有 ∥pi∥ ⩽ λ．所以 xi = 0 为最优解的充分必要条件为

∥pi∥ ⩽ λ．综上，若 ∥pi∥ ⩽ λ则 xi = 0，否则 xi = (Mi+
λ

∥xi∥
)−1pi．

注：方程
Mixi + pi =

xi

∥xi∥
的求解可用信赖域方法，具体可见：
Q,Z.,Scheinberg, K. & Goldfarb,D. Efficient block-coordinate descent
algorithms for the Group Lasso.Math.Prog. Comp.5,143-169(2013).

8.12 考虑最大割问题的非凸松弛

min
〈
C, V TV

〉
,

s.t. ∥vi∥ = 1, i = 1, 2, · · · , n,
V = [v1, v2, · · · , vn] ∈ Rp×n.
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仿照算法 8.12 的构造过程，推导出使用格式 (8.4.4) 的分块坐标下降
法．

解 (丁思哲). 仿照算法 8.12 的构造，使用格式 (8.4.4)，对于本例，更
新格式为

vk+1
i = arg min ∥vi∥ = 1

{(∑
j ̸=i

Cjiv
T
j

)
vi +

Lk
i

2

∥∥vi − vki
∥∥2} .

若
∑
j ̸=i

Cjivj ̸= Lk
i v

k
i，通过消去其中的二次项，得到更新

vk+1
i =

Lk
i v

k
i −

∑
j ̸=i Cjivj∥∥∥Lk

i v
k
i −

∑
j ̸=i Cjivj

∥∥∥ .
因此迭代算法如下所示．

算法 8.1 最大割问题的分块坐标下降法 *
1. 初始化 v0i，且使得

∥∥v0i ∥∥ = 1；设置 {Lk
i }k=0.

2. while 未达到收敛要求 do
3. for i = 1, 2, · · · , n do
4. 计算 bki = Lk

i v
k
i −

∑
j ̸=i

Cjivj , (bki ̸= 0).

5. 更新 vk+1
i =

bki∥∥bki ∥∥ .
6. k → k + 1.

7. end for
8. end while

8.13 考虑约束优化问题

min max{e−x + y, y2},
s.t. y ⩾ 2,

其中 x, y ∈ R 为自变量．

(a) 通过引入松弛变量 z，试说明该问题等价于

min max{e−x + y, y2}+ IR+
(z),

s.t. y − z = 2;
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(b) 推导 (a) 中问题的对偶问题，并求出原始问题的最优解；

(c) 对 (a) 中的问题形式，使用 ADMM 求解时可能会遇到什么问题？

解 (邓展望).

(a) 引入松弛变量 z, 将原问题变为：

min max{e−x + y, y2},
s.t. y − z = 2, z ⩾ 0.

则可知原问题等价于

min max{e−x + y, y2}+ IR+
(z),

s.t. y − z = 2.

(b) 写出 (a) 的拉格朗日函数：

L(x, y, λ, z) = max{e−x + y, y2}+ IR+
(z) + λ(y − z − 2).

又若求 inf
x,y,z

L(x, y, λ, z)，此时应有 λ ⩽ 0, x = +∞, z = 0.

所以成立

inf
x,y,z

L(x, y, λ, z) =


−2λ, λ ⩾ −1,

1− λ, λ ∈ [−2,−1]

−2λ− λ2

4
, λ < −2.

求解该问题得 z = 0, x = ∞, y = 2, λ = −4.

(c) 由于在迭代过程中每一步为

(xk+1, yk+1) = arg min
(x,y)

{max{e−x + y, y2}+ IR+
(z)+

λ(y − z − 2) +
ρ

2
(y − z − 2)2},

若初始条件为 z = 0, λ = 0，此时无法在 R2 中找到最小值点
(x, y)，因此 ADMM 的子迭代不是良定义的．必须对原问题进行
某种变形．

8.14 写出对于线性规划对偶问题运用 ADMM 的迭代格式，以及与之等价
的对于原始问题的 DRS 格式，并指出 ADMM 和 DRS 算法更新变量
之间的关系．
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解 (陈铖). 首先考虑线性规划的对偶问题

max bTy,

s.t. ATy + s = c,

s ⩾ 0.

通过引入乘子 λ，构造增广拉格朗日函数

Lρ(s, y, λ) = −bTy − ⟨λ,ATy + s− c⟩+ ρ

2
∥ATy + s− c∥2.

对于 y 子问题，

yk+1 = arg min
y

Lρ(s
k, y, λk)

= arg min
y

{
−(Aλk + b)Ty +

ρ

2
∥ATy + sk − c∥2

}
=

1

ρ
(AAT)−1(Aλk + b+ ρA(c− sk)).

对于 s 子问题，

sk+1 = arg min
s⩾0

Lρ(s, y
k+1, λk)

= arg min
s⩾0

{
−⟨λk, s⟩+ ρ

2
∥ATyk+1 + s− c∥2

}
= max{c−ATyk+1 +

1

ρ
λk, 0}.

对于乘子 x，我们使用常规更新，由此得到 ADMM 的迭代格式

yk+1 =
1

ρ
(AAT)−1(Aλk + b+ ρA(c− sk)),

sk+1 = max{c−ATyk+1 +
1

ρ
λk, 0},

λk+1 = λk − τρ(ATyk+1 + sk+1 − c).

现在我们引入示性函数，将上述问题改写为可分的凸问题的形式：

min − bTy + I{s|s⩾0}(s),

s.t. ATy + s = c.

令 f1(y) = −bTy，f2(s) = IC(s)，其对偶问题为无约束的复合优化问
题

min
x

cTx+ f∗
1 (−Ax) + f∗

2 (−x).
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由共轭函数的定义，

f∗
1 (z) = I{z|z=−b}(z), f∗

2 (z) = I{z|z⩽0}(z).

由此得到无约束符合复合优化问题

min
x

cTx+ I{x|Ax=b}(x) + I{x|x⩾0}(x).

注意到这个问题等价于线性规划的原问题．令 f(x) = cTx+I{x|Ax=b}(x)，
h(x) = I{x|x⩾0}(x)，使用 DRS 算法，得到迭代格式

uk+1 = proxtf (x
k − wk)

= P{x|Ax=b}(x
k − wk − tc)

= xk − wk − tc−AT(AAT)−1(A(xk − wk − tc)− b),

xk+1 = proxth(w
k + uk+1)

= max{wk + uk+1, 0},
wk+1 = wk + uk+1 − xk+1.

现在我们讨论 ADMM 和 DRS 算法更新变量之间的关系．根据定理
8.15 可知，在由 DRS 算法产生的更新中，分别存在

xk
1 ∈ ∂f∗

1 (−Auk+1),

xk
2 ∈ ∂f∗

2 (−xk+1),

再令 wk+1 = −txk
2，λk = −xk+1，则导出

xk+1
1 = arg min

x1

{
−bTx1 − (λk)TATx1 +

t

2
∥ATx1 + xk

2 − c∥2
}
,

xk+1
2 = arg min

x2

{
IC(x2)− (λk)Tx2 +

t

2
∥ATxk+1

1 + x2 − c∥2
}
,

λk+1 = λk − t(ATxk+1
1 + xk+1

2 − c),

对比可发现 ADMM 算法中的 y 对应 DRS 算法推出的 x1，s 对应 x2，
且 DRS 是 ADMM 算法的一类特殊形式，其中 ρ = t 且 τ = 1．

8.15 相关系数矩阵逼近问题的定义为

min 1

2
∥X −G∥2F ,

s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n,
X ⪰ 0.
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其中自变量 X 取值于对称矩阵空间 Sn，G 为给定的实对称矩阵．这
个问题在金融领域中有重要的应用．由于误差等因素，根据实际观测
得到的相关系数矩阵的估计 G 往往不具有相关系数矩阵的性质（如对
角线为 1，正定性），我们的最终目标是找到一个和 G 最接近的相关
系数矩阵 X．试给出满足如下要求的算法：

(a) 对偶近似点梯度法，并给出化简后的迭代公式；

(b) 针对原始问题的 ADMM ，并给出每个子问题的显式解．

解 (谢中林).

(a) 直接利用例 8.17 的结论，取

f(X) =
1

2
∥X −G∥2F ,

C1 = {Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n}, C2 = {X ⪰ 0}.

且 C1, C2 都由对称矩阵构成．于是对偶近似点梯度法为

Xk+1 = arg min
X

{
1

2
∥X −G∥2F +

〈
2∑

i=1

Zk
i , X

〉}
,

Y k+1
i = PCi

(
Zk

i

t
+Xk+1

)
, i = 1, 2,

Zk+1
i = Zk

i + t
(
Xk+1 − Y k+1

i

)
, i = 1, 2.

利用习题 8.4 的结论，化简后的形式为

Xk+1 = G− Z1 − Z2,

Y k+1
1 =


(
Zk

1

t
+Xk+1

)
ij

, i ̸= j,

1, i = j,

Y k+1
2 = Adiag(proxg(σ(

Zk
2

t
+Xk+1)))BT,

Zk+1
1 = Zk

1 + t
(
Xk+1 − Y k+1

1

)
,

Zk+1
2 = Zk

2 + t
(
Xk+1 − Y k+1

2

)
.

其中
Zk

2

t
+Xk+1 = Adiag(σ(Z

k
2

t
+Xk+1))BT,

且 A,B 正交．
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(b) 仍采用上一小问的记号，用 ICi
(·)表示集合 Ci 的指示函数，原问

题等价于

min 1

2
∥X −G∥2F + IC1

(X) + IC2
(Y ),

s.t. X = Y.

其增广拉格朗日函数为

Lρ(X,Y, Z) =
1

2
∥X−G∥2F+IC1

(X)+IC2
(Y )+⟨Z,X−Y ⟩+ρ

2
∥X−Y ∥2F .

继续利用习题 8.4 的结论，得到针对原问题的 ADMM：

Xk+1 =


1

1 + ρ

(
ρY k +G− Zk

)
ij
, i ̸= j,

1, i = j,

Y k+1 = Adiag(proxg(σ(
Zk

ρ
+Xk+1)))BT,

Zk+1 = Zk + ρ
(
Xk+1 − Y k+1

)
, i = 1, 2.

其中
Zk

ρ
+Xk+1 = Adiag(σ(Z

k

ρ
+Xk+1))BT,

且 A,B 正交．

8.16 鲁棒主成分分析问题是将一个已知矩阵 M 分解成一个低秩部分 L 和
一个稀疏部分 S 的和，即求解如下优化问题：

min ∥L∥∗ + λ∥S∥1,
s.t. L+ S = M,

其中 L, S 均为自变量．写出求解鲁棒主成分分析问题的 ADMM格式，
并说明如何求解每个子问题．提示：可以利用习题 8.4 的结论．

解 (陈铖). 首先写出该问题的增广拉格朗日函数．引入乘子 Λ 作用在
约束 L+ S = M 上，

Lρ(L, S, Λ) = ∥L∥∗ + λ∥S∥1 + ⟨Λ,L+ S −M⟩+ ρ

2
∥L+ S −M∥2F .

在第 (k + 1) 步，交替方向乘子法分别求解关于 L 和 S 的子问题更新
Lk+1 和 Sk+1．
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对于 L 子问题，

Lk+1 = arg min
L

Lρ(L, S
k, Λk)

= arg min
L

{
∥L∥∗ +

ρ

2

∥∥∥∥L+ Sk −M +
1

ρ
Λk

∥∥∥∥2
F

}

= arg min
L

{
1

ρ
∥L∥∗ +

1

2

∥∥∥∥L+ Sk −M +
1

ρ
Λk

∥∥∥∥2
F

}
= UDiag

(
prox(1/ρ)∥·∥1

(σ(A))
)
V T.

其中 A = M − Sk − 1

ρ
Λk，σ(A) 为 A 的所有非零奇异值构成的向量

并且 UDiag (σ(A))V T 是 A 的约化奇异值分解．
对于 S 子问题，

Sk+1 = arg min
S

Lρ(L
k+1, Sk, Uk)

= arg min
S

{
λ∥S∥1 +

ρ

2

∥∥∥∥S + Lk+1 −M +
1

ρ
Λk

∥∥∥∥2
F

}
= prox(λ/ρ)∥·∥1

(M − Lk+1 − 1

ρ
Λk),

此处 Z = prox(λ/ρ)∥·∥1
(Y ) 满足

Zij = sign(Yij)max{|Yij | −
λ

ρ
, 0}.

对于乘子 Λ，有常规更新

Λk+1 = Λk + τρ(Lk+1 + Sk+1 −M).

因此对于 L 子问题和 S 子问题都有显式解．

8.17 考虑 ℓ0 范数优化问题的罚函数形式：

min λ∥x∥0 +
1

2
∥Ax− b∥2,

其中 A ∈ Rm×n,m < n 为实矩阵，∥ · ∥0 为 ℓ0 范数，即非零元素的个
数．试针对 ℓ0 范数优化问题形式化推导具有两个变量块的 ADMM 格
式．在算法中每个子问题是如何求解的？
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解 (陈铖). 考虑上述问题的等价形式：

min λ∥z∥0 +
1

2
∥Ax− b∥2,

s.t. x = z.

写出该问题的增广拉格朗日函数．引入乘子 λ 作用在约束 x = z 上，

Lρ(x, z, λ) = ∥z∥0 +
1

2
∥Ax− b∥2 + λT(x− z) +

ρ

2
∥x− z∥2.

在第 (k + 1) 步，交替方向乘子法分别求解关于 x 和 z 的子问题更新
xk+1 和 yk+1．
对于 x 子问题，

xk+1 = arg min
x

Lρ(x, z
k, λk)

= arg min
x

{
1

2
∥Ax− b∥2 + ρ

2

∥∥∥∥x− zk +
1

ρ
λk

∥∥∥∥2
}

= (ATA+ ρI)−1(ATb+ ρzk − λk).

对于 z 子问题，

zk+1 = arg min
z

Lρ(x
k+1, z, λk)

= arg min
z

{
∥z∥0 +

ρ

2

∥∥∥∥xk+1 − z +
1

ρ
λk

∥∥∥∥2
}
.

注意到对于 zk+1 的某一分量，若其不为零，则取值与 xk+1 +
1

ρ
λk 的

对应分量相等是目标函数最小．令 c = xk+1 +
1

ρ
λk，则 zk+1 满足

zk+1
i =

ci,
ρ

2
c2i ⩾ 1,

0,
ρ

2
c2i < 1.

对于乘子 λ，有常规更新

λk+1 = λk + τρ(xk+1 − zk+1).

因此两个子问题都存在显式解．
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8.18 试说明 LASSO 对偶问题中，若在问题 (8.6.27) 中对约束

ATy + z = 0

引入乘子 x，则 x 恰好对应 LASSO 原始问题 (8.6.26) 中的自变量．

解 (邓展望). 写出该问题的拉格朗日函数：

bTy +
1

2
∥y∥2 + I∥z∥∞⩽µ(z)− xT(ATy + z). (8.10)

再由

inf
y,z

bTy +
1

2
∥y∥2 + I∥z∥∞⩽µ(z)− xT(ATy + z)

= inf
y,z

1

2
∥y −Ax− b∥2 − 1

2
∥Ax− b∥2 + I∥z∥∞⩽µ(z)− xTz

= −1

2
∥Ax− b∥2 − µ∥x∥1,

(8.11)

所以该问题的对偶问题为

max −µ∥x∥1 −
1

2
∥Ax− b∥2, (8.12)

它与 LASSO 问题等价．所以，拉格朗日乘子 x 对应原问题自变量
x．

8.19 实现关于 LASSO 问题使用以下算法的程序，并比较它们的效率

(a) 近似点梯度算法；

(b) Nesterov 加速算法；

(c) 交替方向乘子法；

(d) Chambolle-Pock 算法；

(e) 分块坐标下降法；

(f) 随机近似点梯度算法．

解. 见教材代码主页，此处从略．

https://bicmr.pku.edu.cn/~wenzw/optbook/pages/contents/contents.html
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8.20 设 f(x) =
1

N

N∑
i=1

fi(x)，其中每个 fi(x) 是可微函数，且 f(x) 为梯度

L-利普希茨连续的．{xk} 是由随机梯度下降法产生的迭代序列，sk 为
第 k 步随机抽取的下标．证明：

E[∥∇fsk(x
k)∥2] ⩽ E[∥xk − x∗∥2] + αkE[∥∇fsk(x

k)−∇f(xk)∥2],

其中 x∗ 是 f(x) 的一个最小值点，αk 为第 k 步的步长．
订正 原问题有误，应改为证明：

E[∥∇fsk(x
k)∥2] ⩽ L2E[∥xk − x∗∥2] + E[∥∇fsk(x

k)−∇f(xk)∥2].

解 (邓展望).

E[∥∇fsk(x
k)∥2] = E[∥∇fsk(x

k)−∇f(xk) +∇f(xk)∥2]

= E[∥∇fsk(x
k)−∇f(xk)∥2] + E[(∇fsk(x

k)−∇f(xk))T(∇f(xk))]

+ E[∥∇f(xk)∥2]

= E[∥∇fsk(x
k)−∇f(xk)∥2] + E[(∇fsk(x

k)−∇f(xk))T(∇f(xk))]

+ E[∥∇f(xk)−∇f(x∗)∥2]

⩽ L2E[∥xk − x∗∥2] + E[∥∇fsk(x
k)−∇f(xk)∥2].

8.21 在 SAGA 算法中，每一步的下降方向取为：

vk = ∇fsk(x
k)− gk−1

sk
+

1

N

N∑
i=1

gk−1
i ,

假设初值 g0i = 0, i = 1, 2, · · · , N，证明：

E[vk|s1, s2, · · · , sk−1] = ∇f(xk).
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解 (邓展望).

E[vk|s1, s2, · · · , sk−1],

= E[∇fsk(x
k)− gk−1

sk
+

1

N

N∑
i=1

gk−1
i |s1, s2, · · · , sk−1]

= E[∇fsk(x
k)] + E[−gk−1

sk
+

1

N

N∑
i=1

gk−1
i |s1, s2, · · · , sk−1]

= ∇f(xk)− 1

N

N∑
i=1

gk−1
i +

1

N

N∑
i=1

gk−1
i

= ∇f(xk).
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更新历史

2021.12.21-2023.12.21

• 版本 v1.03 更新．本次更新修正了习题 6.6 存在的错误．

• 版本 v1.01-1.02 更新．本次更新统一修改了部分题目的答案，其中包
括 5.10，6.2，6.4 等习题．

• 版本 v1.0 更新．本次更新主要提供教材全部习题的参考解答（包括资
料），是正式发布的第一版．
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