
五、题目

1. 基本数值技巧，本题目的是希望大家可以简单的程序解决各种具体问题 (35分)

1. 对下面的函数做逼近（x ≥ 0）

erf(x) ≃ 1− exp(−ax− bx2).

误差越小越好（此值非唯一）a = ，b = 。此时

I =

∫ ∞

0

|erf(x)− 1 + exp(−ax− bx2)|2dx = ( ).

2. 下面的表达式（2 > a > 0, n足够大）的近似表达式

I =
n∑

k=0

nak

k!(k + n)!
≃

3. 物理中经常需要根据数值结果猜表达式系数，比如 0.706 →
√
2/2。请猜下面的

数对应的表达式：0.5642 → , 0.636 → , 1.772 →
.

4. 在 0到 200内找方程整数解（0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ w）。提示：注意精度转换导致的

误差。

x5 + y5 + z5 + w5 = k5.

(x, y, z, w, k) = .

2. 我们经常需要对复杂的表达式做极限分析，并猜测结果。设（0 < β < 1）

ceff(β) =
12

π2

∫ 1

β

γ(λ)
λ

1− λ2

√
1− β2√
λ2 − β2

dλ.

其中 γ(λ) = −1+λ
2 ln(1+λ

2 )− 1−λ
2 ln(1−λ

2 )。数值分析这个函数，给出近似表达式

(a) β → 0，ceff = .

(b) β → 1，ceff = .

(c) 猜在整个区间的近似表达式 ceff = .
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3. 利用MC方法求解下面的高维积分

I1 =

∫
x2
1+x2

2+x2
3+x2

4+x2
5<2

dx1dx2dx3dx4dx5 sin[2π(x1 + 5x2 + 10x3 + 15x4 + 20x5)].

I2 =

(
10∏
i=1

∫
∑

i x
2
i<3

dxi√
2π

e−
x2i
2

)
esin(x

2
1+x2

2+x2
3+x2

4+x2
5)+cos(x2

5+x2
6+x2

7+x2
8+x2

9+x2
10).

I3 =
10∏
i=1

(∫
∑

i x
2
i<3

dxi

)
1∑10

i x4i +
∏10

i cos(xi)2
.

请写出 I1 = ,I2 = ,I3 = 。

4. 在非线性物理中，经常需要求解一些孤立子问题。考虑下面的方程

utt − uxx = U sin(u), u = u(t, x).

利用下列方程的解 u′′(x) = sin(u)为 u = 4arcTan(e±x)。请回答下面的问题

(a) 这个方程有平面解，请给出一般形式

u(x, t) = u(x− vt) = .

(b) 这个模型对应一个哈密顿方程，请确定这个哈密顿的具体形式

H = .

(c) 能量 E 存在最小值，请计算其能量最小值对应的 v0 = .

(d) 在 v0附近E(v) = E(v0)+
1
2m(v−v0)2,计算孤立子的质量m = 。

5. 固体物理的 Bloch能带问题
考虑二维周期势 U(x, y) = U(cos(x) + cos(y) + 0.2 cos(x+ y)),假设粒子质量m = 1,

Planck常数 h̄ = 1。计算这个模型的 Bloch能带的能量 En(k)，n = 1, 2, · · ·，且按递
增顺序排列。

(a) k = (0.0, 0.0), U = 1.0, E1, E2, E3, E4, E5 = .

(b) k = (0.3, 0.5), U = 2.0, E1, E2, E3, E4, E5 = .

(c) k = (1.0, 1.4), U = 10.0, E1, E2, E3, E4, E5 = .

6. 随机矩阵

考虑如下的分块随机矩阵

H = (1− k)H0 + k

(
0nn Tnn

T †
nn 0nn

)
.
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H0 是 2n × 2n的对角随机矩阵，其元素是独立同分布的，满足均匀分布 U(−2, 2)。

矩阵 Tnn是 n× n的随机矩阵，各元素满足正态分布 N(0, 1)。若其能谱为 Ej，其中

Ej ≤ Ej+1按递增顺序排列。定义能级间距比和平均值

rj =
min(dj , dj+1)

max(dj , dj+1)
, r =

⟨∑
j

rj
2n− 2

⟩
.

这里 dj+1 = Ej+1 − Ej。设 n = 200，做平均至少 1000次，请计算

(a) k = 0.01, r ≃ ,

(b) k = 0.2, r ≃ ,

(c) k = 0.6, r ≃ .

7. 精确对角化

二维横场 Ising模型的哈密顿量

Ĥ =
∑
⟨m,n⟩

−Jσ̂xmσ̂xn − h
∑
m

σ̂zm,

其中 σ̂x, σ̂z 是泡利算符。利用精确对角化（ED）方法计算其 Lx = 3, Ly = 2方格子

上 (如图2)的本征态和本征值，并回答:

图 2 二维正方晶格

(a) 该系统的 Hilbert空间维数 D =

(b) J = 1, h = 0.1时最低的四个本征态的能量E1 = ,E2 =

,E3 = 。（精确到小数点后 6位）

(c) J = 1, h = 0.1时基态 |g⟩的关联函数K = 1
LxLy

⟨g|
∑

i σ
x
0σ

x
i |g⟩ = 。（精

确到小数点后 4位）

8. BdG变换
具有次近邻跃迁的有 pwave配对的广义 AubryAndré模型如下

Ĥ =
∑
m

(
a†mam+1 + t1a

†
mam+2 +∆amam+1 + h.c

)
+ 2V

∑
m

cos(2πbm)

1− α cos(2πbm)
a†mam,

其中 b =
√
5−1
2 ，t1 = 0.1,∆ = 2，α = 0.5。定义物理量 NPR (Normalized Participation
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Ratio),其表达式如下

NPRn =
1

2L
∑

m(|ψn|4)
.

在开边界条件下，L = 1000，V = 1.1，计算本征态和本征能量（能量递增顺序排列），

请精确到小数点后 3位。

(a) E1 = , NPR1 = ;

(b) E111 = , NPR111 = ;

(c) E222 = , NPR222 = ;

(d) E333 = , NPR333 = ;

9. 经典 Ising模型的模拟
二维方格子上的具有次紧邻耦合的经典 Ising模型的哈密顿量可以写成

H = −J
∑
⟨i,j⟩

σiσj − J1
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

σiσj − h
∑
i

σi,

其中 ⟨·⟩表示最近邻耦合, ⟨⟨·⟩⟩表示次近邻耦合（比如 (i, j)和 (i ± 1, j ± 1)为次近

邻）。利用MC方法在周期边界条件下计算如下物理量：

(a) J = 1, J1 = 0.1, h = 0.5,温度 T = 0.1时的单格点能量 E/N = ,

平均磁化强度m =
∑

m σm

N = ,热容 Cv = ，磁化

率 χ = 。(答案精确到相对误差百分之一)

(b) 请估计 J = 1, J1 = 0.1, h = 0.5时，系统的相变温度 Tc = 。

10. 经典力学中的周期运动

(a) 考虑下面的运动方程

ẍ+ µẋ+ x = 0, x(0) = a, ẋ = b.

取运动方程可以近似为 x(t) ≃ A cos(ωt + θ)。求 a = 0.4, b = 0, µ = 10 时

ω = .

(b) H原子被吸附在一个金属表面，其势满足

U(r) = De(1− exp(−α(r − r0)))
2 −De.

氢原子质量 m = 1.66 · 10−24 g, De = 1 eV, α = 0.5 ，r0 = 1.5 , Planck 常数

h = 6.626 · 10−34 J·s，hc = 1.24 eV·µm，mec
2 = 0.511MeV（c为光速）。计算振动

频率（假设只有 r方向的运动）ω = 和波长 λ = 。
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11. 随机微分方程

假设一个股票的价格 S 服从下面的离散方程（注：本题的 S 换成位置则对应物理中

的随机扩散问题）

Si+1 = Si + rSi + Siηi,

其中 r = 5%/365为天收益, ηi ∼ N(0, σ)为正态分布，它表示市场的随机起伏。回答

(a) 一年后，假设投资者还有收益（S365的平均值 > S1），问 σ < .

(b) 二年后，假设投资者还有收益（S2×365的平均值 > S1），问 σ < .
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