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第一章 插值

用某种函数近似逼近未知函数.

1.1 绪论

设 f(x) 是定义在区间 [a, b] 上的函数，a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b 是插值节点；Φ 为给定的某个函

数类，{ϕ0(x), ϕ1(x), · · · , ϕm(x)} 为它的一组基. 在 Φ 上找一个插值函数 g(x)，满足：

g(xi) = f(xi) , i = 0, 1, · · · , n

设 g(x) =
∑m

i=1 aiϕi(x)，那么：g(xj) =
∑m

i=0 aiϕi(xj) = f(xj) , j = 0, 1, · · · , n，因此 {ai, i =

0, 1, · · · ,m} 有唯一解当且仅当系数行列式不为 0. Vandermonde 行列式不为 0，因此可以选为 Φ =

Pn(x) = Span{1, x, x2, · · · }

1.2 Lagrange 插值多项式

插值基函数 li(x) 满足：

li(xj) = δij =

1 i = j

0 i ̸= j

求得：

li(x) =
(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
(1.1)

li(x) =
ωn(x)

ω′
n(x)(x− xi)

, ω(x) :=
n∏

i=0

(x− xi)

节点为 {(xi, f(xi)), i = 0, 1, · · · , n} 的插值函数为：

Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi)li(x) (1.2)

插值误差：

Rn(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi) (1.3)

7



8 第一章 插值

1.3 Newton 插值多项式

Lagrange 插值多项式的缺点是没有承袭性质.
Newton 插值多项式：

an = f [x0, x1, · · · , xn]

N(x) = f(x0) +
n∑

k=1

(
f [x0, x1, · · · , xn]

k−1∏
i=0

(x− xi)

)
(1.4)

插值误差：

R(x) = f [x, x0, x1, · · · , xn]
n∏

i=0

(x− xi) (1.5)

Lagrange 插值多项式和 Newton 插值多项式关系

对于同一组插值节点有：

L(x) = N(x) (1.6)

二者完全相同，误差也完全相同. 由此可以得出差商和导数的关系：

f [x, x0, x1, · · · , xn] =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!

1.4 Hermite 插值

有些插值问题中还会涉及到光滑性条件，即在某些节点上附加一阶导数的要求：{(
xi, f(xi), f

′(xi)
)}n

i=0

得到 Hermite 插值多项式：

H2n+1(x) =
n∑

i=0

hi(x)f(xi) +
n∑

i=0

gi(x)f
′(xi) (1.7)

其中： hi(xj) = δij

h′
i(xj) = 0

,

gi(xj) = 0

g′i(xj) = δij

hi(x) =

(
1− 2(x− xi)

∑
j ̸=i

1

xi − xj

)
l2i (x)

gi(x) = (x− xi)l
2
i (x)
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误差：

R(x) =
f (2n+2)(ξ(x))

(2n+ 2)!

n∏
i=0

(x− xi)
2 (1.8)

用 Newton 插值法完成 Hermite 插值：

{z2i = a2i+1 = xi , i = 0, 1, · · · , n}

z0 = z1 = x0 , z2 = z3 = x1 , · · · , z2n = z2n+1 = xn

f [z2i−1, z2i] =
f(z2i)− f(z2i−1)

z2i − z2i− 1

f [z2i, z2i+1] = f ′(xi)

套用 Newton 插值公式即可：

H2n+1(x) = f(z0) +
2n+1∑
k=1

(
f [z0, z1, · · · , zk]

k−1∏
i=0

(z − zi)

)
(1.9)

套用 Newton 插值公式的误差即可得到 Hermite 插值多项式误差表达式1.8.

1.5 三次样条函数

由于 Runge 现象（插值函数在端点附近震荡很大）在高次多项式插值过程中影响很大，故需要进行
分段插值.
分段插值：三次样条插值（插值函数有连续的二阶导数）.
不总结，看书.
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第二章 最小二乘拟合

2.1 绪论

2.1.1 范数

定义. 向量范数
映射 ∥ · ∥ : Rn → R+ ∪ 0 若满足：

1、非负性：

∥X∥ ≥ 0 , ∥X∥ = 0 ⇔ X = 0

2、齐次性：

∀a ∈ R , ∥aX∥ = |a|∥X∥

3、三角不等式：

∥X + Y ∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y ∥

则称该映射为向量范数.

定义.p 范数：
对 X = (x1, x2, · · · , xn)

T，定义 x 的 p 范数为：

∥X∥p :=

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

一些常用的范数
1-范数：

∥X∥1 :=
n∑

i=1

|xi|

2-范数：

∥X∥2 :=

√√√√ n∑
i=1

x2
i

11



12 第二章 最小二乘拟合

∞-范数：

∥X∥∞ := max
1≤i≤n

xi

2.1.2 范数等价性

Rn 空间中任意两种范数 ∥ · ∥p , ∥ · ∥q 称为等价的（∥ · ∥p ∼ ∥ · ∥q），若存在常数 c, C > 0 使得：

∀X ∈ Rn , c∥X∥p ≤ ∥X∥q ≤ C∥X∥p

例如：

∀X ∈ Rn :

∥X∥2 ≤∥X∥1 ≤
√
n∥X∥2

∥X∥∞ ≤∥X∥1 ≤
√
n∥X∥∞

∥X∥∞ ≤∥X∥2 ≤
√
n∥X∥∞

2.2 最小二乘法

使误差的平方和最小的拟合方式称为最小二乘法. 它使误差在 2-范数意义下最小，即：
对 [a, b]上的函数 f(x)，{x1, x2, · · · , xn}为区间上 n个互不相同的点，最小二乘法拟合出的函数 ϕ(x)满

足距离最小：

min
∥∥∥(f(x1), f(x2), · · · , f(xn)

)
−
(
ϕ(x1), ϕ(x2), · · · , ϕ(xn)

)∥∥∥
2.2.1 线性拟合


n

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

x2
i


a

b

 =


n∑

i=1

yi

n∑
i=1

xiyi

 (2.1)

2.2.2 多项式拟合

n 维多项式空间 Rn，m 个数据点，多项式函数 ϕ(x) =
∑n

i=1 aix
i ∈ Rn，则其误差为：

R =
m∑
i=1

(
ϕ(xi)− yi

)2
是系数 {a1, a2, · · · , am} 的多元函数. 对 ai (∀i = 1, 2, · · · ,m) 求偏导令为 0，得到：

∂R

∂aj
= 2

m∑
i=1

(
ϕ(xi)− yi

)
xj
i = 0
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即： 

n
m∑
i=1

xi · · ·
m∑
i=1

xn
i

m∑
i=1

xi

m∑
i=1

x2
i · · ·

m∑
i=1

xn+1
i

...
... . . .

...
m∑
i=1

xn
i

m∑
i=1

xn+1
i · · ·

m∑
i=1

x2n
i




a0

a1

...

an

 =



m∑
i=1

yi

m∑
i=1

xiyi

...
m∑
i=1

xn
i yi


(2.2)

2.3 矛盾方程组

线性方程组 Ax = b (A ∈ Rm×n) 在 rank(A, b) ̸= rank(A) 时无解，称为矛盾方程组. 最小二乘法的
实质是，求一个矛盾方程组的解 x，使 ∥Ax− b∥2 最小.

定理.
给定矩阵 A ∈ Rm×n，向量 b ∈ Rm，那么：

1、线性方程组 ATAx = AT b 恒有唯一解；

2、∥Ax− b∥2 达到最小，当且仅当 ATAx = AT b；

3、使 ∥Ax− b∥2 达到最小的 x 是唯一的，当且仅当 rank(A) = n.

证明见课本.
重新考察最小二乘法，它对应矛盾方程：

Ax = b

A =


1 x1 x2

1 · · · xn
1

1 x2 x2
2 · · · xn

2

...
...

...
...

1 xm x2
m · · · xn

m

 ∈ Rm×n , x =



a0

a1

a2
...
an


∈ Rn , b =


y1

y2
...
bm

 ∈ Rm

方程 ATAx = AT b 就是最小二乘法方程2.2.

2.4 总结

1、若要求拟合的函数空间不是 Pn，而是其线性子空间，以上过程仍然成立.（比如 Span{1, x2}）；
2、若给定的函数空间不是线性空间，那么应该先进行坐标变换，将其转化为多项式拟合问题.
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第三章 非线性方程组求解

3.1 迭代法

非线性方程组通常使用迭代法求解.

3.1.1 实根的对分法

利用连续函数的介值定理，每次将搜索范围减小一半.

3.1.2 迭代法

基本算法：

1、构造出原方程的等价形式（不动点形式）：

f(x) = 0 ⇔ x = ϕ(x)

2、取合适的初值 x0，构造迭代序列：

xk+1 = ϕ(xk)

3、若极限：
x∗ = lim

k→+∞
xk

存在，则 x∗ 就是方程的解. 如果极限不存在，就要换其他的初值或迭代格式.

3.1.3 绪论

定理. 压缩映射定理
ϕ(x) 满足：

1、a ≤ ϕ(x) ≤ b , x ∈ [a, b]

2、∃0 < L < 1 , ∀x ∈ [a, b] , |ϕ′(x)| ≤ L.
那么有：

1、存在唯一的 x∗ 使 x∗ = ϕ(x∗)，其中 x∗ 称为不动点。

2、∀x0 ∈ [a, b]，迭代序列 xk 收敛，且有误差估计：

|x∗ − xk| ≤
Lk

1− L
|x1 − x0|

ϕ(x) 称为压缩映射.

15
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证明见讲义.

3.2 Newton 迭代法

对任意非线性方程 f(x) = 0，其 Newton 迭代格式为：

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
(3.1)

其思想是利用线性函数逼近原来的函数.

f(x) = 0 ⇔ x = ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
⇔ xk+1 = xk −

f(xk)

f ′(xk)

只要初始值与根想距足够近，就会收敛.

定义. 收敛阶
如果对于迭代产生的数列 {xk}，其极限为 xk → x∗ (k → +∞)，定义误差 εk = |x∗ − xk|，若存

在正实数 p > 1 和 c > 0 使得：

lim
k→+∞

εk+1

εpk
= C

那么称迭代格式为 p 阶收敛.

对迭代格式 ϕ(x)，记其不动点为 x∗，那么：

1、当 ϕ′(x) ̸= 0 时，是一阶收敛；

2、当 ϕ′(x) = 0 而 ϕ′′(x) ̸= 0 时，是二阶收敛.
对 Newton 迭代格式：

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)

ϕ′(x) =
f(x)f ′′(x)(
f ′(x)

)2
1、若 x∗ 为 ϕ(x) 的单根，则二阶收敛；

2、若 x∗ 为 ϕ(x) 的 p 重根，则一般是一阶收敛. 如果改用迭代格式：xk+1 = ϕ(xk) = xk − p f(xk)
f ′(xk)

则仍

是二阶收敛的.

3.3 弦截法

将 Newton 迭代格式中的导数用差商 f [xk−1, xk] =
f(xk)−f(xk−1)

xk−xk−1
替代，得到迭代格式：

xk+1 = xk − f(xk)
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
(3.2)

称为弦截法，它需要两个初始值才可以启动. 单根时，收敛阶为 1.618，比 Newton 迭代收敛得慢.
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3.4 非线性方程组

二元方程组： f(x, y) = 0

g(x, y) = 0

将其在初始值 x0, y0 附近做展开：
0 = f(x, y) ≈ f(x0, y0) + (x− x0)

∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

0 = g(x, y) ≈ g(x0, y0) + (x− x0)
∂g

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂g

∂y
(x0, y0)

当 Jacobi 行列式非零时：

J(x0, y0) :=

(
∂f
∂x
(x0, y0)

∂f
∂y
(x0, y0)

∂g
∂x
(x0, y0)

∂g
∂y
(x0, y0)

)
̸= 0

可以依据： 
− f(x1, y1) = f(x0, y0) + (x1 − x0)

∂f

∂x
(x0, y0) + (y1 − y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

− g(x1, y1) = g(x0, y0) + (x1 − x0)
∂g

∂x
(x0, y0) + (y1 − y0)

∂g

∂y
(x0, y0)

求出迭代一次后的 x1, y1. 重复此操作即可.
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第四章 线性方程组直接解法

4.1 绪论

线性方程组的一般形式：

Ax = b

其中 A 为 n 阶方阵，rank(A) = n.
直接解法：Cramer 法则.

4.2 直接消元法

4.2.1 Gauss 消元法

对增广矩阵 (A, b) 进行消元，化为上三角矩阵.
先列主元，再消元：第 k 次消元前，将第 k 至第 n 行中（从左数）第一个非零项绝对值最大的一行

和第 n 行对换. 这样做可以减小计算误差（舍入误差）.

4.2.2 Gauss-Jordan 消元法

将系数矩阵化为对角阵. 可以认为是在 Gauss 消元法完成后，由下向上继续进行消元，直至变成对
角阵，再求解.

总结

从矩阵角度看 Gauss 消元，第 k 步消元等价于左乘一个单位下三角矩阵 Pk：

Pk =



1
. . .

1

I
(k)
k+1,k 1
... . . .

I
(k)
nk 1


因此 Gauss 消元法等价于左乘一个单位下三角矩阵，最后使系数矩阵 A 变为上三角矩阵.

19
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于是，要阶方程组 Ax = b，可以先将 A 进行 A = LU，再转化为两个容易求解的方程组：

Ax = b ⇔ LUx = b ⇔

Ly = b

Ux = y

4.3 矩阵分解

4.3.1 Doolittle 分解

将矩阵 A 分解为单位下三角矩阵和上三角矩阵：

A = LU


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


1

l21 1
...

... . . .
ln1 ln2 · · · 1




y11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n

. . . ...
unn


计算顺序：U 的第一行，L 的第一列，U 的第二行，L 的第二列⋯⋯

4.3.2 Crout 分解

将矩阵 A 分解为下三角矩阵和单位上三角矩阵：

A = LU


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


l11

l21 l22
...

... . . .
ln1 ln2 · · · lnn




1 u12 · · · u1n

1 · · · u2n

. . . ...
1


计算顺序：L 的第一列，U 的第一行，L 的第二列，U 的第二行⋯⋯

4.3.3 特殊矩阵的分解方法

三对角阵的追赶法

对称正定矩阵的 LDLT 分解


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


1

l21 1
...

... . . .
ln1 ln2 · · · 1




d1

d2
. . .

dn




1 l12 · · · l1n

1 · · · l2n
. . . ...

1


先计算 A 的 Doolittle 分解，再取 D 为 U 的对角元组成的对角阵即可.
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4.4 向量范数

4.4.1 定义

满足：

1、非负性：

∥X∥ ≥ 0 , ∥X∥ = 0 ⇔ X = 0

2、齐次性：

∀a ∈ R , ∥aX∥ = |a|∥X∥

3、三角不等式：

∥X + Y ∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y ∥

定义p 范数：对 X = (x1, x2, · · · , xn)
T，定义 x 的 p 范数为：

∥X∥p :=

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

4.4.2 一些常用范数

1-范数：

∥X∥1 :=
n∑

i=1

|xi|

2-范数：

∥X∥2 :=

√√√√ n∑
i=1

x2
i

∞-范数：

∥X∥∞ := max
1≤i≤n

xi

4.5 方阵范数

满足：

1、非负性：

∥X∥ ≥ 0 , ∥X∥ = 0 ⇔ X = 0

2、齐次性：

∀a ∈ R , ∥aX∥ = |a|∥X∥
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3、三角不等式：

∥X + Y ∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y ∥

则称为矩阵范数.
若还满足：4、相容性：

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥

则称为相容矩阵范数.

定义.（矩阵）范数
设 ∥ · ∥ 是一种向量范数，那么可以由它定义矩阵范数：

∥A∥ := sup
x∈Rn , x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= sup
x∈Rn , ∥x∥=1

∥Ax∥

这样定义的范数是相容矩阵范数.

4.5.1 一些常用范数

1-范数（列模和的最大值）：
∥A∥1 = max

1≤j≤n

∑
i=1n

|Aij |

2-范数（行模和的最大值）：
∥A∥2 = max

1≤i≤n

∑
j=1n

|Aij |

∞-范数（谱范数）：
∥A∥∞ =

√
ρ(ATA)

其中谱半径 ρ(A) 定义为：

ρ(A) := max
1≤i≤n

|λi|

是 A 的模最大的特征值的模.

定理. 谱范数与矩阵范数的关系
λ 为矩阵 A 的特征值，对于任意诱导的矩阵范数 ∥ · ∥，有：

|λ| ≤ ∥A∥

ρ(A) ≤ ∥A∥
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4.6 条件数和病态矩阵

定义.p-范数下矩阵的条件数

Condp(A) := ∥A∥p × ∥A−1∥p

引入条件数，主要是为了讨论解随误差的变化、解的稳定性等.

4.6.1 相对误差随 b 的变化

当 b 有微小变化 δb 时，解的相对变化：

∥δx∥
∥x∥

≤ Cond(A)∥δb∥
∥b∥

4.6.2 相对误差随 A 的变化

当 A 有微小变化 δA 时，解的相对变化：

∥δA∥
∥A∥

≤
Cond(A)∥δA∥

∥A∥

1− Cond(A)∥δA∥
∥A∥

≈ Cond(A)∥δA∥
∥A∥
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第五章 线性方程组迭代解法

5.1 绪论

解线性方程组的方法：

1、直接消元法：计算复杂度和存储量较高，适合阶数 n 较小的情形.
2、迭代法：尤其适合大型稀疏矩阵（矩阵元许多为 0）.
阶方程组的一般迭代方法：

1、构造原方程组等价形式 F (x) = 0 ⇔ x = Φ(x)；

2、写出迭代格式：x(k+1) = Φ(x(k))，选取合适的初值 x(0)；

3、进行迭代，若极限 x∗ := limk→+∞ x(k) 存在，则 x∗ 为方程的解. 一般迭代到 ∥x(k+1) − x(k)∥ < ε 时停

止迭代.
设线性方程组 Ax = b 的等价格式为 x = Gx+ g，则构造迭代序列：

x(k+1) = Gx(k) + g

其中 G 称为迭代矩阵. 若原方程的解为 x∗，则：

x(k+1) − x∗ =Gx(k) −Gx∗

=G(k+1)(x(0) − x∗)

故序列 {x(k)} 收敛，当且仅当 Gk → 0，即 ρ(G) < 1（G 的谱半径小于 1）.
在构造 Ax = b 的等价方程时，可以将 A 分解为 A = Q−P 的形式，其中 Q 可逆（分裂矩阵），则：

x = Q−1Px+Q−1b := Gx+ g.

定理. 迭代方法收敛的充要条件
迭代方法收敛的充要条件：迭代矩阵的谱半径小于 1.

充分不必要条件
因 ρ(G) ≤ ∥G∥p，故只要存在 G 的一种范数不大于 1，迭代方式就收敛.

设待解的方程组为： 

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2

· · ·

an1x1 + an2x2+ · · ·+ annxn = bn

(5.1)

25
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假设对角元 aii ̸= 0 都非零，那么有：

x1 = − 1

a11
(a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn − b1)

x2 = − 1

a22
(a21x1 + a23x3 + · · ·+ a2nxn − b2)

· · ·

xn = − 1

ann
(a11x1 + a12x2 + · · ·+ an,n−1xn−1 − bn)

(5.2)

它是原方程的一个等价方程.
记：

D =


a11

a22
. . .

ann



L =


0 · · · 0

a21 0 · · · 0
... . . . . . . ...

an1 · · · an,n−1 0



U =


0 a12 · · · a1n
... . . . . . . ...

0 an−1,n

0 · · · 0


A = D + L+ U

5.2 Jacobi 迭代

Jacobi 迭代的分量形式：

x
(k+1)
1 = − 1

a11
(a12x

(k)
2 + a13x

(k)
3 + · · ·+ a1nx

(k)
n − b1)

x
(k+1)
2 = − 1

a22
(a21x

(k)
1 + a23x

(k)
3 + · · ·+ a2nx

(k)
n − b2)

· · ·

x(k+1)
n = − 1

ann
(a11x

(k)
1 + a12x

(k)
2 + · · ·+ an,n−1x

(k)
n−1 − bn)

(5.3)

x
(k+1)
j = − 1

ajj

 n∑
i=1
i ̸=j

ajix
(k)
i − bj


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称为 Jacobi 迭代. 其迭代矩阵为：

G = I −D−1A = −D−1(L+ U)

对于 Jacobi 迭代，还有一些收敛的充分条件：

定理.Jacobi 迭代收敛的充分（不必要）条件
若 A 满足严格对角占优，则 Jacobi 迭代收敛.

检验迭代矩阵 G 的 1 和无穷范数即可完成证明.

5.3 Gauss-Seidel 迭代

分量形式： 

x
(k+1)
1 = − 1

a11
(a12x

(k)
2 + a13x

(k)
3 + a14x

(k)
4 + · · ·+ a1nx

(k)
n − b1)

x
(k+1)
2 = − 1

a22
(a21x

(k+1)
1 + a23x

(k)
3 + a24x

(k)
4 + · · ·+ a2nx

(k)
n − b2)

x
(k+1)
3 = − 1

a33
(a31x

(k+1)
1 + a32x

(k+1)
2 + a34x

(k)
4 + · · ·+ a2nx

(k)
n − b2)

· · ·

x(k+1)
n = − 1

ann
(a11x

(k+1)
1 + a12x

(k+1)
2 + · · ·+ an,n−1x

(k+1)
n−1 − bn)

(5.4)

x
(k+1)
j = − 1

ajj

(
j−1∑
i=1

ajix
(k+1)
i +

n∑
i=j+1

ajix
(k)
i − bj

)
矩阵形式为：

x(k+1) = −D−1(Lx(k+1) + Ux(k) − b)

(D + L)x(k+1) = −UX(k) + b

故迭代矩阵为：

G = −(D + L)−1U = I − (D + L)−1A

定理.Gauss-Seidel 迭代收敛的充分（不必要）条件
1、A 为严格对角占优矩阵；

2、A 为实对称正定阵.

证明参考课本/讲义.

5.4 总结

1、Jacobi 和 Gauss-Seidel 方法适用的方程不相互包含：Jacobi 迭代收敛的，Gauss-Seidel 迭代可能
不收敛；Gauss-Seidel 迭代收敛的，Jacobi 迭代可能不收敛.

2、大多数情形下 Gauss-Seidel 方法比 Jacobi 方法收敛速度更快，但也不绝对.
3、收敛快慢由 ρ(G) 唯一确定，G 为迭代矩阵.
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5.5 松弛迭代

在 Gauss-Seidel 迭代的基础上，引入松弛因子 ω 对 X(k) 和由 Gauss-Serial 迭代得到的 X(k+1) 做加

权平均，有：

X(k+1) = (1− ω)X(k) + ωX(k+1)



x
(k+1)
1 = x

(k)
1 − ω

a11
(a11x

(k)
1 + a12x

(k)
2 + a13x

(k)
3 + · · ·+ a1nx

(k)
n − b1)

x
(k+1)
2 = x

(k)
2 − ω

a22
(a21x

(k+1)
1 + a22x

(k)
2 + a23x

(k)
3 + · · ·+ a2nx

(k)
n − b2)

x
(k+1)
3 = x

(k)
3 − ω

a33
(a31x

(k+1)
1 + a32x

(k+1)
2 + a33x

(k)
3 + · · ·+ a2nx

(k)
n − b2)

· · ·

x(k+1)
n = x(k)

n − ω

ann
(a11x

(k+1)
1 + a12x

(k+1)
2 + · · ·+ an,n−1x

(k+1)
n−1 + annx

(n)
n − bn)

(5.5)

ω = 1 时就是 Gauss-Seidel 迭代.
矩阵形式为：

(D + ωL)x(k+1) =
[
(1− ω)D − ωU

]
x(k) + ωb

迭代矩阵：

G = I −
(
1

ω
D + L

)−1

A

定理. 松弛迭代收敛
1、若松弛迭代收敛，则 0 < ω < 2.
2、若 A 为对称正定矩阵，则 0 < ω < 2 时松弛迭代收敛.

证明略.
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6.1 数值积分

积分真值：

I(f) =

ˆ b

a

f(x)dx = lim
∆xi→0

(
n∑

i=0

f(xi)∆xi

)
数值积分是有限离散节点上函数值的某种线性组合：

In(f) =

n∑
i=0

aif(xi)

其中 ai 为积分系数，与具体被积函数无关，只与积分区间和积分节点有关.

定义. 代数精度
若数值积分 In(f) 满足：

I(xk)− In(x
k) = 0 , k = 0, 1, · · · ,m

而

I(xm+1)− In(x
m+1) ̸= 0

则称 In(f) 具有 m 阶代数精度.

6.1.1 插值型数值积分

对于给定的被积函数 f(x)，用它在 [a, b] 上的点列 (xi, f(xi)) , i = 0, 1, · · · , n 作 Lagrange 插值多
项式 Ln(x) 代替 f(x) 进行积分.

In(f) =

ˆ b

a

Ln(x)dx =
n∑

i=0

(ˆ b

a

li(x)dx
)
f(xi)

Lagrange 插值的误差表达式为：

Rn(x) =
f (n+a)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi)

=f [x0, x1, · · · , xn, x]
n∏

i=0

(x− xi)

29
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误差表达式：

I(f)− In(f) =

ˆ b

a

Rn(x)dx

=

ˆ b

a

f (n+a)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi)dx

=

ˆ b

a

f [x0, x1, · · · , xn, x]
n∏

i=0

(x− xi)dx

可以看出，n 阶插值多项式形式的数值积分至少有 n 阶代数精度.

6.1.2 Newton-Cotes 积分

选取等距剖分的节点：对区间 [a, b] n 等分，步长 h = b−a
n
，节点 xi = a+ ih , i = 0, 1, · · · , n.

记 Newton-Cotes 系数为：

ci =
1

b− a

ˆ b

a

li(x)dx

它们满足：
n∑

i=0

ci = 1

可以算得，n ≤ 7 时，所有的 ci 都是正的，因此积分是稳定的. 当 n ≥ 8 时，积分的稳定性不能保证.

梯形积分

当 n = 1 时，即以 (a, f(a)) 和 (b, f(b)) 为插值节点构造线性函数 L1(x)，有：

I1(f) =

ˆ b

a

L1(x)dx =
b− a

2
[f(a) + f(b)]

梯形积分代数精度：

1、直接计算（第二个等式运用了积分中值定理）：

E1(f) =

ˆ b

a

f ′′(ξ(x))

2!
(x− a)(x− b)dx

=
f ′′(η)

2!

ˆ b

a

(x− a)(x− b)dx

=− (b− a)3

12
f ′′(η)

因此有 1阶代数精度. 2、代入 f(x) = x，发现 I(x)−I1(x) = 0；代入 f(x) = x2，发现 I(x2)−I1(x
2) ̸= 0.

因此梯形公式有 1 阶代数精度.

Simpson 公式（抛物线）

当 n = 2 时，

I2(f) =

ˆ b

a

L2(x)dx =
b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]



6.1 数值积分 31

Simpson 积分代数精度：将 f(x) = xk , k = 0, 1, 2, · · · 逐一带入检验，知 Simpson 积分有 3 阶代数
精度.

Simpson 积分误差推导：
构造 3 次多项式 P3(x)，它满足：

P3(a) = f(a) , P3

(
a+ b

2

)
= f

(
a+ b

2

)
, P3(b) = f(b) , P ′

3

(
a+ b

2

)
= f ′

(
a+ b

2

)
那么：

E2(f) =I(f)− I2(f)

=I(f)− I(P3) + I2(P3)− I2(f)

=I(f)− I(P3)

=

ˆ b

a

f (4)(η(x))

4!
(x− a)

(
x− a+ b

2

)2

(x− b)dx

=
f (4)(ξ)

4!

ˆ b

a

(x− a)

(
x− a+ b

2

)2

(x− b)dx

=− (b− a)3

2880
f (4)(ξ)

普适的代数精度分析

不加证明地给出以下结果：

当 n 为奇数时：f ∈ Cn+1[a, b]，具有 n 阶代数精度，误差满足：

En(f) =
f (n+1)(η)

(n+ 1)!

ˆ b

a

n∏
i=0

(x− xi)dx

当 n 为偶数时：f ∈ Cn+2[a, b]，具有 n+ 1 阶代数精度，误差满足：

En(f) =
f (n+2)(η)

(n+ 2)!

ˆ b

a

x
n∏

i=0

(x− xi)dx

6.1.3 复化积分

复化梯形积分

对 [a, b] 作等距分割，h = b−a
n
，xi = a+ ih , i = 0, 1, · · · , n，在每一个小区间上应用梯形公式，有：

Tn(f) = h

[
1

2
f(a) +

n−1∑
i=1

f(a+ ih) +
1

2
f(b)

]

截断误差：

En(f) = −(b− a)3

12n2
f ′′(ξ)

给定误差时的最小区间个数：

n ≥

√(b− a)3

12ε
max
a≤x≤b

|f ′′(x)|

+ 1
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复化 Simpson 积分

对 m 个小区间分别作 Simpson 积分. 取等距节点共 n = 2m 个，h = b−a
n
，xi = a + ih , i =

0, 1, · · · , n.

Sn(f) =
h

3

[
f(a) + 4

m−1∑
i=0

+2
m−1∑
i=1

+f(b)

]

节点系数如下所示：

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

1 4 1
1 4 1

1 4 1
1 4 1

1 4 2 4 2 1 2 4 1

首尾节点为 1，奇数节点为 4，偶数节点为 2.
截断误差：

En(f) = −(b− a)5

2880m4
f (4)(ξ) = −(b− a)5

180n4
f (4)(ξ)

给定误差时的最小区间个数：

m ≥

 4

√
(b− a)5

2880ε
max
a≤x≤b

|f (4)(x)|

+ 1

随着 n 增大，复化梯形或者复化 Simpson 积分公式都能收敛到 I(f) =
´ b

a
f(x)dx. 若上界较大不易

估计，常采用自动控制误差算法.

6.1.4 自动控制误差计算

复化梯形


I(f)− Tn(f) =− (b− a)3

12n2
f ′′(ξ)

I(f)− T2n(f) =− (b− a)3

12(2n)2
f ′′(η)

f ′′(ξ) ≈f ′′(η)

故：

I(f)− T2n(f) ≈
1

3

(
T2n(f)− Tn(f)

)
因此，对给定的误差限 ε，只需要 |T2n(f)− Tn(f)| < 3ε 就能保证 |I(f)− T2n(f)| < ε，即 T2n(f) 就能

够满足误差要求. 否则，点的数量加倍，再进行计算、判断.
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复化 Simpson


I(f)− Sn(f) =− (b− a)5

180m4
f (4)(ξ)

I(f)− S2n(f) =− (b− a)5

180(2m)4
f (4)(η)

f (4)(ξ) ≈f (4)(η)

故：

I(f)− S2n(f) ≈
1

15

(
S2n(f)− Sn(f)

)
因此，对给定的误差限 ε，只需要 |S2n(f)− Sn(f)| < 15ε 就能保证 |I(f)− S2n(f)| < ε，即 S2n(f) 就能

够满足误差要求. 否则，点的数量加倍，再进行计算、判断.

6.1.5 Romberg 积分算法（外推算法）

在复化梯形积分的自动控制误差算法中有：

I(f)− T2n(f) ≈
1

3

(
T2n(f)− Tn(f)

)
移项：

I(f) ≈T2n(f) +
1

3

(
T2n(f)− Tn(f)

)
=
4

3
T2n(f)−

1

3
Tn(f)

=Sn(f)

于是得到了 Simpson 积分公式 Sn(f)，截断误差由 O(n−2) 提高到了 O(n−4).
同理，复化 Simpson 积分：

I(f)− S2n(f) ≈
1

15

(
S2n(f)− Sn(f)

)
移项：

I(f) ≈S2n(f) +
1

15

(
S2n(f)− Sn(f)

)
=
16

15
S2n(f)−

1

15
Sn(f)

=Cn(f)

于是得到了 Cote’s 积分公式 Cn(f)，截断误差由 O(n−4) 提高到了 O(n−6).
再来一次：

Rn(f) = C2n(f) +
1

63

(
C2n(f)− Cn(f)

)
=

64

63
C2n(f)−

1

63
Cn(f)

得到了误差为 O(n−8) 的 Romberg 积分公式.
以上方法就是外推法，每次获得的新公式具有更高的误差阶.

Romberg 计算公式：

Rk,j = Rk,j−1 +
Rk,j−1 −Rk−1,j−1

4j−1 − 1

其中 2k 是区间个数，j 标明积分公式：1 为梯形，2 为 Simpson，3 为 Cotes，4 为 Romberg· · ·
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6.2 重积分 *

化为累次积分，然后应用单变量积分的计算方法.

6.3 Gauss 积分

本节中，积分节点表示为 x1, x2, · · · , xn 共 n 个，与其他章节不同.

6.3.1 绪论

定义. 带权函数积分
权函数 W (x) ∈ C[a, b] , W (x) ≥ 0 (∀x ∈ [a, b])

I(f) =

ˆ b

a

W (x)f(x)dx

定理. 插值型积分的最高精度阶数
对 I(f) =

´ b

a
W (x)f(x)dx，具有 n 个节点 x1, x2, · · · , xn 的数值积分公式：

In(f) =
n∑

i=1

aif(xi)

ai =

ˆ b

a

W (x)f(x)dx

其代数精度不超过 2n− 1 阶.

用反证法证明：对 f(x) =
∏n

i=1(x − xi)
2 ∈ P2n（Pn 指所有 n 阶多项式构成的集合），I(f) =´ b

a
f(x)dx > 0，而 In(f) =

∑n
i=1 aif(xi) = 0，因此 In(f) 的精度必不可能达到 2n 阶.

定义. 带权内积
多项式函数构成的线性空间中，可以定义关于权函数 W (x) 的内积：

(f, g) :=

ˆ b

a

W (x)f(x)g(x)dx

定义正交：f(x) ⊥ g(x) ⇔ (f, g) = 0

利用 Gram-Schmidt 正交化，可由一组基 {1, x, x2 · · · } 得到正交基 {p0(x), p1(x), · · · }. 当权函数
W (x) = 1 时，pn(x) = Pn(x) 就是 Legendre 多项式.

6.3.2 Gauss 积分的性质

Gauss 积分的步骤.
1、利用 Gram-Schmidt正交化求出区间 [a, b]上权函数为 W (x)的正交多项式 pn(x) ⊥ Pn−1(x)；

2、求出 pn(x) 的 n 个零点 {x1, x2, · · · , xn} 作为 Gauss 积分节点；
3、计算积分系数：

ai =

ˆ b

a

W (x)li(x)dx
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其中 li(x) 是对应于插值节点 xi 的 Lagrange 插值函数. Gauss 积分公式为

Gn(f) =
n∑

i=1

aif(xi)

Gauss 积分的误差：

R(x) =
f (2n)(ξ)

(2n)!

ˆ b

a

W (x)
n∏

i=1

(x− xi)
2 dx

定理.Gauss 积分代数精度
Gauss 积分具有 2n− 1 阶代数精度.

证明：以 pn(x) 的 n 个零点为节点构造 n− 1 次 Lagrange 插值多项式，记为 Ln−1(x). 则 Gauss 积
分的误差为：

E(f) =I(f)−Gn(f)

=I(f)− I(Ln−1(x)) +Gn(Ln−1(x))−Gn(f)

=I(f)− I(Ln−1(x))

=

ˆ b

a

f [x1, x2, · · · , xn, x]
n∏

i=1

(x− xi)dx

对 ∀f ∈ P2n−1 , f [x1, x2 · · · , xn, x] ∈ Pn−1，而
∏n

i=1(x− xi) 的零点分布与 pn(x) 完全相同，故二者只差

一常数倍，则
∏n

i=1(x− xi) ⊥ Pn−1，因此 E(f) = 0，即 Gn(f) 具有 2n− 1 阶代数精度.
Gauss 积分的性质：
1、积分系数 ai > 0，且满足：

n∑
i=1

ai =

ˆ b

a

W (x)dx

2、f ∈ C[a, b] 则：

lim
n→+∞

Gn(f) = I(f)

这是其他插值型数值积分不具备的性质.

6.4 数值微分

1、向前差商：
f ′(x0) ≈

f(x0 + h)− f(x0)

h

误差：

R = f ′(x0)−
f(x0 + h)− f(x0)

h
= −h

2
f ′′(ξ) = O(h)

2、向前差商：
f ′(x0) ≈

f(x0)− f(x0 − h)

h
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误差：

R = f ′(x0)−
f(x0)− f(x0 − h)

h
=

h

2
f ′′(ξ) = O(h)

3、中心差商：
f ′(x0) ≈

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h

误差：

R = f ′(x0)−
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
= −h2

6
f (3)(ξ) = O(h2)

步长 h > 0，太大则会由于割线与切线斜率相差大而误差大，太小则会因舍入误差大而误差大，故存

在一个最合适的步长.
插值型数值微分：利用插值函数构造插值多项式，用它的导数近似原来函数的导数.



第七章 常微分方程数值解

本章主要讨论如下常微分方程的初值问题：y′(x) = f(x, y)

y(a) = y0
, a ≤ x ≤ b (7.1)

求解基本步骤：

1、对区间作分割. 一般为等距分割. 记 y(xi)（真值）的近似值（数值解）为 yi，称为格点函数.
2、建立差分格式（递推关系）这个方程应满足：解存在且唯一；稳定、收敛；相容.
3、解差分方程.
常微分方程基本问题：

1、收敛性：步长充分小时，所得到的数值解趋近于真实解.
2、误差：局部截断误差、误差主项（误差中阶数最低的非零项）、精度阶数.
3、稳定性：误差是否会积累并扩大.
三种基本方法：

1、基于数值微分：Euler 公式.
2、基于数值积分：Euler 公式、梯形公式、线性多步法.
3、基于 Taylor 展开：Runge-Kutta 方法.

7.1 Euler 公式

7.1.1 基于数值微分的 Euler 公式

向前差商

y′(xn) ≈
y(xn+1)− y(xn)

h

yn+1 = yn + hf(xn, yn) (7.2)

向后差商

y′(xn+1) ≈
y(xn+1)− y(xn)

h

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1) (7.3)

37
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中心差商

y′(xn) ≈
y(xn+1)− y(xn−1)

2h

yn+1 = yn−1 + 2hf(xn, yn) (7.4)

由于中心差商不是一个稳定的迭代格式，所以实际计算中几乎不使用.

7.1.2 Euler 公式的收敛性

定义. 局部截断误差、误差阶
认为由 yn, yn−1, yn−2, · · · 递推 yn+1 的公式中除了 yn+1 项都是准确的，也即 yn = y(xn), yn−1 =

y(xn−1) · · ·，计算出的 Tn+1 = y(xn+1)− yn+1 称为局部截断误差. 如果局部截断误差满足：

Tn+1 = O(hp+1)

则称给定方法的局部截断误差是 p 阶的.

可以看出：向前 Euler 公式是 1 阶精度格式，向后 Euler 公式也是 1 阶精度格式，中心差商格式是
2 阶精度格式.

7.1.3 基于数值积分的 Euler 公式

对常微分方程
dy
dx = f(x, y)

等式两边在 [xn, xn+1] 上积分，得到：

y(xn+1) = y(xn) +

ˆ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

用数值积分近似公式计算积分
´ xn+1

xn
f(x, y(x))dx：

1、使用左矩形公式得到向前 Euler 公式：

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

2、使用右矩形公式得到向后 Euler 公式：

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1)

3、使用梯形近似公式：
ˆ xn+1

xn

f(x, y(x))dx ≈ 1

2
(xn+1 − xn)(f(xn, yn) + f(xn+1, yn+1))
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则得到梯形公式：

yn+1 = yn +
h

2

(
f(xn, yn) + f(xn+1, yn+1)

)
(7.5)

在梯形公式中，可以使用预估-校正方法：
yn+1 = yn + hf(xn, yn)

yn+1 = yn +
h

2

(
f(xn, yn) + f(xn+1, yn+1)

)
也即改进型 Euler 公式：

yn+1 = yn +
h

2

[
f(xn, yn) + f

(
xn+1, yn + f(xn, yn)

)]
(7.6)

7.2 线性多步法

对常微分方程
dy
dx = f(x, y(x))

在区间 [xn−p, xn+1] 上积分得：

y(xn+1) = y(xn−p) +

ˆ xn+1

xn−p

f(x, y(x))dx

用数值积分近似
´ xn+1

xn−p
f(x, y)dx 来构造线性多步格式：

1、显式格式：用节点 xn, xn−1, · · · , xn−q 来构造插值函数计算积分：
yn+1 = yn−p +

q∑
i=0

an−if(xn−i, yn−i)

an−i =

ˆ xn+1

xn−p

(x− xn) · · · (x− xn−i+1)(x− xn−i−1) · · · (x− xn−q)

(xn−i − xn) · · · (xn−i − xn−i+1)(xn−i − xn−i−1) · · · (xn−i − xn−q)
dx

2、隐式格式：用节点 xn+1, xn, · · · , xn−q+1 来构造插值函数计算积分：
yn+1 = yn−p +

q∑
i=0

an+1−if(xn+1−i, yn+1−i)

an+1−i =

ˆ xn+1

xn−p

(x− xn+1) · · · (x− xn−i+2)(x− xn−i) · · · (x− xn+1−q)

(xn+1−i − xn+1) · · · (xn+1−i − xn−i+2)(xn+1−i − xn−i) · · · (xn+1−i − xn+1−q)
dx

利用节点构造 Lagrange 插值函数，用它代替 f(x, y) 进行积分即可.
在线性多步格式中，有两个参数：p 描述积分区间，q 控制插值节点.
误差阶通过对得到的表达式在 x(n− p) 点作 Taylor 展开而得到.

7.3 Runge-Kutta 方法

7.3.1 基本思想

Runge-Kutta 方法是基于 Taylor 展开的.
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对 y(x) 在 xn 处作 Taylor 展开，取 x = xn+1：

y(xn+1) = y(xn) + hy′(xn) +
h2

2
y′′(xn) + · · ·

注意到： 
y′(x) =f(x, y)

y′′(x) =fx(x, y) + fy(x, y)f(x, y)

· · ·

取前三项，构造差分形式：

yn+1 = yn + h
[
f(xn, yn) +

h

2

(
fx(xn, yn) + fy(xn, yn)f(xn, yn)

)]
取的阶数越多，方法的误差阶数越高，但是计算量也越大.
为了避免计算 f(x, y) 的高阶导数，Runge-Kutta 方法使用 f(x, y) 在点 (xn, yn) 和它附近的另一个

点
(
xn + ah, yn + bhf(xn, yn)

)
的函数值做线性组合后来达到相同的误差阶.

7.3.2 二阶 Runge-Kutta 方法

通过选取适当的参数 a, b, c1, c2 使得：

c1f(xn, y(xn)) + c2f
(
xn + ah, y(xn) + bhf(xn, y(xn))

)
≈f(xn, y(xn)) +

h

2

(
fx(xn, yn) + fy(xn, yn)f(xn, yn)

)
进行 Taylor 展开：

=c1f(xn, y(xn)) + c2f
(
xn + ah, y(xn) + bhf(xn, y(xn))

)
=c1f(xn, y(xn)) + c2

[
f(xn, y(xn)) + ahfx(xn, y(xn)) + bhfy(xn, y(xn))f(xn, y(xn)) +O(h2)

]
=(c1 + c2)f(xn, y(xn)) +

h

2

[
2c2afx(xn, y(xn)) + 2c2bfy(xn, y(xn))f(xn, y(xn))

]
+O(h2)

=f(xn, y(xn)) +
h

2

(
fx(xn, yn) + fy(xn, yn)f(xn, yn)

)
+O(h2)

比较系数，得到： 
c1 + c2 = 1

2c2a = 1

2c2b = 1

得到二阶差分格式：

yn+1 = yn + h
[
c1f(xn, yn) + c2f

(
xn + ah, yn + bhf(xn, yn)

)]
(7.7)

通常也写为： 
yn+1 = yn + h(x1k1 + c2k2)

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + ah, yn + bhk1)

(7.8)

同时，观察以上推导过程，不难看出二阶 Runge-Kutta 方法的截断误差为 O(h3)，误差阶为 2 阶.
例如，取 c1 = c2 = 1/2 , a = b = 1 就得到了改进 Euler 公式7.6.
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7.3.3 高阶 Runge-Kutta 方法

使用类似的方法，可以得到更高阶的 Runge-Kutta 公式.
常用的三阶 Runge-Kutta 公式：

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 4k2 + k3)

k1 = f(xn, yn)

k2 = f

(
xn +

1

2
h, yn +

1

2
hk1

)
k3 = f(xn + h, yn − hk1 + 2hk2)

常用的四阶 Runge-Kutta 公式：

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f(xn, yn)

k2 = f

(
xn +

1

2
h, yn +

1

2
hk1

)
k3 = f

(
xn +

1

2
h, yn +

1

2
hk2

)
k4 = f(xn + h, yn + hk3)

7.4 方程组与高阶微分方程

7.4.1 方程组

微分方程组初值问题： 

dy1
dx =f1(x, y1, · · · , ym)

· · ·
dym
dx =fm(x, y1, · · · , ym)

y1(a) = η1

· · ·

ym(a) = ηm

写成向量的形式： 

dY
dx = F (x, Y )

Y (a) =


η1

η2
...
ηm


单个微分方程的各种方法都可以类似地运用过来.
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7.4.2 高阶微分方程



y(m)(x) = f(x, y, y′, · · · , y(m−1))

y(a) = η1

y′(a) = η2

· · ·

y(m−1)(a) = ηm

⇒



dy1
dx = y2

· · ·
dym−1

dx = ym

dym
dx = f(x, y, y′, · · · , y(m−1))

y1(a) = η1

· · ·

ym(1) = ηm

高阶方程可化为一阶方程组.

7.5 常微分方程解的稳定性

7.5.1 定义

初值问题： 
dy
dx = f(x, y)

y(x0) = y0

定义.（Lyapunov）稳定
设 y = y(x) 为方程取初值 y0 时的解. 若对 ∀ε > 0 , ∃δ(ε) > 0�s.t. 只要 |z0 − y(x0)| < δ，方程

取初值 z0 的解 z = z(x) 就存在唯一，且满足：

|z(x)− y(x)| < ε (∀x ≥ x0)

那么称解 y(x) 是（Lyapunov）稳定的.

只要初值变化足够小，y(x) 的变化就足够小. 例如:dy
dx = −x

y
它的解稳定，但不渐进稳定.

定义. 渐进稳定
若解 y(x) 是稳定的，且满足：

lim
x→+∞

(
z(x)− y(x)

)
= 0

则称 y(x) 是渐进稳定的.

初值变化足够小，当自变量趋向正无穷时，解的变化仍足够小. 例如：dy
dx = λy

(
ℜ(λ) < 0

)
，它的解

都是渐进稳定的.
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7.5.2 差分方程的绝对稳定性

差分格式的稳定性建立在微分方程初值问题解本身渐进稳定的基础之上.
设求微分方程数值解时采用差分格式为：

k∑
j=0

αjyn+j = h
k∑

j=0

βjf(xn+j , yn+j) (7.9)

定义. 绝对稳定
对于某差分格式，若利用它求下述微分方程：

dy
dx = λy

(
ℜ(λ) < 0

)
(7.10)

的解时，对任意初值，总存在左半复平面上的一个区域，当 z := λh 落在这个区域时，差分方程的解

趋于 0（也即，yn → 0 (n → +∞)），则称这种差分格式绝对稳定. 复平面上的这一区域称为差分格式
的稳定区域.

用差分格式7.9求解上述微分方程7.10，得到：
k∑

j=0

αjyn+j = λh
k∑

j=0

βjyn+j (7.11)

由此得到差分格式7.9的绝对稳定条件：

定理. 差分格式7.9的绝对稳定条件（充要条件）
存在左半复平面上的一个子区域 D，当 z := λh 落在此区域时，齐次差分方程7.11的特征方程：

k∑
j=0

(αj − λhβj)ξ
j = 0

的所有根的模都小于 1.

误差

设给定的初始值 yi (0 ≤ i ≤ k− 1) 有误差 ei 时，由差分格式7.9得到的解 {ỹn+j} 与初始值没有误差
时的 {yn+j} 之差为 en+j，则 en+j 同样满足：

k∑
j=0

αjen+j = λh
k∑

j=0

βjen+j

因此绝对稳定的差分格式会导致 en → 0 (n → +∞)，即初值误差对数值求解结果没有太大影响.

Euler 公式的绝对稳定性

向前 Euler 公式（显式）绝对稳定，稳定域为以 −1 为圆心的单位圆.
向后 Euler 公式（隐式）绝对稳定，稳定域为左半复平面.
中心 Euler 公式不稳定.
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