
第二周作业

助教-夏小凡

2024 年 3 月 15 日

题目 1: 习题 2.5

解答:独立增量和平稳增量都是显然的。不妨只验证定义 2.1.1 的第三条

P (N1(t) +N2(t) = n) =
n∑

i=0

P (N1(t) = i)P (N2(t) = n− i)

=
n∑

i=0

e−λ1t
(λ1t)

i

i!
e−λ2t

(λ2t)
n−i

(n− i)!

=
1

n!

n∑
i=0

C i
n(λ1t)

i(λ2t)
n−i

= e−(λ1+λ2)t
[(λ1 + λ2)t]

n

n!

从而定义的第三条也满足

首个时间来源于 N1 的概率是 [假设 X 是 N1 的到来间隔，Y 是 N2 的,Z

是 N1 +N2 的]P (X1 < Y1) =
λ1

λ1+λ2
[具体计算过程详见第一次习题课讲义]

至于独立于事件发生的时刻应该是显然的，因为考虑条件 {Z1 > t} 和事件

X1 < Y1, 后者在前者取条件的条件概率，根据无记忆性，只是相当于考虑

一个从 t 时刻开始的泊松过程，他和从 0 时刻开始并没有什么不同。

题目 1 的注记:这题也就是直接验证定义，泊松过程的两个定义都蛮好直接

验证的。平凡

题目 2: 习题 2.8
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解答:第一问只需要注意到

P (Xi > t) = P (Ui < e−λt) = e−λt

第二问要你用第一问的结论，先把题目的式子转换为

n∑
i=1

Xi ≤ 1 <

n+1∑
i=1

Xi

你会发现不等式左边可以视为：一个速率为 λ 的泊松过程发生前 n 次的总

时间，不等式右边就是发生前 n+1 次的总时间，所以有

P (N = n) = P (N(1) = n) = e−λλ
n

n!

证明完毕，对比会发现，有时候合理观察就不用大量硬算

题目 2 的注记:第一问平凡，第二问把 Ui 换成 Xi 后应该也不难想

题目 3: 习题 2.10

解答:第一问显然是分别取条件于等到车了和没等到车来算

E[T ] = E[T |X ≤ s]P (X ≤ s) + E[T |X > s]P (X > s)

E[T ] = E[X +R|X ≤ s](1− e−λs) + (s+W )e−λs

E[T ] = (E[X|X ≤ s] + R)(1− e−λs) + (s+W )e−λs

再代入

E[X|X ≤ s] =

∫ s

0

λse−λsds =
1

λ
− se−λs

1− e−λs

就可以知道原式是

(W − 1

λ
−R)e−λs +

1

λ
+R

上边这个函数的单调性其实就是指数函数的单调性，显然 W − 1
λ
− R < 0

的时候函数递增，最小值点是 0，否则函数递减，最小值点是无穷远点。第

三问要你解释：其实大概就是说，如果你认为等 s 的时间比等 0 的时间好，

那么当你等了 s 之后，无记忆性会导致你过去等的时间全部作废，此时你
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还是会觉得等 s 的时间比等 0 的时间好，以此类推你就会觉得等无穷久比

不等好。所以你的等待结果要么是无穷要么是不等待

题目 3 的注记:第三问不重要，第一问应该是自然的硬算，第二问单调性是

高中题

题目 4: 习题 2.11

解答:这题要理解为行人可以利用红绿灯等手段判断下一辆车还要多久来，

我们不妨假设这个随机变量叫做 X。

E[t] = E[E[t|X]] =

∫ +∞

0

E[t|X = x]P (X = x)dx

注意到 X > T 的时候就直接过马路不等了，所以此时 E[t|X=x]=0, 所以有

=

∫ T

0

E[t|X = x]P (X = x)dx

=

∫ T

0

(x+ E[t])λe−λxdx

解这个一元一次方程就可以知道

E[t] =
1

λ
(eλT−1)− T

题目 4 的注记:计算倒是不难，列出条件期望的式子后就是个一元一次方

程。

题目 5: 习题 2.12

解答:第一问要前 k 个事件都被记录，其实只需要他们不在失效的时候发生

就好了。第一个事件当然不会在失效的时候发生，后面每个事件只要均满

足到来间隔大于 b，就都不会在失效的时候被记录，所以概率也就是

Πk−1
i=1P (Xi > b) = e−λ(k−1)b

第二问根据无记忆性，只要去掉失效的时间就行了。[因为你考虑失效的那

段时间，他发生了事件也是不记录在案的，你白等的时间也是被无记忆性
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丢掉的，所以他完全不影响有几个时间被记录] 所以只需要求

P (N(t− (n− 1)b) ≥ n) =
+∞∑
k=n

e−λ[t−(n−1)b] (−λ[t− (n− 1)b])k

k!

题目 5 的注记:感觉每个题都是在套条件期望公式或者玩弄无记忆性，这俩

好好理解了一般就知道怎么列式子了。

题目 6: 习题 2.19

解答:这题基本就是对例 2.4(B) 的应用, 例 2.4(B) 的结论说是速率为 λ 的

泊松过程在该模型下的完成人数均值为 λ
∫ t

0
G(s)ds, 而这里可以视为很多

个速率为 λαj 的泊松过程叠加，同时速率为 αjλ 的泊松过程又是一次会抵

达 j 个人，所以最后均值就是

+∞∑
j=1

jλαj

∫ t

0

G(s)ds

第二问的话直观来看肯定不是的，因为你随便取点特殊的分布，比如服务

时间一定是常数，公交车上的人一定是偶数，那么服务人数就永远是偶数，

肯定不是泊松分布。

题目 6 的注记:书上的例子还是有必要好好看的，无论是趣味性还是思路都

非常值得学习

题目 7: 习题 2.33

解答:第一问直接显然的计算即可

P (X > t) = P (N(πt2) = 0) = e−λπt2

第二问的话，其实就是对第一问的东西积分 [换元后用伽玛函数]

E[X] =

∫ +∞

0

P (X > t)dt =

∫ +∞

0

e−λπt2dt =

√
π

2
√
λπ

第三问也是直接计算 [画图来看看大概是要求多少面积的地方没事件发生]

P (πR2
i − πR2

i−1 > t) = P (N(t) = 0) = e−λt
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独立性是显然的，因为 i 和 j 不一样的时候，表示的区域不相交，所以对一

个区域里面发生的数目取条件不会影响另一个区域里面发生的事件数目

题目 7 的注记:感觉这题也不太有难度，用到的求期望的公式可以记一记

[未来期中复习我也会强调]

题目 8: 习题 2.37

解答:不妨假设 P (Xi = aj) = pj, 那么有

X(t) =
m∑
j=1

Nj(t)∑
i=1

aj =
m∑
j=1

ajNj(t)

如果能够证明 Nj(t) 是渐进正态分布的，利用正态分布的再生性就可以证

明 Nj(t)的线性组合是渐进正态分布的，从而不失一般性的，我们来证明一

个速率为 λ 泊松过程 N(t) 是渐进正态分布的

考虑常规手段 [研究分布函数的收敛性，一般就是硬算特征函数]，我们考虑

计算 N(t)−λt√
λt
这个随机变量的特征函数，如果能证明他在 t 很大的时候趋于

标准正态分布的特征函数，那么就证完了 [也就是证明一个泊松分布的特征

函数会收敛到标准正态分布, 但这个计算过程其实非常的无聊]

先考虑结论: 泊松分布的特征函数是 eλ(e
it−1), 如果 X 的特征函数是 f(t)，

那么 (X − a)/b 的特征函数是 e−
iat
b f(t/b)，我们会有

fY (µ) = exp[λte
i µ√

λt − λt− iµ
√
λt]

把 exp 里面的第一项泰勒展开，你会发现后面两个相减恰好丢掉了前两项，

然后第三项就是 −µ2/2，后面的项在 t 趋于无穷的时候都是无穷小，也因

此就是说特征函数会收敛到 exp[−µ2/2]，也就证完了

题目 8 的注记:这题放在这门课比较不知所云，出于考试目的还是忽略比较

好。

题目 9: 习题 2.39

解答:不妨假设 s ≤ t, 我们有

Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(s), X(t)−X(s)) + Cov(X(s), X(s))
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注意到 X(t)−X(s) =
∑N(t)

i=N(s) Xi, 而 N(t)-N(s) 和 N(s) 相互独立，所以右

边第一项当然是 0，右边第二项就是 X(s) 的方差，也就是

V ar[X(s)] = V ar[E[

N(s)∑
i=1

Xi|N(s)]] + E[V ar[

N(s)∑
i=1

Xi|N(s)]]

= V ar[N(s)E[X]] + E[N(s)V ar[X]]

= E2[X]V ar[N(s)] + V ar[X]E[N(s)] = λsE[X2]

题目 9 的注记:上周作业也有个类似的计算题，基本就是利用独立分量来计

算，必要的时候取一取条件期望 [条件方差公式要会用，期中是几乎必考的]

1 补充题

题目 10: [条件概率证明投票问题] 假设在一场投票中，A 最后获得了 n 票，

B最后获得了 m票,n > m，假设票是一票一票投的，证 A始终领先的概率

是 n−m
n+m

和 A 始终不落后的概率是 1− m
n+1

解答:使用数学归纳法，对于第一个式子，当 n+m=1 的时候显然成立，不

妨假设要求的概率是 Pn,m，对最后一次选票属于 A 还是属于 B 取条件会

有

Pn,m =
n

m+ n
Pn−1,m +

m

m+ n
Pn,m−1

用归纳假设代入即可得证。对于第二个式子，也是 m+n=1的时候显然，列

出来的递推式子也一模一样，代入归纳证明即可。

题目 10 的注记:不能对第一次票归谁取条件是因为，第一次票如果归 B，A

就不能一直领先或者不落后了，念山居的答案就是在这里犯了个错。

题目 11: [矩母函数一个小应用，涉及某个未来你可能用的到的放缩，顺便

这还是我北美某学校的面试题] 假设 n 个 Xi 都服从 N(0, 1)，不一定独立，

证明 E[maxXi] ≤
√
2lnn
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解答:记 Y = maxXi，考虑计算 Y 的矩母函数，我们有 [用到结论标准正态

的矩母函数是 exp[t2/2]]

E[exp[tY ]] ≤
n∑

i=1

E[exp[tXi]] = nexp[t2/2]

对左边用 jensen 不等式，我们有

Exp[E[tY ]] ≤ E[exp[tY ]] ≤ nexp[t2/2]

取对数整理也就是

E[Y ] ≤ lnn

t
+

t

2

对任意 t 都成立，因此对右边用一个可以取等的基本不等式就证完了

题目 12: [非齐次泊松过程的习题, 也就是速率不是常数] 课本的习题 2.32

解答:先证一个关键结论: 定义

N∗(t) = N(m−1(t))

那么 N∗(t) 是一个速率为 1 的泊松过程，证明非常简单。

N∗(0) = 0 是显然的，独立增量也是显然的。考虑计算

P (N∗(t) = n) = P (N(m−1(t)) = n) = e−m(m−1(t)) [m(m−1(t))]n

n!

即可证明了，然后这里就用那儿的结论。

不妨假设达到时间为 Vi，Ui = m(Vi)

那么我们自然可以知道 Ui 是服从 [0,m(t)] 上的均匀分布的，从而有

P (Vi ≤ x) = P (m(Vi) ≤ m(x)) =
min[m(x),m(t)]

m(t)

至于第二问，我们注意到一个受伤的工人在 t 依旧受伤的概率是 [取条件于

受伤的时间，就是一个积分了]

p =

∫ t

0

F̄ (t− s)d
m(s)

m(t)
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那么就可以得到 X(t)|N(t) 是一个服从 (N(t), p) 的二项分布，从而

E[X(t)|N(t)] = N(t)p, V ar[X(t)|N(t)] = N(t)p(1− p)

再利用条件期望公式和条件方差公式不难得出

E[X(t)] = E[N(t)p] = pm(t)

V ar[X(t)] = E[V ar[X(t)|N(t)]] + V ar[E[X(t)]] = pm(t)

题目 12 的注记:这道题弄懂基本非齐次泊松过程就不是问题了

题目 13: [复合泊松过程的习题，某年考试题]

解答:第一问根据作业习题的结论容易知道速率是 λ1p1 + λ2p2, 第二问约等

于作业原题，答案显然是 λ2p2
λ1p1+λ2p2

, 第三问用无记忆性容易知道 P (girl =

n) =
λ1λ

n−1
2

(λ1+λ2)n
, 第四问其实和第三问也差不多，相当于一个是速率为 λ1p 的

泊松过程，一个是速率为 λ2 的泊松过程，把前一问的 λ1 用 λ1p 替换即可，

最后一问就是分拆，只考虑一个速率为 λ2p2 的随机过程，分别考虑总共来

了 4 个购物女性，3 个购物女性，2 个购物女性的概率再加起来，我就不算

了。
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