
第十次作业

助教-夏小凡

2024 年 5 月 17 日

先来说明一个视角相对高的理解：把条件期望理解为一个投影。

我们来看式子 E[X|Y]，我们都知道他是一个关于 Y 的随机变量，可以写为

E[X|Y ] = f(Y ), 为什么是关于 Y 的随机变量呢，从直观角度理解，E[X|Y]

表示的是，在已经知道 Y的情况下，对 X的期望进行预测，既然你手上的工

具只有一个 Y，那么得出的函数当然是一个关于 Y 的函数，从这个角度来

说，假设关于 Y 的函数组成一个空间 {f(Y )}, 那么条件期望 X → E[X|Y ]

可以理解为把随机变量打到一个函数的映射，也就是把随机变量空间映射

到关于 Y 的函数空间。

我们现在关心的问题是：应该映射到怎样的函数？线性代数我们学过。如果

把向量 x 投影到一个小的空间 W，那么假设投影后的向量是 y，我们应该

有等式 (x − y, w) = 0, ∀w ∈ W , 其中圆括号表示的是内积，我们在条件期

望的情形，其实也类似于寻找一个投影，那么我们要定义一个内积，最自

然的想法就是定义 (X,Y ) = E[XY ], 那么此时要找到投影 g(Y), 就需要满

足等式 (X − g(Y ), f(Y )) = 0, ∀f ,这也就是条件期望的原式定义了：我们说

g(Y) 是 X 关于 Y 的条件期望，如果对于任何关于 Y 的函数，我们有

E[Xf(Y )] = E[g(Y )f(Y )]

上述式子可以引出很多我们常用的定理，举例来说，取 f(Y) 为常数 1，可

以得到结论: 条件期望的期望等于无条件期望。我这里给出一些我需要用到
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的结论：

1. 如果 Y 的信息比 Z 多（也就是说知道了 Y，就肯定搞清楚了 Z）, 那

么 X 关于 Z 的条件期望，等于 X 先关于 Y 取一次条件期望，再关于

Z 取一次条件期望。[直观来看，把一个向量先投影到一个比较大的空

间，再投影到一个比较小的空间，是等价于直接把这个向量投影到比

较小的空间的。这里 Y 的信息比 Z 多，就意味着 f(Y) 能表示的东西

比 f(Z) 要多得多。因为此时 Z 可以直接写成 Y 有关的函数了。]，至

于证明的话。不妨假设 g(Z) 是 X 关于 Z 的条件期望。h(Y) 是 X 关

于 Y 的条件期望，我们只需要证明 g(Z) 也是 h(Y) 关于 Z 的条件期

望就可以了 (这是因为在大部分情况下，条件期望是存在唯一的，具

体是什么条件我就不展开说了) 这只需要验证是否有等式

E[g(Z)f(Z)] = E[h(Y )f(Z)]

而左边的式子根据 g(Z) 的定义就是 E[Xf(Z)], 右边的式子，注意到

f(Z) 也是个关于 Y 的函数，然后根据 h(Y) 的定义，也等于 E[Xf(Z)],

也就证完了

2. 如果 Y 和 X 是独立的。那么 E[X|Y]=E[X], 这个时候考虑验证式子

E[E[X|Y ]f(Y )] = E[Xf(Y )]

独立性告诉我们右边等于 E[X]E[f(Y )]，也就显然等于左边了。

3. 如果 Y 会被 Z 决定。那么我们有 E[f(X)g(Y )|Z] = g(Y )E[f(X)|Z]

这个比较直观，我就不写证明了。感兴趣可以自己证证。

题目 1: 习题 6.1

解答:直观：一个公平的赌博，你在已知第 k 局开始有多少钱，那么你在后

面的局数结束后获得的钱理论上都是这么多。我们的定义相当于直接给出
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了 n=k+1 的证明，下面用归纳法，假设对 n 是对的，证明对 n+1 的情况。

[不妨记 Fk = Z1, · · · , Zk, 那么显然，从信息量的角度来说，Fk ∈ Fk+1]

E[Zn+1|Fk] = E[E[Zn+1|Fn]|Fk] = E[Zn|Fk] = Zk

其中第一个等号是我们在本 pdf 开始提到的第一点，第二个等号是因为公

平赌博的定义，第三个等号是因为归纳假设。

题目 2: 习题 6.2

解答:Xi 实际表示的是第 i 局赢的钱，显然如果 Xi 和 Xj 不相关就可以推

出题目中的等式，而第 i局的战果显然和第 j局的战果无关，因此我们来证

明这一点。也就是证明

E[XiXj]− E[Xi]E[Xj] = 0

显然有

E[Xi] = E[Zi]− E[Zi−1] = E[Z0]− E[Z0] = 0

所以只需要证明 E[XiXj] = 0, 不妨假设 i < j, 我们有（用的 pdf 开头的第

四点）

E[XiXj] = E[E[XiXj|Fi]] = E[XiE[Xj|Fi]]

而我们注意到（用的第一题的结论）

E[Xj|Fi] = E[Zj|Fi]− E[Zj−1|Fi] = Zi − Zi = 0

也就证毕了。

题目 3: 习题 6.4

解答:假设 Xn 是以 p 取 1，以 q=1-p 取-1 的随机变量，我们有

E[Zn+1|Fn] = E[Zn(
q

p
)Xn |Zn] = ZnE[(

q

p
)Xn ]

= Zn(p ∗
q

p
+ q ∗ p

q
) = Zn
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证完了。

题目 4: 习题 6.6

解答:还是考虑计算 E[Zn+1|Fn], 此时相当于计算在给定 Xn = x 的时候。

E[π
Xn+1

0 ]应该是多少。此时总共有 x个个体，Xn+1表示这 x个个体的子代之

和。根据对称性，假设第 i个个体的子代有 Yi个，那么我们有 E[πYi
0 ] = E[π

Yj

0 ]

所以我们只需要计算 E[πY
0 ]

x, 而 E[πY
0 ] =

∑
j Piπ

j
0 = π0, 所以条件期望的结

果应该是 πx
0 = πXn

0 , 也就是鞅了

题目 4 的注记:本质还是利用我们那一堆直观的定理来计算条件期望。

题目 5: 习题 6.7

解答:

E[Zn+1|Fn] = E[Zn + 2SnXn+1 +X2
n+1 − σ2|Fn]

= Zn + 2SnE[Xn+1] + E[X2
n+1]− σ2 = Zn + 0 + σ2 − σ2 = Zn

题目 6: 习题 6.10

解答:对于 (a): 假设有前仆后继的赌徒预测接下来的 7 个序列应该是 HHT-

THHT, 赌博是公平的，每天开盘一次，不妨假设第 N 天的时候，出现了一

个 7 连中的赌徒。我们来考虑所有来下注过的人的亏损和盈利情况。

前 N-7 个赌徒总有一天赌输了。他们一无所有。一共亏损 N-7 元

第 N-6 个赌徒七连中，赢下所有，赌资从 1 元变成 1
p4q3

, 一共赚了 1
p4q3

− 1

第 N-5 个赌徒在第二次开盘输掉。一无所有。亏损 1 元

第 N-4 个赌徒在第一次开盘输掉。一无所有。亏损 1 元

第 N-3 个赌徒在第一次开盘输掉。一无所有。亏损 1 元

第 N-2 个赌徒三连中，赌资从 1 元变成 1
p2q

, 一共赚了 1
p2q

− 1

第 N-1 个赌徒在第二次开盘输掉。一无所有。亏损 1 元

第 N 个赌徒在第一次开盘输掉。一无所有。亏损 1 元

综合赌博是公平的，我们有

E[N − 7 + 5] =
1

p4q3
− 1 +

1

p2q
− 1
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从而有

E[N ] =
1

p4q3
+

1

p2q

对于 (b) 的话。算法完全类似，答案是

E[N ] =
1

p4q3
+

1

p3q2
+

1

p2q
+

1

p

题目 7: 习题 6.12

解答:选取 T 为停时，表示 Xn, Yn, Zn 第一次有一个为 0 的时刻，此时构造

Mn = XnYnZn + n

容易验证 Mn 是鞅差有限的鞅，从而鞅停止定理可以知道

E[MT ] = E[XTYTZT + T ]

左边等于 E[M0] = xyz, 右边等于 E[T ], 也就证明完了。

题目 8: 习题 6.13

解答:假设可以用的话。有

E[ZN ] = E[Z1] =
1

2
∗ 2 = 1

但事实上 E[ZN ] = E[0] = 0

因此不能用鞅停止定理。事实上课本的三个正则条件，前两个可以显然验

证无界，而这个鞅的鞅差

E[|Zn − Zn−1||Fn−1] =
1

2
Zn−1 +

1

2
Zn−1 = Zn−1

是无界的，所以第三个正则条件也不可以用。

题目 9: 习题 6.24

解答:

E[Zn+1|Fn] = ZnE[
P (Xn+1|A)
P (Xn+1|B)

]



6

= ZnE[
aXn+1(1− a)1−Xn+1

bXn+1(1− b)1−Xn+1
]

= Zn(
a

b
b+

1− a

1− b
(1− b)) = Zn

第二问只需要注意到这是一个正鞅。所以可以直接用鞅收敛定理。所以极

限存在。

第三问的话，注意到

Zn+1 = Znh(Xn+1)

其中 h(Xn+1) 以 b 的概率是 a
b
，以 1-b 的概率是 1−a

1−b

所以事实上我们有

lnZn+1 =
∑
i

lnh(Xi)

大数定律告诉我们

lnZn+1

n+ 1
→ E[lnh(X1)] = b ln(a

b
) + (1− b) ln(1− a

1− b
) = t

根据严格凸函数的性质，我们有

t < ln(b ∗ a

b
+ (1− b) ∗ 1− a

1− b
) = ln1 = 0

这意味着

lnZn = nt+ o(n)

从而

Zn = ent+o(n)

两边让 n 趋于无穷大可以知道 Zn → 0ae 成立

题目 10: 习题 6.25

解答:毫无疑问 Zn 是一个鞅，这里相当于研究鞅的极限，注意到这是一个

正鞅，所以由鞅收敛定理，Zn 会收敛到某个有限的极限。也就是说可以定

义随机变量

Z∞(w) = lim
n→∞

Zn(w)
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题目 11: 习题 8.1

解答:首先 Y (ti) = tiX(1/ti)可以写为 X(1/ti)−X(1/tj)的线性组合，而后

者是高斯过程。所以前者也是，我们只需要利用均值向量和协方差矩阵确

认这个高斯过程的分布。不妨假设 s < t

E[Y (t)] = tE[X(1/t)] = t ∗ 0 = 0

Cov[Y (s), Y (t)] = stCov[X(1/s), X(1/t)] = st ∗ 1

t
= s

所以这是布朗运动。分布也就自然明了了。

第四问的话，要研究布朗运动 X(t) 首次回到原点的时间, 让你用第三问的

结论，我们慢慢来：

要证明 P (T = 0) = 1，只需要证对于任何 ε > 0,有 P (T > ε) = 0,而 T > ε

意味着 [0, ε]内 X没有击中原点，对应的也就是 [1
ε
,∞]内 Y没有击中原点，

然而我们有 (中文课本 226 页)P (Ta < ∞) = 1

这是说任意的点 a 都会在有限时间内被布朗运动击中，也就意味着

P (sup
t

Bt = +∞, inf
t
Bt = −∞) = 1

从而布朗运动会无限次的击中原点（否则上述两个式子至多成立一个，所

以在 [1
ε
,∞] 内 Y 没有击中原点概率显然是 0，也就证明完了）

题目 12: 习题 8.2

解答:类似 8.1 的论述，证明是高斯过程是显然的，期望为 0 也显然，我们

不妨假设 s < t, 那么有

Cov[W (s),W (t)] =
1

a2
Cov[X(a2s), X(a2t)] =

1

a2
a2s = s

所以是布朗运动

题目 13: 习题 8.3
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解答:注意到 P (X(t+ s)−X(s) = x) = ft(x) =
1√
2πt

e−
x2

2t

P (X(s) = x|X(t1) = A,X(t1) = B) =
ft1(A)fs−t1(x− A)ft2−s(B − x)

ft1(A)ft2−t1(B − A)

= C1 exp(−(B − x)2

2(t2 − s)
− (x− A)2

2(s− t1)
)

= C2 exp(− (t2 − t1)

2(t2 − s)(s− t1)
(x− At1 +Bs− As− Bt1

t2 − t1
)2)

这也就是说其服从分布

N(
At1 +Bs− As− Bt1

t2 − t1
,
(t2 − s)(s− t1)

t2 − t1
)


