
第八周作业

助教-夏小凡
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题目 1: 习题 4.31

解答:先来分析这个马尔科夫链，常返态是捕猎结束（二者位于同一个地点），

暂态是捕猎的过程 (蜘蛛和苍蝇一个位于地点 1 一个位于地点 2)

我们不妨假设状态 1 是捕猎结束，2 是初始状态，3 是剩下的那个状态，那

么不难算出转移矩阵：

P =


1 0 0

0.54 0.28 0.18

0.54 0.18 0.28


接下来利用矩阵计算极限概率，要求矩阵的高次方，我们有 [利用矩阵的相

似标准型]

P n = [


1 0 0

1 1 1

1 −1 1



1 0 0

0 0.1 0

0 0 0.46




1 0 0

0 0.5 −0.5

−1 0.5 0.5

]n

= [


1 0 0

1 1 1

1 −1 1



1n 0 0

0 0.1n 0

0 0 0.46n




1 0 0

0 0.5 −0.5

−1 0.5 0.5

]

然后只需要求这个矩阵的 22 元，那也就是

P n
22 =

1

2
(0.46n + 0.1n)

1
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至于第二问，其实注意到捕猎是一个几何分布就行：因为其他状态转移到

成功的概率都是 0.54，所以期望就是

E[T ] =
1

0.54
=

50

27

题目 2: 习题 4.32

解答:经典的解递归方程的题目，不妨假设从 n 出发，最终被吸收的概率是

Pn, 期望步数是 E[n], 那么我们取条件于第一次往哪走，可以得到方程：

Pn = (1− 2p)Pn + pPn−1 + pPn+1, P0 = 1, PN = PN−1

最左边的式子显然意味着 Pn 是一个等差数列。也就是说 Pn −Pn−1 是一个

常数列，他在 N 处的取值是 0，所以有 Pn = Pn−1 = · · · = P0 = 1

另一边也有方程

E[n] = 1+(1−2p)E[n]+pE[n−1]+pE[n+1], E[0] = 0, E[N ] = 1+E[N−1]

这个方程第一章的习题教过怎么解，大概就是利用 E[n]− E[n− 1] 是一个

等差数列，再结合累加法去求解，也就是说

E[n+ 1]− E[n] = E[n]− E[n− 1]− 1/p

E[N ]− E[N − 1] = 1

累加可以得到

E[n+ 1]− E[n] = 1 +
n+ 1−N

p

这个式子遍历 n=0 一直到 n=n-1, 在代入 E[0]=0 就可以得到

E[n] =
n(2N − n+ 2p− 1)

2p

题目 3: 习题 4.33

解答:第一问的话，注意到 Xn/µ
n 是一个鞅，并且有 E[|Xn|/µn] = 1 < ∞，

鞅收敛定理告诉我们在 n 趋于无穷大的时候它会收敛到一个有限的极限。
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所以要么 Xn 趋于 0，要么以一个指数速率趋于无穷大。（之前马尔科夫链

我就忍了好久不用鞅了，但是现在有点忍不住了。）

第二问可以考虑用数学归纳法，取条件于 n-1 时刻的个体数

V ar[Xn|X0 = 1] = V ar[E[Xn|Xn−1]|X0 = 1] + E[V ar[Xn|Xn−1]|X0 = 1]

= V ar[µXn−1|X0 = 1] + E[σ2Xn−1|X0 = 1]

= µ2V ar[Xn−1|X0 = 1] + σ2µn−1

如果 µ = 1，那么代入归纳假设我们会有

= (n− 1)σ2 + σ2 = nσ2

否则代入归纳假设我们会有

= σ2µnµ
n−1 − 1

µ− 1
+ σ2µn−1

= σ2µn−1µ
n − 1

µ− 1

题目 4: 习题 4.35

解答:对于第一问，我们对分支过程有

π0 =
∞∑
k=0

πk
0Pk =

∞∑
k=0

πk
0

λk

k!
e−λ = eλ(π0−1)

由此可以知道

λπ0e
−λπ0 = λe−λ

这也就意味着 a = λπ0

至于第二问，慢慢算就好

P (X = k|Die out sooner or later)

=
P (X = k)πk

0

π0

=
λk

k!
e−λπk−1

0
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=
λe−λ(π0λ)

k−1

k!
=

ake−a

k!

那这自然是一个均值为 a 的泊松随机变量。也就证明完毕了。

题目 5: 习题 4.39

解答:先来计算转移概率，这个取条件于最开始的 i 个个体死掉了多少个来

算

Pij =
i∑

k=0

Ck
i (1− p)kpi−kIj≥k

λj−k

(j − k)!
e−λ

=

min(i,j)∑
k=0

Ck
i (1− p)kpi−k λj−k

(j − k)!
e−λ

再来证明时间可逆，这只需要注意到

πiPij = e−
λ
p (
λ

p
)i
1

i!

min(i,j)∑
k=0

Ck
i (1− p)kpi−k λj−k

(j − k)!
e−λ

= e−
λ
p

min(i,j)∑
k=0

1

i!

λi

pi
i!

(i− k)!k!
(1− p)kpi−k λj−k

(j − k)!
e−λ

= e−
λ
p (
λ

p
)j
1

j!

min(i,j)∑
k=0

Ck
j (1− p)kpj−k λi−k

(i− k)!
e−λ

= Pjiπj

题目 6: 习题 4.41

解答:首先

P ∗
ij =

Pijπj

πi

所以我们只需要求极限概率，列出极限方程 [编号后注意处理头部和尾部即

可]

π1 = π2(1− p) + πnp

πi = πi+1(1− p) + πi−1p

πn = π1(1− p) + πn−1p
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这个方程实在是太对称了，我感觉应该都能看出来解就是

πi = 1/n

如果你感觉你直觉不太行，可以先解 n=3 或者 n=4 的时候找规律。

所以倒向转移概率就是 [其实就是说 Pij 等于 p(1-p)的时候 P ∗
ij 就是 1-p(p)]

P ∗
ij = (1− Pij)IPij ̸=0

时间可逆等价于 p=1-p 也就是说 p = 1/2

题目 7: 习题 4.46

解答:第一问显然是马尔科夫链，因为考虑给定 Yn−1 = j 的情况下考虑 Yn

的分布，这其实就是考虑在链子 Xn 里面，从 j 进入 [0, N ] 这个状态集的

分布，Xn 的马尔科夫性告诉我们这只和当前状态是 j 有关，和过去别的信

息都无关。

第二问也很显然，可以在链子 Xn 中看这个问题，相当于在 1个时间内处于

j状态的时间是 πj,删去 X链特有的状态就可以得到 Y链总时间是
∑N

i=0 πi,

从而结论就是处于 j 的时间比例是

πj∑N
i=0 πi

第三问的话，感觉也还蛮直观的，因为我们有

πj(N) =
E[两次访问 i 之间访问 j 的次数]

E[两次访问 i 之间的时间]

而我们显然有
1

E[两次访问 i 之间的时间]
= πi(N)

第四问要证明期望为一，事实上只需要证明在每个状态的平稳概率都是一

样的。其实这只需要注意到平稳状态的方程是

π0 =
1

2
(π0 + π1)
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πi =
1

2
(πi−1 + πi+1)

πN =
1

2
(πN−1 + πN)

所以所有平稳概率都一样显然是个解。也就证毕了。

第五问的话，X 平稳意味着

PX
ij πi = πjP

X
ji

我们要证明 Y 平稳，其实也就是要证明

P Y
ij πi(N) = πj(N)P Y

ji

由于等式左右两边分别表示在 Y 链子中从状态 i(j) 进入 j(i) 的速率，我

们同时考虑在 X 链子中从状态 i(j) 进入 j(i) 的速率, 可以写出式子, 其中

P (k, j,N) 表示从 k 出发，不经过任何小于等于 N 的状态，最后抵达 j 的

概率。

P Y
ij πi(N) = PX

ij πi(N) + πi(N)
∞∑

k=N+1

PikP (k, j,N)

P Y
ji πj(N) = PX

ji πj(N) + πj(N)
∞∑

k=N+1

PjkP (k, i, N)

这两个式子右边的第一项显然是相等的，这是因为在 Y 中的长程比例和在

X 中的长程比例仅仅差了一个常数倍而已，至于考虑第二项，定理 4.7.2 也

告诉我们他们是相等的。因为一个是对所有正向路径的概率求和，一个是

对所有逆向路径的概率求和，而正向概率和逆向概率又一样。

题目 8: 习题 5.1

解答:这题根据题意，会出生但没有死亡，所以实际上只需要计算类似于出

生率的东西，并且我们显然有 [记 (m,n) = (N1(t) = m,N2(t) = n)]

q((m,n) → (m+ 1, n)) = q((m,n) → (m,n+ 1))

所以只需要算一个就好，这个速率应该是

1

2
C1

mC
1
nλ =

λmn

2
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题目 9: 习题 5.2

解答:类似上一题，记

(m,n) = (A = m,B = n)

那么我们有

q((m,n) → (m− 1, n+ 1)) = mα

q((m,n) → (m+ 2, n− 1)) = nβ

题目 10: 习题 5.4

解答:不妨假设从第 i 个出生到第 i+1 个出生需要的时间叫做 Ti, 那么 Ti 相

互独立的服从 exp(λi)

E[T ] = E[
N−1∑
i=0

Ti] =
N−1∑
i=0

1

λi

V ar[T ] =
N−1∑
i=0

V ar[Ti] =
N−1∑
i=0

1

λi

E[Exp[tT ]] = ΠN−1
i=0 E[Exp[tTi]] = ΠN−1

i=0

λi

λi − t

题目 11: 习题 5.5

解答:和命题 5.3.2 蛮像的

P (S1 = s1, · · · , Sk = sk|X(t) = i+ k,X(0) = i)

=
P (T1 = s1, T2 = s2 − s1, · · · , Tk = sk − sk−1, Tk+1 > t− sk)

P (X(t) = i+ k,X(0) = i)

=
iλe−iλs1(i+ 1)λe−(i+1)λ(s2−s1) · · · (i+ k − 1)λe−(i+k−1)λ(sk−sk−1)e−(i+k)λ(t−sk)

P (X(t) = i+ k,X(0) = i)

= Ce−λ(t−s1)e−λ(t−s2) · · · e−λ(t−sk)

从而类似课本命题 5.3.2 的推理，我们知道这几个出生时刻同分布于来自密

度为 f 的 k 个相互独立的随机变量的次序统计量，其中

f(x) =
λe−λ(t−x)

1− e−λt
I0≤x≤t


