
第六周作业

助教-夏小凡

2024 年 4 月 10 日

题目 1: 习题 4.1

解答:题目的意思是说，一天刚开始的时候先进货，然后卖货 [不妨假设需求

量为 Yn]，因此供应量的改变应该包括这两个部分，注意题目说的是如果你

存货不足，顾客就不买货了，我们有

Xn = maxXn−1 − Yn, if Xn−1 ≥ s

Xn = maxX − Yn, if Xn−1 < s

P (Yn = j) = aj

根据这个式子分类讨论可以得到结论 [分类讨论补不补货和存货够不够，共

四种情况]

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) = axn−1−xn , Xn−1 ≥ s,Xn < Xn−1

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) = aS−xn , Xn−1 < s,Xn < S

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) =
∑

j>Xn−1

aj, Xn−1 = Xn ≥ s

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) =
∑
j>S

aj, Xn−1 < s,Xn = S

我没列出来的情况转移概率都是 0
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题目 1 的注记:思路并不难，可以对答案看看自己漏没漏情况。当然我觉得

这题离散连续没说清，比较怪

题目 2: 习题 4.2

解答:

P (Xn = j|Xn1 = i1, · · · , Xnk
= ik)

=
∑

a1,··· ,as

P (Xn = j,Xn−1 = a1, · · · , Xnk+1 = as|Xn1 = i1, · · · , Xnk
= ik)

=
∑

a1,··· ,as

P (Xn = j,Xn−1 = a1, · · · , Xnk+1 = as|Xnk
= ik)

= RHS

题目 3: 习题 4.3

解答:任取一条路径，不妨记为

i → i1 → i2 → · · · → is → j

若存在 im = im + t

则把 im ∼ im+t 这段路径换为 im, 也会是一个可行路径，以此类推去掉所有

重复的，最后中间的剩余节点自然至多有 n-2 个。[因为中间的状态不能是

i 和 j，也不能重复]

题目 3 的注记:感觉像数据结构的某些最小路算法，遇到环就去掉

题目 4: 习题 4.4

解答:

LHS = P (Xm+n = j|Xm = i)

=
n∑

k=0

P (Xm+k = j,Xm+p ̸= j, p = 1, · · · k−1|Xm = i)P (Xm+n = j|Xm+k = j)

=
n∑

k=0

fk
ijP

n−k
jj

题目 4 的注记:相当于取条件于第 1 次路过 j 的时刻

题目 5: 习题 4.6
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解答:考虑 2n 后回到原点的概率，不妨假设这 2n 里面有 2m 次是左右走，

2n-2m 次是上下走，那么我们有

P 2n
00 =

n∑
m=0

Cm
2nC

m
2n−mC

n−m
2n−2m

1

42n

=
n∑

m=0

(2n)!

m!m!(n−m)!(n−m!)

1

42n

=
n∑

m=0

Cn
2nC

m
n Cm

n

1

42n

而注意到
n∑

m=0

Cm
n Cm

n =
n∑

m=0

Cm
n Cn−m

n

可以表示从 2n 个东西中选出 n 个的组合数。所以他其实就是 Cn
2n

= (C2n
n)2

1

42n
∼ (22n)2

πn

1

42n
=

1

πn

所以级数发散，也就是说常返

题目 5 的注记:n=3的时候需要一些更精细的组合数估计。结论大概就是喝

醉的酒鬼可以走回家，但是喝醉的鸟不能飞回家。

题目 6: 习题 4.7

解答:第一问就是考虑级数
∞∑
n=1

2nf 2n
00

数院概率论是有讲 f 2n
00 [也就是 2n次转移到原点，但是过程没碰到原点的概

率] 怎么求的，利用随机游走的路径反射。我这里可以简单介绍一下。

考虑这样的一个问题：质点从 (0,0) 出发，终点是 (a+b,a-b), 其中 a-b 是一

个大于 0 的数字。他每次是移动一个 (1,1) 或者一个 (1,-1)。这就是一个一

维的随机游走问题 [相当于第一个分量表示次数，第二个分量表示位置]，我

们希望研究这个质点始终在 x 轴上面的概率。显然，我们可以考虑用满足

条件的路径数来除掉所有可能的路径数来计算概率。
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总路径数非常好算，因为总共有 a+b 步，其中相当于 a 步是往上走，b 步

往下走，所以总共的路径可能就是 Ca
a+b,然后技巧性的一步来了，我们打算

计算不满足条件的路径数。如果这个路径第一步是往下走的，那他毫无疑

问会经过 x 轴，如果他第一段往上了，且最后穿过了 x 轴，那么你把他从

(0,0) 到第一次抵达 x 轴的位置 (t,0) 这一段折线关于 x 轴做一个反射，会

发现他和第一段往下的折线是一一对应的。这也就是说会穿过 x 轴的折线

数目，也就是两倍的从 (1,-1) 到 (a+b,a-b) 的折线，总数也就是 2Ca
a+b−1

总而最后的概率就是
Ca

a+b − 2Ca
a+b−1

Ca
a+b

=
a− b

a+ b

然后这里的话情况不完全一样，你需要自己做一些调整。其实也就是考虑

点从 (0,0)抵达 (2n-1,1)的过程中不穿过 x轴的概率，这个根据我们的结论

应该是 1
2n−1

, 所以有

f 2n
00 = P 2n

00 P (not touch xaxis|2n reach(0, 0))

= Cn
2n

1

22n
1

2n− 1

所以原式也就是对级数 2nCn
2n

(2n−1)22n
求和，斯特林公式告诉我们他相当于

级数 1√
n
, 所以求和会是无穷大。也就是说期望时间是无穷

第二问的话，考虑期望的拆分，不妨假设 Ii 表示 i 时刻回到 0 的次数 [显

然他是 1 或者 0]，并且我们有

P (I2i = 1) =
C i

2i

22i

这也就是说

E[N2n] =
n∑

i=1

C i
2i

1

22i

这是个组合数有关的求和，既然题目都给出答案了，那我建议你用数学归

纳法，n=1 的结果是显然的，而我们直接计算可以知道

E[N2k+2] = E[N2k] + Ck+1
2k+2

1

22k+2
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= (2k + 1)Ck
2k

1

22k
− 1 + Ck+1

2k+2

1

22k+2

= (2k + 3)Ck+1
2k+2

1

22k+2

第三问就是直接用斯特林公式把右边的组合数丢掉，最后会发现

E[N2n] ∼ 2

√
n

π

题目 6 的注记:好像正文写的够清楚了，就不写注记了


