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题目 1: 习题 4.13

解答:假设 i 和 j 位于同一个互达等价类，那么存在一个 m 使得 Pm
ij > 0, 我

们假设 i 是正常返的，下面我们证明 j 是正常返的。

记 Nk 为第 k 次抵达 i 的时刻，考虑极限

lim
k→∞

前Nk +m通过 i 访问 j 的次数
Nk +m

= lim
k→∞

前Nk +m通过 i 访问 j 的次数
k

k

Nk +m

第一项的话，根据马尔科夫性，他其实就相当于 k 次伯努利实验里面的成

功次数，根据大数定律，他会收敛到 Pm
ij , 至于第二项，他表示的相当于在

一段很长的时间里面，访问 i的次数与总时间的比值，他会收敛到 1
Tii

,其中

Tii 表示相邻两次进入 i 所需要的期望时间。

从而我们会有

lim
k→∞

前Nk +m访问 j 的次数
Nk +m

≥ lim
k→∞

前Nk +m通过 i 访问 j 的次数
Nk +m

=
P

(m)
ij

Tii

> 0

这个极限是正的也就意味着 j 是正常返的。

如果我们假设 i 是零常返的，那么 j 也得是零常返的，因为如果 j 是正常返

的，根据我们刚刚的讨论 i就不可能是零常返的，这也就完成了这一题的证

明。
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题目 1 的注记:相当于利用放缩巧妙的求极限

题目 2: 习题 4.14

解答:先证明没有零常返，任取一个状态 i，假设他是零常返的，那么根据

4.13 的结论，i 的一整个可达等价类都会是零常返的。这个状态叫做 C 的

话，我们就存在一列递增的正整数 mn, 使得∑
j∈C

Pmn
ij = 1

等式的含义是，出于 C 是一个常返态组成的的子链，所以从 i 出发的状态，

会反复的回到 C 这一个子链。

令 n趋于无穷大，根据零常返的定义，我们会发现 Pmn
ij 的极限是 0(因为他

事实上表示从 i 出发的马尔科夫链的状态位于 j 的长程比例，而零常返的

长程比例当然是 0.)

所以左式是有限个 0 的求和，他当然也还是 0，不会等于 1，也就造成了矛

盾

至于所有状态并非都是暂态就很好理解了，因为每个暂态至多只会被抵达

有限次，所以有限多个暂态也最多只会被抵达有限次，这就意味着时间足

够长后，所有状态都不可以被抵达了，这显然是不对的。

题目 3: 习题 4.16

解答:首先这个马尔科夫链有很多种定义方法，但是最方便的应该是考虑当

前的 location 有几把伞。因为这样是否会淋湿基本只取决于当前 location

是否有伞，比较一统化。此时马尔科夫链的转移概率为

P0r = 1, Pi,r−i = 1− p, Pi,r−i+1 = p, i = 1, · · · , r

第二问要计算极限概率，这根据我们的正文，本质就是去求解一个线性方

程组，然后我们用 πj 表示当前 location 极限状态下有 j 把伞的概率，可以

列出方程

πr = π0P0r + π1P1,r = π0 + π1p
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πj = πr−jPr−j,j + πr−j+1Pr−j+1,j = πr−j(1− p) + πr−j+1p

π0 = πrPr,0 = πr(1− p)

解这个方程肯定要利用
r∑

i=0

πi = 1

我这里演示一下怎么用 [事实上好像基本这一类题都是这么解]：先无妨假

设 πr = x

那么最后一个方程会告诉我们 π0 = (1− p)x,然后再代入第一个方程会告诉

我们 π1 = x, 再代入第 r 个方程可以告诉我们 π2 = x，以此类推可以知道

除了 π0 的值都是 x, 把它们加起来会是 1，也就是有

rx+ (1− p)x = 1

也就是说 x = 1
r+1−p

, 这就求出了极限概率，至于第三问的话，答案自然就

是

P (rain)π0 =
p(1− p)

r + 1− p

题目 4: 习题 4.19

解答:(a): 这是从 i 一步转移到 j 的极限概率。

(b): 这是从 A 一步转移到 Ac 的极限概率

(c): 注意到连续的两次进入 A 中间必然进入了一次 Ac, 连续的两次进入 Ac

中间必然进入了一次 A, 就可以知道进入 A 和进入 Ac 的次数只差要么是 1

要么是 0

(d)：左边表示离开 A 的速率，右边表示进入 A 的速率，第三问告诉我们

在很长的时间内这个次数最多相差 1，由于时间足够长，所以速率当然是一

样的。

题目 5: 习题 4.21

解答:我们注意到：链子正常返当且仅当满足转移方程的极限概率唯一存在，

因此我们可以通过考察线性方程组的解来研究是否正常返。首先不妨假设
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qi = 1− pi，类似之前的题目，我们可以列出极限方程

π0 = π1q1

πi = πi+1qi+1 + πi−1pi−1, i = 1, 2, · · ·

这个方程你一眼可以看出来

πi+1qi+1 − πipi = πiqi+1 − πi−1pi−1

而注意到 π1q1 − π0p0 = 0，我们就可以推出

πi+1qi+1 = πipi

这也就是说

πi+1 =
p0 · · · pi
q1 · · · qi+1

π0

代入
∑

πi = 1 会有

π0 = (
∞∑
j=0

p0 · · · pi
q1 · · · qi+1

)−1

从而正常返当且仅当
∞∑
j=0

p0 · · · pi
q1 · · · qi+1

< ∞

题目 5 的注记:


