
第四周作业答案
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题目 1. 一个半径为 R 的电介质球，极化强度为 P = K
r

r2
，电容率为 ϵ.

(1) 计算束缚电荷的体密度和面密度;

(2) 计算自由电荷体密度；

(3) 计算球外和球内的电势；

(4) 求该带电介质球产生的静电场总能量.

解答. (1) 束缚电荷体密度

ρp = −∇ · P = −K∇ · ( r
r2
) = −K(

1

r2
∇ · r +∇(

1

r2
) · r) = −K

r2
,

束缚电荷面密度

σp = P外|r=R · (−er) + P内|r=R · er =
K

R
.

(2) 电位移

D =
ϵ

ϵ− ϵ0
P =

Kϵ

ϵ− ϵ0

r

r2
,

所以自由电荷体密度为

ρf = ∇ ·D =
ϵ

ϵ− ϵ0

K

r2
.

(3) 球内电场强度

E内 =
D

ϵ
=

K

ϵ− ϵ0

r

r2
(0 < r ≤ R),

1
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球外电场强度

E外 =
1

4πϵ0

∫ R

0
ρf4πr

2dr

r2
er =

Kϵ

ϵ0(ϵ− ϵ0)

R

r2
er(r ≥ R),

则球外电势分布

φ外 = −
∫ r

∞
E外 · dr =

Kϵ

ϵ0(ϵ− ϵ0)

R

r
(r ≥ R),

球内电势分布

φ内 = φ外|r=R −
∫ r

R

E内 · dr =
K

ϵ− ϵ0
(ln R

r
+

ϵ

ϵ0
).

(4) 带电体的总静电能

W =
1

2
ϵ

∫ R

0

E2
内dV +

1

2
ϵ0

∫ R

0

E2
外dV = 2πϵR(1 +

ϵ

ϵ0
)(

K

ϵ− ϵ0
)2.

题目 2. 在均匀外电场中置入半径为 R0 的导体球，试用分离变量法求出

下列两种情况的电势：

(1) 导体球上接有电池，使球与地保持电势差 Φ0;

(2) 导体球上带总电荷 Q.

解答. 以球心为坐标原点，不妨令外电场为 E0 = E0ez，设未放入导体球

时球心处电势为 φ0.

(1) 当导体球对地电势为 Φ0 时，球外电势的全部定解条件为

∇2φ = 0, (r > R0)

r = R0, φ = Φ0,

r → ∞, φ → φ0 − E0r cos θ,

注: 这里对无穷远处的电势作一些解释. 导体球放入后仅改变局部电场，对

无穷远处的电场分布没有影响，由叠加原理可知，无穷远处的电势为导体球
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贡献加上匀强电场的贡献，而导体球上的感应电荷仅分布在有限区域，对

无穷远处没有贡献，所以无穷远处电势仍然是未放入导体球时的值，没有

变化 (可以想象，在一个无电荷的空间中，处处电势为零，此时无穷远处电

势为零，在某处放入一个点电荷后，无穷远处电势仍然为零，有些同学可能

会有疑问：电场线自电荷伸向无穷远处，不是有电势降吗，为何无穷远处电

势不变？这是因为当放入点电荷或者导体球后，该区域的电势也会变化，即

整体升高或降低，就像地表的” 隆起” 或” 凹陷”，所以从电势降的角度思考

是片面的). 或者，我们也可以将 φ0 设为离球心有一段距离的电势，此处电

场线没有发生弯曲. 在这里，φ0 只是一个常数项，对结果没有影响.

由于这里的 z 轴对称性，可知电势与 ϕ 方向无关，拉普拉斯方程的通

解为

φ =
∞∑
l=0

(Anr
n +

Bn

rn+1
)Pl(cos θ),

由于 r → ∞, φ → φ0 − E0r cos θ，所以

φ|r→∞ =
∞∑
l=0

Anr
nPl(cos θ) = φ0 − E0r cos θ,

对比可知，An = 0(n ≥ 2)，A0 = φ0，A1 = −E0.

由于 r = R0, φ = Φ0，所以

φ|r=R0 = φ0 − E0R0 cos θ +
∞∑
l=0

Bn

Rn+1
0

Pl(cos θ) = Φ0,

对比可知，Bn = 0(n ≥ 2)，且

φ0 − E0R0 cos θ + B0

R0

+
B1

R2
0

cos θ = Φ0,

解得 B0 = R0(Φ0 − φ0)，B1 = E0R
3
0.

综上，

φ = φ0 − E0r cos θ + R0(Φ0 − φ0)

r
+

E0R
3
0 cos θ
r2

(r ≥ R0),



4

而球内是等势的. 可以看出，第一项是选择坐标原点电势而引入的常数项，

它不会影响电势分布，第二项是匀强电场引发的电势降，第三项是由于导

体球接有电池而使球面均匀带电所产生的球对称项，将最后一项与位于坐

标原点的电偶极子 p = pez 所产生的电势比较，即

1

4πϵ0

p · r
r3

=
1

4πϵ0

p cos θ
r2

=
E0R

3
0 cos θ
r2

,

所以 p = 4πϵ0E0R
3
0，实际上，第四项来源于外场使导体球面出现感应电荷，

这部分电荷所引发的电势降，通过上面的比较我们可以发现，这些感应电

荷的总体作用相当于一个放在坐标原点的电偶极子 p = pez.

球面的自由电荷面密度

σf = en ·D|r=R0 = −ϵ0
∂φ

∂r
|r=R0 =

ϵ0(Φ0 − φ0)

R0

+ 3ϵ0E0 cos θ,

注：en ·D = −ϵ0r̂ · ∇φ = −ϵ0r̂ · (∂φ
∂r

r̂ +
1

r

∂φ

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂φ

∂ϕ
) = −ϵ0

∂φ

∂r
，复

习一下.

第一项为外接电池所带来的均匀分布面电荷，第二项为感应电荷，可

以发现分布并不均匀，球面上与外场夹角为零处，感应电荷密度最大，夹角

为 90◦ 时，无感应电荷.

(2) 当导体球上带总电荷 Q 时，球外点势的全部定解条件为

∇2φ = 0, (r > R0)

r = R0, φ = Φ0(未知常数),−ϵ0

∮
S

∂φ

∂r
|r=R0dS = Q,

r → ∞, φ → φ0 − E0r cos θ,

解的过程与 (1) 完全相同，不过这里 Φ0 为未知常数，我们还需要利用另外

一个条件，∮
S

σf ·dS =
ϵ0(Φ0 − φ0)

R0

·(4πR2
0)+3ϵ0E0

∫ π

0

cos θ sin θdθ

∫ 2π

0

dφ = 4πϵ0R0(Φ0−φ0)+0,



5

即

Φ0 = φ0 +
Q

4πϵ0R0

,

注：第二项为感应电荷面密度，积分之后为零，也很合理.

综上，

φ = φ0 − E0r cos θ + Q

4πϵ0r
+

E0R
3
0 cos θ
r2

(r ≥ R0),

球内是等势的.

通过这两问，我们可以看出，对于匀强电场中的导体球问题，分析球外

电场时，我们完全可以把这个导体球等效为一个位于球心且电量为导体球

净电荷量的点电荷和一个位于球心的电偶极子，看似复杂的“导体球”可

以扔掉了.

题目 3. 均匀介质球的中心置一点电荷 Qf，球的电容率为 ϵ，球外为真空，

试用分离变量法求空间电势，把结果与使用高斯定理所得结果比较.

解答. 点电荷会将均匀介质球极化，设介质球的半径为 R0，球内球外两区

域的定解条件为

∇2φ1 = −Qf

ϵ
δ(x), (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ1 → ∞, (球心处有点电荷)

r → ∞, φ2 → 0,

r = R0, φ1 = φ2, ϵ
∂φ1

∂r
= ϵ0

∂φ2

∂r
, (无自由电荷，电位移边界连续)

注：第二次习题课的补充题提过，并不是所有情况下都有电势连续的

条件，对于体电荷和面电荷分布，确实连续，但对于线电荷和点电荷，电势

在边界不连续.
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容易看出，r < R0时，方程的一个特解为 φq =
1

4πϵ

Qf

r
，设 φ1 = φq+φ3，

可以将球内外两区域的定解条件改写为

∇2φ3 = 0, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ3有限,

r → ∞, φ2 → 0,

r = R0,
1

4πϵ

Qf

R0

+ φ3 = φ2, ϵ
∂φ3

∂r
− ϵ0

∂φ2

∂r
=

Qf

4πR2
0

,

所以，可设 φ3 =
∑∞

n=0 Anr
nPn(cos θ)，φ2 =

∑∞
n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ)，并且有

Qf

4πϵR0

+ A0 =
B0

R0

,

ϵ0
B0

R2
0

=
Qf

4πR2
0

,

AnR
n
0 =

Bn

Rn+1
0

, (n ≥ 1)

ϵAnnR
n−1
0 + ϵ0(n+ 1)

Bn

Rn+2
0

= 0, (n ≥ 1)

解得 A0 =
Qf (ϵ− ϵ0)

4πϵ0ϵR0

，B0 =
Qf

4πϵ0
，第三个和第四个方程联立可得 nϵ+(n+

1)ϵ0 = 0，无解，即 An, Bn = 0(n ≥ 1).

综上所述，由分离变量法所得到的解为

φ1 =
Qf

4πϵr
+

Qf (ϵ− ϵ0)

4πϵ0ϵR0

, (r < R0)

φ2 =
Qf

4πϵ0r
.(r > R0)

由介质中的高斯定理，可以得到球内外的电场

E1 =
D1

ϵ
=

Qfr

4πϵr3
, (r < R0)

E2 =
D2

ϵ0
=

Qfr

4πϵ0r3
, (r > R0)
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所以两区域的电势分布为

φ2 =

∫ ∞

r

E2 · dr =
Qf

4πϵ0r
, (r > R0)

φ1 = φ2|r=R0 +

∫ R0

r

E1 · dr =
Qf

4πϵr
+

Qf (ϵ− ϵ0)

4πϵ0ϵR0

.(r < R0)

二者的结果是一样的.

题目 4. 均匀介质球 (电容率为 ϵ1) 的中心置一自由电偶极子 pf，球外充

满了另一种介质 (电容率为 ϵ2)，求空间各点的电势和极化电荷分布.

解答. 与上题类似，pf 会将均匀介质球极化，设介质球的半径为 R0，球

内球外两区域的定解条件为

∇2φ1 =
1

ϵ1
(pf · ∇)δ(x), (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ1 → ∞, (球心处有电偶极子)

r → ∞, φ2 → 0,

r = R0, φ1 = φ2, ϵ1
∂φ1

∂r
= ϵ2

∂φ2

∂r
, (无自由电荷，电位移边界连续)

注: 点电荷的分布可以用狄拉克函数描述，那么电偶极子又该如何处理？事

实上，按电偶极子的定义，这个泊松方程应该写为

∇2φ1 = − 1

ϵ1
[qδ(x− l

2
)− qδ(x+

l

2
)],

对这两项分别泰勒展开，两者的零阶项相互抵消，保留一阶项，

∇2φ1 = − q

ϵ1

∂δ(x)

∂l
· (−l) =

pf

ϵ1
· ∇δ(x).
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容易看出，r < R0时，方程的一个特解为 φp =
1

4πϵ1

pf cos θ
r2

，设 φ1 = φp+φ3，

可以将球内外两区域的定解条件改写为

∇2φ3 = 0, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ3有限,

r → ∞, φ2 → 0,

r = R0,
1

4πϵ1

pf cos θ
R2

0

+ φ3 = φ2, ϵ1
∂φ3

∂r
− ϵ2

∂φ2

∂r
=

2pf cos θ
4πR3

0

,

所以，可设 φ3 =
∑∞

n=0 Anr
nPn(cos θ)，φ2 =

∑∞
n=0

Bn

rn+1
Pn(cos θ)，并且有



A0 =
B0

R0

,

pf
4πϵ1R2

0

+ A1R0 =
B1

R2
0

,

ϵ2
B0

R2
0

= 0,

ϵ1A1 +
2ϵ2B1

R3
0

=
2pf
4πR3

0

,

AnR
n
0 =

Bn

Rn+1
0

, (n ≥ 2)

ϵAnnR
n−1
0 + ϵ0(n+ 1)

Bn

Rn+2
0

= 0, (n ≥ 2)

解得 A0 = B0 = 0，A1 =
pf (ϵ1 − ϵ2)

2πϵ1(ϵ1 + 2ϵ2)R3
0

，B1 =
3pf

4π(ϵ1 + 2ϵ2)
，第五个和

第六个方程联立可得 nϵ+ (n+ 1)ϵ0 = 0，无解，即 An, Bn = 0(n ≥ 2).

综上所述，球内外两区域的电势为

φ1 =
pf cos θ
4πϵ1r2

+
pf (ϵ1 − ϵ2)

2πϵ1(ϵ1 + 2ϵ2)R3
0

r cos θ, (r < R0)

φ2 =
3pf

4π(ϵ1 + 2ϵ2)

cos θ
r2

.(r > R0)
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极化体电荷分布

ρp1 = −∇·P1 = −∇[−(ϵ1−ϵ0)∇φ1] = (ϵ1−ϵ0)∇2φ1 =
ϵ1 − ϵ0

ϵ1
(pf ·∇)δ(x), (r < R0),

ρp2 = (ϵ2 − ϵ0)∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = R0 处，极化面电荷分布

σp = P1 · er|r=R0 + P2 · (−er)|r=R0

= −(ϵ1 − ϵ0)
∂φ1

∂r
|r=R0 + (ϵ2 − ϵ0)

∂φ2

∂r
|r=R0

=
3ϵ0(ϵ1 − ϵ2)pf cos θ
2πϵ1(ϵ1 + 2ϵ2)R3

0

.

题目 5. 空间导体球壳的内外半径为 R1 和 R2，球中心置一偶极子 p，球

壳上带电 Q，求空间各点电势和电荷分布.

解答. 设导体球壳的电势为 φ0，球壳内外两区域的定解条件为

∇2φ1 =
1

ϵ0
(p · ∇)δ(x), (r < R1)

∇2φ2 = 0, (r > R2)

r = 0, φ1 → ∞, (球心处有电偶极子)

r → ∞, φ2 → 0,

r = R1, φ1 = φ0, ϵ0

∫
S

∂φ1

∂r
dS = 0,

r = R2, φ2 = φ0,−ϵ0

∫
S

∂φ2

∂r
dS = Q,

注: 导体球的内壳是有自由电荷的 (感应电荷)，切勿想当然.

容易看出，r < R1时，方程的一个特解为 φp =
p cos θ
4πϵ0r2

，设 φ1 = φp+φ3，

可以将球内外两区域的定解条件改写为

∇2φ3 = 0, (r < R1)
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∇2φ2 = 0, (r > R2)

r = 0, φ3有限,

r → ∞, φ2 → 0,

r = R1,
p cos θ
4πϵ0R2

1

+ φ3 = φ0,

r = R2, φ2 = φ0,−ϵ0

∫
S

∂φ2

∂r
dS = Q,

由题目 3，题目 4 的先例，这里我们直接设 φ3 = A0 + A1r cos θ, φ2 =
B0

r
+

B1

r2
cos θ, 原因不再赘述. 由边界条件可知，

A0 =
B0

R2

,

pf
4πϵ1R2

1

+ A1R1 =
B1

R2
0

,

B1 = 0,

4πϵ0B0 = Q,

解得

A0 =
Q

4πϵ0R2

, A1 = − p

4πϵ1R3
1

, B0 =
Q

4πϵ0
, B1 = 0,

综上所述，

φ1 =
p cos θ
4πϵ0r2

+
Q

4πϵ0R1

− pr cos θ
4πϵ0R3

1

, (r < R1)

φ2 =
Q

4πϵ0r
, (r > R2),

面电荷分布，

r = R1时，σ1 = −ϵ0E1|r=R1 = ϵ0∇φ1|r=R1 = −3p cos θ
4πR3

1

,

r = R2时，σ2 = ϵ0E2|r=R2 = −ϵ0∇φ2|r=R2 =
Q

4πR2
2

.
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题目 6. 在均匀外电场 E0 中置入一带均匀自由电荷 ρf 的绝缘介质球 (电

容率 ϵ)，求空间各点的电势.

解答. 自由电荷的电场和外场 E0 将使介质球极化，设介质球半径为 R0，

未放入介质球前球心的电势为 φ0，以球心为坐标原点，且令 E0 = E0ez，介

质球内外的定解条件为

∇2φ1 = −ρf
ϵ
, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ1有限,

r → ∞, φ2 → φ0 − E0r cos θ,

r = R0, φ1 = φ2, ϵ
∂φ1

∂r
= ϵ0

∂φ2

∂r
, (表面无自由电荷，电位移边界连续)

注：这里的自由电荷是体分布，介质球表面是没有自由电荷的.

容易看出，r < R0 时，方程的一个特解为 φq = −ρf
6ϵ

r2，设 φ1 = φq+φ3，

可以将球内外两区域的定解条件改写为

∇2φ3 = 0, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ3有限,

r → ∞, φ2 → φ0 − E0r cos θ,

r = R0,−
ρf
6ϵ

R2
0 + φ3 = φ2, ϵ

∂φ3

∂r
− ϵ0

∂φ2

∂r
=

ρfR0

3
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设 φ3 = A0 + A1r cos θ, φ2 = φ0 − E0r cos θ + B0

r
+

B1

r2
cos θ, 由边界条件可

知， 

−ρf
6ϵ

R2
0 + A0 = φ0 +

B0

R0

,

A1R0 = −E0R0 +
B1

R2
0

,

ϵ0B0

R2
0

=
ρfR0

3
,

ϵA1 + ϵ0E0 +
2ϵ0B1

R3
0

= 0,

解得A0 = φ0+
(2ϵ+ ϵ0)ρfR

2
0

6ϵ0ϵ
, A1 = − 3ϵ0

2ϵ0 + ϵ
E0, B0 =

ρf
3ϵ0

R3
0, B1 =

ϵ− ϵ0
2ϵ0 + ϵ

E0R
3
0,

综上所述，

φ1 = −ρf
6ϵ

r2 +
(2ϵ+ ϵ0)ρfR

2
0

6ϵ0ϵ
+ φ0 −

3ϵ0
2ϵ0 + ϵ

E0r cos θ, (r < R0)

φ2 = φ0 − E0r cos θ + ρf
3ϵ0

R3
0

r
+

ϵ− ϵ0
2ϵ0 + ϵ

E0R
3
0

r2
cos θ.(r > R0)

题目 7. 在一很大的电解槽中充满电导率为 σ2 的液体，使其中流着均匀的

电流 Jf0. 今在液体中置入一个电导率为 σ1 的小球，求稳恒时电流分布和

面电荷分布，讨论 σ1 ≫ σ2 及 σ2 ≫ σ1 两种情况的电流分布的特点.

解答. 由欧姆定律微观形式可知，Jf0 = σE，即电场也是稳恒的. 并且由

电流的连续性方程可知，在稳恒情况下，∇ · J = 0，所以有 ∇2φ = 0.

设未放入小球时球心处的电势为 φ0，小球的半径为 R0，令导电液体中

原电流密度 Jf0 = σ2E0 = σ2E0ez. 介质球内外的定解条件为

∇2φ1 = 0, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ1有限,

r → ∞, φ2 → φ0 −
Jf0
σ2

r cos θ,
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r = R0, φ1 = φ2,J1 = J2,即σ1
∂φ1

∂r
= σ2

∂φ2

∂r
,

设 φ1 = A0 +A1r cos θ, φ2 = φ0 −
Jf0
σ2

r cos θ+ B0

r
+

B1

r2
cos θ, 由边界条件可

知， 

A0 = φ0 +
B0

R0

,

A1R0 = −Jf0
σ2

R0 +
B1

R2
0

,

σ2B0

R2
0

= 0,

σ1A1 + Jf0 +
2σ2B1

R3
0

= 0,

解得 A0 = φ0, A1 = − 3Jf0
σ1 + 2σ2

, B0 = 0, B1 =
σ1 − σ2

σ2(σ1 + 2σ2)
Jf0R

3
0,

综上所述，

φ1 = φ0 −
3Jf0

σ1 + 2σ2

r cos θ, (r < R0)

φ2 = φ0 −
Jf0
σ2

r cos θ + σ1 − σ2

σ2(σ1 + 2σ2)r2
Jf0R

3
0 cos θ.(r > R0)

r = R0 处，面电荷分布

σ = ϵ0E2 · er|r=R0 + ϵ0E1 · (−er)|r=R0

= −ϵ0
∂φ2

∂r
|r=R0 + ϵ0

∂φ1

∂r
|r=R0

=
3(σ1 − σ2)ϵ0
σ2(σ1 + 2σ2)

Jf0 cos θ.

电流分布

J1 = σ1E1 = −σ1∇φ1 =
3σ1Jf0

σ1 + 2σ2

,

J2 = σ2E2 = −σ2∇φ2 = Jf0 +
(σ1 − σ2)R

3
0

σ1 + 2σ2

[
3(Jf0 · r)r

r5
− Jf0

r3
],

当 σ1 ≫ σ2 时，

J1 = 3Jf0,J2 = Jf0 +R3
0[
3(Jf0 · r)r

r5
− Jf0

r3
],

当 σ2 ≫ σ1 时，

J1 = 0,J2 = Jf0 −
1

2
R3

0[
3(Jf0 · r)r

r5
− Jf0

r3
],
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题目 8. 在直角坐标下推导拉普拉斯方程解的形式 (二维).

解答. 二维情况下，直角坐标系中的拉普拉斯方程为

∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= 0,

设 φ(x, y) = X(x)Y (y)，代入得

X
′′
(x)

X(x)
+

Y
′′
(y)

Y (y)
= 0,

设
X

′′
(x)

X(x)
= m2,

Y
′′
(y)

Y (y)
= −m2，当 m = 0 时，

X(x) = Ax+B, Y (y) = Cy +D,

当 m ̸= 0 时，

X(x) = A
′
emx +B

′
e−mx, Y (y) = C

′ cos(my) +D
′ sin(my),

这里的 m2,−m2 称为对应问题的本征值，X(x), Y (y) 称为对应问题的本征

函数.分离变量法的核心思想是通过解出本征值问题的本征函数，再利用本

征函数构建函数空间的一组正交基，最后用这些正交基来对待求函数来进

行傅里叶展开.

因为这道题并没有给我们相应的边界条件，我们只能得到本征函数的

形式. 假如在三维情况下讨论，就要复杂一些，需要分多种情况来判断三个

本征值的正负.

下面列举了一些在一维热传导问题中，不同边界条件对应的本征函数

族，感兴趣的同学可以挑几个验证一下.
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图 1: 各种边界条件所对应的本征函数族


