
第十二次作业答案

罗曾宇

题目 1. 证明沿 z 轴方向传播的平面电磁波可用矢势 A(ωτ) 表示，其中

τ = t− z

c
，A 垂直于 z 轴方向.

解答. 在洛伦兹规范

∇ ·A+
1

c2
∂φ

∂t
= 0

下，齐次达朗贝尔方程的平面波解为

A = A0e
i(k·x−ωt), φ = φ0e

i(k·x−ωt),

由于 k ·A = 0(这里是对 A 的进一步约束，忘记了的同学可翻阅课本 188

面)，即 A 为横场，于是由洛伦兹规范，得

ik ·A− iω

c2
φ = 0, φ = 0,

而波矢量 k = kez，故矢势为

A = A0e
i(kz−ωt) = A0e

−iω(t−
z

c
)
= A(ωτ),

其中 τ = t− z

c
. 此平面波的电磁场用矢势表示为

B = ∇×A = ik ×A(ωτ),E = −∂A

∂t
= iωA(ωτ).
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题目 2. 设真空中矢势 A(x, t) 可用复数傅里叶展开为 A(x, t) =∑
k[ak(t)e

ik·x + a∗
k(t)e

−ik·x]，其中 a∗
k 是 ak 的复共轭.

(1) 证明 ak 满足谐振子方程
d2ak(t)

dt2 + k2c2ak(t) = 0.

(2) 当选取规范 ∇ ·A = 0, φ = 0 时，证明 k · ak = 0.

(3) 把 E 和 B 用 ak 和 a∗
k 表示出来.

解答. (1) 在洛伦兹规范

∇ ·A+
1

c2
∂φ

∂t
= 0

下，真空中 A 的齐次波动方程为

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0,

这是一个线性方程(线性的定义：F (αu+ βv) = αF (u)+ βF (v),可以自行检

验一下)，任何频率的单色平面波是它的解，由各种不同频率的单色波线性

叠加而成的任何电磁波，都是它的解. 故一般地可将这方程的解表为级数

A(x, t) =
∑
k

[ak(t)e
ik·x + a∗

k(t)e
−ik·x],

矢量 ak(t) 代表角频率为 ω =
k

c
的单色波，k 是其波矢量，a∗

k(t) 是其复共

轭. 将其代入波动方程中得

d2ak(t)

dt2 + k2c2ak(t) = 0,
d2a∗

k(t)

dt2 + k2c2a∗
k(t) = 0.

即每一个单色波 ak 及其复共轭都满足谐振子方程.

(2) 若选取规范 ∇ ·A = 0, φ = 0，把矢势的级数解代入得

k · ak(t) = 0,k · a∗
k(t) = 0,

即组成解的每个单色波都是横波.
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(3) 利用矢势的级数解

B = ∇×A =
∑
k

ik × [ak(t)e
ik·x − a∗

k(t)e
−ik·x],

E = −∂A

∂t
= −

∑
k

[
dak(t)

dt eik·x +
da∗

k(t)

dt e−ik·x],

如果在 (2) 选取的规范下，每个单色波都是横波，即有 Ek = cBk × ek, ek

是每个单色波传播波方向上的单位矢量，所以可将电场写为

E =
∑
k

(cBk × ek) =
∑
k

ick[ak(t)e
ik·x − a∗

k(t)e
−ik·x].

题目 3. 设 A 和 φ 是满足洛伦兹规范的矢势和标势.

(1) 引入一矢量函数 Z(x, t)(赫兹矢量)，若令 φ = −∇ ·Z，证明 A =
1

c2
∂Z

∂t
.

(2) 若令 ρ = −∇ ·P，证明 Z 满足方程 ∇2Z − 1

c2
∂2Z

∂t2
= −c2µ0P，写

出在真空中的推迟解.

(3) 证明 E 和 B 可通过 Z 用下列公式表出，

E = ∇× (∇×Z)− c2µ0P ,B =
1

c2
∂

∂t
∇×Z.

解答. (1) 洛伦兹规范为

∇ ·A+
1

c2
∂φ

∂t
= 0,

将 φ = −∇ ·Z 代入得

∇ · (A− 1

c2
∂Z

∂t
) = 0,

因为洛伦兹规范对任意点任意时刻都成立，所以该式对任意点任意时刻都

成立，所以 A − 1

c2
∂Z

∂t
= ∇× a(x)，a(x) 为任意常矢量，并且只和 x 有
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关，如果令 Z
′
= Z + c2∇× a(x)t，有 A − 1

c2
∂Z

′

∂t
= 0，也就是说常矢量

a(x) 完全可以归化到 Z 中，所以，不妨取 ∇× a(x) = 0，有

A =
1

c2
∂Z

∂t
.

(2) 若令 ρ = −∇ · P，由电流连续性方程，便有

∂ρ

∂t
= −∇ · ∂P

∂t
= −∇ · J ,即J =

∂P

∂t
,

因为在洛伦兹规范下，矢势 A 满足达朗贝尔方程 ∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −µ0J ,

代入 A,J 得

∇2Z − 1

c2
∂2Z

∂t2
= −P

ϵ0
,

此方程与 A 的达朗贝尔方程有完全相同的形式，因此它也有推迟解

Z(x, t) =
1

4πϵ0

∫
V

P (x
′
, t− r

c
)

r
dV ′

.

(3)

B = ∇×A =
1

c2
∂

∂t
(∇×A),

E = −∇φ− ∂A

∂t
= ∇× (∇×Z)− P

ϵ0
.

题目 4. 两个质量，电荷都相同的粒子相向而行发生碰撞，证明电偶极辐

射和磁偶极辐射都不会发生.

解答. 由于两粒子相向碰撞且质量 m 相等，因此系统的总动量为零：

mv1 +mv2 = 0,

由此可知两个粒子的运动速度和位置矢量等值反向，即 v1 = −v2,x1 =

−x2.又因为两个粒子的电荷 q 相等，这系统的电偶极矩和磁偶极矩均为零：

p = qx1 + qx2 = 0,m =
1

2
(x1 × qv1 + x2 × qv2) = 0,

因此不会发生电偶极和磁偶极辐射.
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题目 5. 设有一球对称的电荷分布，以频率 ω 沿径向作简谐振动，求辐射

场，并对结果给以物理解释.

解答. 不会发生辐射. 因为电荷球对称分布意味着电荷密度 ρ = ρ(r
′
) 只是

r
′
的函数而与坐标 θ

′
, ϕ

′
无关.设在平衡状态下，球内任一点源的位矢为 r

′
0，

当电荷沿径向振动时其位矢和速度分别为

r
′
= r

′

0e
−iωt

′

,v
′
= −iωr

′
,

于是球内任意一点上的电流密度为

J(x
′
, t

′
) = ρ(r

′
)v

′
= −iωρ(r

′
)r

′
,

显然，在任意一条球的直径上，由于两个对称点上电荷密度 ρ(r
′
) 相等，而

位矢 r
′
则等值反向，因而 J(x

′
, t

′
) 等值反向而互相抵消，故推迟势必定为

零：

A(x, t) =
µ0

4π

∫
V

J(x
′
, t

′
)

r
dV ′

= 0.

题目 6. 一飞轮半径为 R，并有电荷均匀分布在其边缘上，总电量为 Q.设

此飞轮以恒定角速度 ω 旋转，求辐射场.

解答. 轮缘的电荷线密度为 λ =
q

2πR
, 因旋转角速度 ω 固定，因此形成的

电流

I = λv = λωR =
ωq

2π
,

是稳恒的. 稳定的电荷和电流分布只能产生稳定的电场与磁场，而不会发生

辐射.
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题目 7. 利用电荷守恒定律，验证 A 和 φ 的推迟势满足洛伦兹条件.

解答. A 和 φ 的推迟势为

A(x, t) =
µ0

4π

∫
V

J(x
′
, t

′
)

r
dV ′

,

φ(x, t) =
1

4πϵ0

∫
V

ρ(x
′
, t)

r
dV ′

,

其中 t
′
= t− r

c
. 由 ∇t

′
= −∇r

c
，以及算符代换关系 ∇′ → −∇，有

∇′ ·J(x′
, t

′
) = ∇′ ·J(x′

, t
′
)t′不变+

∂J(x
′
, t

′
)

∂t′
·∇′

t
′
= ∇′ ·J(x′

, t
′
)t′不变−∇·J(x′

, t
′
),

∇′ ·J(x
′
, t

′
)

r
=

1

r
∇′ ·J(x′

, t
′
)+∇′ 1

r
·J(x′

, t
′
) =

1

r
∇′ ·J(x′

, t
′
)t′不变−

1

r
∇·J(x′

, t
′
)−∇1

r
·J(x′

, t
′
),

因此

∇ ·A(x, t) =
µ0

4π

∫
V

[
1

r
∇ · J(x′

, t
′
) +∇1

r
· J(x′

, t
′
)]dV ′

=
µ0

4π

∫
V

[−∇′ · J(x
′
, t

′
)

r
+

1

r
∇′ · J(x′

, t
′
)t′不变]dV

′

=
µ0

4π

∫
V

1

r
∇′ · J(x′

, t
′
)dV ′

,

在第二步中，右方第一项化为面积分，总可以取积分面大于电流分布区域

的界面，因而积分面上电流密度 J = 0，故此项为零. 而

∂

∂t
φ(x, t) =

1

4πϵ0

∫
V

1

r

∂

∂t′
ρ(x

′
, t

′
)dV ′

,

于是由电荷守恒定律

∇′ · J(x′
, t

′
)t′不变 +

∂ρ(x
′
, t

′
)

∂t′
= 0,

得 A 和 φ 满足洛伦兹条件

∇ ·A(x, t) +
1

c2
∂

∂t
φ(x, t) = 0.
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题目 8. 半径为 R0 的均匀永磁体，磁化强度为 M0，球以恒定角速度 ω

绕通过球心而垂直于M0 的轴旋转，设 R0ω ≪ c，求辐射场和能流.

解答. 此球的磁矩振幅为 m0 =
4πR3

0

3
M0, 由于条件 R0ω << c，即辐射波

长 λ >> 2πR0，因此远处的辐射场只需要考虑磁偶极场.

设以 z 轴为旋转轴，则 m 与 xy 平面平行，将它分解为两个独立的振

动

m = mxex +myey = m0 cosωtex +m0 sinωtey,

并写成复数形式

m = m0(ex + iey)e
−iωt =

4πR3
0M0

3
(ex + iey)e

−iωt,

由直角坐标基矢量与球坐标基矢量的变换：

ex = sin θ cosϕeR + cos θ cosϕeθ − sinϕeϕ,

ey = sin θ sinϕeR + cos θ sinϕeθ + cos eϕ,

有

m = m0e
iωt+iϕ(sin θeR + cos θeθ + ieϕ), m̈ = −ω2m,

辐射场和平均辐射能流密度为

B =
µ0e

ikR

4πc2R
(m̈× eR)× eR =

µ0ω
2M0R

3
0

3c2R
(cos θeθ + ieϕ)e

i(kR−ωt+ϕ),

E = cB × eR =
µ0ω

2M0R
3
0

3cR
(ieθ − cos θeϕ)e

i(kR−ωt+ϕ),

S =
c

2µ0

(B∗ ·B)eR =
µ0ω

4M2
0R

6
0

18c3R2
(1 + cos2 θ)eR.


