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一（本题 15 分）讨论函数� = � �, � =
�3−�3

�2+�2
, �2 + �2 ≠ 0

0, �2 + �2 = 0
在(0,0)处的（1）

连续；（2）可偏导；（3）可微性

解析：（1）连续性；即：0 ≤ �3−�3

�2+�2
= x − y �2+�2+��

�2+�2
≤ 3

2
x − y → 0

（2）偏导数；即：��' (0,0) = lim
�→0

�(�,0)−�(0,0)
�

= 1

同理：��' (0,0) = lim
�→0

�(0,�)−�(0,0)
�

=− 1

（3）全微分；即： lim
�→0,�→0

�(�,�)−�(0,0)−�+�
�2+�2

即：= lim
�→0,�→0

�3−�3

�2+�2
−�+�

�2+�2

即：= lim
�→0,�→0

�3−�3−(�−�)(�2+�2)

(�2+�2)
3
2

即：= lim
�→0,�→0

�3−�3−�3−��2+�2�+�3

(�2+�2)
3
2

即：= lim
�→0,�→0

�2�−��2

(�2+�2)
3
2
≠ 0

二（本题 12 分，每小题 6 分）

1. 设二元函数 z = f(s, t)有二阶连续偏导数，求 z = f(xy, x)的偏导数 �2�
����

解析：��
��
= ��1' + �2'

进一步： �2�
����

= �1' + ���11'' + ��21''

2.求由方程�3 − 3��� = �3在点(0,0,1)附近所确定函数�(�, �)的偏导数 �2�
����

.其中 a

为给定的正常数.

解 1：设� �, �, � = �3 − 3��� − �3

则：��
��
=− ��'

��'
= ��

�2−��
, ��

��
=− ��'

��'
= ��

�2−��



得： �2�
����

= �
��

��
��

= �
��

��
�2−��

即：= �+���' �2−�� −�� 2���' −�

�2−��
2

到：=
�+ ���

�2−��
�2−�� −�� 2� ���

�2−��
−�

�2−��
2

即：= �(�4−2���2−�2�2)

�2−��
3

即： �2�
����

|(0,0,1) = 1.

三（本题 12 分，每小题 6 分）

1.计算二重积分 �
1−�2−�2

1+�2+�2
����� ，其中 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}.

解析： �
1−�2−�2

1+�2+�2
����� = 2 �1

1−�2−�2

1+�2+�2
�����

即：= 2 0

π
2 dθ� 0

1 1−r2

1+r2
rdr�

即：= π 0
1 ( 2

1+r2
− 1)rdr�

即：= π( ln (1 + r2) − 1
2
r2)|01

即：= π( ln 2 − 1
2
).

2.计算三重积分 � (� + � + �)��� ,其中积分区域 V 由曲面� = �2 + �2和曲面

� = 1 − �2 − �2所围成.

分析：用三重积分的对称性，第一二项的积分为零

解析：� = � ����

由对称性： � ���� = 0

和： � ���� = 0

故有： � ���� = 0
2���� 0

�
4 ��� 0

1�3 sin� cos����



即：= �
2 0

�
4 sin� cos����

即：= �
2
1
2
sin2�|0

�
4 = �

8

四（本题 15 分）

已知 f(x,y)满足：���'' (�, �) = 2(� + 1)��, ��' (�, 0) = (1 + �)��, �(0, �) = �2 + 2�，

（1）求 f(x,y)的极值；（2）用拉格朗日乘数法求 f(x,y)在条件下 yex = 1 的极值.

解析：���'' (�, �) = 2(� + 1)�� ⟹ ��' (�, �) = (1 + �)2�� + �(�)

由��' (�, 0) = (1 + �)�� ⟹ �(�) = ��� ⟹ ��' (�, �) = (1 + �)2�� + ���.

再对 x 积分：f(x, y) = (1 + �)2�� + (� − 1)�� + ℎ(�).

由：�(0, �) = �2 + 2� ⟹ ℎ(�) = 0

所以：f(x, y) = (1 + �)2�� + (� − 1)��.

下面求 f(x, y)的极值：

由：
fx' (x, y) = (1 + �)2�� + ��� = 0

fy' (x, y) = 2(� + 1)�� = 0 ⟹ (�, �) = (0, − 1)

再：

fxx'' (x, y) = (1 + �)2�� + (� + 1)��

fxy'' (x, y) = 2(y + 1)��

fyy'' (x, y) = 2��

有：A = fxx'' (0, − 1) = 1, B = fxy'' (0, − 1) = 0, C = fyy'' (0, − 1) = 2.

由：�2 − �� =− 2 < 0, � = 1 > 0,极小值 f(0, − 1) =− 1.

解析（2）：从条件中解出 y = e−x，代入 f(x, y)中，可看出有极小值。

由拉格朗日乘数法

构造：L(x, y,λ) = (1 + �)2�� + (� − 1)�� + �(��� − 1)

有：
(1 + �)2�� + ��� + ���� = 0

2(y + 1)�� + ��� = 0
��� − 1 = 0



即：
(1 + �)2 + � + �� = 0
2(y + 1) + � = 0

��� = 1
⟹

� = 0
� = 1
� =− 4

故条件极值点为(0,1)，条件极小值为 3.

五（本题 16 分，每小题 8 分）

1.设 a,b 是正数，Γ是椭圆�2

�2
+ �2

�2
= 1，计算第一型曲线积分 � �� ��� .

解析：设Γ的参数方程为：x = a cos φ , y = b sinφ , 0 ≤ φ ≤ 2π.

所以： � �� ��� = �� 0
2� cos� sin� �2sin2� + �2cos2�� ��

即：= 4�� 0

�
2 sin� cos� (�2 − �2)sin2� + �2� ��

即：= 2�� 0
1 (�2 − �2)� + �2� ��

即：= 2ab 2
3(a2−b2)

((a2 − b2)t + b2)
3
2|01

即：= 4ab
3(a2−b2)

(a3 − b3)

即：= 4ab
3(a+b)

(a2 + b2 + ab)

注：以上在 a>b 的情况下推出结论；当 a<b 和 a=b 情况时，

所得结论一样.

2.设 a,b,c 是常数，S 是圆球面�2 + �2 + �2 = �2, (� > 0)，计算第一型曲面积分

� (�� + �� + ��)2��� 。

解析：由对称性可知

有： � ����� = � ����� = � ����� = 0

且： � �2��� = � �2��� = � �2���

因此： � (�� + �� + ��)2��� = � (�2 + �2 + �2)�2���

即：= a2+b2+c2

3 � (�2 + �2 + �2)���



即：= a2+b2+c2

3 � �2���

即：= a2+b2+c2

3
4πR4.

六（本题 10 分）证明曲面 z + x2 + y2 + z2 = x3f( y
x
)上任意点处的切平面在 0z

轴上的截距与切点到原点的距离之比为常数，并求此常数.

证明：令：r = x2 + y2 + z2，则 r 表示点(x,y,z)到原点的距离

设：u = y
x
；且 F(x, y, z) = z + r − x3f(u)

则：��' (�, �, �) =
�
�
− 3�2�(�) + ���'(�)

和：��' (�, �, �) =
�
�
− �2�'(�)

及：��' (�, �, �) =
�
�
+ 1.

则曲面在任意点(x,y,z)的切平面方程

为：��' (�, �, �)(� − �) + ��' (�, �, �)(� − �) + ��' (�, �, �)(� − �) = 0

即：��' � + ��' � + ��' � = ��' � + ��' � + ��' � =− 2(� + �)

转化为截距式方程： �

−2(�+�)
��'

+ �

−2(�+�)
��'

+ �

−2(�+�)
��'

= 1

切平面在 0z 轴上的截距为：c =− 2(�+�)
��'

=− 2(�+�)
�
�+1

=− 2�

故截距与切点到原点的距离为：-2

七（本题 10 分）：设 f(x,y)为开区域 D ⊆ R2上的连续可偏导函数，u,v 为�2上的

夹角为 a 的单位向量. 证明：(( ��
��
)2 + ( ��

��
)2)sin2� ≤ 2(( ��

��
)2 + ( ��

��
)2).

证明 1：设方向 u 的方向角为θ，则 u 的方向余弦为{ cosθ , sinθ }

则：v 的方向余弦为{ cos (θ + a) , sin (θ + a) }

于是：��
��
= ��

��
cos � + ��

��
sin �, ��

��
= ��

��
cos (� + �) + ��

��
sin (� + �)



有：��
��
sin (� + �) = ��

��
cos � sin (� + �) + ��

��
sin � sin (� + � )

和：��
��
sin� = ��

��
cos (� + �) sin � + ��

��
sin (� + � ) sin � .

得：��
��
sin (� + �) − ��

��
sin � = ��

��
cos � sin (� + �) − ��

��
cos (� + �) sin �

即：= ��
��
( cos � sin (� + �) − cos (� + �) sin � )

即：= ��
��
sin � .

设sin � ≠ 0 时，（当sin � = 0 时不定式成立）

于是：
∂f

∂x
= 1

sin a
( ��
��
sin (� + �) − ��

��
sin� )

同理：��
��
= ��

��
cos � + ��

��
sin �, ��

��
= ��

��
cos (� + �) + ��

��
sin (� + �)

有：��
��
cos (� + �) = ��

��
cos � cos (� + �) + ��

��
sin � cos (� + � )

和：��
��
cos � = ��

��
cos (� + �) cos � + ��

��
sin (� + � ) cos � .

得：��
��
cos (� + �) − ��

��
cos � = ��

��
sin � cos (� + �) − ��

��
sin (� + �) cos �

即：= ��
��
( sin � cos (� + �) − sin (� + �) cos � )

即：=− ��
��
sin � .

是：
∂f

∂x
= 1

sin a
( ��
��
sin (� + �) − ��

��
sin� )

和：
∂f

∂y
=− 1

sin a
( ��
��
cos (� + �) − ��

��
cos � )

故：(( ��
��
)2 + ( ��

��
)2) = 1

sin2�
(( ��

��
)2 + ( ��

��
)2 − 2 ��

��
��
��
cos � )

即：≤ 1
sin2�

(( ��
��
)2 + ( ��

��
)2 + 2| ��

��
|| ��
��
|)

即：≤ 2
sin2�

(( ��
��
)2 + ( ��

��
)2)

于是：(( ��
��
)2 + ( ��

��
)2)sin2� ≤ 2(( ��

��
)2 + ( ��

��
)2).

八（本题 10 分）：



二元函数 f(x, y)被称为凸函数是指：对任意(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2，t ∈ [0,1]，都有

如下不等式：f(tx1 + (1 − t)x2, ty1 + (1 − t)y2) ≤ tf(x1, y1) + (1 − t)f(x2, y2)。

假设函数 f 是可微的，求证：f 是凸函数等当且仅当对任意(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2，

有(x1 − x2)fx' (x1, y1) + (y1 − y2)fy' (x1, y1) ≥ f(x1, y1) − f(x2, y2).

证明：

必要性：f(x1 + t(x2 − x1), y1 + t(y2 − y1)) ≤ f(x1, y1) + t(f(x2, y2) − f(x1, y1))

有：f(x1 + t(x2 − x1), y1 + t(y2 − y1)) − f(x1, y1) ≤ t(f(x2, y2) + f(x1, y1), t ∈ (0,1)

上式乘1
�
，令 t → 0+，即得必要性。

充分性：t ∈ (0,1), 记�� = ((1 − �)�1 + ��2, (1 − �)�1 + ��2)

有：[(1 − t)x1 + tx2 − x2]
∂f

∂x
(Pt) + [(1 − t)y1 + ty2 − y2]

∂f

∂y
(Pt)

：= (1 − t)(x1, x2)
∂f

∂x
(Pt) + (1 − t)(y1, y2)

∂f

∂x
(Pt) ≥ f(Pt) − f(x2, y2). . . (1)

：[(1 − t)x1 + tx2 − x1] + [(1 − t)y1 + ty2 − y1]
∂f

∂y
(Pt) =

：= t(x2 − x1)
∂f

∂x
(Pt) + t(y2 − y1)

∂f

∂y
(Pt) ≥ f(Pt) − f(x1, y1). . . . . . (2)

又：(1) × t + (2) × (1 − t) ⟹ 0 ≥ f(Pt) − tf(x2, y2) − (1 − t)f(x1, y1).


