
解析函数的高阶导数积分公式
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6(P60)  定理 设 在 简单或复闭路 及其所围区域 内处处解析 则 ( ) ( )    ,   f z C D
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熟背

6(P60)  定理 解析函数可以求任意阶导数， 解析函数的任意即 阶导数解析.
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例 设 在闭圆 内解析，且 正向

证明

证明

 (a)思路： 首先用柯西积分公式或柯西积分定理,求出复积分或证明相关积分等式；

P67 习题 5, 9, 16证明思想与此题类似.

 注意:这里强调的是柯西积分定理和柯西积分公式的应用，

并不需要大家用数学分析中的知识去具体求证实积分等式.

(b)  参数法 复 化利用 把 积分 转 为实积分；

(c) (a) (b),  (a) (b) 综合 和 即让 和 的结果相等，证明实积分等式.
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3.5 解析函数的性质(柯西积分公式的应用)
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( )f z D C所以 在 上恒等于复常数.这与条件矛盾. 0 0, . # D Cz z 故



作业

P 67-68

11,14, 19( P 63 )应用 平均值公式

1. 2 C- R ( - ) (2.7)(P 28 - 29).

2.

3. (P 54-55 2 1 2 3)

4. (P 59 5 P 60 6)

背第 章中 方程 柯西 黎曼方程 及求导公式

 以及各种初等函数的定义和性质；

熟练掌握参数积分法和长大不等式；

熟记柯西积分定理 定理 及其推论 ，和定理 及其应用；

熟记柯西积分公式 定理 和 定理 及其应用.

9( 5 16 P62 8)参考习题第 或 题,或参考 例

   ( )f z z a R 补：设 在 内解析，  : (0, ),r R 证明

 

i i2

0
1 Re d .e e[ ( ]( ) )fr a rf ' a  


 



柯西积分公式的意义:

(1) 函数在区域内部任一点的值可用它在边界上的

值表示. 从而解析函数在区域内部任一点的值，

完全可由它在区域边界上的值确定. 如果两解析

函数在区域边界上处处相等，则它们在区域内处

处相等.             (这是解析函数的一个重要特征.)

(2) 公式给出了一种用积分表达式表示解析函数的方法.

(这是研究解析函数各种性质的有力工具.)

0 0
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(3)  公式提供了一种计算积分的方法.
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(1) i 2z z 解. 在圆 内，
5 故由柯西积分公式即定理 得
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2 i 2 i . 
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(2) iz z 不在圆 内及其边界圆周上，

2(P54) 故由柯西积分定理即定理 得
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故 在闭域 上处处解析.

2
2z z 在闭圆 上处处解析，
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柯西积分公式( )

y
则

0
,  z D 

5(P59)  ( ) ( )   ,  f z C D定理 若 在 简单或复 闭路 及其所围区域 内处处解析
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例 计算积分

11) ,0( r 当 时
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根据多连通区域柯西积分定理(P55定理3)得

C

01 2

 r需根据 的解: 大小讨论.
2

( 1)( 2) 0 0, 1 2.z z z   由 解得奇点 ，

充分小( 0 ) 
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根据多连通区域柯西积分定理(P55定理3)得
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例 计算下列积分 其中 为包含正向圆周 的任意简单封闭曲线
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解 函数 在 内 处不解析    ,   cos 内处处解析在但 Cz

6(P60)根据定理 ，得
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6(P60)定理  ( )    ,   f z C D设 在闭路(简单闭路或复闭路) 及其所围区域 内处处解析 则

  ,D z对于 内任一点 ( ) f z 有任意阶导数，且
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 0,1,2,n 

 0 P 54 1.n  对应 定理
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例 计算下列积分 其中 为包含正向圆周 的任意简单封闭曲线
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解 函数 在 内 处不解析 6(P60)根据定理 ，得
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i i   C和 都在 内，
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被积函数 在 处不解析  C故都在 内.

1 2  
- -

C C    被积函数在由复闭路 围成的多连通区域内解析.

作圆周
1 2 ,    ,i iz z     ： ： 0  充取 分小使得

1 2
,  :  ,C z r  都在 内部
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3(P55)根据定理
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3(P55)根据定理
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