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* 花生好像不是导体
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旋转对称的导体表面电荷分布的数值解法

陈泽



旋转对称导体的电势的形式

导体外部的电势 V 是 Laplace 方程
∇2V = 0

的解, 在具有旋转对称性的情形下, V 具有形式

V =
∞∑

k=0

AkPk (cos θ)
rk+1

.

当级数收敛时, 取前 n + 1 项截断得到的

Vn =
n∑

k=0

AkPk (cos θ)
rk+1

可以作为足够好的近似.
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■ 使 V 在导体表面为常量…解不出来的

⇒ 退而求其次, 先考虑 Vn =
n∑

k=0

AkPk (cos θ)
rk+1

.

■ 但 Vn 在导体表面几乎是不可能为常量的…
⇒再退而求其次, 让 Vn 在导体表面的 n+1个点处为常量.
■ 这其实就是解线性方程组: n + 1 个方程, n + 1 个系数.
⇒ 小学生也会.

P0(x0)
r(x0)

P1(x0)
r(x0)2

· · · Pn(x0)
r(x0)n+1

P0(x1)
r(x1)

P1(x1)
r(x1)2

· · · Pn(x1)
r(x1)n+1

... ... ... ...
P0(xn)
r(xn)

P1(xn)

r(xn)
2 · · · Pn(xn)

r(xn)
n+1




A0

A1
...

An

 =


φ0

φ0
...
φ0

 , (1)
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为什么这样能工作算对

■ 为什么在 V 在导体表面为常数就可以得到正确的导体
外的电势?
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■ 知道了 V, 要怎么知道 σ?

σ =
E
ϵ0

=

∣∣∣∣∇V
ϵ0

∣∣∣∣.
但是你不知道 V, 你只知道 Vn.
■ 这种方法能保证 Vn 如果逐点收敛于 V 吗?
不能. 要看脸. 后面会举一个失败的例子.
■ 如果 Vn 如果逐点收敛于 V, ∇Vn 会收敛于 ∇V 吗?
不能. 需要 Vn 一致收敛和 ∇Vn 一致收敛.

但是, 对于比较简单的形状, 如果 Vn 会收敛…
那么通常 Vn 收敛很快, 而且 ∇V 也会收敛很快.

⇒It works.
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虽然不太可能发生, 可谁知道会不会呢…

■ Vn 可能一致收敛于 V, 但是…
Vn 的等势面有凹陷, 凹陷处的电荷密度是很低的——而 V
的等势面没有这种凹陷.
⇒ 通过 ∇Vn 得出的 σ 不可能收敛于正确值.
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∇V 不收敛也没那么糟
■ 导体表面的电荷分布会使静电能最小, 即

W =
ϵ0
2

˚
E2 dV

会取得最小值.
■ 即使 Vn 的导等势面出了一点差错, 只要 Vn 的振荡不太
剧烈, 导体表面的电场就是一致有界的——表面的电场
对 W 的贡献极小.

⇒ 如果我让 θ ∼ θ + dθ 内两个等势面上的 dq 强行相等…
W 也几乎还是最小值.

在一个小的 ∆θ 上平均从 Vn 得到的 σ, 可以逼近正确值.
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滤波器? 多极展开
V =

∞∑
k=0

AkPk (cos θ)
rk+1

中的 Ak 是有物理意义的…
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如果导体是由 r = r (θ) 旋转而成, 而旋转出来的导体在
θ ∼ θ + dθ 这个范围内的电荷量为 λ (θ) dθ, 则

Ak =

ˆ π

−π

r (θ)k λ (θ)Pk (cos θ) dθ.

如果 λ (θ) 可以展开并截断为

λ (θ) =
∞∑

l=0

ΛlPl (cos θ) ∼
n∑

l=0

ΛlPl (cos θ) .

就可以从 Ak 反解出 Λl——n + 1 个未知数, n + 1 个方程.

就可以反解出 λ, 顺带可以消去振荡.
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为什么会发散?
导体外部的电势的展开

V =
∞∑

k=0

AkPk (cos θ)
rk+1

其实不一定要收敛…

对于一个旋转对称的椭球形导体面,

Ak = O
(
ck) .

但 Pk (x) 在 −1 到 1 之间振荡…
r < c 处不可能收敛.
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■ An 的下降率, 与这个导体的像电荷产生的多极矩相同.
如果导体的像电荷半径至少为 c, 则在 r < c 处不收敛.
■ 其实还有一类必定会发散的情形…
如果导体表面有退化的点 (不可微/退化为线/面), 则不会
得到正确的 σ.
■ 导体表面过于不平整, 也会导致不收敛.

2κM =
d log E

dn ,

因此, 对于一个电荷分布, 越靠外的等势面大体上 κM 越小.
如果导体表面有比较 κM 比较大的点…

V =
∞∑

k=0

AkPk (cos θ)
rk+1

的等势面会在导体内部一相当接近导

体的 r = c 处产生退化…
⇒ V 在 r < c 处必定发散.
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更多应用

■ 可以用来求具有旋转对称性的电容器的电容.
仅仅局限于一极板包含在另一极板内的情形.
■ 将同样的方法应用到平面上的 Laplace 方程的解

V = C ln r +
∞∑

k=−∞

rn (An sin nθ + Bn cos nθ)

可以求解具有平移对称性的导体外的电势和表面电荷.
■ 还可以求解具有平移对称性的二导体之间的电容…
无需要求一极板在另一极板内——可以通过保形映射转化
一极在另一极外的情形.
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