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练习 11. 设分布函数 F 的特征函数为 f(t), 证明

lim
c→∞

1

2c

∫ c

−c
|f (t) |2dt =

∑
x

[F (x)− F (x− 0)]2 .

证明 设 X ∼ F, Y ∼ F 且 X 与 Y 独立, 记 FX−Y 为 X − Y 的分布函数, 则

fX−Y (t) =Eeit(X−Y )

=EeitXEei(−t)Y

=|f (t) |2.

由推论 5.2.3 可知,

FX−Y (0)− FX−Y (0−) = lim
c→∞

1

2c

∫ c

−c
|f (t) |2dt,

而

FX−Y (0)− FX−Y (0−)

=P (X = Y )

=EP (X = Y |Y )

=

∫
P (X = Y |Y = y) dF (y)

=

∫
P (X = y) dF (y)

=
∑
y

P (X = y) (F (y)− F (y−))

=
∑
x

(F (x)− F (x−))2.

∗练习 11, 14, 15, 28 和练习 29, 32 分别由程伟涛和东奕汐完成.
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故

lim
c→∞

1

2c

∫ c

−c
|f (t) |2dt =

∑
x

[F (x)− F (x− 0)]2 .

练习 14. 举例说明两个随机变量 X 和 Y 不独立, 有相同的分布 F , 而它们的和 X + Y 的分

布恰为 F ∗ F.

证明 设 X ∼ Cauchy(0, 1), 令 Y = X, 则 X 与 Y 不独立且 fX(t) = fY (t) = e−|t|. 而

fX+Y (t) = Eeit(X+Y )

= Eei(2t)X

= e−|2t|

= fX (t) fY (t) .

这恰为 F ∗ F 对应的分布函数, 故 X + Y 的分布为 F ∗ F.

练习 15. 设 Xn
d−→ X, Yn

d−→ Y , X 与 Y 独立, 且对每个 n, Xn 与 Yn 独立, 则

Xn + Yn
d−→ X + Y.

证明 设 fn(t), gn(t) 分别为 Xn 与 Yn 的特征函数, f(t) 与 g(t) 分别为 X 与 Y 的特征函数. 由

Xn
d−→ X, Yn

d−→ Y 可得 fn(t) → f(t), gn(t) → g(t), 故

fXn+Yn(t) = fn(t)gn(t) → f(t)g(t) = fX+Y (t),

故 Xn + Yn
d−→ X + Y.

练习 28. 以 σ2 (ξ) 和 σ2 (η) 分别记随机变量 xi 和 eta 的方差.

1. 若 σ2 (ξ) < ∞, σ2 (η) < ∞, 则 |σ (ξ)− σ (η) | ⩽ σ(ξ − η).

2. 设 {Vn} 和 {Wn} 为两个随机变量序列, 0 < σ2 (Vn) < ∞, G 为分布函数, 且设当 n → ∞

时,
Vn

σ (Vn)

d−→ G,
E (Wn − Vn)

2

σ2 (Vn)
−→ 0,

证明 Wn/σ (Wn)
d−→ G, Wn/σ (Vn)

d−→ G.
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证明

1. 只需证明 (σ(ξ)− σ(η))2 ⩽ σ2(ξ − η), 这等价于

σ(ξ)2 − 2σ(ξ)σ(η) + σ(η)2 ⩽ σ(ξ)2 − 2Cov(ξ, η) + σ(η)2,

也即 Cov(ξ, η) ⩽
√
V ar(ξ)V ar(η), 这由 Cauchy-Schwartz 不等式保证.

2. 由提示先证明 Wn/σ (Vn)
d−→ G. 因为对任意 ϵ > 0, 有

P
(∣∣∣∣Wn − Vn

σ (Vn)

∣∣∣∣ > ε

)
=P (|Wn − Vn| > εσ (Vn))

⩽E (Wn − Vn)
2

ε2σ2 (Vn)
→ 0,

故 (Wn − Vn)/σ (Vn)
p−→ 0. 则由 Slutsky 定理可知

Wn

σ (Vn)
=

Vn

σ (Vn)
+

Wn − Vn

σ (Vn)

d−→ 0.

下面证明 Wn/σ(Vn)
d−→ 0. 因为

Wn

σ (Wn)
=

Wn

σ (Vn)

σ (Vn)

σ (Wn)
,

而 ∣∣∣∣σ (Wn)

σ (Vn)
− 1

∣∣∣∣2 = 1

σ2 (Vn)
|σ (Wn)− σ (Vn)|2

⩽σ2 (Wn − Vn)

σ2 (Vn)

⩽E (Wn − Vn)
2

σ2 (Vn)
→ 0,

则由 Slutsky 定理可知 Wn/σ(Wn)
d−→ 0.

练习 29. 设 X 和 Y 分别有分布函数 F 和 G. 证明:

1. 若 F 和 G 没有公共跳点, 则 E [F (Y )] + E [G (X)] = 1.

2. 若 F 连续, 则 E [F (X)] = 1/2.

3. 即使 F 和 G 有公共跳, 若 X 和 Y 相互独立, 则

E [F (Y )] + E [G (X)] = 1 + P (X = Y ) .
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4. 即使 F 有跳, 我们也有

E [F (X)] =
1

2
+

1

2

∑
x

P2 (X = x) .

证明

1.

EF (Y ) + EF (X)

=

∫
F (y) dG (y) +

∫
G (x) dF (x)

= lim
a→−∞,b→+∞

(
F (y)G (y)

∣∣∣ba −
∫ b

a
G (y−) dF (y) +

∫ b

a
G (x) dF (x)

)
=1 +

∫ +∞

−∞
G (x)−G (x−) dF (x).

因为 F 和 G没有公共跳点,故当 y为 G的跳点时, y不为 F 的跳点,故 F (y)−F (y−) = 0,

故 ∫
{y}

G (x)−G (x−) dF (x) = (G (y)−G (y−)) (F (y)− F (y−)) = 0,

当 y 不为 G 的跳点时, G(y)−G(y−) = 0, 故上式仍为 0. 因此 E [F (Y )] + E [G (X)] = 1.

2. 在 1 中取 F = G 即得结论.

3. 由 X 与 Y 独立可知, ∫ +∞

−∞
G (x)−G (x−) dF (x)

=

∫ +∞

−∞
P (Y = x) dF (x)

=

∫ +∞

−∞
P (Y = X|X = x) dF (x)

=E [P (Y = X|X)]

=P (Y = X) .

由此立得结论.

4. 与 1 类似,

EF (X) =

∫
F (x) dF (x)

= lim
a→−∞,b→+∞

(
F 2 (x) |ba −

∫
(a,b]

F (x−) dF (x)

)

=1− lim
a→−∞,b→+∞

∫
(a,b]

F (x−) dF (x),
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由定理 3.1.3 式 3.1.10 知:

∫
(a,b]

F (x−) dF (x) =
1

2

F 2 (b)− F 2 (a)−
∑

a<x⩽b

(F (x)− F (x−))2

 ,

故

EF (X) =1− 1

2
+

1

2

∑
x

P2 (X = x)

=
1

2
+

1

2

∑
x

P2 (X = x).

练习 32. 设 {Xn, n ⩾ 1}为独立同分布的随机变量序列,满足 E [X1] = 0,E
[
X2

1

]
= σ2 < +∞,

则

lim
n→+∞

1√
n

E
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ =
√

2

π
σ.

证明 由中心极限定理, ∑n
k=1Xk√

n

d−→ X ∼ N
(
0, σ2

)
.

由 {Xi} 独立同分布且 EXi = 0, EX2
i = σ2,

E
(∑n

k=1Xk√
n

)2

=
1

n

n∑
k=1

X2
k = σ2.

下证
∣∣∣∑n

k=1 Xk√
n

∣∣∣ 一致可积.

• 由

E
∣∣∣∣∑n

k=1Xk√
n

∣∣∣∣ ⩽
(

E
(∑n

k=1Xk√
n

)2
) 1

2

= σ,

可知积分一致有界.

• 对任意 ε > 0, 取 A 满足 P (A) < ε2/σ2, 则由 Holder 不等式可知,

E
∣∣∣∣∑n

k=1Xk√
n

∣∣∣∣ IA ⩽

√
E
(∑n

k=1Xk√
n

)2

P (A)

<

√
σ2 · ε

2

σ2
= ε.

故一致绝对连续.
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由定理 5.1.4,

E
∣∣∣∣∑n

k=1Xk√
n

∣∣∣∣→ E|X| =
√
2/πσ.


