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题目 1. （判断题，每题 3 分）
(1) GL(n,R) 是环。
(2) Z 和 2Z 作为环是同构的。
(3) 假设 f : R → S 是环同态，且 R,S 都含幺，则 f(1R) = 1S。
(4) Z5[x, y] 是 UFD。
(5) Z5(x)[y] 是 PID。
(6) UFD 中不可约元和素元等价。
(7) C 是 Q 的代数闭包。
(8) 设 F/K 为域扩张，且 [F : K] = ∞，则 F/K 为超越扩张。
(9) f(x) = 3x3 + 4x2 + 2x+ 66 在 Q[x] 上不可约。

(10) Q

[√
2 + 1√
3

]
是域。

题目 2. （填空题，每题 3 分）
(1) 一有限域 K 的阶数为 8，则其特征是多少。
(2) 写出 Z/12Z 的所有素理想。
(3) 写出 Z[

√
−3] 的所有单位。

(4) 求出 Aut(Q[
√
6])。

(5) 写出
√

2 +
√
3 在 Q 上的极小多项式。

(6) 一整数满足 n ≡ 1 (mod 2), n ≡ 2 (mod 5), n ≡ 1 (mod 9)，写出 n mod 90 的
值。

题目 3. （6 分）
证明 Z3[x]/(x

3 − x2 + 1) ∼= Z3[x]/(x
3 − x2 + x+ 1)（不需要写出同构映射）。

题目 4. （6 分）
设 R 为一有限的含幺交换环，证明其每一个素理想都是极大理想。

题目 5. （6 分）
设 F/K 为域扩张，u 在 K 上代数，且 [F : K] 为奇数。证明 K(u) ∼= K(u2)。

题目 6. （10 分）
设 R = {f(x) ∈ Q[x] | f(0) ∈ Z}。
(1) 证明 R 是环，且零理想是其素理想。
(2) 给出 R 的所有不可约元（需要证明）。



(3) 求证 R 不是 UFD。

题目 7. （18 分）
设 R = Z[x]，而将 Z 视为 R 的子环。
(1) P 为 R 的素理想，证明 P ∩ Z 是 Z 的素理想。
(2) 在 (1) 的基础上，若进一步有 P ∩ Z = (0)，证明 P 是主理想。
(3) 分类 R 的所有素理想。


