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1 Week 1

8.1.2 x,y ∈ Rn, 证明余弦定理

||x− y||2 = ||x||2 + ||y||2 − 2||x|| · ||y|| cos θ.

解.
||x− y||2 = ⟨x− y,x− y⟩ = ⟨x,x⟩ − ⟨y,x⟩ − ⟨x,y⟩+ ⟨y,y⟩

= ||x||2 + ||y||2 − 2⟨x,y⟩ = ||x||2 + ||y||2 − 2||x|| · ||y|| cos θ.

8.1.4 x,y ∈ Rn, 证明平行四边形定理

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2
(
||x||2 + ||y||2

)
.

解.
||x+ y||2 = ⟨x− y,x− y⟩ = ⟨x,x⟩+ ⟨y,x⟩+ ⟨x,y⟩+ ⟨y,y⟩

= ||x||2 + ||y||2 + 2⟨x,y⟩ = ||x||2 + ||y||2 + 2||x|| · ||y|| cos θ.

结合 8.1.2 有
||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2

(
||x||2 + ||y||2

)
.

8.1.5 a, b 是欧氏空间中两个不同的点，记 2r = ||a− b|| > 0, 求证

Br(a) ∩Br(b) = ∅

解. 反证，假设 ∃x ∈ Br(a) ∩Br(b), 则

||x− a|| < r, ||x− b|| < r

由向量空间的绝对值不等式

2r = ||a− b|| ≤ ||a− x||+ ||x− b|| < r + r = 2r,

矛盾。
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8.1.6 x = (x1, · · · , xn), 证明：∀x ∈ Rn,

1√
n

n∑
i=1

|xi| ≤ ||x||2 ≤
n∑

i=1

|xi|.

解. 由 Cauchy 不等式 ( n∑
i=1

|xi|
)2

≤ n
n∑

i=1

|xi|2 = n||x||2

得到左边的 ≤, 右边的 ≤ 平方展开后即得。

8.1.7 x = (x1, · · · , xn), 证明：∀x ∈ Rn,

max
i

|xi| ≤ ||x||2 ≤
√
nmax

i
|xi|.

解.

max
i

|xi|2 ≤
n∑

i=1

|xi|2 ≤ nmax
i

|xi|2

开方即得。

8.2.1 在 R2 中定义
xn =

( 1
n
, n
√
n
)

, 求证 lim
n→∞

xn = (0, 1).

解.
lim
n→∞

1

n
= 0,

lim
n→∞

n
√
n = 1.

由逐分量收敛，
lim
n→∞

xn = (0, 1)

分量的极限通过单变量的极限证明。

8.2.2 证明定理 8.2.1.

解. 使用逐分量收敛或定义证明均可。

8.2.3* 证明欧氏空间中收敛列有界。

解. 设 xn 是欧氏空间中的任一收敛列，收敛于点 x, 则由定义，∀ε > 0, ∃N > 0, when n >
N, ||xn − x|| < ε.

对于 n ≤ N, ∃ 0 < A <∞, s.t.||xn − x|| < A.
取 R = max{A, ε} 得 ||xn − x|| < R, ∀n, 故 {xn} 有界。

8.2.4 证明欧氏空间中基本列有界。
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解.（法 1.）欧氏空间中基本列 ⇔ 收敛列，由 8.2.3 得到基本列收敛。（需要将 8.2.3 结论的证
明写出）
（法 2.）设 xn 是欧氏空间中的任一基本列，则由基本列的定义 ∀ε > 0, ∃N > 0, when m,n >

N, ||xm − xn|| < ε. 特别地，||xN+1 − xn|| < ε, ∀n > N .
另一方面，对于 n ≤ N, ∃ 0 < A <∞, s.t.||xn − xN+1|| < A.
取 R = max{A, ε} 得 ||xn − xN+1|| < R, ∀n, 故 {xn} 有界。

8.3.1 求出 A◦, Ā, ∂A.

space A A◦ Ā ∂A

R {1, 1
2
, 1
3
, · · · } ∅ A ∪ {0} A ∪ {0}

R2 {(x, y) : 0 < y < x + 1} A {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x+ 1} {(x, y) : x ≥ −1且y = 0 or y = x+ 1}
Rn 有限点集 ∅ A A

8.3.2 设 A = {(x, y) : x, y ∈ Q}, 求 A◦, (Ac)◦, ∂A.

解. 由有理数的稠密性知
(1)A◦ = ∅. 对每一个 A 中的点 x, 它的每一个邻域内都有分量有无理数的点，即 ∀x ∈

A, ∀r,Br(x) ∪Ac ̸= ∅.
(2)(Ac)◦ = ∅. 同 (1).
(3)∂A = R2.R2中的每一个点的任意邻域内都有 A中的点，或 ∂A = R2\(A◦∪(Ac)◦) = R2.

8.3.3* 证明 x ∈ Ā⇔ ∀r > 0, Br(x) ∩A ̸= ∅.

解.“⇒”:

x ∈ Ā = A ∪A′,

if x ∈ A⇒ x ∈ Br(x) ∩A ̸= ∅, ∀r > 0.

if x ∈ A′ def⇒ ∀r > 0, Br(x̌) ∩A ̸= ∅ ⇒ Br(x) ∩A ̸= ∅, ∀r > 0.

“⇐”:
∀r > 0, Br(x) ∩A ̸= ∅,

if x ∈ A⇒ x ∈ A ⊂ Ā.

if x /∈ A⇒ ∀r > 0, Br(x̌) ∩A ̸= ∅ def⇒ x是A的聚点⇒ x ∈ A′ ⊂ Ā.

8.3.5 证明 ∂A = Ā ∩ (A◦)c.

解.

x ∈ ∂A⇔ ∀r > 0,

 Br(x) ∩A ̸= ∅ 8.3.3⇔ x ∈ Ā

Br(x) ∩Ac ̸= ∅ ⇔ Br(x) ⊈ A⇔ x /∈ A◦
⇔ x ∈ Ā ∩ (A◦)c.

8.3.7 证明 (1)(A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦.(2)A ∪B = Ā ∪ B̄.
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解. (1)

x ∈ (A ∩B)◦ ⇔ ∃r > 0, Br(x) ⊂ A ∩B ⇔

Br(x) ⊂ A⇔ x ∈ A◦

Br(x) ⊂ B ⇔ x ∈ B◦
⇔ x ∈ A◦ ∩B◦.

(2)
(a) A ∪B ⊂ Ā ∪ B̄

x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ A ∪B ⊂ Ā ∪ B̄

or x ∈ (A ∩B)′ ⇒ ∃{xn}∞n=1 ⊂ A ∪B, s.t.xn → x

⇒

{xn}中只有有限项不同⇒ x ∈ A ∪B ⊂ Ā ∪ B̄

{xn}中有无限项在 A 中或者 B 中⇒ x ∈ A′ ⊂ Ā or x ∈ B′ ⊂ B̄

⇒ x ∈ Ā ∪ B̄.

(b) Ā ∪ B̄ ⊂ A ∪B

x ∈ Ā ∪ B̄ ⇒ x ∈ Ā ⊂ A ∪B or x ∈ B̄ ⊂ A ∪B

2 Week 2

8.3.8 (1) 作出闭集列 {Fi}, 使得
∞⋃
i=1

Fi = B1(0);(2) 作出开集列 {Gi}, 使得
∞⋂
i=1

Gi = B1(0).

解.
Fi = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1− 1

i
} = B1− 1

i
(0);

Gi = {x ∈ Rn : ||x|| < 1 +
1

i
} = B1+ 1

i
(0).

8.3.9 I 为指标集，证明：(1)
⋂
α∈I

Aα ⊂
⋂
α∈I

Aα;(2)
( ⋃
α∈I

Aα

)◦ ⊃
⋃
α∈I

A◦
α. 并举例说明真包含关系

是可以出现的。

解. (1)
Aα ⊂ Aα ⇒

⋂
α∈I

Aα ⊂
⋂
α∈I

Aα
闭包⇒

⋂
α∈I

Aα ⊂
⋂
α∈I

Aα
闭集
=
⋂
α∈I

Aα.

举例：A1 = (0, 1), A2 = (1, 2).A1 ∩A2 = ∅, A1 ∪A2 = {1}.
(2)

A◦
α ⊂ Aα ⇒

⋃
α∈I

A◦
α ⊂

⋂
α∈I

Aα
内部⇒

( ⋂
α∈I

Aα

)◦ ⊃
( ⋂
α∈I

(Aα)
◦)◦ 开集= ⋂

α∈I

(Aα)
◦.

举例：A1 = [0, 1], A2 = [1, 2].A◦
1 ∪A◦

2 = (0, 2)\{1}, (A1 ∪A2)
◦ = (0, 2).

8.3.10 设 E ∈ Rn. 求证：∂E 是闭集。
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解. 根据书上定义，∂ = Rn\
(
E◦ ∪ (Ec)◦

)
,E◦ ∪ (Ec)◦ 是开集，故 ∂E 是闭集。

也可根据集合中点的描述证明。

x ∈ ∂E ⇔ Br(x) ∩ E ̸= ∅且Br(x) ∩ Ec ̸= ∅, ∀r > 0.

故
x /∈ ∂E ⇔ ∃r > 0, Br(x) ∩ E ̸= ∅ or Br(x) ∩ Ec ̸= ∅.

所以
∀y ∈ Br(x),取r′ = r − ||x− y||,则Br′(y) ⊂ Br(x).

因此
Br′(y) ∩ E = ∅ or Br′(y) ∩ Ec = ∅ ⇒ y ∈ (∂E)c.

Br(x) ⊂ (∂E)c, (∂E)c 是开集。

8.3.11 设 G1, G2 ⊂ Rn 是两个不相交的开集，证明 G1 ∩G2 = G1 ∩G2 = ∅.

解. 根据 G1, G2 的对称性，只需证其中一个。假设 ∃x ∈ G1 ∩G2 ̸= ∅. 则

x ∈ G1
开集⇒ ∃r0 > 0, Br0(x) ⊂ G1

x ∈ G2 ⇒ ∀r > 0, Br(x) ∩G2 ̸= ∅

故存在 y ∈ Br0(x) ∩G2 ⊂ G1 ∩G2 ̸= ∅, 矛盾。

8.3.12 P 是投影算子，E 为 R2 中的开集，求证 P (E) 是 R 中的开集。并举例说明若 A 是
R2 中的闭集，P (A) 不一定是 R 中的闭集。

解.
∀x ∈ P (E), ∃(x, y) ∈ E, ∃rx > 0, s.t.Brx

(
(x, y)

)
⊂ E

则
(x− r, x+ r) = P

(
Brx

(
(x, y)

))
⊂ P (E),

P (E) 是开集。
举例：A =

{(
x, 1

x

)
: x > 0

}
为闭集，其像 P (A) = (0,+∞) 非闭集。

8.3.13 E 闭集 ⇔ ∂E ⊂ E.

解.“⇒”:
∀x ∈ ∂E ⇔ ∀r > 0, Br(x) ∩ E ≠ ∅且Br(x) ∩ Ec ̸= ∅.

E 是闭集，则 Ec 是开集，故由 ∀r > 0, Br(x) ∩ Ec ̸= ∅ 得到 x /∈ Ec.
“⇐”:

∀x ∈ Ec, x /∈ ∂E ⇔ ∃r > 0, Br(x) ∩ E ̸= ∅ or Br(x) ∩ Ec ̸= ∅.

由于 x ∈ Ec, Br(x) ∩ Ec ̸= ∅, 故 Br(x) ∩ E = ∅, 即 Br(x) ⊂ Ec, 所以 Ec 是开集，E 是闭集。

8.4.1 P 是投影算子，证明若 A ⊂ R2 是紧致集，则 P (A) 是紧致集。
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解.（紧致 ⇔ 列紧）任取 {xn}∞n=1 ⊂ P (A), ∃{(xn, yn)}∞n=1 ⊂ A. 由于 A 列紧，故有收敛子列
{(xni

, yni
)}∞i=1 在 A 中收敛到 (x, y). 由于向量的收敛等价于按分量收敛，故 {xni

} 也是 {xn} 的收
敛子列，且 lim

i⇒∞
xni

= x = P
(
(x, y)

)
∈ P (A). 故 P (A) 列紧。

（紧致的定义）要证明 P (A) 的任意开覆盖存在有限子覆盖，设 {Gα}α∈I 是 P (A) 的任意一
个开覆盖.记 G̃α = {(x, y) : x ∈ Gα, y ∈ R}, 则 G̃α 是开集.

(
∀(x, y) ∈ G̃α, 由于 Gα 是开集，故

∃r0, s.t.(x− r0, x+ r0) ⊂ Gα, Br0

(
(x, y)

)
⊂ (x− r0, x+ r0)× (y − r0, y + r0) ⊂ Gα × R = G̃α.

)
{G̃α}α∈I 是 A 的开覆盖，故存在其有限子覆盖 {G̃i}mi=1.
∀x ∈ P (A), ∃(x, y) ∈ A, ∃1 ≤ i ≤ m, s.t.(x, y) ∈ G̃i, 故 x ∈ Gi.{G̃i}mi=1 是 P (A) 的覆盖

{Gα}α∈I 的有限子覆盖。故 P (A) 紧致。

8.4.2 A,B ⊂ R. 证明 A×B 紧致 ⇔ A,B 紧致。

解.“⇒”: 由 8.4.1 知。
“⇐”: 利用列紧证明即可。

8.4.3 证明 A ⊂ Rn 紧致的定义与下述命题等价：若 F = {Aα} 是 Rn 中的闭集族且 A ∩

(
⋂
α

Aα) = ∅, 则 ∃A1, · · · , Ak ∈ F, 使 A ∩ (
k⋂

i=1

Ai) = ∅.

解. A 紧致等价于任意 A 的开覆盖 {Gα} 存在有限子覆盖 G1, · · · , Gk, A ⊂
k⋃

i=1

Gi.

“⇒”: 任意满足 A ∩ (
⋂
α

Aα) = ∅ 的闭集族 {Aα}, 有 A ⊂
(⋂

α

Aα

)c
=
⋃
α

Ac
α. 故 {Ac

α} 是 A 的

开覆盖。由 A 紧致，故存在有限子覆盖，∃A1, · · · , Ak, A ⊂
k⋃

i=1

Ac
i =

( k⋂
i=1

Ai

)c
, 即 A∩ (

k⋂
i=1

Ai) = ∅.

“⇐”: 设 {Gα} 是 A 的任一开覆盖，A ⊂
⋃
α

Gα, 则 ∅ = A∩
(⋃

α

Gα

)c
= A∩

(⋂
α

Gc
α

)
. 则 {Gc

α}

是满足明题条件的闭集族，故 ∃G1, · · · , Gk, s.t.A ∩
( k⋂
i=1

Gc
i

)
= ∅, 即 A ⊂

( k⋂
i=1

Gc
i

)c
=

k⋃
i=1

Gi, 故

{Gα} 存在有限子覆盖，A 紧致。

8.4.4 证明 Frechet 紧等价于列紧。A ⊂ Rn 称为 Frechet 紧，若 A 的每一个无穷子集在 A 中
有一个凝聚点。

解.“⇒”: 设 {xn}∞n=1 ⊂ A 为任意点列。则 {xn} 作为 A 的子集，若 {xn} 为有限集合 (即
只有有限个不同项)，显然有收敛子列。故只需考虑 {xn} 为无穷子集的情况，由于 AFrechet 紧，
{xn} 在 A 中有凝聚点 x, 即存在子列收敛到 x. 故 A 列紧。
“⇐”: 任取 A 的无穷子集 E，将其看作 A 中点列。则由 A 列紧，E 中必有收敛子列 {xn} ⇒

x ∈ A,且 xn ̸= x, ∀n,故 ∀r > 0, ∃xN , s.t.xN ∈ E ∩Br(x̌) ̸= ∅,故 x是 E 的凝聚点。A是 Frechet
紧。

8.4.5 设 F1, · · · , Fk, · · · 是 Rn 中的非空闭集族/非空紧致集族，满足 Fk ⊃ Fk+1, k ≥ 1, 是否
一定有

∞⋂
k=1

Fk ̸= ∅.

解. 若是闭集，结论不一定成立，反例：在 R 中，Fk = [k,+∞),
∞⋂
k=1

Fk = ∅.

若是紧致集，∀k ≥ 1, ∃xk ∈ Fk, 则 {xk}∞k=1 ⊂ F1 是有界列，由 Bolzano-Weierstrass 定理，存

在子列 {xki
} 趋于 x, 且 xki

∈
ki⋂
l=1

Fl, 使 i→ ∞,x ∈
∞⋂
l=1

Fl ̸= ∅.
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8.5.2 A ⊂ Rn. 若 A 既开又闭，求证 A = Rn 或 A = ∅.

解. 容易证明 Rn 和 ∅ 均满足条件。用反证法证明除此之外没有别的集合满足既开又闭。假设
A 既开又闭，且 A ̸= Rn, A ̸= ∅. 则 Rn = A ∪ Ac 是 Rn 的剖分，且满足 A ̸= ∅, Ac ̸= ∅, A 和 Ac

均为开集，而 Rn 是连通集，矛盾。

8.6.3 计算极限。
(1) lim

(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)x2y2

;

解. ∣∣x2y2 log (x2 + y2
)∣∣ ≤ (x2 + y2

)2∣∣ log (x2 + y2
)∣∣→ 0, as (x, y) → (0, 0).

故 lim
(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)x2y2

= lim
(x,y)→(0,0)

exp
(∣∣x2y2 log (x2 + y2

)∣∣) = 1.

(2) lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2+y2

)x2

;

解.
0 <

xy

x2 + y2
≤ (x2 + y2)/2

x2 + y2
=

1

2
< 1,

0 <
( xy

x2 + y2

)x2

≤
(1
2

)x2

→ 0 as x→ +∞,

故 lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2+y2

)x2

= 0,

(3) lim
x→+∞
y→+∞

(
x2 + y2

)
e−(x+y).

解.
0 <

(
x2 + y2

)
e−(x+y) < (x+ y)2e−(x+y) → 0,

故 lim
x→+∞
y→+∞

(
x2 + y2

)
e−(x+y) = 0.

8.6.5 (1) 求 f(x, y) = x2y
x4+y2 在 (0, 0) 处的两个累次极限。

解.
lim
x→0

lim
y→0

x2y

x4 + y2
= 0, lim

y→0
lim
x→0

x2y

x4 + y2
= 0.

(2) 计算 lim
x→∞

lim
y→∞

sin
(

πx
2x+y

)
, lim
y→∞

lim
x→∞

sin
(

πx
2x+y

)
.

解.
lim
x→∞

lim
y→∞

sin
( πx

2x+ y

)
= 0, lim

y→∞
lim
x→∞

sin
( πx

2x+ y

)
= 1.

(3) 计算 lim
x→+∞

lim
y→0+

xy

1+xy , lim
y→0+

lim
x→+∞

xy

1+xy .
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解.
lim

x→+∞
lim

y→0+

xy

1 + xy
=

1

2
, lim
y→0+

lim
x→+∞

xy

1 + xy
= 1.

8.6.6 f(x, y) = (x+y) sin(1/x) sin(1/y).证明 2个累次极限均不存在，但 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

解.
lim
y→0

(x+ y) sin 1

x
sin 1

y
= lim

y→0
x sin 1

x
sin 1

y

极限不存在，另一个累次极限同理，故 2 个累次极限均不存在。

0 <
∣∣∣(x+ y) sin 1

x
sin 1

y

∣∣∣ ≤ |x+ y| → 0 as (x, y) → (0, 0),

得 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

8.6.7 设
lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = a

存在，又对 y0 近旁得每一个 y, 极限 lim
x→x0

f(x, y) = h(y) 存在，证明 lim
y→y0

h(y) = a.

解. lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = a 存在，故 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ||(x, y)− (x0, y0)|| < δ 时，有 |h(y)− a| < ε. 对

不等式两边取上极限，
|h(y)− a| = lim

x→x0

|f(x, y)− a|≤ε

对 ||y − y0|| < δ 成立，得 lim
y→y0

h(y) = a.

8.6.8 f(x, y) 在某点处得 2 个累次极限和极限都存在，则这 3 个值相等。

解. 由累次极限定义和 8.6.7 即可得到结论。

3 Week 3

8.7.2 设
f(x, y) =

1

1− xy
, (x, y) ∈ [0, 1]2\{(1, 1)},

求证:f 连续但不一致连续

解. 由 1− xy 连续且其不为 0，则由极限的四则运算及得 f(x, y) 连续。
取 (xn, yn) = (1− 1

n
, 1− 1

n
), (x′n, y

′
n) = (1− 1

n
, 1),

|f(xn, yn)− f(x′n, y
′
n)| =

∣∣∣n− n2

2n− 1

∣∣∣→ +∞ as n→ +∞

故其不一致连续。
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8.7.3 设 A ⊂ Rn, p ∈ Rn. 定义

ρ(p, A) = inf
a∈A

||p− a||,

称之为点 p 到集合 A 的距离，证明：
(1) 若 A ̸= ∅ , 则 Ā = {p ∈ Rn : ρ(p, A) = 0} ;
(2) 对任意的 p, q ∈ Rn, 有

|ρ(p, A)− ρ(q, A)| ≤ ||p− q||.

这说明 ρ(p, A) 是 Rn 上的连续函数.

解. (1)“⊂”:∀p ∈ Ā,∃{xn} ⊂ A 且 xn → p, 则 ||xn − p|| → 0, 故 ρ(p, A) = inf
a∈A

||p− a|| = 0.
“⊃”: 若 p /∈ Ā, 因为 Ā 为闭集, 则 ∃r > 0, 使得 Br(X) ∩ Ā = ∅, 则 ||p− a|| ≥ r, ∀a ∈ A, 则

inf
a∈A

||p− x|| ≥ r, i.e.ρ(p, A) ̸= 0.

(2)不妨设 ρ(p, A) ≤ ρ(q, A)则只用证明 ρ(p, A) ≤ ρ(q, A)+ ||p−q||.由 ρ(p, A) ≤ ||p−a|| ≤
||a− q||+ ||q − p|| ∀a ∈ A. 对右边取 inf，我们有 ρ(p, A) ≤ ρ(p, A) + ||p− q||. 故得证。

8.7.4 设 A,B ⊂ Rn. 定义

ρ(A,B) = inf{||p− q|| : p ∈ A, q ∈ B}

称之为集合 A 和 B 之间的距离, 证明：
(1) 若 A 为紧致集，则存在一点 a ∈ A, 使得 ρ(a, B) = ρ(A,B);
(2) 若 A,B 为紧致集，则存在一点 a ∈ A,b ∈ B, 使得 ||a− b|| = ρ(A,B);
(3) 设 A 为紧致集，B 为闭集，则 ρ(A,B) = 0 当且仅当 A ∩B ̸= ∅.

解. (1) 由 ρ(a) = ρ(a, B) 连续，且 A 为紧致集，则 ρ 可以在 A 上面达到最小值 a. 且由范
数的连续性，二重极限和累次极限相等。故我们有

ρ(a, B) = min
p∈A

ρ(p, B) = inf
p∈A

inf
q∈B

||p− q|| = inf
p∈A,q∈B

||p− q|| = ρ(A,B).

(2) 由 (1)，则存在 a ∈ A, 使得 ρ(A,B) = ρ(a, B) = inf
b∈B

||a − b||. 固定 a, 则 ρ(b) = ρ(a, b)

关于 b 连续，B 为紧致集，故达到最小值 b. 故我们有

ρ(a, b) = min
b∈B

||a− b|| = ρ(a, B) = ρ(A,B)

(3) “⇐”：显然.
“⇒”由 (1)，∃a ∈ A 使得 ρ(a,B) = ρ(A,B) = 0, 则 ∃bn ∈ B 使得 ||a − bn|| → 0。于是我们有
bn → a ⇒ a ∈ B′ ⊂ B ⇒ a ∈ A ∩B ⇒ A ∩B ̸= ∅.

8.7.5 作出两个不相交的闭集 A,B, 使得 ρ(A,B) = 0.

解.
A = {(x, y)|xy = 1, x ̸= 0} B = {(x, 0)|x ∈ R}.
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8.7.6 设 A ⊂ Rn. 证明：对任意的常数 c > 0,{p ∈ Rn : ρ(p, A) ≤ c} 是紧致集.

解. 由 ρ(p) = ρ(p, A) 为关于 p 的连续函数. 则 {p ∈ Rn : ρ(p, A) ≤ c} = ρ−1(−∞, c] 为闭集.
由 A ⊂ Rn 有界. ⇒ ∃r > 0, 使得 A ⊂ Br(0). 有三角不等式得

||p|| ≤ ||a− p||+ ||a|| ≤ ||a− p||+ r ∀a ∈ A

对 a 取 inf ⇒ ||p|| ≤ r + C ⇒ {p ∈ Rn : ρ(p, A) ≤ c} ⊂ Br+c(0). 故 {p ∈ Rn : ρ(p, A) ≤ c} 有界.
由有界闭集则为紧致集.

8.7.7 设连续函数 f : Rn → R 既取正值，也取负值。求证：集合 E = {p ∈ Rn : f(p) ̸= 0} 是
非连通集.

解.
E = f−1(−∞, 0) ∪ f−1(0,+∞)

由 f 连续，则 f−1(−∞, 0), f−1(0,+∞) 为不相交的非空开集，故 E 不连通.

8.8.1 设 f : Rn → Rm 连续,E ⊂ Rn. 求证：f(Ē) ⊂ f(E). 在什么条件下有 f(Ē) = f(E)

解. 由 f(E) 为闭集，且 f 为连续函数, 则 f−1(f(E)) 为闭集. 而由定义 E ⊂ f−1(f(E)), 两边
取闭包有 E ⊂ f−1(f(E)). 则有 f(Ē) ⊂ f(E).
若 E 为紧致集, 则 E 为闭集，且由 f 连续则 f(E) 仍为紧致集则也为闭集. 则有 E = E, f(E) =

f(E). 故有 f(Ē) = f(E).

8.7.2 设 E ⊂ R, f : E → Rn. 证明:
(1) 若 E 是闭集,f 连续, 则 f 的图像

G(f) = {(x, f(x)) : x ∈ E}

是 Rm+1 中的闭集;
(2) 若 E 是紧致集,f 连续, 则 G(f) 也是紧致集;
(3) 若 G(f) 是紧致集, 则 f 连续.

解. (1)∀ (xn, f(xn)) → (x, y), 则 xn → x 且 xn ∈ E, E 为闭集, 则 x ∈ E. 由 f 连续, 则
f(xn) → f(x). 而 f(xn) → y ⇒ f(x) = y, 则 (x, y) = (x, f(x)) ∈ G(f).

(2)g : E → G(f) g(x) = (x, f(x)) 则由 f 连续 ⇒ g 连续. 由 E 为紧致集，则 G(f) 也为紧
致集.

(3) 若 f 在 x0 点处不连续, 则 ∃ϵ0, ∃xn 使得 |f(x0) − f(xn)| > ϵ0 n = 1, 2, ... 由 G(f) 为
紧致集, 则对 {(xn, f(xn))} 存在收敛子列 {(xnk

, f(xnk
))} → (x, f(x)) 由 xn → x0, 则 x0 = x ⇒

f(xnk
) → f(x0) 矛盾。

9.1.2 设函数 f(x, y) =
√

|x2 − y2|. 在坐标原点处沿着哪些方向 f 的方向导数存在？

解. 令 v = (cos θ, sin θ), 则

∂f

∂v
(0, 0) = lim

t→0

√
(t cos θ)2 − (t sin θ)2

t
= lim

t→0

|t|
t

√
| cos 2θ|,
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则只有 cos 2θ = 0 才有极限存在。解得

θ =
π

4
或

3π

4
或

5π

4
或

7π

4

9.1.3 设

f(x, y) =


xy√
x2+y2

, x2 + y2 > 0,

0 x2 + y2 = 0.

在坐标原点处沿着哪些方向 f 的方向导数存在？

解. 令 v = (cos θ, sin θ) 则

∂f

∂v
(0, 0) = lim

t→0

1

t

t cos θt sin θ
|t|

= lim
t→0

t

2|t|
sin 2θ.

则只有 sin 2θ = 0 才有极限存在。解得

θ = 0或
π

2
或π或

3π

2
.

9.1.4 设函数 f(x, y, z) = |x+ y+ z|. 在平面 x+ y+ z = 0 上的每一点处, 沿着哪些方向 f 的
方向导数存在？

解. 令 v = (v1, v2, v3)，则在 (x0, y0, z0) 点处

∂f

∂v
(x0, y0, z0) = lim

t→0

|tv1 + tv2 + tv3|
t

,

则只有 v1 + v2 + v3 = 0 才有极限存在. 故沿着平面内的任意方向都可以.

9.1.5
(1) 设 f(x, y) = x+ y +

√
x2 + y2. 求 ∂f

∂x
(0, 1),∂f

∂y
(0, 1),∂f

∂x
(1, 2),∂f

∂y
(1, 2).

(2) 设 f(x, y) = ln(1 + xy) + 3. 求 ∂f
∂x
(1, 2),∂f

∂y
(1, 2).

(3) 设 f(x, y) = ex+y2

+ sinx2y. 求 ∂f
∂x
(1, 1),∂f

∂y
(1, 1).

解. (1)

∂f

∂x
= 1 +

x√
x2 + y2

,
∂f

∂y
= 1 +

y√
x2 + y2

⇒∂f

∂x
(0, 0) = 1,

∂f

∂y
(0, 0) = 2,

∂f

∂x
(1, 2) = 1 +

√
5

5
,
∂f

∂y
(1, 2) = 1 +

2
√
5

5
.

(2)
∂f

∂x
=

y

1 + xy
,
∂f

∂y
=

x

1 + xy

⇒∂f

∂x
(1, 2) =

2

3
,
∂f

∂y
(1, 2) =

1

3
.
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(3)
∂f

∂x
= ex+y2

+ 2xy cosx2y, ∂f
∂y

= 2ex+y2

+ cos(x2y)x2

⇒∂f

∂x
(1, 1) = e2 + 2 cos 1, ∂f

∂y
(1, 1) = 2e2 + cos 1.

9.1.6 计算偏导数
(2) z = tan x2

y
;

(4) z = log(x+ y2);

(6) z = sin(xy);
(8) u = exyz;

(10) u = log(x+ y2 + z3);

(12) z = arcsin(x21 + · · ·+ x2n).

解.
(2)

∂z

∂x
=

2x

cos2(x2

y
)y
,
∂z

∂y
= − x2

cos2(x2

y
)y2

;

(4)
∂z

∂x
=

1

x+ y2
,
∂z

∂y
=

2y

x+ y2
;

(6)
∂z

∂x
= y cos(xy), ∂z

∂y
= x cos(xy);

(8)
∂u

∂x
= yzexyz,

∂u

∂y
= xzexyz,

∂u

∂z
= xyexyz;

(10)
∂u

∂x
=

1

x+ y2 + z3
,
∂u

∂y
=

2y

x+ y2 + z3
,
∂u

∂z
=

3z2

x+ y2 + z3
;

(12)
∂z

∂xi
=

2xi√
1− (x21 + ...+ x2n)

2
.

4 Week 4

9.2.1 设

f(x, y) =

{
x2y

x4+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

求证：函数 f 在原点处的各个方向导数存在, 但在原点处 f 不可微。

解. 令 v = (cos θ, sin θ), 则沿着 v 方向的方向导数为

∂f

∂v
(0, 0) = lim

t→0

1

t
· t2 cos2 θ · t sin θ
t4 cos4 θ + t2 sin2 θ

= lim
t→0

cos2 θ sin θ
t2 cos4 θ + sin2 θ

若 sin θ ̸= 0 则有
∂f

∂v
(0, 0) =

cos2 θ
sin θ ;

若 sin θ = 0 则有
∂f

∂v
(0, 0) = 0.
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故各个方向导数存在.
但取 x = 0方向和 y = x2 方向逼近原点，分别得到 0和 1

2
,故在原点处不连续，故不可微。

9.2.2 求证：函数 f(x, y) =
√

|xy| 在原点处不可微。

解. 先计算
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= 0,

类似计算有
∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)

t
= 0,

假设 f 在原点处可微, 则只有

lim
x→0,y→0

f(x, y)− ∂f
∂x
(0, 0)x− ∂f

∂y
(0, 0)y√

x2 + y2
= 0,

于是我们有

lim
x→0,y→0

√
|xy|√

x2 + y2
= 0,

但是取 x = y 方向趋向于原点, 则得到极限为 1√
2
, 矛盾。

9.2.4 求下列函数在指定点处的微分:
(2)f(x, y, z) = ln(x+ y − z) + ex+y sin z，在点 (1, 2, 3) 处;
(4)u = sin(x1 + x2x + ...+ xnn), 在点 (x1, x2, ..., xn) 处

解. (2) 分别计算 x, y, z 的偏导数得到

∂f

∂x
=

1

x+ y − z
+ ex+y sin z

∂f

∂y
=

1

x+ y − z
+ ex+y sin z

∂f

∂z
= − 1

x+ y − z
+ ex+y cos z

则带入 (1, 2, 1) 点处，得到

df = (1 + e2 sin 1)dx+ (1 + e2 sin 1)dy + (−1 + e2 cos 1)dz

(4) 分别计算 xi 的偏导数得到

∂f

∂xi
= i ∗ cos(x1 + x22 + ...+ xnn) ∗ xi−1

i

得到在 (x1, x2, ..., xn) 处的微分为

df =
n∑

i=1

i ∗ cos(x1 + x22 + ...+ xnn) ∗ xi−1
i dxi

9.2.5 计算下列函数 f 的 Jacobi 矩阵 Jf :
(2)f(x, y, z) = x2y sin yz;
(4)f(x1, x2, ..., xn) = (x21 + x22 + ...+ x2n)

1
2 .
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解. (2) (
2xy sin(yz), x2 sin(yz) + x2yz cos(yz), x2y2 cos(yz)

)
.

(4) ( x1

(x21 + x22 + ...+ x2n)
1
2

, · · · , xn

(x21 + x22 + ...+ x2n)
1
2

)
.

9.2.6 证明：二元函数

f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在 (0, 0) 处可微，但它的两个偏导数 ∂f
∂x
,∂f
∂y
在 (0, 0) 处不连续.

解. 分别计算 x, y, z 的偏导数得到

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

t2 sin 1
t2

t
= 0,

类似计算有
∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

t2 sin 1
t2

t
= 0.

由于

lim
x→0,y→0

f(x, y)− ∂f
∂x
(0, 0)x− ∂f

∂y
(0, 0)y√

x2 + y2
= lim

x→0,y→0

√
x2 + y2 sin 1

x2 + y2
= 0,

故其在原点处可微. 而在不在原点处的偏导数为
∂f

∂x
= 2x sin 1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos 1

x2 + y2
.

沿 y = 0 方向趋向于原点时，极限不存在。故不连续。
关于 y 的偏导数同理可得不连续。

9.3.2 计算下列映射的 Jacobi 矩阵:
(1)f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ);
(2)f(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z);
(3)f(r, θ, ϕ) = (r cos θ cosφ, r sin θ sinφ, r cosφ)

解. (1) (
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
(2) 

cos θ −r sin θ 0

sin θ r cos θ 0

0 0 1


(3) 

sin θ cosφ r cos θ sinφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0
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9.3.3 设区域 D ⊂ Rn, 映射 f , g : D → Rn. 求证:
(3) 当 m = 1 时，有 J(fg) = gJf + fJg;
(4) 当 m > 1 时，有

J < f , g >= g(Jf) + f(Jg),

解. (3) 由
∂fg

∂x
=
∂f

∂x
∗ g + f ∗ ∂g

∂x

这对应于问题中每个分量的值，故成立。(4)

J⟨f , g⟩ =
(∂∑m

k=1 fkgk
∂x1

, ...,
∂
∑m

k=1 fkgk
∂xn

)
=
( m∑

k=1

∂fkgk
∂x1

, ...,
m∑

k=1

∂fkgk
∂xn

)
=
( m∑

k=1

∂fk
∂x1

· gk + fk ·
∂g

∂x1
, ...,

m∑
k=1

∂fk
∂xn

· gk + fk ·
∂gk
∂xn

)
= g(Jf) + f(Jg)

9.3.6 设映射 f : Rn → Rm. 如果

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y)

对一切 x,y ∈ Rn 和一切 λ, µ ∈ R 成立, 则称 f 是线性映射。证明:
(1)f(0) = 0;
(2)f(−x) = −f(x) (x ∈ Rn);
(3) 映射 f 由 f(e1), ..., f(en) 完全确定。

解. (1) 取 λ = µ = 0, 有 f(0) = 0.
(2) 取 λ = 1, µ = −1,y = x, 有 f(−x) = −f(x).
(3)∀x ∈ Rn, x = x1e1 + ... + xnen 则有 f(x) = x1f(e1) + ... + xnf(en) 故映射 f 由

f(e1), ..., f(en) 完全确定。

9.3.7 设 f : Rn → Rm 为线性映射. 试求 Jf .

解.
Jf = (f(e1),f(e2), ..., f(en))

9.4.2 设 u = f(xy). 证明:
x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0.

解.
∂u

∂x
= f ′(xy)y

∂u

∂y
= f ′(xy)x

代入即恒有
x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0.
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9.4.3 设
u = f(logx+

1

y
),

证明:
x
∂u

∂x
+ y2

∂u

∂y
= 0.

解.
∂u

∂x
= f ′(logx+

1

y
)
1

x

∂u

∂y
= −f ′(logx+

1

y
)
1

y2

代入即恒有
x
∂u

∂x
+ y2

∂u

∂y
= 0.

9.4.5 求以下 u 的一切偏导数：
(1)u = f(x+ y, xy);
(2)u = f(x, xy, xyz);
(3)u = f(x

y
, y
z
).

解. (1)
∂u

∂x
= f ′

1(x+ y, xy) + yf ′
2(x+ y, xy)

∂u

∂y
= f ′

1(x+ y, xy) + xf ′
2(x+ y, xy)

(2)
∂u

∂x
= f ′

1(x, xy, xyz) + yf ′
2(x, xy, xyz) + yzf ′

3(x, xy, xyz),

∂u

∂y
= xf ′

2(x, xy, xyz) + xzf ′
3(x, xy, xyz),

∂u

∂z
= xyf ′

3(x, xy, xyz).

(3)
∂u

∂x
=

1

y
f ′
1

(x
y
,
y

z

)
,

∂u

∂y
= − x

y2
f ′
1

(x
y
,
y

z

)
+

1

z
f ′
2

(x
y
,
y

z

)
,

∂u

∂z
= − y

z2
f

′

2

(x
y
,
y

z

)

9.4.7 设 u = x2y − xy2, 且 x = r cos θ,y = r sin θ. 求 ∂u
∂r
,∂u
∂θ
.

解.
∂u

∂r
=
∂u

∂x

∂x

∂r
+
∂u

∂y

∂y

∂r
,
∂u

∂θ
=
∂u

∂x

∂x

∂θ
+
∂u

∂y

∂y

∂θ
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计算有
∂u

∂x
= 2xy − y2,

∂u

∂y
= x2 − 2xy.

∂x

∂r
= cos θ, ∂y

∂r
= sin θ.

∂x

∂θ
= −r sin θ, ∂y

∂θ
= r cos θ.

代入有
∂u

∂r
= 3r2(cos2 θ sin θ − sin2 θ cos θ),

∂u

∂r
= r3(sin3 θ − 2 sin2 θ cos θ − 2 sin θ cos2 θ + cos3 θ).

9.4.8 设 f(x, y, z) = F (u, v, w), 其中 x2 = vw,y2 = wu,z2 = uv, 求证:

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z
= u

∂F

∂u
+ v

∂F

∂v
+ w

∂F

∂w

解. 下面都考虑导数存在，故不考虑 u, v, w = 0 的情形由

∂F

∂u
=
∂f

∂y

∂y

∂u
+
∂f

∂z

∂z

∂u
,
∂F

∂v
=
∂f

∂x

∂x

∂v
+
∂f

∂z

∂z

∂v
,
∂F

∂w
=
∂f

∂x

∂x

∂w
+
∂f

∂y

∂y

∂w
,

代入要证的式子，则只用证明

x =
∂x

∂v
v +

∂x

∂w
w

其余两条同理，由于 x2 = vw 两边分别对 v 和 w 求导

2x
∂x

∂v
= w, 2x

∂x

∂w
= v.

代入即有等式成立.

9.4.9 求以下的 J(f ◦ g).
(2)f(x, y) = (φ(x+ y), φ(x− y)),g(s, t) = (et, e−t);
(3)f(x, y, z) = (x2 + y + z, 2x+ y + z2, 0), g(u, v, w) = (uv2w2, w2 sin v, u2ev).

解. (2)

Jf =

(
φ

′
(x+ y) φ

′
(x+ y)

φ
′
(x− y) −φ′

(x− y)

)
,Jg =

(
0 et

0 −e−t

)
,

由链式法则

J(f ◦ g) = JfJg =

(
0 φ

′
(et + e−t) ∗ et − φ

′
(et + e−t) ∗ e−t

0 φ
′
(et − e−t) ∗ et + φ

′
(et − e−t) ∗ e−t

)
.

(3)

Jf =


2x 1 1

x 1 2z

0 0 0

 ,Jg =


v2w2 2uvw2 2uv2w

0 w2 cos v 2w sin v
2uev u2ev 0

 ,

17



由链式法则

J(f ◦ g) = JfJg =


2uv4w4 + 2uev 4u2v3w4 + w2 cos v + u2ev 4u2v4w3 + 2w sin v
2v2w2 + 4u3e2v 4uvw2 + w2 cos v + 2u4e2v 4uv2w + 2w sin v

0 0 0

 .

9.4.10 设函数 f(x, y, z) 在 R3 中可微，又设 e1, e2, e3 是 R3 中三个互相垂直的方向. 求证:( ∂f
∂e1

)2
+
( ∂f
∂e2

)2
+
( ∂f
∂e3

)2
=
(∂f
∂x

)2
+
(∂f
∂y

)2
+
(∂f
∂z

)2
解. 记

A = (e1, e2, e3)

则由方向导数计算方法得到 
∂f
∂e1

∂f
∂e2

∂f
∂e3

 = AT


∂f
∂x
∂f
∂y
∂f
∂z


由 A 为正交阵带入得

( ∂f
∂e1

)2
+
( ∂f
∂e2

)2
+
( ∂f
∂e3

)2
=
(

∂f
∂e1

∂f
∂e2

∂f
∂e3

)
∂f
∂e1

∂f
∂e2

∂f
∂e3



=
(

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

)
AAT


∂f
∂x
∂f
∂y
∂f
∂Z

 =
(∂f
∂x

)2
+
(∂f
∂y

)2
+
(∂f
∂z

)2

9.5.2 设参数曲线
r(t) =

( 2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2
, 1
)

求证：在任意 t ∈ R, 径向量 r(t) 与切向量 r
′
(t) 互相正交. 问这是一条什么曲线?

解.
r′(t) =

( 2− 2t2

(1 + t2)2
,

−4t

(1 + t2)2
, 0
)

于是我们有
r(t) · r′(t) = 0

故正交. 计算可得 ||r|| = 1, 且这条曲线落在 xy 平面内, 故为圆.

9.5.3 讨论平面曲线
r(t) = (et cos t, et sin t)

求证: 在曲线上的每一点处，切向量和径向量交成定角 π
4
.
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解.
r′(t) = (et(cos t− sin t), et(sin t+ cos t))

于是我们有

cos θ = r(t) · r′(t)

||r(t)|| · ||r′(t)||
=

1√
2

故切向量和径向量交成定角 π
4
.

9.5.5 证明：
(1)(λ(t)a(t))′ = λ′(t)a(t) + λ(t)a′(t);
(2)(b(t) · a(t))′ = b′(t)a(t) + b(t)a′(t);
(3)(b(t)× a(t))′ = b′(t)× a(t) + b(t)× a′(t)

解. (1)

(λ(t)a(t))′ = (λ(t)a1(t), λ(t)a2(t), ..., λ(t)an(t))
′

= (λ′(t)a1(t) + λ(t)a′
1(t), λ

′(t)a2(t) + λ(t)a′
2(t), ..., λ

′(t)an(t) + λ(t)a′
n(t), )

= λ′(t)a(t) + λ(t)a′(t)

(2)

(b(t) · a(t))′ = (b1(t)a1(t) + b2(t)a2(t) + · · ·+ bn(t)an(t))
′

= b′1(t)a1(t) + b1(t)a
′
1(t) + b′2(t)a2(t) + b2(t)a

′
2(t) + · · ·+ b′n(t)an(t) + bn(t)a

′
n(t)

= b′(t)a(t) + b(t)a′(t)

(3) 考虑 n = 3 的情形

(b(t)× a(t))′ = (b2(t)a3(t)− b3(t)a2(t), b3(t)a1(t)− b1(t)a3(t), b1(t)a2(t)− b2(t)a1(t))
′

= (b′2(t)a3(t)− b′3(t)a2(t) + b2(t)a
′
3(t)− b3(t)a

′
2(t),

b′3(t)a1(t)− b′1(t)a3(t) + b3(t)a
′
1(t)− b1(t)a

′
3(t), b

′
1(t)a2(t)− b′2(t)a1(t) + b1(t)a

′
2(t)− b2(t)a

′
1(t))

= b′(t)× a(t) + b(t)× a′(t).

9.5.7 讨论椭圆 {
x = a cos t
y = b sin t

, (0 ≤ t ≤ 2π).

(1) 求椭圆在每一点处的切向量;
(2) 证明椭圆的光学性质.

解. (1)
r′(t) = (−a sin t, b cos t)

(2) 椭圆的焦点为 F1(−c, 0)，F2(c, 0). 椭圆在 P = x(t) 点处的切向量为

n = (b cos t, a sin t)
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证明夹角相等只需证明 −−→
F1P · n
||
−−→
F1P ||

=

−−→
F2P · n
||
−−→
F2P ||

,

代入
−−→
F1P = (a cos t+ c, b sin t),−−→F2P = (a cos t− c, b sin t) 即可得到等式成立.

9.5.8 求下列曲线的曲率:
(2)r(t) = (a(3t− t2), 3at2, a(3t+ t3), 其中常数 a > 0.

解. 分别计算 r′(t) 和 r′′(t) 有

r′(t) = (3a(1− t2), 6at, 3a(1 + t2)), r′′(t) = (−6at, 6a, 6at),

则有

r′(t)× r′′(t) = (18a2(t2 − 1),−36a2t, 18a2(t2 + 1)),

代入曲率的计算公式有

k(t) =
||r′

(t)× r
′′
(t)||

||r′(t)||3

=
1

3a(3t2 + 1)
.

5 Week 5

9.5.10 求法向量和切平面方程。
(3) 3x2 + 2y2 − 2z − 1 = 0 在 (1, 1, 2) 处；
(4) z = y + log(x/z) 在 (1, 1, 1) 处.

解. (3)F (x, y, z) = 3x2 + 2y2 − 2z − 1, 故其偏导

∂F

∂x
= 6x,

∂F

∂y
= 4y,

∂F

∂z
= −2.

代入点的坐标得
JF (p0) = (6, 4,−2)

故单位法向量为
n =

1√
15

(3, 2,−1),

切平面为 3(x− 1) + 2(y − 1)− (z − 2) = 0, 化简得

3x+ 2y − z − 3 = 0.

(4)F (x, y, z) = y + log(x/z), 故其偏导

∂F

∂x
=

1

x
,
∂F

∂y
= 1,

∂F

∂z
= −1

z
− 1.

代入点的坐标得
JF (p0) = (1, 1,−2)
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故单位法向量为
n =

1√
6
(1, 1,−2),

切平面为 (x− 1) + (y − 1)− 2(z − 1) = 0, 化简得

x+ y − 2z = 0.

9.5.11 求 x2 + 2y2 + 3z2 = 21 上所有平行于 x+ 4y + 6z = 0 的切平面。

解. JF (x, y, z) = (2x, 4y, 6z), 在 (x0, y0, z0) 处的切平面方程为

x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 3z0(z − z0) = 0.

故得到方程组 x0 : 2y0 : 3z0 = 1 : 4 : 6

x20 + 2y20 + 3z20 = 21

解得
(x0, y0, z0) = ±(1, 2, 2)

得到2 个满足条件得切平面 (x− 1)+ 4(y− 2)+ 6(z− 2) = 0 和 −(x+1)− 4(y+2)− 6(z+2) = 0,
化简得

x+ 4y + 6z ± 21 = 0.

9.5.12 曲面 z = xex/y 上所有切平面都通过原点。

解.
F = xex/y − z,JF = (ex/y +

x

y
ex/y,−x

2

y2
ex/y,−1),

在 (x0, y0, z0) 处的切平面方程为(
ex0/y0 +

x0
y0
ex0/y0

)
(x− x0)−

x20
y20
ex0/y0(y − y0)− (z − z0) = 0,

代入 x = y = z = 0 得到等式左边 = −x0ex0/y0 − x2
0

y0
ex0/y0 + x2

0

y0
ex0/y0 + z0 = −x0ex0/y0 + z0 = 0 =

右边。

9.5.12 试给出正数 λ > 0, 使曲面 xyz = λ 与 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 在某一点相切（有共同的切平

面）。

解. 设
F1(x, y, z) = xyz − λ, F2(x, y, z) =

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1,

JF1 = (yz, xz, xy) =
(λ
x
,
λ

y
,
λ

z

)
,JF2 =

(2x
a2
,
2y

b2
,
2z

c2

)
.
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由相切可得 JF1 与 JF2 平行，得到

k
(λ
x
,
λ

y
,
λ

z

)
=
(2x
a2
,
2y

b2
,
2z

c2

)
⇒ kλ

2
=
x2

a2
=
y2

b2
=
z2

c2
,

代入 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 得到

x2

a2
=
y2

b2
=
z2

c2
=

1

3

结合λ > 0得到

λ = xyz =

√
a2

3
· b

2

3
· c

2

3
=

abc

3
√
3
.

9.5.16 求曲面 x2 + y2 + z2 = x 的切平面，使其垂直于平面 x− y− z = 2 和 x− y− z/2 = 2.

解. F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − x,JF = (2x− 1, 2y, 2z). 由于切平面垂直于平面 x− y − z = 2

和 x− y − z/2 = 2, 得(2x− 1, 2y, 2z)⊥(1,−1,−1)

(2x− 1, 2y, 2z)⊥(1,−1,− 1
2
)

⇒

2x− 1− 2y − 2z = 0

2x− 1− 2y − z = 0
⇒

y = 2x−1
2

z = 0
⇒ n =

1√
2
(1, 1, 0)

为切平面的单位法向量，再求切平面与原曲面的交点。代入 y = 2x−1
2
和 z = 0,x2 + y2 − x = 0

2y = 2x− 1
⇒

x = 2+
√
2

4

y =
√
2
4

or

x = 2−
√
2

4

y = −
√
2
4

,

代入并化简得满足条件的切平面为

x+ y − 1 +
√
2

2
= 0 和 x+ y − 1−

√
2

2
= 0.

9.5.22 求 E,F,G.
(1) 椭球面：r(u, v) = (a sinu cos v, b sinu sin v, c cosu);
(2) 单叶双曲面：r(u, v) = (a coshu cos v, b coshu sin v, c sinhu);
(3) 椭圆抛物线：

(
u, v, 1

2

(
u2

a2 + v2

b2

))
.
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解.

(1) ru = (a cosu cos v, b cosu sin v,−c sinu), rv = (−a sinu sin v, b sinu cos v, 0);

E = ||ru||2 = a2 cos2 u cos2 v + b2 cos2 u sin2 v + c2 sin2 u;

F = ⟨ru, rv⟩ = (b2 − a2) cosu sinu cos v sin v;

G = ||rv||2 = a2 sin2 u sin2 v + b2 sin2 u cos2 v.

(2) ru = (a sinhu cos v, b sinhu sin v, c coshu), rv = (−a coshu sin v, b coshu cos v, 0);

E = ||ru||2 = a2 sinh2 u cos2 v + b2 sinh2 u sin2 v + c2 cosh2 u;

F = ⟨ru, rv⟩ = (b2 − a2) sinhu coshu sin v cos v;

G = ||rv||2 = a2 cosh2 u sin2 v + b2 cosh2 u cos2 v.

(3) ru = (1, 0,
u

a2
), rv = (0, 1,

v

b2
);

E = ||ru||2 = 1 +
u2

a4
;

F = ⟨ru, rv⟩ =
uv

a2b2
;

G = ||rv||2 = 1 +
v2

b4
.

9.5.23 I := Edu2 + 2Fdudv +Gdv2, 证明：I = dr2, 其中 r = r(u, v).

解.
dr = rudu+ rvdv

dr2 = ⟨rudu+ rvdv, rudu+ rvdv⟩

= ||ru||2du2 + 2rurvdudv + ||rv||2dv2

= Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 = I.

9.5.24 已知曲面 I = du2 + (u2 + a2)dv2, 求曲面上的曲线 u = v 从 v1 到 v2 的弧长，其中
v2 > v1.

解. 由上题 dr2 = I = du2 + (u2 + a2)dv2, 在曲线 u = v 上 du = dv, 所以

dr2 = (1 + a2 + v2)dv2 ⇒ |dr| =
√
1 + a2 + v2|dv|,

在 v1 到 v2 上积分得弧长

s =

∫ v2

v1

|dr| =
∫ v2

v1

√
1 + a2 + v2dv =

1

2
v
√
1 + a2 + v2 +

1

2
(1 + a2) log(v +

√
1 + a2 + v2)

∣∣∣v2

v1

.

9.6.1 计算 dy
dx .

(2) xy − log y = 0 在 (0, 1) 处；
(4) xy = yx.
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解. (2) 隐函数定理：
F (x, y) = xy − log y
∂F

∂x
= y,

∂F

∂y
= x− 1

y
,

dy
dx = −∂F/∂x

∂F/∂y
= − y2

xy − 1
.

在 (0, 1) 处有
dy
dx = 1

或直接对等式两边求微分得

xdy + ydx− 1

y
dy = 0

(x− 1

y
)dy = −ydx

dy
dx = − y2

xy − 1

(4) 两边取对数得
y logx = x log y

y

x
dx+ logxdy =

x

y
dy + log ydx

dy
dx =

y/x− log y
x/y − logx =

y2 − x log y
x2 − y logx

注：不取对数直接算出的结果
yxy−1 − yx log y
xyx−1 − xy logx

可通过等式 xy = yx 化简后证明与上述结果一致。

9.6.2 计算 ∂z

∂x
,
∂z

∂y
.

(2) x
z
= log z

y
;

(3) (x+ y + z)e−(x+y+z);
(4) z2y − xz3 − 1 = 0, 在 (1, 2, 1) 处;

解. (2)
∂

∂x
:

1

z
− x

z2
∂z

∂x
=

1

z

∂z

∂x
⇒ ∂z

∂x
=

z

z + x
;

∂

∂y
: − x

z2
∂z

∂y
=

1

z

∂z

∂y
− 1

y
⇒ ∂z

∂y
=

z2

y(x+ z)
.

(3)
∂

∂x
: 1 +

∂z

∂x
= −e−(x+y+z)

(
1 +

∂z

∂x

)
⇒ ∂z

∂x
= −1;

∂

∂y
: 1 +

∂z

∂y
= −e−(x+y+z)

(
1 +

∂z

∂y

)
⇒ ∂z

∂y
= −1.

(4)
∂

∂x
: 2yz

∂z

∂x
− z3 − 3xz2

∂z

∂x
= 0 ⇒ ∂z

∂x
=

z2

2y − 3xz
;

∂

∂y
: z2 + 2yz

∂z

∂y
− 3xz2

∂z

∂y
= 0 ⇒ ∂z

∂y
=

z

2xz − 2y
.
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代入点 (1, 2, 1)得
∂z

∂x
= 1,

∂z

∂y
= −1.

9.6.3 设 F (x, y, z) = 0, 求证：
∂x

∂y

∂y

∂z

∂z

∂x
= −1.

解. 将 x 看作关于 y, z 的函数 x(y, z), 对 F (x, y, z) = 0 两边求关于 y 的偏导得

Fx
∂x

∂y
+ Fy = 0

解得
∂x

∂y
= −Fy

Fx

;

同理有
∂y

∂z
= −Fz

Fy

;

∂z

∂x
= −Fx

Fz

.

代入即得
∂x

∂y

∂y

∂z

∂z

∂x
= −1.

9.6.4 设 F (x− y, y − z, z − x) = 0, 计算 ∂z

∂x
,
∂z

∂y
.

解. 将 z 看作关于 x, y 的函数 z(x, y), 对等式两边分别求关于 x, y 的偏导，
F1 − F2

∂z

∂x
+ F3

(∂z
∂x

− 1
)
= 0

−F1 + F2

(
1− ∂z

∂y

)
+ F3

∂z

∂y
= 0

⇒


∂z

∂x
=
F3 − F1

F3 − F2
∂z

∂y
=
F1 − F2

F3 − F2

注：以上所有关于 F 的求导均在 (x− y, y − z, z − x) 处，Fi 表示 F 对第 i 个分量求导。

9.6.5 设 F (x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0, 计算 ∂z

∂x
,
∂z

∂y
.

解. 将 z 看作关于 x, y 的函数 z(x, y), 对等式两边分别求关于 x, y 的偏导，
F1

(
1 +

∂z

∂x

)
+ F2

(
2x+ 2z

∂z

∂x

)
= 0

F1

(
1 +

∂z

∂y

)
+ F2

(
2y + 2z

∂z

∂u

)
= 0

⇒


∂z

∂x
= −F1 + 2xF2

F1 + 2zF2
∂z

∂y
= −F1 + 2yF2

F1 + 2zF2

注：以上所有关于 F 的求导均在 (x + y + z, x2 + y2 + z2) 处，Fi 表示 F 对第 i 个分量求
导。
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6 Week 6

9.7.1 对方程  x2 + y2 + z2 = 1,

x+ y + z = 0,

计算 dy
dx
和 dz

dx
, 并作出解释.

解. 记 F1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,F2(x, y, z) = x+ y + z. 由隐函数定理得
(
F1

F2

)
= 0 确

定了 y,z 关于 x 的函数 (y, z) = f(x). 且有

Jf(x) =
(

dy
dx
dz
dx

)
= −

(
∂F1

∂y
∂F1

∂z
∂F2

∂y
∂F2

∂z

)−1(
∂F1

∂x
∂F2

∂x

)

= −

(
2y 2z

1 1

)−1(
2x

1

)

=

(
−x−z

y−z

−x−y
z−y

)
.

解释：这个曲线为一个圆。

9.7.3 对方程 
x = t+ 1

t
,

y = t2 + 1
t2
,

z = t3 + 1
t3
,

计算 dy
dx
和 dz

dx
.

解. 带入 x,y,z 的方程有 y = x2 − 2 和 z = x3 − 3x 故求得

dy

dx
= 2x,

dz

dx
= 3x2 − 3.

9.7.4 对下列方程, 计算 Jacobi 矩阵 (
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)

(1) xu− yv = 0, yu+ xv = 1;
(2) x+ y = u+ v, x

y
= sin u

sin v
.
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解. (1) 记 F1(x, y, u, v) = xu − yv,F2(x, y, u, v) = yu + xv − 1. 由隐映射定理得
(
F1

F2

)
= 0

确定了 x,y 关于 u,v 的函数 (x, y) = (x(u, v), y(u, v)). 且有(
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)
= −

(
∂F1

∂x
∂F1

∂y
∂F2

∂x
∂F2

∂y

)−1(
∂F1

∂u
∂F1

∂v
∂F2

∂u
∂F2

∂v

)

= −

(
u −v
v u

)−1(
x −y
y x

)

= − 1

u2 + v2

(
xu+ yv −yu+ xv

yu− xv xu+ yv

)
.

(2) 记 F1(x, y, u, v) = x+ y − u− v,F2(x, y, u, v) = x sin v − y sinu. 由隐映射定理得
(
F1

F2

)
= 0

确定了 x,y 关于 u,v 的函数 (x, y) = (x(u, v), y(u, v)). 且有(
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)
= −

(
∂F1

∂x
∂F1

∂y
∂F2

∂x
∂F2

∂y

)−1(
∂F1

∂u
∂F1

∂v
∂F2

∂u
∂F2

∂v

)

= −

(
1 1

sin v − sinu

)−1(
−1 −1

−y cosu x cos v

)

=
1

sinu+ sin v

(
y cosu+ sinu −x cos v + sinu
−y cosu+ sin v x cos v + sin v

)
.

9.7.6 设 u = f(x, y, z, t), g(y, z, t) = 0, h(z, t) = 0, 计算 ∂u
∂x
和 ∂u

∂y
.

解. 记 F1(y, z, t) = g(y, z, t),F2(z, t) = h(z, t). 由隐映射定理得
(
F1

F2

)
= 0 确定了 z,t 关于

y 的函数 (z, t) = f(y). 且有 (
∂z
∂y
∂t
∂y

)
= −

(
∂F1

∂z
∂F1

∂t
∂F2

∂z
∂F2

∂t

)−1(
∂F1

∂y
∂F2

∂y

)

= −

(
g′2 g′3

h′1 h′2

)−1(
g′1

0

)

= − 1

g′2h
′
2 − g′3h

′
1

(
g′1h

′
2

−g′1h′1

)
.

由链式法则得
∂u

∂x
= f ′

1

∂u

∂y
= f ′

2 + f ′
3

∂z

∂y
+ f ′

4

∂t

∂y

= f ′
2 −

g′1(f
′
4h

′
1 − f ′

3h
′
2)

g′2h
′
2 − g′3h

′
1
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9.8.1 设 D ⊂ Rn, 映射 f : D → Rn. 如果 f 把开集映为开集, 则称 J 为一个开映射. 问下列
映射是不是开映射:

(1) f(x, y) =
(
x2, y

x

)
;

(2) f(x, y) = (ex cos y, ex sin y);
(3) f(x, y) = x+ y, 2xy2.

解. (1)

Jf(x, y) =
(

2x 0

− y
x2

1
x

)
,

则计算得 detJf(x, y) = 2 ̸= 0, 于是 f 为开映射.
(2)

Jf(x, y) =
(
ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

)
,

则计算得 detJf(x, y) = e2x ̸= 0, 于是 f 为开映射.
(3)

Jf(x, y) =
(

1 1

2y2 4xy

)
,

则计算得 detJf(x, y) = 2y(2x− y)，y ̸= 0�x ̸= 2x 时, 有 detJf(x, y) ̸= 0, 于是 f 为开映射.

9.8.2 对第题中的三个映射 f , 计算 Jf−1.

解. (1)

Jf(x, y)−1 =

(
1
2x

0
y

2x2 x

)
,

(2)

Jf(x, y)−1 =

(
e−x cos y e−x sin y
−e−x sin y e−x cos y

)
,

(3)

Jf(x, y)−1 =
1

2y(2x− y)

(
4xy −1

−2y2 1

)
,

9.9.1 求下列函数的二阶偏导数：
(2) z = tan x2

y
;

(4) z = arctan y
x
;

(6) u = xy + yz + zx;
(8) u = xyz;
(10) u = arcsin(x21 + x22 + ...+ x2n).

28



解. (2)
∂2z

∂x2
=

2

y2 cos2 x2

y

(y + 4x2 tan x
2

y
),

∂2z

∂x∂y
=

2x

y2 cos2 x2

y

(1 +
2x2

y
tan x

2

y
),

∂2z

∂y2
=

2x2

y4 cos2 x2

y

(y + x2 tan x
2

y
).

(4)
∂2z

∂x2
= − 2xy

x2 + y2
,

∂2z

∂x∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂2z

∂y2
=

−2xy

x2 + y2
.

(6)
∂2u

∂x2
= 0,

∂2u

∂y2
= 0,

∂2u

∂z2
= 0,

∂2u

∂x∂y
= 0,

∂2u

∂x∂z
= 0,

∂2u

∂y∂z
= 0,

(8)
∂2u

∂x2
= yz(yz − 1)xyz−2,

∂2u

∂y2
= z2xyz(lnx)2,

∂2u

∂z2
= y2xyz(lnx)2,

∂2u

∂x∂y
= zxyz−1(1 + yz lnx),

∂2u

∂x∂z
= yxyz−1(1 + yz lnx),

∂2u

∂y∂z
= (1 + yz lnx)xyz lnx.

(10)
∂2u

∂x2i
=

2(1 + (x21 + x22 + ...+ x2n)(2x
2
i − (x21 + x22 + ...+ x2n)))

(1− (x21 + x22 + ...+ x2n)
2)

3
2

,

∂2z

∂xi∂xj
=

4xixj(x
2
1 + x22 + ...+ x2n)

(1− (x21 + x22 + ...+ x2n)
2)

3
2

.
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9.9.3 设 u = eaθ cos(a ln r)(a 为常数). 求证:

∂2u

∂r2
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+

1

r

∂u

∂r
= 0.

解.
∂u

∂r
= −eaθ sin(a ln r)a

r
,

∂2u

∂r2
= eaθ(

a

r2
sin(a ln r)− a2

r2
cos(a ln r)),

∂2u

∂θ2
= a2eaθ cos(a ln r),

带入即有
∂2u

∂r2
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+

1

r

∂u

∂r
= 0.

9.9.4 设 u 是 x,y,z 的函数，令

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
,

我们称

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

为 Laplace 算子.
(1) 设 p =

√
x2 + y2 + z2. 证明：

∆p =
2

p
, ∆ ln p = 1

p2
, ∆

(1
p

)
= 0,

其中 p > 0.
(2) 设 u = f(p). 求 ∆u.

解. (1)
∂2p

∂x2
=

y2 + z2

(x2 + y2 + z2)
3
2

,

∂2p

∂y2
=

x2 + z2

(x2 + y2 + z2)
3
2

,

∂2p

∂z2
=

x2 + y2

(x2 + y2 + z2)
3
2

,

故得
∆p =

2

p
,

同理有
∂2 ln p
∂x2

=
1

p2
y2 + z2 − x2

x2 + y2 + z2
,

∂2 ln p
∂y2

=
1

p2
x2 + z2 − y2

x2 + y2 + z2
,

∂2 ln p
∂z2

=
1

p2
x2 + y2 − z2

x2 + y2 + z2
,
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故得
∆ ln p = 1

p2
,

同理有
∂2 1

p

∂x2
=

1

p3
−y2 − z2 + 2x2

x2 + y2 + z2
,

∂2 1
p

∂y2
=

1

p3
−x2 − z2 + 2y2

x2 + y2 + z2
,

∂2 1
p

∂z2
=

1

p3
−x2 − y2 + 2z2

x2 + y2 + z2
,

故得
∆
1

p
= 0,

(2)
∂u

∂x
= f ′(p)

∂p

∂x
,

∂2u

∂x2
= f ′′(p)(

∂p

∂x
)2 + f ′(p)

∂2p

∂x2
,

代入得
∆u = f ′′(p)||∇p||2 + f ′(p)∆p

= f ′′(p) +
2

p
f ′(p).

9.9.6 解下列方程，其 u 是 x,y,z 的函数:
(1) ∂2u

∂x2 = 0;
(2) ∂2u

∂x∂y
= 0;

(3) ∂3u
∂x∂y∂z

= 0.

解. (1) 由 ∂2u
∂x2 = 0, 两边对 x 积分，得到

∂u

∂x
= f(y, z),

两边在关于 x 积分, 得到
u(x, y, z) = f(y, z)x+ g(y, z),

注：上面对于 x 计算过程中把 y,z 都试为常数。
(2) 由 ∂2u

∂x∂y
= 0, 两边对 y 积分，得到

∂u

∂x
= f(x, z),

两边在关于 x 积分, 得到

u(x, y, z) =

∫
f(x, z)dy = g(x, z) + h(y, z),

其中 g(x,z) 是关于 x 的可导函数.
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(3) 由 ∂3u
∂x∂y∂z

= 0, 两边对 z 积分，得到

∂2u

∂x∂y
= f(x, y),

两边在关于 y 积分, 得到
∂u

∂x
=

∫
f(x, y)dy = g(x, y) + h(x, z),

两边在关于 z 积分, 得到

u =

∫
g(y, z) + h(x, z)dz = p(y, z) + q(x, z) + r(x, y),

其中 p(y,z) 是关于 y,z 的可导函数,q(x,z) 是关于 x,z 的可导函数.

9.9.7 求解偏微分方程
x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z.

解. 做换元 x = p

y = p
q
,

记换元之后的函数
z̃(p, q) = z(x(p, q), y(p, q)),

则由链式法则得到
∂z̃

∂p
=
∂z

∂x

∂x

∂p
+
∂z

∂y

∂y

∂p
,

∂z̃

∂q
=
∂z

∂x

∂x

∂q
+
∂z

∂y

∂y

∂q
,

带入即有
∂z̃

∂p
=
∂z

∂x
+
∂z

∂y

1

q
,

∂z̃

∂q
= −∂z

∂y

p

q2
,

反解得到
∂z

∂x
=
∂z̃

∂p
+
∂z̃

∂q

q

p
,

∂z

∂y
= −∂z̃

∂q

q2

p
,

带入原方程得到
p
∂z̃

∂p
= z̃,

解得
z̃(p, q) = pf(q),

带入即有
z(x, y) = xf(

x

y
).
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9.9.8. 设 a,b,c 满足 b2 − ac > 0,λ1,λ2 是二次方程 cx2 + 2bx+ a = 0 的两个根. 试通过引进新
变量

ξ = x+ λ1y, η = x+ λ2y,

解二阶偏微分方程

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
= 0.

解. 做换元 ξ = x+ λ1y,

η = x+ λ2y,

记换元之后的函数
ũ(ξ, η) = u(x(ξ, η), y(ξ, η)),

则有
u(x, y) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)),

则由链式法则得到
∂u

∂x
=
∂ũ

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂ũ

∂η

∂η

∂x
,

∂u

∂y
=
∂ũ

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂ũ

∂η

∂η

∂y
,

带入即有
∂u

∂x
=
∂ũ

∂ξ
(ξ(x, y), η(x, y)) +

∂ũ

∂η
(ξ(x, y), η(x, y)),

∂u

∂y
= λ1

∂ũ

∂ξ
(ξ(x, y), η(x, y)) + λ2

∂ũ

∂η
(ξ(x, y), η(x, y)),

再由链式法则求导得到
∂2u

∂x2
=
∂2ũ

∂ξ2
+ 2

∂2ũ

∂ξ∂η
+
∂2ũ

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
= λ1

∂2ũ

∂ξ2
+ (λ1 + λ2)

∂2ũ

∂ξ∂η
+ λ2

∂2ũ

∂η2
,

∂2u

∂y2
= λ2

1

∂2ũ

∂ξ2
+ 2λ1λ2

∂2ũ

∂ξ∂η
+ λ2

2

∂2ũ

∂η2
,

带入原方程得到
∂2ũ

∂ξ∂η
= 0,

解得
ũ(ξ, η) = f(ξ) + g(η),

带入即有
u(x, y) = f(x+ λ1y) + g(x+ λ2y).
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7 Week 7

9.10.1 将下列多项式在指定点处展开为 Taylor 多项式 (写出前三项);
(1)2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5, 在点 (1,-2) 处;
(2)x3 + y3 + z3 − 3xyz, 在点 (1,1,1) 处.

解. (1)f(x, y) = 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2 + 5

(2)g(x, y, z) = 3(x−1)2+3(y−1)2+3(z−1)2−3(x−1)(y−1)−3(x−1)(z−1)−3(y−1)(z−1)

9.10.2 考察二次多项式

f(x, y, z) =
(
x y z

)
A D F

D B E

F E C




x

y

z


试将 f(x+∆x, y + δy, z + δz) 按 ∆x,∆y,∆z 的正整数幂展开.

解. 带入有 f 为一个二次型

f(x, y, z) = Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Eyz + 2Fxz

, 则可以计算其各阶偏导数在 (x, y, z) 处的值，带入 Taylor 公式即有

f(x+∆x, y +∆y, z +∆z)

= f(x, y, z) + Jf(x, y, z)


x

y

z

+
1

2
(∆x,∆y,∆z)Hf(x, y, z)


x

y

z



= f(x, y, z) + 2
(
x y z

)
A D F

D B E

F E C




∆x

∆y

∆z



+
(

∆x ∆y ∆z
)

A D F

D B E

F E C




∆x

∆y

∆z



9.10.3 将 xy 在点 (1,1) 处作 Taylor 展开, 写到二次项.

解.
f(x, y) = 1 + (x− 1) + (x− 1)(y − 1) + o(||h||2)

9.10.4 证明：当 |x| 和 |y| 充分小时，有近似式

cosx
cos y = 1− 1

2
(x2 − y2) + o(x2 + y2).
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解. 我们记 f(x, y) = cos x
cos y , 计算各界偏导数有:

∂f

∂x
= − sinx

cos y ,

∂f

∂y
= −cosx sin y

cos2 y ,

∂2f

∂x2
= −cosx

cos y ,

∂2f

∂x∂y
=

sinx sin y
cos2 y ,

∂2f

∂y2
=
cosx(1 + sin2 y)

cos3 y ,

在 (0,0) 处取值带入 Taylor 公式得到

cosx
cos y = 1− 1

2
(x2 − y2) + o(x2 + y2).

9.11.1 求下列函数的极值：
(2) f(x, y) = x2 − 3x2y + y3;
(4) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

解. (2)
∂f

∂x
= 2x(1− 3y),

∂f

∂y
= 3(y2 − x2),

∂2f

∂x2
= 2− 6y,

∂2f

∂x∂y
= −6x,

∂2f

∂y2
= 6y,

解驻点方程 
∂f
∂x

= 0,

∂f
∂y

= 0,

得到三个点 (0, 0), ( 1
3
, 1
3
), (− 1

3
, 1
3
) 为驻点.

带入 Hessen 矩阵发现 ( 1
3
, 1
3
), (− 1

3
, 1
3
) 处的 Hessen 阵都为不定阵，故不为极值点.

考虑 (0,0) 点处,∀ϵ > 0,f(0, ϵ) = ϵ3 > 0, 但是 f(0,−ϵ) = −ϵ3 < 0, 故 (0,0) 点处也不为极值点.
综上 f 没有极值点.
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(4)
∂f

∂x
= 3x2 − 3y,

∂f

∂y
= 3y2 − 3x,

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂x∂y
= −3,

∂2f

∂y2
= 6y,

解驻点方程 
∂f
∂x

= 0,

∂f
∂y

= 0,

得到两个点 (0, 0), (1, 1) 为驻点.
带入 Hessen 矩阵发现 (0, 0) 处的 Hessen 阵为不定阵，故不为极值点. 而 (1, 1) 处的矩阵正定, 为
极小值点.

9.11.2 求函数 f(x, y) = xy
√
1− x2

a2 − y2

b2
(a > 0, b > 0) 的极值.

解.
∂f

∂x
= y

√
1− x2

a2
− y2

b2
− x2y

a2
√

1− x2

a2 − y2

b2

,

∂f

∂y
= x

√
1− x2

a2
− y2

b2
− xy2

b2
√
1− x2

a2 − y2

b2

,

∂2f

∂x2
= − 3xy

a2
√
1− x2

a2 − y2

b2

− x3y

a4
√
(1− x2

a2 − y2

b2
)3
,

∂2f

∂x∂y
=

√
1− x2

a2
− y2

b2

x2

a2 + y2

b2√
1− x2

a2 − y2

b2

− x2y2

a2b2
√
(1− x2

a2 − y2

b2
)3
,

∂2f

∂y2
= − 3xy

b2
√
1− x2

a2 − y2

b2

− xy3

b4
√

(1− x2

a2 − y2

b2
)3
, ,

解驻点方程 
∂f
∂x

= 0,

∂f
∂y

= 0,

得到四个点 (
√
3
3
a,

√
3
3
b), (

√
3
3
a,−

√
3
3
b), (−

√
3
3
a,

√
3
3
b), (−

√
3
3
a,−

√
3
3
b) 为驻点.

带入 Hessen 矩阵发现 (
√
3
3
a,

√
3
3
b), (−

√
3
3
a,−

√
3
3
b) 处的 Hessen 阵(

− 4
√
3

3
b
a

− 2
√
3

3

− 2
√
3

3
− 4

√
3

3
a
b

)
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为严格负定阵，故为极大值点.
(
√
3
3
a,−

√
3
3
b), (−

√
3
3
a,

√
3
3
b) 处的 Hessen 阵(

4
√
3

3
b
a

− 2
√
3

3

− 2
√
3

3
4
√
3

3
a
b

)
为严格正定阵，故为极小值点.
故得到极大值点为

√
3ab
9

, 极小值点为 −
√
3ab
9

.

9.11.3 求函数
f(x, y) = sinx+ cos y + cos(x− y)

在正方形 [0, π/2]2 上的极值.

解.
∂f

∂x
= cosx− sin(x− y),

∂f

∂y
= − sin y + sin(x− y),

∂2f

∂x2
= − sinx− cos(x− y),

∂2f

∂x∂y
= cos(x− y),

∂2f

∂y2
= − cos y − cos(x− y),

解驻点方程 
∂f
∂x

= 0,

∂f
∂y

= 0,

得到三个点 (π
3
, π
6
) 为驻点.

带入 Hessen 矩阵发现 (π
3
, π
6
) 处的 Hessen 阵

Hf(
π

3
,
π

6
) =

(
−
√
3

√
3
2√

3
2

−
√
3

)

为严格负定阵，故为极大值点. 则极大值为 3
√
3

2
.

9.11.4 设 f(x, y) = 3x4 − 4x2y + y2. 证明限制在每一条过原点的直线上，原点时 f 的极值点,
但是函数 f 在原点处不取极小值.

解. 若限制在直线 y = kx (k ̸= 0) 上得到

g(x) = f(x, kx) = (x− k)(3x− k)x2

对其求导有
g′(0) = 0 g′′(0) = 2k2 > 0

故 0 是 g 的极小值点.
若限制在 y 轴上，即 x = 0. 则 f 化为 y2 也成立.
但在 R2 上,f(x, y) = (y − x2)(y − 3x2),f(0, 0) = 0, 在我们取 y < 0 时,f(x, y) > 0, 但是取 y = x2,
则有 f(x, x2) = −x4 < 0, 故原点不为 f 的极值点.
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9.11.5 设二元函数 F 在 R2 上的连续可微. 已知曲线 F (x, y) = 0 呈“8”字形. 问方程组∂F
∂x

(x, y) = 0,

∂F
∂y

(x, y) = 0,

在 R2 中至少有几组解?

解. 设两个圆分别为 Γ1 和 Γ2, 则由 Γ1 为紧集. 则 F 在上面可以取到极值，由 F |∂Γ1
= 0, 则

在内部必有一个极值点. 同理在 Γ2 的内部也有一个极值点. 而极值点一定为驻点。
设 Γ1 和 Γ2 相交于 p 点处. 由于 F |∂Γ1

= 0，可以得到 F 沿 Γ1 的两个方向的方向导数都为 0，又
由于这两个方向线性无关. 则在 p 点处的两个偏导数也为 0，故 p 点也为驻点。
综上一共有三组解满足方程.

8 Week 8

9.12.1 求条件极值。
(3) u = x− 2y + 2z, x2 + y2 + z2 = 1.
(4) u = 3x2 + 3y2 + z2, x+ y + z = 1.

解. (3) F (x, y, z) = x− 2y + 2z − λ(x2 + y2 + z2 − 1)
∂F

∂x
= 1− 2λx = 0

∂F

∂y
= −2− 2λy = 0

∂F

∂z
= 2− 2λz = 0

⇒


x =

1

2λ

y = − 1

λ

z =
1

λ

代入 x2 + y2 + z2 = 1 得
1

4λ2
+

1

λ2
+

1

λ2
=

9

4λ2
= 1, 得 λ = ±3

2
,(x, y, z) =

(1
3
,−2

3
,
2

3

)
或(

− 1

3
,
2

3
,−2

3

)
.

Hu =


−2λ

−2λ

−2λ


λ < 0 时严格正定，λ > 0 时严格负定，故

(1
3
,−2

3
,
2

3

)
是极大值点，极大值为 3；

(
− 1

3
,
2

3
,−2

3

)
是极小值点，极小值为 −3.

(4) F (x, y, z) = 3x2 + 3y2 + z2 − λ(x+ y + z − 1)
∂F

∂x
= 6x− λ = 0

∂F

∂y
= 6y − λ = 0

∂F

∂z
= 2z − λ = 0

⇒


x =

λ

6

y =
λ

6

z =
λ

2

代入 x+ y + z = 1 得
5

6
λ = 1, 得 λ =

6

5
, (x, y, z) =

(1
5
,
1

5
,
3

5

)
.

Hu =


6

6

2
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严格正定，故
(1
5
,
1

5
,
3

5

)
是极小值点，极小值为

3

5
.

9.12.2 计算

(1) 原点到

2x+ 2y + z + 9 = 0

2x− y − 2z − 18 = 0
的距离。

(2) 原点到 x+ 2y + 3z + 4 = 0 的距离。

解. (1) d2 = x2+ y2+ z2, F (x, y, z) = x2+ y2+ z2−λ1(2x+2y+ z+9)−λ2(2x− y− 2z− 18)
∂F

∂x
= 2x− 2λ1 − 2λ2 = 0

∂F

∂y
= 2y − 2λ1 + λ2 = 0

∂F

∂z
= 2z − λ1 + 2λ2 = 0

⇒


x = λ1 + λ2

y = λ1 −
λ2

2

z =
λ1

2
− λ2

代入

2x+ 2y + z + 9 = 0

2x− y − 2z − 18 = 0
得

 9
2
λ1 + 9 = 0

9
2
λ2 − 18 = 0

⇒

λ1 = −2

λ2 = 4
,

于是


x = 2

y = −4

z = −5

. 由于 Hf =


2

2

2

 恒为严格正定的，该点是 d2 的极小值点，于是距

离为 dmin =
√
22 + 42 + 52 = 3

√
5.

(2) F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − λ(x+ 2y + 3z + 4)
∂F

∂x
= 2x− λ = 0

∂F

∂y
= 2y − 2λ = 0

∂F

∂z
= 2z − 3λ = 0

⇒


x =

λ

2

y = λ

z =
3λ

2

代入 x+ 2y+ 3z + 4 = 0 得 λ = −4

7
, (x, y, z) = −2

7
(1, 2, 3),Hf 同上，恒为正定，故该点是极小值

点，得到距离为
dmin =

2

7

√
1 + 22 + 32 =

2

7

√
14.

9.12.4 设 a > 0, 求

x
2 + y2 = 2az

x2 + y2 + xy = a2
上的点到 Oxy 平面的最小距离和最大距离。

解. F (x, y, z) = z2 − λ1(x
2 + y2 − 2az)− λ2(x

2 + y2 + xy − a2)
∂F

∂x
= −2λ1x− 2λ2x− λ2y = 0

∂F

∂y
= −2λ1y − 2λ2y − λ2x = 0

∂F

∂z
= 2z + 2aλ1 = 0
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前两个方程整理得 2(λ1 + λ2)x+ λ2y = 0

λ2x+ 2(λ1 + λ2)y = 0

由于 (x, y) 要满足 x2 + y2 + xy = a2 > 0, 故 (x, y) ̸= (0, 0), 因而上述方程组有非零解，即系数矩
阵得行列式 = 0.

4(λ1 + λ2)
2 − λ2

2 = 0,

得
2λ1 + 3λ2 = 0 or 2λ1 + λ2 = 0.

若 2λ1 + 3λ2 = 0, 则 x = y, x2 + y2 = 2az

3x2 = a2

得 z =
a

3
为极小值。

若 2λ1 + λ2 = 0, 则 x = −y, 2x2 = 2az

x2 = a2

得 z = a 为极大值。

9.12.6 设 ai ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n, p > 1, 证明：

a1 + · · ·+ an
n

≤
(ap1 + · · ·+ apn

n

) 1
p

.

解. 设 a1 + · · ·+ an = c, f(a1, · · · , an) = ap1 + · · ·+ apn − λ(a1 + · · ·+ an − c),

∂f

∂ai
= pap−1

i − λ = 0 ⇒ ap−1
i =

λ

p
⇒ ai =

(λ
p

) 1
p−1

, ∀i⇒ c = n
(λ
p

) 1
p−1

⇒ ai =
c

n
, ∀i

若 c = 0 则不等式显然成立，否则 c > 0,f 的 Hesse 阵严格正定，故有

a1 + · · ·+ an
n

=
c

n
≤
(ap1 + · · ·+ apn

n

) 1
p

.

9.12.7 证明：设 ai ≥ 0, xi ≥ 0(i = 1, 2, · · · , n), p > 1,
1

p
+

1

q
= 1, 则

n∑
i=1

aixi ≤
( n∑

i=1

api

) 1
p
( n∑

i=1

xqi

) 1
q

解. 设
n∑

i=1

aixi = c, f(x1, · · · , xn) = xq1 + · · ·+ xqn − λ
( n∑
i=1

aixi − c
)
.

∂f

∂xi
= qxq−1

i − λai = 0 ⇒ xq−1
i =

λai
q
,
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代入
n∑

i=1

aixi = c 得

λ

q
=

(
c

n∑
i=1

api

)q−1

故

n∑
i=1

xqi ≥
n∑

i=1

(λai
q

) q
q−1

=
(λ
q

) q
q−1

n∑
i=1

a
q

q−1

i = Big(
λ

q

) q
q−1

n∑
i=1

api =

( n∑
i=1

aixi

n∑
i=1

api

)q n∑
i=1

api

整理后得
n∑

i=1

aixi ≤
( n∑

i=1

api

) 1
p
( n∑

i=1

xqi

) 1
q

.

9 Week 9

10.1.1 一元函数 f, g 在区间 [0, 1] 可积，求证 f(x)g(y) 在 I = [0, 1]2 上可积，且∫∫
I

f(x)g(y)dxdy =

∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

g(y)dy

解. 记在区域 I 上的分割为 π,x 方向的分割为 πx,y 方向的分割为 πy.
f, g 可积，故 f, g 均有界且

lim
||πx||→0

m∑
i=1

ωi(f)△xi = 0,

lim
||πy||→0

m∑
j=1

ωj(g)△yj = 0.

对任意的 x1, x2, y1, y2,

|f(x1)g(y1)− f(x2)g(y2)| = |f(x1)g(y1)− f(x1)g(y2) + f(x1)g(y2)− f(x2)g(y2)|

≤ |f(x1)| · |g(y1)− g(y2)|+ |g(y2)| · |f(x1)− f(x2)|

同时分割的每个小区域内取 sup 得 ωij(fg) ≤M
(
ωi(f) + ωj(g)

)
, 其中 M 为 |f | 和 |g| 的一个共同

上界。
m∑
i=1

n∑
j=1

ωij(fg)σ(Iij) =
m∑
i=1

n∑
j=1

ωij(fg)△xi△yj

≤M
( m∑

i=1

ωi(f)△xi +
n∑

j=1

ωj(g)△yj
)

||π|| → 0 时，||πx||, ||πy|| → 0, 故

lim
||π||→0

m∑
i=1

n∑
j=1

ωij(fg)σ(Iij) = 0.

从而可积。
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10.1.2 计算
∫∫

[0,1]2
ex+ydxdy

解. ∫∫
[0,1]2

ex+ydxdy =

∫ 1

0

exdx
∫ 1

0

eydy = (e− 1)2.

10.1.3 a > 0, I − [−a, a]2, 求证:
∫∫

I

sin(x+ y)dxdy = 0.

解. 做变换 t = −x, s = −y,∫∫
I

sin(x+ y)dxdy =

∫ a

−a

∫ a

−a

sin(x+ y)dxdy

=

∫ a

−a

∫ a

−a

sin(−s− t)dtds

= −
∫ a

−a

∫ a

−a

sin(s+ t)dtds

故
∫∫

I

sin(x+ y)dxdy = 0.

10.1.5 证明：闭矩形上的连续函数可积。

解. 闭矩形上的连续函数必然有界且一致连续，故 ∀ε > 0, ∃δ > 0,当 ||x−y|| < δ 时，|f(x)−
f(y)| < ε. 故 ||π|| < ε 时，有 ωi < ε, 故∑

i

ωiσ(Ii) < σ(I)ε⇒ lim
||π||→0

∑
i

ωiσ(Ii) = 0 ⇒ 可积.

10.2.2 设有界集 B ⊂ R2 且 B′ 是零面积集，求证 B 也是零面积集。

解. B = B′ ∪ (∂B\B′), 由于 B′ 是零面积集，∀ε > 0, ∃I1, · · · , Im, B′ ⊂
m⋃
i=1

Ii,
m∑
i=1

σ(Ii) < ε.

∂B\B′为孤立点，设 ∂B\B′ = {a1, · · · , an, · · · },∀i ∈ N, ∃Wai
为 ai的邻域，满足 σ(Wai

) <
ε

2i
,

则 Wai
是 ∂B\B′ 的开覆盖，由于 B 有界，故 ∂B\B′ 是有界闭集，因此上述开覆盖存在一个有限

子覆盖记为 W1, · · · ,WN , 有 σ(W1) + · · ·+ σ(WN ) < ε.

令 Im+i =Wi, i = 1, · · · , N , 则 B ⊂
m+N⋃
i=1

Ii, 且
m+N∑
i=1

σ(Ii) < 2ε. 故 B 是零面积集。

10.2.4 闭矩形 J ⊂ I,f 在 I 上可积，求证 f 在 J 上也可积。

解. J ⊂ I, 故若 x 是 f 在 J 上的间断点，则 x 也是 f 在 I 上的间断点，即 DJ(f) ⊂ DI(f).

f 在 I 上可积，则 f 有界且 DI(f) 零测，故 DJ(f) 零测，因而 f 在 J 上可积。

10.2.5 I 上可积函数 f > 0, 求证
∫
I

fdσ > 0.
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解. f 可积，故 f 有界且 D(f) 零测，取 x0 ∈ I\D(f), 则 f(x0) > 0 且 x0 是连续点，故存在
x0 的邻域 U0 ⊂ I, 当 x ∈ U0 时，有 f(x) > f(x0)/2. 则∫

I

fdσ ≥
∫
U0

fdσ ≥ 1

2
f(x0)σ(U0) > 0.

10.2.6 I = [0, 1]2, f(x, y) =


sin 1

xy
, x ̸= 0 且y ̸= 0

0, x = 0 or y = 0
的可积性。

解. lim
x→0

sin 1

xy
和 lim

y→0
sin 1

xy
不存在，在 x ̸= 0 且y ̸= 0 时均为连续函数，故 D(f) = {0} ×

[0, 1] ∪ [0, 1]× {0} 为 R2 中的零测集，又 f 有界，故 f 在 I 上可积。

10.2.7 I 有界矩形，B = {p1, · · · ,pn, · · · } ⊂ I, 函数 f(p) =

0, p /∈ B
1

n
, p = pn

的可积性。

解. f 有界，且 D(f) = B 零测，故 f 在 I 上可积。

10.2.8 f, g 在 I 上可积，则 fg 可积，
f

g
在 g ̸= 0 且有界时可积。

解. f, g 在 I 上可积, 则 f, g 在 I 上有界，则 fg 在 I 上有界。

若 f, g 连续，则 fg 连续，当 g ̸= 0 时
f

g
连续，因此

D(fg) ⊂ D(f) ∪D(g)

D
(f
g

)
⊂ D(f) ∪D(g) if g ̸= 0

因此 fg 可积，
f

g
在 g ̸= 0 且有界时可积。

10.3.1 计算积分。
(1)
∫∫

I

x2

1 + y2
dxdy, I = [0, 1]2;

(2)
∫∫

I

x cosxydxdy, I = [0,
π

2
]× [0, 1];

(3)
∫∫

I

sin(x+ y)dxdy, I = [0, π]2.
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解.

(1)

∫∫
I

x2

1 + y2
dxdy =

∫ 1

0

x2dx
∫ 1

0

1

y2 + 1
dy

=
1

3
arctan y

∣∣∣1
0
=

π

12
.

(2)

∫∫
I

x cosxydxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

x cosxydydx

=

∫ π
2

0

sinxdx = 1.

(3)

∫∫
I

sin(x+ y)dxdy =

∫ π

0

∫ π

0

sin(x+ y)dxdy

=

∫ π

0

cos y − cos(y + π)dy

= 2

∫ π

0

cos ydy = 0.

10.3.2 f 在 I = [a, b]× [c, d] 上有连续的二阶导，计算
∫∫

I

∂2

∂x∂y
f(x, y)dxdy.

解. ∫∫
I

∂2

∂x∂y
f(x, y)dxdy =

∫ d

c

∫ b

a

∂

∂x

∂

∂y
f(x, y)dxdy

=

∫ d

c

∂

∂y
f(b, y)− ∂

∂y
f(a, y)dy

= f(b, d)− f(b, c)− f(a, d) + f(a, c).

10.3.3 计算
∫
I

fdσ, I = [0, 1]2.

(1) f(x, y) =

1, y ≤ x2

0, y > x2
; (2) f(x, y) =

x+ y, x2 ≤ y ≤ 2x2

0, else
.

解.

(1)

∫
I

fdσ =

∫ 1

0

∫ x2

0

1dydx =

∫ 1

0

x2dx =
1

3
.

(2)

∫
I

fdσ =

∫ √
2

2

0

∫
x2

2x2x+ ydydx+

∫ 1

√
2

2

∫
x2

2x2x+ ydydx

=

∫ √
2

2

0

x3 +
3

2
x4dx+

∫ 1

√
2

2

1

2
+ x− x3 − x4

2
dx

=
21

40
−

√
2

5
.
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10 Week 10

10.3.4 利用定理 10.3.4 的 Minkowski 不等式，证明：ak ≥ 0, bk ≥ 0, k = 1, 2, · · · , n, p ≥ 1, 有( n∑
k=1

(ak + bk)
p
) 1

p

≤
( n∑

k=1

apk

) 1
p

+
( n∑

k=1

bpk

) 1
p

.

解. 令 f(x, y) =

ak, 0 ≥ y ≥ 1, k − 1 ≥ x ≥ k

bk, 1 ≥ y ≥ 2, k − 1 ≥ x ≥ k
, 代入定理 10.3.4 中左右两式得

(∫ n

0

(∫ 2

0

f(x, y)dy
)p) 1

p

=
( n∑

k=1

∫ k

k−1

(ak + bk)
pdx
) 1

p

=
( n∑

k=1

(ak + bk)
pdx
) 1

p

∫ 2

0

(∫ n

0

fp(x, y)dx
) 1

pdy =

∫ 1

0

( n∑
k=1

∫ k

k−1

apk

) 1
pdy +

∫ 2

1

( n∑
k=1

∫ k

k−1

bpk

) 1
pdy

=
( n∑

k=1

apk

) 1
p

+
( n∑

k=1

bpk

) 1
p

.

故 ( n∑
k=1

(ak + bk)
p
) 1

p

≤
( n∑

k=1

apk

) 1
p

+
( n∑

k=1

bpk

) 1
p

.

10.3.5 f, g 都在 [a, b] 上可积，用
∫∫

[a,b]2

(
f(x)g(y)− f(y)g(x)

)2dxdy ≥ 0 证明：

(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
∫ b

a

f(x)2dx
∫ b

a

g(x)2dx.

解.

0 ≤
∫∫

[a,b]2

(
f(x)g(y)− f(y)g(x)

)2dxdy
=

∫∫
[a,b]2

(
f(x)g(y)

)2 − 2f(x)f(y)g(x)g(y) +
(
f(y)g(x)

)2dxdy
=

∫ b

a

f(x)2dx
∫ b

a

g(y)2dy − 2

∫ b

a

f(x)g(x)dx
∫ b

a

f(y)g(y)dy +
∫ b

a

f(y)2dy
∫ b

a

g(x)2dx

= 2

∫ b

a

f(x)2dx
∫ b

a

g(x)2dx− 2
(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

10.4.2 证明：1.96 <

∫∫
|x|+|y|≤10

dxdy
100 + cos2 x+ cos2 y < 2.

解. E := {(x, y) : |x|+ |y| ≤ 10}, σ(E) = 200, 又有 1

102
≤ 1

100 + cos2 x+ cos2 y ≤ 1

100
, 故

1.96 <
200

102
≤

∫∫
|x|+|y|≤10

dxdy
100 + cos2 x+ cos2 y ≤ 200

100
= 2,
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由于
1

100 + cos2 x+ cos2 y 的最大值和最小值不是处处取到，因而

1.96 <

∫∫
|x|+|y|≤10

dxdy
100 + cos2 x+ cos2 y < 2.

10.4.3 B ⊂ R2 是有界集，证明 B 有面积集当且仅当对 I◦ ⊃ B 的矩形 I 的任何矩形分割 π,
均有 lim

||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅

σ(Ij) = lim
||π||→0

∑
Ij⊂B

σ(Ij).

解. B 有面积当且仅当 ∂B 是零面积集。对任何矩形分割 π,

lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅

σ(Ij) = lim
||π||→0

∑
Ij⊂B

σ(Ij) + lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅
Ij∩Bc ̸=∅

σ(Ij),

故 lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅

σ(Ij) = lim
||π||→0

∑
Ij⊂B

σ(Ij) 当且仅当 lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅
Ij∩Bc ̸=∅

σ(Ij) = 0. 由定义可知该式等价于

∂B 是零测集，又 B 是有界集，故 ∂B 是有界闭集，因而 ∂B 是零测集等价于 ∂B 是零面积集。

11 Week 11

10.5.1 计算下列积分：
(2)

∫∫
D

xy2dxdy, D 由 y2 = 4x 和 x = 1 围成；

(4)
∫∫

D

|xy|dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ a2};

(6)
∫∫

D

|cos(x+ y)| dxdy, D = [0, 1]2;

(7)
∫∫

D

y2dxdy, D 由滚轮线

x = a(t− sin t),

y = a(1− sin t)
(0 ≤ t ≤ 2π)

与 y = 0 围成;
(8)
∫∫

D

[x+ y]dxdy, D = [0, 2]2.

解. (2) ∫∫
D

xy2dxdy =

∫ 2

−2

dy

∫ 1

y2

4

xy2dxdy

=
1

2

∫ 2

−2

y2(1− 1

16
y4)dxdy

=
32

21
.

46



(4) ∫∫
D

|xy|dxdy = 4

∫∫
x2+y2≤a2

x,y≥0

xydxdy

= 4

∫ a

0

ydy

∫ √
a2−y2

0

xdx

= 2

∫ a

0

y(a2 − y2)dy

=
1

2
a4.

(6) 记 E = {(x, y) ∈ D|x+ y ≤ π
2
} F = {(x, y) ∈ D|x+ y > π

2
},∫∫

D

| cos(x+ y)|dxdy =

∫∫
E

| cos(x+ y)|dxdy −
∫∫
F

| cos(x+ y)|dxdy

=

∫∫
D

| cos(x+ y)|dxdy − 2

∫∫
F

| cos(x+ y)|dxdy

=

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

cos(x+ y)dx− 2

∫ 1

π
2 −1

dx

∫ 1

π
x−x

cos(x+ y)dy

= cos 2 + 2 cos 1 + 3− π.

(7) ∫∫
D

y2dxdy =

∫ 2πa

0

dx

∫ y(x)

0

y2dxdy

=

∫ 2πa

0

1

3
(y(x))3dx

=

∫ 2π

0

1

3
(y(x(t)))3

dx

dt
dt

=

∫ 2π

0

a4

3
(1− cos t)4dt

=
35πa4

12
.

(8) ∫∫
D

[x+ y]dxdy = 6.

10.5.2 改变下列累次积分的次序:

(1)
∫ 1

0

dx

∫ x2

0

f(x, y)dy;

(3)
∫ 1

0

dx

∫ x

x2

f(x, y)dy;

(5)
∫ 1

−1

dx

∫ 1−x2

−
√
1−x2

f(x, y)dy;

(7)
∫ π

0

dx

∫ cos x

0

f(x, y)dy.
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解. (1)
∫ 1

0

dy

∫ 1

√
y

f(x, y)dx;

(3)
∫ 1

0

dy

∫ √
y

y

f(x, y)dx;

(5)
∫ 0

−1

dy

∫ √
1−y2

−
√

1−y2

f(x, y)dx+

∫ 1

0

dy

∫ √
1−y

−
√
1−y

f(x, y)dx;

(7)
∫ 1

0

dy

∫ arccos y

0

f(x, y)dx−
∫ 0

−1

dy

∫ π

arccos y
f(x, y)dx.

10.5.3 设 f 为一元连续函数. 求证：∫ a

0

dx

∫ x

0

f(x)f(y)dy =
1

2

(∫ a

0

f(t)dt
)2
.

解. 记 F (x) =
∫ x

0
f(t)dt,∫ a

0

dx

∫ x

0

f(x)f(y)dxdy =

∫ a

0

dx

∫ x

0

f(y)dxdy

=

∫ a

0

f(x)F (x)dx

=
1

2
F (a)2

=
1

2

(∫ a

0

f(t)dt
)2
.

10.5.4 设 f 为连续函数. 证明：∫ a

0

dx

∫ x

0

f(y)dy =

∫ a

0

(a− t)f(t)dt.

解. ∫ a

0

dx

∫ x

0

f(y)dy =

∫ a

0

f(y)dy

∫ a

y

dx

=

∫ a

0

(a− y)f(y)dy.

10.5.5 设 f 为连续函数. 证明：∫ b

a

dx

∫ x

a

dy

∫ y

a

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

dz

∫ b

z

dy

∫ b

y

f(x, y, z)dx.

解. 交换积分顺序即得∫ b

a

dx

∫ x

a

dy

∫ y

a

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

dz

∫ b

z

dy

∫ b

y

f(x, y, z)dx.
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10.5.6 设 f 为连续函数. 证明：∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(x)f(y)f(z)dz =
1

3!

(∫ a

0

f(t)dt
)3
.

解. 记 F (x) =
∫ a

0
f(t)dt,∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(x)f(y)f(z)dz =

∫ a

0

f(x)dx

∫ x

0

F (y)f(y)dy

=

∫ a

0

1

2
f(x)

(
F (x)2 − F (0)2

)
dx

=
1

2

∫ a

0

F (x)2f(x)dx

=
1

3!

(
F (a)3 − F (0)3

)
=

1

3!

(∫ a

0

f(t)dt
)3
.

10.5.7 设 f 为连续函数. 证明：∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(z)dz =
1

2

∫ a

0

(a− t)2f(t)dt.

解. ∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(z)dz =

∫ a

0

dz

∫ a

z

dy

∫ a

y

f(x)dx

=

∫ a

0

f(z)dz

∫ a

z

(a− y)dy

=
1

2

∫ a

0

(a− z)2f(z)dz.

10.5.8 设 f 为连续函数. 求极限

lim
r→0

1

πr2

∫∫
x2+y2≤r2

f(x, y)dxdy.

解. 由积分中值定理得

lim
r→0

1

πr2

∫∫
x2+y2≤r2

f(x, y)dxdy = lim
r→0

1

πr2
f(ξ, η)πr2

= lim
r→0

f(ξ, η)

= f(0, 0).

10.6.1 计算下列二重积分：
(1)
∫∫

D

(x− y)2 sin(x+ y)dxdy, 其中 D 是由四点 (π, 0), (2π, π), (π, 2π), (0, π) 顺次连成的正方

形.
(2)
∫∫

D

(x2 + y2)dxdy, 其中 D 是由曲线 x2 − y2 = 1,x2 − y2 = 2,xy = 1 和 xy = 2 围成的图

像在第一象限的那一部分.
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解. (1) 令 u = x− y

v = x+ y,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 1 −1

1 1

∣∣∣∣∣ = 2
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
,

对应的积分区域化为
F = [−π, π]× [π, 3π],

带入由换元公式得到 ∫∫
D

(x− y)2 sin(x+ y)dxdy =

∫∫
F

u2 sin v|1
2
|dudv

=
1

2

∫ π

−π

u2du

∫ 3π

π

sin vdv

= 0.

(2) 令 u = x2 − y2

v = xy,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 2x −2y

y x

∣∣∣∣∣ = 2(x2 + y2)
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2(x2 + y2)
,

对应的积分区域化为
F = [1, 2]× [1, 2],

带入由换元公式得到 ∫∫
D

x2 + y2dxdy =

∫∫
F

|1
2
|dudv

=
1

2

∫∫
F

dudv

=
1

2
.

10.6.2 计算下列围成的图像的面积:
(1)(a1x+ b1y + c1)

2 + (a2x+ b2y + c2)
2 = 1, 其中 a1b2 ̸= a2b1;

(2)
√
x+

√
y =

√
a,x = 0 和 y = 0.

解. (1) 令 u = a1x+ b1y + c1

v = a2x+ b2y + c2,
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换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

a1b2 − a2b1
,

对应的积分区域化为
F = {(u, v) ∈ R2|u2 + v2 ≤ 1},

带入由换元公式得到 ∫∫
D

dxdy =

∫∫
F

| 1

a1b2 − a2b1
|dudv

=
π

|a1b2 − a2b1|
.

(2) 令 x = r2 cos4 θ

y = r2 sin4 θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ 2r cos4 θ −4r2 cos3 θ sin θ
2r sin4 θ 4r2 sin3 θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 8r3 sin3 θ cos3 θ,

对应的积分区域化为
F = [0,

√
a]× [0,

π

2
],

带入由换元公式得到 ∫∫
D

dxdy =

∫ √
a

0

dr

∫ π
2

0

8r3 sin3 θ cos3 θdθ

=
a2

6
.

10.6.3 求证: ∫∫
|x|+|y|≤1

f(x+ y)dxdy =

∫ 1

−1

f(t)dt.

解. (1) 令 u = x+ y

v = x− y,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = 2
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
,

对应的积分区域化为
F = [−1, 1]× [−1, 1],

51



带入由换元公式得到 ∫∫
|x|+|y|≤1

f(x+ y)dxdy =

∫∫
[−1,1]2

f(u)|1
2
|dudv

=

∫ 1

−1

f(t)dt.

10.6.5 计算下列二重积分:
(2)

∫∫
x2+y2≤Rx

√
R2 − x2 − y2dxdy;

(4)
∫∫

x2+y2≤x+y

√
x2 + y2dxdy.

解. (2) 令 x = r cos θ

y = r sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r,

对应的积分区域化为
{(r, θ) ∈ R2|0 ≤ r ≤ R cos θ,−π

2
≤ θ ≤ π

2
},

带入由换元公式得到 ∫∫
x2+y2≤Rx

√
R2 − x2 − y2dxdy =

∫ π
2

−π
2

dθ

∫ R cos θ

0

√
R2 − r2rdr

=

∫ π
2

−π
2

1

3
(R3 −R3| sin3 θ|)dθ

= (
π

3
− 4

9
)R3.

(4) 令 x = r cos θ

y = r sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r,

对应的积分区域化为

{(r, θ) ∈ R2|0 ≤ r ≤ (cos θ + sin θ),−π
4
≤ θ ≤ 3π

4
},
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带入由换元公式得到 ∫∫
x2+y2≤x+y

√
x2 + y2dxdy =

∫ 3π
4

−π
4

dθ

∫ cos θ+sin θ

0

r2dr

=

∫ 3π
4

−π
4

(cos θ + sin θ)3
3

dθ

=
8
√
2

9
.

10.6.7 设常数 a, b > 0,

D = {(x, y) : x
2

a2
+
y2

b2
≤ 1�x ≥ y ≥ 0}.

计算二重积分 ∫∫
D

√
x2

a2
+
y2

b2
dxdy.

解. 令 x = ar cos θ

y = br sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ a cos θ −ar sin θ
b sin θ br cos θ

∣∣∣∣∣ = abr,

对应的积分区域化为
{(r, θ) ∈ R2|0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ arctan a

b
},

带入由换元公式得到 ∫∫
D

√
x2

a2
+
y2

b2
dxdy =

∫ arctan a
b

0

dθ

∫ 1

0

abr2dr

=
1

3
ab arctan a

b
.

12 Week 12

10.7.1 计算以下积分：
(1)
∫
V

xyzdµ,V 为球体 x2 + y2 + z2 ≤ 1 在第一卦限中的部分;

(2)
∫
V

(x+ y + z)dµ,V 为平面 x+ y + z = 1 和上和坐标平面所围成的立体;

(3)
∫
V

xy2z3dxdydz,V 由 z = xy 和 z = 0 以及两张平面 x = 1 和 x = y 围成.

53



解. (1) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为
D = [0, 1]× [0,

π

2
]× [0,

π

2
],

带入由换元公式得到 ∫
V

xyzdµ =

∫∫∫
D

r5 sin3 θ cos θ sinϕ cosϕdrdθdϕ

=
1

48
.

(2) ∫
V

(x+ y + z)dµ =

∫
V

xdµ+

∫
V

ydµ+

∫
V

zdµ

= 3

∫
V

xdµ

= 3

∫ 1

0

xdx

∫∫
y+z≤1−x

y,z≥0

dydz

= 3

∫ 1

0

1

2
x(1− x)2dx

=
1

8
.

(3) ∫
V

xy2z3dµ =

∫ 1

0

xdx

∫ x

0

y2dy

∫ xy

0

z3dz

=
1

364
.

10.7.2 计算下列曲面围成的立体的体积:
(1)z2 = x2 +

y2

4
, 2z = x2 +

y2

4
;

(2)x2 + y2 = a2, |x|+ |y| = a,

解. (1)

V =

∫∫
x2+ y2

4 ≤4

(

√
x2 +

y2

4
− x2

2
− y2

8
)dxdy
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令 x = r cos θ

y = 2r sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
2 sin θ 2r cos θ

∣∣∣∣∣ = 2r,

对应的积分区域化为
D = [0, 2]× [0, 2π],

带入由换元公式得到∫∫
x2+ y2

4 ≤4

(

√
x2 +

y2

4
− x2

2
− y2

8
)dxdy =

∫ 2π

0

dθ

∫ 2

0

(r − r2

2
)2rdr =

8π

3
.

(2)

V = 8

∫∫
x2+y2≤a2

x,z≥0

dxdy

∫ a−x

0

dy

= 8

∫∫
x2+y2≤a2

x,z≥0

(a− x)dxdz

= 8

∫∫
[0,a]×[0,2π]

(a− r cos θ)rdrdθ

= (2π − 8

3
)a3.

10.7.3 设 f 为连续函数, 求极限:

lim
r→0

3

4πr3

∫∫∫
x2+y2+z2≤r2

f(x, y, z)dxdydz.

解. 由积分中值定理得

lim
r→0

3

4πr3

∫∫∫
x2+y2+z2≤r2

f(x, y, z)dxdydz = lim
r→0

3

4πr3
f(ξ, η, ϕ)

4πr3

3

= lim
r→0

f(ξ, η, ϕ)

= f(0, 0, 0).

10.7.4 计算下列积分:
(1)

∫∫∫
x2+y2+z2≤2

√
x2 + y2 + z2dxdydz;

(2)
∫∫∫
D

(x2 + y2)dxdydz, 其中 D = {(x, y, z) : z ≥ 0, a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2};
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(3)
∫∫∫
D

(
1−

(x2
a2

+
y2

b2
+
z2

c2

))1/2
dxdydz, 其中 D 为椭球面 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 包围的立体.

解. (1) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为
D = [0, 2]× [0, π]× [0, 2π],

带入由换元公式得到 ∫∫∫
x2+y2+z2≤2

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫∫∫
D

r3 sin θdrdθdϕ

= 4π.

(2) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为
E = [a, b]× [0,

π

2
]× [0, 2π],

带入由换元公式得到 ∫∫∫
D

(x2 + y2)dxdydz =

∫∫∫
E

r4 sin3 θdrdθdϕ

=
4(b5 − a5)π

15
.

(3) 令 
x = ar sin θ cosϕ

y = br sin θ sinϕ

z = cr cos θ,

56



换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a sin θ cosϕ ar cos θ cosϕ −ar sin θ cosϕ
b sin θ sinϕ br cos θ sinϕ br sin θ cosϕ
c cos θ −cr sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abcr2 sin θ,

对应的积分区域化为
E = [0, 1]× [0,

π

2
]× [0, 2π],

带入由换元公式得到∫∫∫
D

(
1−

(x2
a2

+
y2

b2
+
z2

c2

))1/2
dxdydz = abc

∫∫∫
E

r2
√
1− r2 sin θdrdθdϕ

=
abcπ2

4
.

10.7.5 计算由下列曲面围成的立体的体积:
(1)aix+ biy + ciz = ±hi(i = 1, 2, 3), 设行列式∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0;

(4)(x2 + y2 + z2)n = z2n−1(n ∈ N∗);

(5)
(x2
a2

+
y2

b2
+
z2

c2

)2
=
x2

a2
+
y2

b2
.

解. (1) 令 
u = a1x+ b1y + c1z

v = a2x+ b2y + c2z

w = a3x+ b3y + c3z,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
对应的积分区域化为

E = [−h1, h1]× [−h2, h2]× [−h3, h3],

带入由换元公式得到

V =

∫∫∫
E

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1∣∣∣∣∣∣∣∣ dudvdw

=
8h1h2h3∥∥∥∥∥∥∥∥
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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(4) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为

E = {(r, θ, ϕ)|0 ≤ r ≤ cos2n−1 θ, 0 ≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},

带入由换元公式得到

V =

∫∫∫
E

r2 sin θdrdθdϕ

=
π

3(3n− 1)
.

(5) 令 
x = ar sin θ cosϕ

y = br sin θ sinϕ

z = cr cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a sin θ cosϕ ar cos θ cosϕ −ar sin θ cosϕ
b sin θ sinϕ br cos θ sinϕ br sin θ cosϕ
c cos θ −cr sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abcr2 sin θ,

对应的积分区域化为

E = {(r, θ, ϕ)|0 ≤ r2 ≤ sin2 θ, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},

带入由换元公式得到

V =

∫∫∫
E

abcr2 sin θdrdθdϕ

= 8abc

∫ π
2

0

sin θdθ
∫ sin θ

0

r2dr

∫ π
2

0

dϕ =
π2

4
abc.

10.8.1 计算下列 n 重积分：
(1)
∫

· · ·
∫

[0,1]n

(x21 + ...+ x2n)dx1...dxn;

(2)
∫

· · ·
∫

[0,1]n

(x1 + ...+ xn)
2dx1...dxn.
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解. (1) ∫
· · ·
∫

[0,1]n

(x21 + ...+ x2n)dx1...dxn = n

∫
· · ·
∫

[0,1]n

x21dx1...dxn

= n

∫ 1

0

x21dx1

∫
· · ·
∫

[0,1]n−1

dx2...dxn

= n

∫ 1

0

x21dx1

=
n

3
.

(2)∫
· · ·
∫

[0,1]n

(x1 + ...+ xn)
2dx1...dxn =

∫
· · ·
∫

[0,1]n

n∑
k=1

x2k +
∑
i ̸=j

xixjdx1...dxn

= n

∫
· · ·
∫

[0,1]n

x21dx1...dxn +
n(n− 1)

2

∫
· · ·
∫

[0,1]n

x1x2dx1...dxn

=
n

3
+
n(n− 1)

4

=
n2

4
+

n

12
.

10.8.2 计算累次积分: ∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x1...xn−1xndxn.

解.

fn =

∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x1...xn−1xndxn =

∫ 1

0

x1dx1

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x2...xndxn

=

∫ 1

0

x1x
2n−2
1 dx1

∫ 1

0

dx2

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x2...xn−1dxn−1

=
1

2n
fn−1

=
1

(2n)!!

10.8.3 计算下列 Rn 中区域的体积 (a1, a2, ..., an > 0):
(1)Vn = (x1, x2, ..., xn) :

x1
a1

+
x2
a2

+ ...+
xn
an

≤ 1, x1, x2, ..., xn ≥ 0;

(2)Vn(a) =

{
(x1, x2, ..., xn) : |x1|+ |x2|+ ...+ |xn| ≤ a

}
.
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解. (1)
fn(a1, ..., an) =

∫
· · ·
∫

x1
a1

+...+ xn
an

≤1

xi≥0

dx1...dxn

=

∫ a1

0

dx1

∫
· · ·
∫

x2
a2

+...+ xn
an

≤1− x1
a1

xi≥0

dx2...dxn

=

∫ a1

0

(
1− x1

a1

)n−1
dx1fn−1(a2, ..., an)

=
a1
n
fn−1(a2, ..., an)

=
a1...an
n!

.

(2)
fn(a) =

∫
Vn(a)

dµ

= 2

∫ a

0

fn−1(a− xn)dxn

= 2

∫ a

0

(a− xn)
n−1fn−1(1)dxn

=
2a

n
fn−1(a)

=
(2a)n

n!
.

10.8.4 设 K 为二元连续函数, 对 n ∈ N∗, 令

Kn(x, y) =

∫
· · ·
∫

[a,b]n

K(x, t1)K(t1, t2)...K(tn, y)dt1...dtn.

求证: 对任意 m,n ∈ N∗, 有

Km+n+1(x, y) =

∫ b

a

Km(x, t)Kn(t, y)dt.

解.∫ b

a

Kn(x, t)Km(t, y)dt

=

∫ b

a

∫
· · ·
∫

[a,b]n

K(x, t1)K(t1, t2)...K(tn, t)dt1...dtn

∫
· · ·
∫

[a,b]m

K(t, tn+1)K(tn+1, tn+2)...K(tn+m, t)dtn+1...dtn+mdt

=

∫
· · ·
∫

[a,b]n+m

K(x, t1)K(t1, t2)...K(tn+m, y)dt1...dtn+m.

10.8.5 设 a1, a2, ..., an > 0,

Vn =

{
(x1, x2, ..., xn) :

|xi|
a2

+ | |xn|
an

≤ 1(i− 1, 2, ..., n− 1)

}
.
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求 Vn 的体积.

解. ∫
Vn

dµ = 2n
∫ an

0

dxn

∫ a1(1− xn
an

)

0

dx1...

∫ an−1(1− xn
an

)

0

dxn−1

= 2na1...an−1

∫ an

0

(
1− xn

an

)
dxn

=
2n

n
a1...an

13 Week 13

11.1.1
∫
Γ

(x2 + y2)nds,Γ : x = a cos t, y = a sin t()0 ≤ t ≤ 2π.

解. dx = −a sin tdt, dy = a cos tdt, 故∫
Γ

(x2 + y2)nds,Γ : x = a cos t, y = a sin t()0 ≤ t ≤ 2π =

∫ 2π

0

a2n|a|dt = 2π|a|2n+1

11.1.2
∫
Γ

(x+ y)ds,Γ : 顶点为 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 的三角形的边界。

解. ∫
Γ

(x+ y)ds =
∫ 1

0

xdx+

∫ 0

1

−
√
2dx+

∫ 0

1

ydy = 1 +
√
2

11.1.3
∫
Γ

zds,Γ : 圆锥螺线：x = t cos t, y = t sin t, z = t(0 ≤ t ≤ 2π).

解.
dx = (cos t− t sin t)dt, dy = (sin t+ t cos t)dt, dz = dt.

ds =
√
dx2 + dy2 + dz2 =

√
2 + t2dt.∫

Γ

zds =
∫ 2π

0

t
√
2 + t2dt = 1

3

(
(2 + 4π2)

3
2 − 2

√
2
)
.

11.1.4
∫
Γ

x2ds,Γ : 圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0.

解. ∫
Γ

x2ds = 1

3

∫
Γ

x2 + y2 + z2ds = a2

3

∫
Γ

ds = 2

3
πa3.

11.1.5
∫
Γ

y2ds,Γ : 旋纶线的一拱，x = a(t− sin t), y = a(1− cos t)(0 ≤ t ≤ 2π).
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解.
dx = a(1− cos t)dt, dy = a sin tdt.∫

Γ

y2ds =
∫
Γ

a2(1− cos t)22|a sin t
2
|dt = 8|a|3

∫ 2π

0

sin5 t

2
dt = 256

15
|a|3.

11.2.1 计算第二型曲线积分。
(1)

∫
Γ

xdy − ydx
x2 + y2

,Γ 表示逆时针方向的圆周 x2 + y2 = a2;

解. x = a cos t, y = a sin t, 故 dx = −a sin tdt, dy = a cos tdt, 方向为 t 增加的方向，

xdy − ydx
x2 + y2

=

∫ 2π

0

a2 cos2 tdt+ a2 sin2 tdt
a2

= 2π.

(3)
∫
Γ

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy,Γ : x = y2(−1 ≤ y ≤ 1), 沿 y 增加的方向；

解. ∫
Γ

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy =

∫ 1

−1

(y4 − 2y3)2ydy + (y2 − 2y3)dy = −14

15
.

(5)
∫
Γ

(x2 + y2)dy,Γ 是直线 x = 1, x = 3 和 y = 1, y = 4 构成的矩形，沿逆时针方向。

解. ∫
Γ

(x2 + y2)dy =

∫ 4

1

(9 + y2)dy +
∫ 1

4

(1 + y2)dy = 24.

11.2.2 设常数 a, b, c 满足 ac − b2 > 0. 计算
∫
Γ

xdy − ydx
ax2 + 2bxy + cy2

, 其中 Γ 为逆时针方向的单

位圆周。

解. x = cos t, y = sin t, 故 dx = − sin tdt, dy = cos tdt.∫
Γ

xdy − ydx
ax2 + 2bxy + cy2

=

∫ 2π

0

dt
a cos2 t+ 2b cos t sin t+ c sin2 t

= 2

∫ π/2

−π/2

1

a+ 2b tan t+ c tan2 t
· dt
cos2 t

= 2

∫ +∞

−∞

1

a+ 2bt+ ct2
dt

=
2πc

|c|
√
ac− b2

.

11.2.3 计算第二型曲线积分，曲线的正向是参数增加的方向；
(1)

∫
Γ

xz2dx+ yx2dy + zy2dz,Γ : x = t, y = t2, z = t3(0 ≤ t ≤ 1);
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解. ∫
Γ

xz2dx+ yx2dy + zy2dz =
∫ 1

0

t7 + 2t5 + 3t9dt = 91

120
.

(2)
∫
Γ

(y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz,Γ : x = a sin2 t, y = 2a sin t cos t, z = a cos2 t(0 ≤ t ≤ π).

解. dx = 2a sin t cos tdt, dy = 2a(cos2 t− sin2 t), dz = −2a sin t cos t.∫
Γ

(y + z)dx+ (z + x)dy + (x+ y)dz

=a2
∫ π

0

(2 sin t cos t+ cos2 t) · 2 sin t cos t+ 2(cos2 t− sin2 t)− 2 sin t cos t(sin2 t+ 2 sin t cos t)dt

=a2
∫ π

0

cos 2t(2 + sin 2t)dt

=0

11.2.4
∫
Γ

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz,Γ为球面片 x2+y2+z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

的边界，方向是 (1, 0, 0) → (0, 1, 0) → (0, 0, 1) → (1, 0, 0).

解. 设题中定义的曲线 (1, 0, 0) → (0, 1, 0) 段为 Γ1,(0, 1, 0) → (0, 0, 1) 段为 Γ2,(0, 0, 1) →
(1, 0, 0) 段为 Γ3.∫

Γ1

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz =
∫
Γ1

y2dx− x2dy =

∫ π/2

0

− sin3 t− cos3 tdt = −4

3

同理，有∫
Γ2

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz =
∫
Γ3

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz =
∫
Γ1

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz = −4

3

因此 ∫
Γ

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz = −4

11.2.5 证明：
∣∣∣ ∫

Γ

F · dp
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

||F ||ds.

解.∣∣∣ ∫
Γ

F · dp
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫

Γ

n∑
i=1

Fi · dpi
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

n∑
i=1

|Fi| · |dpi| ≤
∫
Γ

( n∑
i=1

|Fi|2
) 1

2
( n∑

i=1

|dpi|2
) 1

2

=

∫
Γ

||F ||ds

11.3.1 利用 Green 公式计算
(1)

∫
Γ

xy2dy − x2ydx,Γ 为圆周 x2 + y2 = a2, 按逆时针方向；

(2)
∫
Γ

(x+ y)dx− (x− y)dy,Γ 为椭圆 x2

a2
+
y2

b2
= 1, 按逆时针方向；

(3)
∫
Γ

ex cos ydx+ ex cos ydy,Γ 为上半圆周 x2 + y2 = ax 沿 x 增加的方向。
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解. (1)P (x, y) = −x2y,Q(x, y) = xy2,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= y2 + x2

由 Green 公式 ∫
Γ

xy2dy − x2ydx =

∫∫
Ba(0)

x2 + y2dxdy =

∫ 2π

0

∫ a

0

r3drdθ = πa4

2
.

(2)P (x, y) = x+ y,Q(x, y) = y − x,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= −2

由 Green 公式 ∫
Γ

(x+ y)dx− (x− y)dy =

∫∫
x2

a2 + y2

b2
≤1

−2dxdy = −2πab.

(3) 设 Γ1 = −Γ,Γ2 = {(x, 0)|x : 0 → a}, 则 P (x, y) = ex sin y,Q(x, y) = ex cos y,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0

由 Green 公式 ∫
Γ1+Γ2

ex cos ydx+ ex cos ydy =

∫∫
x2+y2≤ax,y≥0

0dxdy = 0,

又在 Γ2 上 y = 0, dy = 0 故 ∫
Γ2

ex cos ydx+ ex cos ydy = 0.

因此∫
Γ

ex cos ydx+ ex cos ydy = −
∫
Γ1

ex cos ydx+ ex cos ydy = −
∫
Γ1+Γ2

ex cos ydx+ ex cos ydy = 0.

11.3.2 用 Green 公式计算面积。
(1) 星形线 x = a cos3 t, y = a sin3 t(0 ≤ t ≤ 2π);
(2) 双纽线 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2);
(3) Descartes 叶形线 x3 + y3 = 3axy(a > 0).

解.
σ(D) =

∫
∂D

xdy = −
∫
∂D

ydx =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx.

(1)dx = −3a cos2 t sin tdt, dy = 3a cos t sin2 tdt,

σ(D) =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx

=
1

2

∫
∂D

(3a2 cos4 t sin2 t+ 3a2 cos2 t sin4 t)dt

=
3a2

2

∫
∂D

cos2 t sin2 tdt

=
3πa2

8
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(2) 令 y = x tan θ, 代入方程得
(
x2(1 + tan2 θ)

)2
= a2(1− tan2 θ)x2,

x2 =
a2(1− tan2 θ)

(1 + tan2 θ)2
= a2 cos2 θ cos(2θ), y2 = a2 sin2 θ cos(2θ)

θ 范围：由计算知 cos(2θ) ≥ 0, 故 θ ∈ [0,
π

4
] ∪ [

3π

4
,
5π

4
] ∪ [

7

4π
, 2π]. 由对称性，只考虑第一象限即

可。

ydx = x tan θdx =a2 tan θ
(
− 2 cos θ sin θ cos(2θ)− 2 cos2 θ sin(2θ)

)
dθ

=− 2a2
(
sin2 θ cos(2θ) + sin θ cos θ sin(2θ)

)
dθ

xdy =
y

tan θdy =
a2

tan θ
(
2 sin θ cos θ cos(2θ)− 2 sin2 θ sin(2θ)

)
dθ

=2a2
(
cos2 θ cos(2θ)− sin θ cos θ sin(2θ)

)
dθ

代入得
1

4
σ(D) =

1

8

∫
∂D

xdy − ydx =
1

8

∫ π/4

0

2a2 cos(2θ)dθ = a2

4
,

故
σ(D) = a2.

(3) 令 y = xt, 代入方程得 x3(1 + t3) = 3ax2t, 得到参数方程

x =
3at

1 + t3
, y =

3at2

1 + t3
,

用参数 u =
1

t
代换可得上述 x, y 交换的表达式，容易知道上述用 t 作为参数的表达式在 t ∈ [0, 1]

时是从 (0, 0) 到
(3a
2
,
3a

2

)
的曲线 Γ1，而在参数 u ∈ [0, 1] 时是与 Γ1 关于 y = x 对称的曲线 Γ2，

因此 Γ1 和 −Γ2 构成了封闭曲线，其参数范围 t ∈ [0,+∞).

dx =
3a(1− 2t3)

1 + t3)2
dt

由 Green 公式，换元 u = t3,

σ(D) = −
∫
∂

ydx = 9a2
∫ +∞

0

t2(2t3 − 1)

(1 + t3)3
dt = 3a2

∫ +∞

0

2u− 1

(1 + u)3
du

= 3a2
∫ +∞

0

2

(1 + u)2
− 3

(1 + u)3
du

=
3a2

2
.

11.3.3 封闭曲线 Γ : x = φ(t), y = ψ(t)(α ≤ t ≤ β), 参数增加的方向是正方向，求证 Γ 围城的
面积

A =
1

2

∫ β

α

∣∣∣∣∣φ(t) ψ(t)

φ′(t) ψ′(t)

∣∣∣∣∣ dt.
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解.
dx = φ′(t)dt, dy = ψ′(t)dt

故

A =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx =
1

2

∫ β

α

∣∣∣∣∣φ(t) ψ(t)

φ′(t) ψ′(t)

∣∣∣∣∣ dt.

14 Week 14

11.3.4 f ∈ C1,Γ 是任意一条分段光滑的封闭曲线。证明：
(1)
∫
Γ

f(xy)(ydx+ xdy) = 0;

(2)
∫
Γ

f(x2 + y2)(xdx+ ydy) = 0;

(3)
∫
Γ

f(xn + yn)(xn−1dx+ yn−1dy) = 0.

解. (1) P (x, y) = f(xy)y,Q(x, y) = f(xy)x,

∂Q

∂x
= f(xy) + yf ′(xy)x,

∂P

∂y
= f(xy) + xf ′(xy)y

故
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0

由 Green 公式知
∫
Γ

f(xy)(ydx+ xdy) = 0.

(3) P (x, y) = f(xn + yn)xn−1, Q(x, y) = f(xn + yn)yn−1,

∂Q

∂x
= yn−1f ′(xn + yn)nxn−1,

∂P

∂y
= xn−1f ′(xn + yn)nyn−1,

故
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0

由 Green 公式知
∫
Γ

f(xn + yn)(xn−1dx+ yn−1dy) = 0.

11.3.5 Γ 是 R2 中的光滑封闭曲线，n 是单位外法向量，设 a 是一个固定的单位向量，求证：∫
Γ

cos(a,n)ds = 0.

解. 设 t 是弧长参数下的切向量，则 tds = (dx, dy), 又有 ||t|| = ||n|| 和 n ⊥ t, 故 nds =

±(dy,−dx), 由 Green 公式 ∫
Γ

cos(a,n)ds = ±
∫
Γ

a1dy − a2dx = 0.

11.3.6 Γ 是光滑封闭曲线，n 是单位外法向量，计算∫
Γ

x cos(n, i) + y cos(n, j)ds.
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解. ∫
Γ

x cos(n, i) + y cos(n, j)ds =
∫
Γ

xn · i+ yn · jds =
∫
Γ

xdy − ydx = 2σ(Ω).

11.3.7 (1)
∫
L

(x2 + 2xy − y2)dx+ (x2 − 2xy − y2)dy, L 是连接 A = (0, 0), B = (2, 1) 的任意光

滑线段；

(2)
∫
L

(x+ y)dx− (x− y)dy
x2 + y2

, 其中 L 是位于上半平面从点 (−1, 0) 到 (1, 0) 的任意光滑线段。

解. (1)P (x, y) = x2 + 2xy − y2, Q(x, y) = x2 − 2xy − y2.

∂Q

∂x
= 2(x− y),

∂P

∂y
= 2(x− y)

故该积分与积分路径无关。选择道路为 (0, 0) → (2, 0) → (2, 1) 的折线，则∫
L

(x2 + 2xy − y2)dx+ (x2 − 2xy − y2)dy =

∫ 2

0

x2dx+

∫ 1

0

(4− 4y − y2)dy =
13

3

(2)P (x, y) = x+y
x2+y2 , Q(x, y) = y−x

x2+y2 .

∂Q

∂x
=
x2 − 2xy − y2

(x2 + y2)2
,
∂P

∂y
=
x2 − 2xy − y2

(x2 + y2)2

故该积分与积分路径无关。选择道路为 (−1, 0) → (1, 0) 的单位圆弧（上半平面内），则∫
L

(x+ y)dx− (x− y)dy
x2 + y2

=

∫ π/2

−π/2

−(cos θ + sin θ) sin θdθ − (cos θ − sin θ) cos θdθ = π

11.3.8 计算 ∫
Γ

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
,

其中 Γ 是原点在其内部的分段光滑的闭曲线。

解. 设 Γε 为 Γ 围成的区域去掉小圆盘 Bε(0) 所得区域的边界。则∫
Γ

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
=

∫
Γ1

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
+

∫
∂Bε(0)

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
,

P (x, y) = ex

x2+y2 (x sin y − y cos y), Q(x, y) = ex

x2+y2 (x cos y + y sin y), 计算易得 ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0,

故 ∫
Γ1

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
= 0,
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∫
∂Bε(0)

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
=

1

ε2

∫
∂Bε(0)

ex
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
Green
=

1

ε2

∫∫
Bε(0)

ex2 cos ydxdy ε→0+−→ 1

ε2
· 2πε2 = 2π

故 ∫
Γ

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
=

∫
Γ1

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
+

∫
∂Bε(0)

ex

x2 + y2
(
(x sin y − y cos y)dx+ (x cos y + y sin y)dy

)
=2π

12.1.1 锥面 z =
√
x2 + y2 被圆柱面 x2 + y2 = 2x 截下的部分的面积。

解.
∂z

∂x
=
x

z
,
∂z

∂y
=
y

z

dσ =

√
1 +

(∂z
∂x

)2
+
(∂z
∂y

)2
dxdy =

√
2dxdy

σ(D) =

∫∫
x2+y2≤2x

z=
√

x2+y2

dσ =

∫∫
x2+y2≤2x

√
2dxdy =

√
2π

12.1.3 圆柱面 x2 + y2 = a2 介于平面 x± z = 0 之间的部分的面积。

解.
r = (a cos θ, a sin θ, z)

if x ≥ 0,−x ≤ z ≤ x,−π
2
≤ θ ≤ π

2
.

rθ = (−a sin θ, a cos θ, 0), rz = (0, 0, 1)

rθ × rz = (a cos θ, a sin θ, 0), ||rθ × rz|| = a,

σ(D) =

∫∫
x2+y2=a2

−|x|≤z≤|x|

dσ = 2

∫ π
2

−π
2

∫ a cos θ

−a cos θ
adzdθ = 4a2

12.1.5 马鞍面 az = xy 被圆柱面 x2 + y2 = a2 截下的部分的面积。
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解.
r =

(
x, y,

xy

a

)
, x2 + y2 ≤ a

rx =
(
1, 0,

y

a

)
, ry =

(
0, 1,

x

a

)
rx × ry =

(
− y

a
,
x

a
, 1
)
, ||rx × ry|| =

√
1 +

x2 + y2

a2

σ(D) =

∫∫
x2+y2≤a

√
1 +

x2 + y2

a2
dxdy =

2πa2(2
√
2− 1)

3

12.1.7 螺旋面


x = r cos θ

y = r sin θ

z = hθ

, (0 < r < a, 0 ≤ θ ≤ 2π) 的面积。

解.
R(r, θ) = (r cos θ, r sin θ, h)

Rr = (cos θ, sin θ, 0),Rθ = (−r sin θ, r cos θ, h)

Rr ×Rθ = (h sin θ,−h cos θ, r), ||Rr ×Rθ|| =
√
h2 + r2

σ(D) =

∫∫
0<r<a
0≤θ≤2π

√
h2 + r2drdθ = 2π

∫ a
h

0

h2
√
1 + t2dt

计算
∫ x

0

√
1 + t2dt: 作换元 t = sinhu, 则 u = log(t+

√
1 + t2).∫ x

0

√
1 + t2dt =

∫ u0

0

coshud sinhu =

∫ u0

0

cosh2 udu =

∫ u0

0

cosh2 udu =
1

4
sinh 2u0+

u0
2

=
1

2
x
√
1 + x2+

1

2
log(x+

√
1 + x2)

故带入上式得

σ(D) = 2πh2
[
1

2

a

h

√
1 +

a2

h2
+

1

2
log
(
a

h
+

√
1 +

a2

h2

)]
= πa

√
h2 + a2 + πh2 log

(
a

h
+

√
1 +

a2

h2

)

15 Week 15

12.2.1
∫
Σ

dσ
(1 + x+ y)2

,Σ 是四面体 x+ y + z ≤ 1(x, y, z ≥ 0) 的边界。

解. 令 Σ1 = Σ ∩ {x+ y + z = 1},Σ2 = Σ ∩ {x = 0},Σ3 = Σ ∩ {y = 0},Σ4 = Σ ∩ {z = 0}. 分
别计算。

Σ1:

r = (x, y, 1− x− y), rx = (1, 0,−1), ry = (0, 1,−1)

rx × ry = (1, 1, 1), ||rx × ry|| =
√
3∫

Σ1

dσ
(1 + x+ y)2

=

∫∫
0≤x+y≤1
0≤x≤1
0≤y≤1

√
3

(1 + x+ y)2
dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

√
3

(1 + x+ y)2
dydx =

√
3
(
log 2− 1

2

)
.
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Σ2:

r = (0, y, z), ||ry × rz|| = 1∫
Σ2

dσ
(1 + x+ y)2

=

∫∫
0≤y+z≤1
0≤y≤1
0≤z≤1

1

(1 + y)2
dydz =

∫ 1

0

∫ 1−z

0

1

(1 + y)2
dydz = 1− log 2.

Σ3: 由于 x 和 y 对称，故
∫
Σ3

dσ
(1 + x+ y)2

=

∫
Σ2

dσ
(1 + x+ y)2

.

Σ4:

r = (x, y, 0), ||rx × ry|| = 1∫
Σ4

dσ
(1 + x+ y)2

=

∫∫
0≤x+y≤1
0≤x≤1
0≤y≤1

1

(1 + x+ y)2
dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

1

(1 + x+ y)2
dydx = log 2− 1

2

故∫
Σ

dσ
(1 + x+ y)2

=

∫
Σ1

dσ
(1 + x+ y)2

+

∫
Σ2

dσ
(1 + x+ y)2

+

∫
Σ3

dσ
(1 + x+ y)2

+

∫
Σ4

dσ
(1 + x+ y)2

= (
√
3− 1) log 2 + 3−

√
3

2
.

12.2.2
∫
Σ

|xyz|dσ,Σ : z = x2 + y2, z ≤ 1.

解.
r = (x, y, x2 + y2), rx = (1, 0, 2x), ry = (0, 1, 2y)

rx × ry = (−2x,−2y, 1), ||rx × ry|| =
√

1 + 4(x2 + y2)∫
Σ

|xyz|dσ =

∫∫
x2+y2≤1

|xy|(x2 + y2)
√
1 + 4(x2 + y2)dxdy

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r5
√
4r2 + 1| cos θ sin θ|drdθ

=2

∫ 1

0

r5
√
4r2 + 1dr

u=
√
4r2+1
=

∫ √
5

1

u2
(u2 − 1

4

)2
du

=
125

√
5− 1

420
.

12.2.3
∫
Σ

(xy + yz + zx)dσ,Σ : z =
√
x2 + y2 被圆柱面 x2 + y2 = 2x 截下的部分。

解.
r = (x, y,

√
x2 + y2), rx = (1, 0,

x

z
), ry = (0, 1,

y

z
)

rx × ry = (−x
z
,−y

z
, 1), ||rx × ry|| =

√
1 +

x2 + y2

z2
=

√
2
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∫
Σ

(xy + yz + zx)dσ =

∫∫
x2+y2≤2x

√
2
(
xy + (x+ y)

√
x2 + y2

)
dxdy

=
√
2

∫ π/2

−π/2

∫ 2 cos θ

0

r3 cos θ sin θ + r3(cos θ + sin θ)drdθ

=
64
√
2

15

12.3.1 计算第二型曲面积分。
(1)
∫∫

Σ

x4dydz + y4dzdx+ z4dxdy,Σ : x2 + y2 + z2 = a2, 内侧；

(2)
∫∫

Σ

xzdydz + yzdzdx+ x2dxdy,Σ : x2 + y2 + z2 = a2, 外侧；

(3)
∫∫

Σ

f(x)dydz + g(y)dzdx+ h(z)dxdy,Σ : [0, a]× [0, b]× [0, c] 的边界，外侧；

(4)
∫∫

Σ

zdxdy,Σ :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, 外侧；

(5)
∫∫

Σ

(y − z)dydz + (z − x)dzdx+ (x− y)dxdy,Σ : z =
√
x2 + y2, z ≤ h, 外侧。

解. (1)
∫∫

Σ

x4dydz =
∫∫

Σ∩{x>0}
x4dydz+

∫∫
Σ∩{x<0}

x4dydz,n = −(x, y, z)

a
,故在 Σ∩{x > 0}

和 Σ∩ {x < 0} 上对应位置的法向量是反向的，由对称性知
∫∫

Σ

x4dydz = 0, 又因为 x, y, z 三者对

称，故 ∫∫
Σ

x4dydz + y4dzdx+ z4dxdy = 0.

(2) F = (xz, yz, x2),n = (x,y,z)
a

.∫∫
Σ

xzdydz + yzdzdx+ x2dxdy =

∫∫
Σ

1

a
(x2z + y2z + x2z)dσ =

1

a

∫∫
Σ

(2x2 + y2)zdσ 关于z奇
=== 0.

(3) 根据各面的法向量得到∫∫
Σ

f(x)dydz + g(y)dzdx+ h(z)dxdy

=

∫∫
Σ∩{x=a}

f(x)dσ +

∫∫
Σ∩{x=0}

−f(x)dσ +

∫∫
Σ∩{y=b}

g(y)dσ +

∫∫
Σ∩{y=0}

−g(y)dσ +

∫∫
Σ∩{z=c}

h(z)dσ +

∫∫
Σ∩{z=0}

−h(z)dσ

=
(
f(a)− f(0)

)
bc+

(
g(b)− g(0)

)
ac+

(
h(c)− h(0)

)
ab.

(4) ∫∫
Σ

zdxdy =

∫∫
Σ∩{z>0}

zdxdy +
∫∫

Σ∩{z<0}

zdxdy

= 2c

∫∫
x2

a2 + y2

b2
≤1

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy

=
4πabc

3
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(5) ∫∫
Σ

(y − z)dydz =
∫∫

Σ∩{x>0}
(y − z)dydz +

∫∫
Σ∩{x<0}

(y − z)dydz

由图形知 x > 0 和 x < 0 时法向相反，故
∫∫

Σ∩{x>0}
(y − z)dydz = −

∫∫
Σ∩{x<0}

(y − z)dydz, 从而

∫∫
Σ

(y − z)dydz =
∫∫

Σ∩{x>0}
(y − z)dydz +

∫∫
Σ∩{x<0}

(y − z)dydz = 0.

再由 x 和 y 的对称性知
∫∫

Σ

(z − x)dzdx = 0.∫∫
σ

(x− y)dxdy = −
∫∫

σ

(y − x)dσ = −
∫∫

x2+y2≤h2

(y − x)dxdy ∗
= 0,

其中 * 处是因为积分关于 x, y 是对称的。

12.3.2 给定流速场 F = (y, z, x), 封闭曲面 x2 + y2 = R2, z = 0, z = h. 计算 F 流向曲面之外
的流量。

解. 设 n 是曲面的外法向，则流量为
∫∫

Σ

F · ndσ.

记 Σ1 : x
2 + y2 = R2, 0 ≤ z ≤ h,Σ2 : x

2 + y2 ≤ R2, z = 0,Σ3 : x
2 + y2 ≤ R2, z = h.

在这三部分上的法向量分别是 n1 =
(x,y,0)

R
,n2 = (0, 0,−1),n3 = (0, 0, 1).

分别计算 ∫∫
Σ1

F · ndσ =

∫∫
Σ1

xy + yz

R
dσ = 0 (关于 y 奇);∫∫

Σ2

F · ndσ =

∫∫
Σ2

−xdσ = 0 (关于 x 奇);∫∫
Σ3

F · ndσ =

∫∫
Σ3

xdσ = 0 (关于 x 奇).

故总流量为 0.

12.3.3 设 Σ : z = f(x, y), (x, y) ∈ D, 法向量向上，求证：
(1)
∫∫
Σ

Pdydz = −
∫∫
D

P
(
x, y, f(x, y)

)∂f
∂x

dxdy;

(2)
∫∫
Σ

Qdzdx = −
∫∫
D

Q
(
x, y, f(x, y)

)∂f
∂y

dxdy.

解.
r =

(
x, y, f(x, y)

)
, rx = (1, 0, fx), ry = (0, 1, fy)

rx × ry = (−fx,−fy, 1),n =
rx × ry

||rx × ry||
(1)∫∫

Σ

Pdydz =
∫∫
Σ

P · −fx
||rx × ry||

dσ =

∫∫
Σ

P · −fx
||rx × ry||

||rx×ry||dxdy = −
∫∫
D

P
(
x, y, f(x, y)

)∂f
∂x

dxdy.

(2) 同理。
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16 Week 16

12.4.1 利用 Gauss 公式，计算下列积分:
(1)
∫∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy,Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = R2, 方向朝外；

(2)
∫∫
Σ

xydydz + yzdzdx+ zxdxdy,Σ 是由四张平面 x = 0, y = 0, z = 0 和 x+ y + z = 1 围成

的封闭曲面，方向朝外;
(3)
∫∫
Σ

(x− y)dydz + (y − z)dzdx+ (z − x)dxdy,Σ 是曲面 z = x2 + y2(z ≤ 1), 方向朝下;

(4)
∫∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy,Σ 是曲面 z2 = x2 + y2(0 ≤ z ≤ 1), 方向朝下.

解. (1) 由 Gauss 公式和对称性,∫∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy =

∫∫∫
Ω

2(x+ y + z)dxdydz

= 0.

(2) 由 Gauss 公式和对称性,∫∫
Σ

xydydz + yzdzdx+ zxdxdy =

∫∫∫
Ω

x+ y + zdxdydz

= 3

∫∫
Ω

xdxdydz

=
1

8

.

(3) 先补上 z = 1 的平面上一部分使其为封闭的曲面，再由 Gauss 公式得,∫∫
Σ

(x− y)dydz + (y − z)dzdx+ (z − x)dxdy =

∫∫∫
Ω

3dxdydz −
∫∫

x2+y2≤1
z=1

(z − x)dxdy

=
3π

2
− π

=
π

2
.

(3) 先补上 z = 1 的平面上一部分使其为封闭的曲面，再由 Gauss 公式得∫∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy =

∫∫∫
Ω

2(x+ y + z)dxdydz −
∫∫

x2+y2≤1
z=1

z2dxdy

= 2

∫∫∫
Ω

zdxdydz − π

= −π
2
.
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12.4.2 设 Ω 是一闭域，向量 n 是 ∂Ω 的单位外法向量,e 是固定的一个向量. 求证:∫
∂Ω

cos(e, n)dσ = 0.

解. 令 F = e
||e|| , 由 Gauss 公式得到∫

∂Ω

cos(e, n)dσ =

∫
∂Ω

F · ndσ

=

∫
Ω

div(F)dµ

= 0.

12.4.3设 Ω是一闭域，向量 n是 ∂Ω的单位外法向量，点 (a, b, c) /∈ ∂Ω.令 p = (x−a, y−b, z−c)
且 p = ||p||. 求证: ∫∫∫

Ω

dxdydz

p
=

1

2

∫
∂Ω

cos(p, n)dσ.

解. 令 F = p
||p|| , 由 Gauss 公式得到∫

∂Ω

cos(p, n)dσ =

∫
∂Ω

F · ndσ

=

∫
Ω

div(F)dµ

= 2

∫∫∫
Ω

dxdydz

p
.

12.4.4 利用 Stokes 公式, 计算下列积分:
(1)
∫
Γ
ydx+ zdy + xdz,Γ 为圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0, 从第一卦限看去，Γ 是逆时

针方向绕行的;
(2)
∫
Γ
(y+ z)dx+ (z+ x)dy+ (x+ y)dz,Γ 为椭圆 x2 + y2 = 2y, y = z, 从点 (0,1,0) 向 Γ 看去,Γ

是逆时针方向绕行的；
(3)
∫
Γ
y2dx + z2dy + x2dz,Γ 为 x2 + y2 + z2 = a2, x + y + z = a, 从原点看去,Γ 是逆时针方向

绕行的；

解. (1) 曲面的外法向量为 1√
3
(1, 1, 1). 由 Stokes 公式,

∫
Γ

ydx+ zdy + xdz =

∫∫
Ω

1√
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
=

√
3

∫∫
Ω

dσ

= −
√
3πa2.
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(2) 曲面的外法向量为 1√
2
(0, 1,−1). 由 Stokes 公式,

∫
Γ

(y + z)dx+ (z + x)dy + (x+ y)dz =

∫∫
Ω

1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y + z z + x x+ y

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
= 0.

(3) 曲面的外法向量为 1√
3
(−1,−1,−1). 由 Stokes 公式,

∫
Γ

y2dx+ z2dy + x2dz =

∫∫
Ω

1√
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 z2 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
=

2√
3

∫∫
Ω

(x+ y + z)dσ

=
2a√
3

∫∫
Ω

dσ

=
4
√
3

9
πa3.

12.4.5 设曲面 Σ 有单位法向量 n,a 是一个常向量. 求证:∫
∂Σ

a × p · dp = 2

∫∫
Σ

a · ndσ.

解. 设 p = (x, y, z), a = (a1, a2, a3)，则有

a × p =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3

x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2z − a3y, a3x− a1z, a1y − a2x)

则由 Stokes 公式得

∫
∂Σ

a × p · dp =

∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
nx ny nz

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

a2z − a3y a3x− a1z a1y − a2x

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
= 2

∫∫
Σ

a1nx + a2ny + a3nzdσ

= 2

∫∫
Σ

a · ndσ.

12.4.6 计算
∫
Γ

ydx+ zdy + xdz,Γ 是平面 x+ y = 2 和球面 x2 + y2 + z2 = 2(x+ y) 交成的圆

周, 从原点看去, 顺时针方向是 Γ 的正向.
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解. 曲面的外法向量为 1√
2
(1, 1, 0). 由 Stokes 公式,

∫
Γ

ydx+ zdy + xdz =

∫∫
Ω

1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
= −

√
2

∫∫
Ω

dσ

= −2
√
2π.

12.4.7 计算上级的积分, 但 Γ 是曲面 z = xy 和 x2 + y2 = 1 的交线，沿 Γ 的正向行进时，z
轴在左手边.

解. 曲面在 (x, y, z) 处的外法向量为 1√
x2+y2+1

(−x,−y, 1). 由 Stokes 公式,

∫
Γ

ydx+ zdy + xdz =

∫∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣
nx ny nz

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
= −

∫∫
Ω

dydz + dzdx+ dxdy

= −
∫∫
Ω

nx + ny + nzdσ

=

∫∫
x2+y2≤1

(x+ y − 1)dxdy

= −π.

12.4.8 设定向曲线 Γ : x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = ax, z ≥ 0, 从点 (a/2,0,0) 看去, 沿逆时针
方向行进. 试计算力场 F = (y2, z2, x2) 沿 Γ 所做的功.
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解. 曲面在 (x, y, z) 处的外法向量为 1
a
(−x,−y,−z). 由 Stokes 公式,

∫
Γ

ydx+ zdy + xdz =

∫∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣
nx ny nz

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 z2 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
=

∫∫
Ω

−2zdydz − 2xdzdx− 2ydxdy

= −
∫∫
Ω

2

a
(xz + xy + yz)dσ

= −
∫∫
Ω

2

a
xzdσ

=

∫∫
x2+y2≤ax

2xdxdy

=
π

4
a3.

注: 也可以用课本第 104 页，这是曲面的定向向下，右边出来正负号。

12.5.1 计算:

解. (1)xzdx ∧ dz + yzdy ∧ dz + yzdx ∧ dy,
(2)(x− z)dx ∧ dy ∧ dz.

12.5.2 计算 dω

解. (1)(y + z)dx+ (x+ z)dy + (y + x)dz,
(2)−ydx ∧ dy,
(3)ydz ∧ dx+ (x+ z)dy ∧ dx,
(4)xdx ∧ dy,
(5)−(x2 + yzex)dz ∧ dy − yexdz ∧ dy,
(6)(y2 − 2xz)dx ∧ dy ∧ dz,
(7)(x+ y + z)dx ∧ dy ∧ dz.

13.1.1 设 f, g 为数量场, 证明:

∇f

g
=

1

g2
(g∇f − f∇g).

解. 逐个分量直接计算得.

13.1.2 设 u 为一数量场,f 为一向量场. 计算 ∇(u ◦ f).

解. 令 f = (P,Q,R) 由链式法则逐个分量计算得到

∇(u ◦ f) = u′1∇P + u′2∇Q+ u′3∇R
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13.1.3 设 p = (x, y, z),p = ||p||,f 为单变量函数. 计算:
(2)∇f(p);
(4)∇(f(p)p · a), 其中 a 为常向量

解. (2)

∇f(p) = f ′(p)

p
p

(4)
∇(f(p)p · a) = p · af ′(p)

p
p
+ f(p)a

13.1.4 求数量场 f 沿数量场 g 的梯度方向的变化率, 问何时这个变化率等于零?

解. 由方向导数的计算方法
∂f

∂∇g
= ∇f · ∇g

则在 ∇f 与 ∇g 相互垂直的时候, 变化率为 0.

13.1.5 设 Ω 是 Gauss 公式中的闭区域，n 是 ∂Ω 的单位外法向量场, 数量场 u∈ C1(Ω), 点
p ∈ Ω◦. 证明:

∇u(p) = lim
Ω→p

1

µ(Ω)

∫∫
∂Ω

undσ.

解.
lim
Ω→p

1

µ(Ω)

∫∫
∂Ω

undσ = lim
Ω→p

1

µ(Ω)
(

∫∫
∂Ω

udydz,

∫∫
∂Ω

udzdx,

∫∫
∂Ω

udxdy)

= lim
Ω→p

1

µ(Ω)
(

∫∫∫
Ω

∂u

∂x
dµ,

∫∫∫
Ω

∂u

∂y
dµ,

∫∫∫
Ω

∂u

∂z
dµ)

= lim
Ω→p

(
∂u

∂x
(ξ),

∂u

∂y
(η),

∂u

∂z
(γ))

= ∇u(p).

17 week 17

13.2.1 在 R2 中, 令 p = (x, y) 且 p = ||p||. 求证: 当 p > 0 时，log p 是调和函数.

解. 在 R2 中，计算有
∇ log p = p

p2

于是我们有
∆ log p = ∇ · (∇ log p) = ∇ · ( p

p2
) = 0

13.2.2 求证:
∆(fg) = f∆(g) + g∆(f) + 2∇f · ∇g.
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解.
∆(fg) = ∇ · (∇(fg))

= ∇ · (∇(f)g + f∇(g))

= ∇ · (∇(f)g) +∇ · (f∇(g))

= ∇ · (∇(f))g + 2∇f · ∇g + f∇ · (∇(g))

= f∆(g) + g∆(f) + 2∇f · ∇g.

13.2.3 设 Ω 是 Gauss 公式中的闭区域，u，v∈ C2(Ω),n 表示 ∂Ω 的单位外法向量场, 求证:
(1)
∫
∂Ω

∂u

∂ndσ =

∫
Ω

∆udµ;

(2)
∫
∂Ω

v
∂u

∂ndσ =

∫
Ω

∇u · ∇vdµ+

∫
Ω

v∆udµ;

(3)(第二 Green 公式) ∫
∂Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂n

∂v
∂n

u v

∣∣∣∣∣ dσ =

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∆u ∆v

u v

∣∣∣∣∣ dσ.
解. (1) 由方向导数的计算方法和 Gauss 公式得到∫

∂Ω

∂u

∂ndσ =

∫
∂Ω

∇u · ndσ

=

∫
Ω

∆udµ.

(2) 由方向导数的计算方法和 Gauss 公式得到∫
∂Ω

v
∂u

∂ndσ =

∫
∂Ω

v∇u · ndσ

=

∫
Ω

∇ · (v∇u)dµ

=

∫
Ω

∇u · ∇vdµ+

∫
Ω

v∆udµ.

(3) 在 (2) 中交换 u 和 v 得到∫
∂Ω

u
∂v

∂ndσ =

∫
Ω

∇v · ∇udµ+

∫
Ω

u∆vdµ,

与 (2) 中的式子做差得到 ∫
∂Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂n

∂v
∂n

u v

∣∣∣∣∣ dσ =

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∆u ∆v

u v

∣∣∣∣∣ dσ.

13.2.4 设 u 是 R3 中的闭区域 Ω 上的调和函数,n 表示 ∂Ω 的单位外法向量. 求证:
(1)
∫
∂Ω

∂u

∂ndσ = 0;

(2)
∫
∂Ω

u
∂u

∂ndσ =

∫
Ω

||∇u||2.
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解. 在 13.2.3 中带入 v = u 且 u 为调和函数, 即可得到等式成立。

13.3.1 证明:
∇× (∇× F) = ∇(∇ · F)−∇2F.

解. 令 F = (P,Q,R),

∇× (∇× F) =
( ∂2Q

∂x∂y
− ∂2P

∂y2
− ∂2P

∂z2
+

∂2R

∂x∂z
,
∂2R

∂y∂z
− ∂2Q

∂z2
− ∂2Q

∂x2
+

∂2P

∂y∂x
,
∂2P

∂z∂x
− ∂2R

∂x2
− ∂2R

∂y2
+

∂2Q

∂z∂y

)
= ∇

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
− (∆P,∆Q,∆R)

= ∇(∇ · F)−∆F

13.3.2设 Ω是 Gauss公式中的闭区域，n表示 ∂Ω的单位外法向量,向量场 F ∈ C1(Ω).求证:

rotF(p) = lim
Ω→p

1

µ(Ω)

∫
∂Ω

n × Fdσ.

解. 设 n = (nx, ny, nz),F = (P,Q,R) 计算可得

∫
∂Ω

n × Fdσ =

∫
∂Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
nx ny nz

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ
=
(∫

∂Ω

nyR− nzQdσ,

∫
∂Ω

nzP − nxRdσ,

∫
∂Ω

nzP − nxRdσ
)

=
(∫∫

Ω

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
dµ,

∫∫
Ω

∂P

∂z
− ∂R

∂x
dµ,

∫∫
Ω

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dµ
)
.

带入由积分中值定理得

lim
Ω→p

1

µ(Ω)

∫
∂Ω

n × Fdσ =
(∂R
∂y

− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= rotF(p).

13.3.3 设 Ω 是 Gauss 公式中的闭区域，数量场 f ∈ C2(Ω), 在 Ω 中处处不为零, 且满足条件

div(fgradf) = af, ||∇f ||2 = bf,

其中 a 与 b 为常数. 试计算
∫
∂Ω

∂f
∂ndσ.

解.
af = ∇ · (f∇f)

= ∇f · ∇f + f∆f

= bf + f∆f,

由 f 处处不为 0, 得到
∆f = a− b,

80



则计算结果得到 ∫
∂Ω

∂f

∂ndσ =

∫
Ω

∆fdµ

= (a− b)µ(Ω).

13.4.1 求下面 F 的势函数:
(1)F =

(
1− 1

y
+ y

z
, x
z
+ x

y2 ,−xy
z

)
;

(2)F = 1
x2+y2+z2+2xy

(x+ y, x+ y, z).

解. (1) 定义域 D = (x, y, z)|y ̸= 0, z ̸= 0, 分为四个单连通的区域. 先考虑 y 大于 0，z 大于 0
的区域，其他区域同理计算. 由 ∇× F = 0 则为无旋场，于是存在势函数。

φ(x, y, z) =

∫ (x,y,z)

(0,1,1)

(1− 1

y
+
y

z
)dx+ (

x

z
+

x

y2
)dy − xy

z
dz

=
xy

z
− x

y
+ x

于是全体势函数为 xy
z
− x

y
+ x+ C

(2) 定义域 D = (x, y, z)|x+ y ̸= 0, z ̸= 0, 分为四个单连通的区域. 先考虑 x+y 大于 0，z 大
于 0 的区域，其他区域同理计算由 ∇× F = 0 则为无旋场，于是存在势函数。

φ(x, y, z) =

∫ (x,y,z)

(0,0,1)

x+ y

x2 + y2 + z2 + 2xy
dx+

x+ y

x2 + y2 + z2 + 2xy
dy

z

x2 + y2 + z2 + 2xy
dz

=
1

2
log((x+ y)2 + z2)

于是全体势函数为 1
2
log((x+ y)2 + z2) + C

13.4.2 计算下列恰当微分的曲线积分:

(1)
∫ (2,3,−4)

(1,1,1)

xdx+ y2dy − z2dz;

(2)
∫ (0,1,1)

(1,2,3)

yzdx+ xzdy + xydz;

(3)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

xdx+ ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

, 其中 (x1, y1, z1) 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 上的点,(x2, y2, z2)

是球面 x2 + y2 + z2 = b2 上的点, 并设 a > 0, b > 0.

解. (1) ∫ (2,3,−4)

(1,1,1)

xdx+ y2dy − z2dz =
1

2
x2 +

1

3
y3 − 1

3
z3
∣∣∣(2,3,−4)

(1,1,1)

=
191

6
.

(2) ∫ (0,1,1)

(1,2,3)

yzdx+ xzdy + xydz = xyz
∣∣∣(0,1,1)
(1,2,3)

= −6.
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(3) ∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

xdx+ ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

=
√
x2 + y2 + z2

∣∣∣(x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

= b− a.

13.4.4 设 f 为单变量的连续函数. 计算:

(1)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(x+ y + z)(dx+ dy + dz);

(2)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(
√
x2 + y2 + z2)(xdx+ ydy + zdz).

解. (1) 令 F (x) =
∫ x

0
f(t)dt∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(x+ y + z)(dx+ dy + dz) = F (x+ y + z)
∣∣∣(x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

= F (x2 + y2 + z2)− F (x1 + y1 + z1)

=

∫ x2+y2+z2

x1+y1+z1

f(t)dt.

(2) 令 F (x) =
∫ x

0
f(
√
t)dt∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(
√
x2 + y2 + z2)(xdx+ ydy + zdz) =

1

2
F (x2 + y2 + z2)

∣∣∣(x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

=
1

2
(F (
√
x22 + y22 + z22)− F (

√
x21 + y21 + z21))

=
1

2

∫ √
x2
2+y2

2+z2
2

√
x2
1+y2

1+z2
1

f(
√
t)dt.

13.4.6 求解下列恰当方程:
(1)xdx+ ydy = 0;
(3)(x+ 2y)dx+ (2x+ y)dy = 0;
(5)eydx+ (xey − 2y)dy = 0;
(7)xdy−ydx

x2+y2 = xdx+ ydy.

解. (1) x2 + y2 = C

(3)

φ(x, y) =

∫ (x,y)

(0,0)

(x+ 2y)dx+ (2x+ y)dy

=

∫ x

0

xdx+

∫ y

0

2x+ ydy

=
1

2
x2 + 2xy +

1

2
y2.

于是解为 x2 + 4xy + y2 = C
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(5)

φ(x, y) =

∫ (x,y)

(0,0)

eydx+ (xey − 2y)dy

=

∫ x

0

dx+

∫ y

0

(xey − 2y)dy

= xey − y2.

于是解为 xey − y2 = C

(7)
d(arctan y

x
) = d(

1

2
(x2 + y2))

于是解为 arctan y
x
− 1

2
(x2 + y2) = C

13.5.1 证明下列向量场都是 R3 中的旋度场，并求其向量势:
(1)F = zi + xj + yk;
(2)F = xyi +−y2j + yzk;
(3)F = (z − y)i + (x− z)j + (y − x)k.

解. (1) 令 G = (P,Q, 0) 满足 ∇× G = F 于是得到∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = zi + xj + zk,

于是得到 
−∂Q

∂z
= z

∂P
∂z

= x

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= y

可取出一组解
G = (xz,−1

2
z2 + xy, 0)

则所有的向量势为
(xz,−1

2
z2 + xy, 0) +∇φ

(2) 令 G = (P,Q, 0) 满足 ∇× G = F 于是得到∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = xyi − y2j + (y − x)k,

于是得到 
−∂Q

∂z
= xy

∂P
∂z

= −y2

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= yz
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可取出一组解
G = (−y2z,−xyz, 0)

则所有的向量势为
(−y2z,−xyz, 0) +∇φ

(3) 令 G = (P,Q, 0) 满足 ∇× G = F 于是得到∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (z − y)i + (x− z)j + (y − x)k,

于是得到 
−∂Q

∂z
= z − y

∂P
∂z

= x− z

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= y − x

可取出一组解
G = (xz − 1

2
z2 − 1

2
y2 + xy,−1

2
z2 + yz, 0)

则所有的向量势为
(xz − 1

2
z2 − 1

2
y2 + xy,−1

2
z2 + yz, 0) +∇φ

13.5.2设 Ω是 R3中关于 A = (x0, y0, z0) ̸= 0的星形域.如果 F是 Ω中的无旋场,即 divF = 0,
证明:F 必为 Ω 中的旋度场.

解. 见课本.

13.6.1 在柱坐标中, 设流体的速度 v 在正交曲线坐标系下的分量 vr, vθ, vz. 求证: 这时的连续
性方程是

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(prvr)

∂r
+

1

r

∂(ρvθ)

∂θ
+
∂(ρvz)

∂z
= 0.

解. 连续性方程为
∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0

在柱坐标下 f = (x, y, z) 
x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

于是我们得到 
∂f
∂r

= (cos θ, sin θ, 0)
∂f
∂θ

= (−r sin θ, r cos θ, 0)
∂f
∂z

= (0, 0, 1)
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计算得到
hr = 1 hθ = r hz = 1

由题设得
v = vr

∂f
∂r

+ vθ
∂f
∂θ

+ vz
∂f
∂z

带入正交标架下的散度表示

∇ · (ρv) = 1

r
(
∂ρvrr

∂r
+
∂ρvθ
∂θ

+
∂ρvzr

∂z
)

带入连续性方程得到柱坐标下的方程

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(prvr)

∂r
+

1

r

∂(ρvθ)

∂θ
+
∂(ρvz)

∂z
= 0.
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