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2.1 光的波粒二象性

2.1.1 黑体辐射
热辐射：任何有温度的物体都会向外辐射电磁波

单色辐射本领：单位面积单位波长范围内辐射的功率
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单色吸收系数：单位面积上吸收单位波长范围内的辐射功率占辐射场
功率的比率
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土星的热辐射照片

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Hot_metalwork.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Hot_metalwork.jpg


基尔霍夫定律（1859）：物体的单色辐射本领与单色吸收系数的比
值，与物体的具体性质无关，对所有的物体而言，它只是波长和温度
的普适函数。
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实验上精确测量 ，并从理论上给出他的严格的、
精确的形式，是十九世纪下半叶物理学的前沿问题之一！
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普适函数 的实验测量 0 ,r T
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1879年，斯忒藩(J. Stefan)首先从实验上总结出如下规律：
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1884年，玻耳兹曼(L. Boltzmann)从热力学原理上推导出了该公式
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例2.1.2：太阳半径为 ，日地之间平均距离为 ，试计
算地球表面每平方厘米每秒的辐射能。若实验测得值 ，
计算太阳的温度。
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维恩（W. Wien，1864-1928）

维恩公式 （1893-1896）
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微分公式

热力学原理



1911年诺贝尔物理学奖
"for his discoveries regarding the 

laws governing the radiation of 

heat"

维恩（W. Wien，1864-1928）

维恩位移定律
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例2.1.3    由例2.1.2可知，太阳表面温度约为6000K，试计算其辐射谱极大
所对应的波长。
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1904年诺贝尔物理学奖
" for his investigations of the 

densities of the most important 

gases and for his discovery of 

argon in connection with these 

studies""

瑞利（L. Rayleigh，1842-1919）

瑞利-金斯公式（1900-1905）

金斯（J. Jeans，1877-1946） 电磁学理论+统计物理
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William Thomson

（Lord Kelvin）
开尔文勋爵

地点：1900年4月27日，英国，伦敦，皇家
学会的新年庆祝会

演讲人：开尔文勋爵
题目：在热和光动力理论上空的19世纪乌

云
内容：
• 回顾物理学所取得的伟大成就：物理大

厦已经落成，所剩的只是一些修饰工作
• 展望20世纪物理学前景，有两朵小小的

乌云：
• 第一朵乌云“黑体辐射”
• 第二朵乌云“以太”



单色平面波的电场分量可表示为：
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变换到球坐标系：
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类似于分子运动论的泄流模型，从空腔小孔辐射出的能量，也即单
色辐射本领为：

考虑谐振子一个振动
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1918年诺贝尔物理学奖
" in recognition of the services he 

rendered to the advancement of 

Physics by his discovery of 

energy quanta "

普朗克（M. Plank，1858-1947）

普朗克公式（1900）
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瑞利-金斯 + 能量量子化
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普朗克公式的理论解释：能量量子化
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2.1.2 光电效应

赫兹（H. R. Hertz，1857-

1894），德国汉堡

赫兹的实验 （1887）

将接收器放到暗室里，火花变小（偶然）

用石英棱镜分光发现该效应来自可见光之

紫外的部分

紫外光可以使火花强

1887年6月发表 "On an Effect 

of Ultra-Violet Light upon the 

Electric Discharge”



勒纳德（P. Lenard，1862-1947）
1905 诺贝尔物理学奖

勒纳德的实验（1902）

"for his work on cathode rays"



The Nobel Prize in Physics 1923

"for his work on the elementary charge of electricity and on the 

photoelectric effect"

Robert Andrews Millikan 

USA 

California Institute of 
Technology (Caltech) 
Pasadena, CA, USA 

b. 1868
d. 1953
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比

2、截止电压
截止电压与光强无关，
与频率相关

3、截止频率
存在截止频率或者频
率的红限

4、弛豫时间
无论光强如何，弛豫
时间不超过1ns
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如果光是电磁波，光强正比
于振幅|E|的平方
 电子的最大动能KEmax

随着光强而增强
 截止电压随着光强增大

而增大
 经典电动力学估计要1ms

与实验事实不相符

电子离开金属表面时，
受金属表面吸附作用
（脱出功）
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无论光强如何，弛豫时间不超过1ns



爱因斯坦的量子理论（1921）

"for his services to Theoretical Physics, 

and especially for his discovery of the 

law of the photoelectric effect"

爱因斯坦（A.Einstein，1897-1955）
1921 诺贝尔物理学奖
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光子的能量要么全部被吸收，要么全部不被吸收
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例：将光投射到物体上时，将引起光子动量的变化，于是物体应
感受到粒子（称为光压）。若激光器以t=0.15ms时间宽度的
脉冲射出能量E=10J的光束，光束在它垂直的表面上形成直径
d=10mm的光斑，物体表面反射系数为r=0.5。试求在脉冲时间
内此光束对表面的平均压强。
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 氦原子的光电子能谱

 氧分子的光电子能谱



化学位移

K. M. Siegbahn（1918-2007）
1981年诺贝尔物理学奖



K. M. G. Siegbahn（1886-1978）
1924年诺贝尔物理学奖





角分辨光电子能谱
Angle resolved photoemission spectroscopy，ARPES
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2.1.3 康普顿效应

康普顿（A. H. Compton，
1892-1962），美国，1927年
Nobel奖

A. Compton, Phys. Rev. 22, 409 (1923)

"for his discovery of the effect 

named after him" A. Compton, Phys. Rev. 21, 483 (1923)
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A. Compton, Phys. Rev. 21, 483 (1923)



A. Compton, Phys. Rev. 22, 409 (1923)
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• 有波长变长的散射成分

• 散射波长与角度有关

• 散射波长与入射波长的

差与散射物无关

• 散射波长与入射波长的

差与入射波长无关



X射线光子与自由电子的散射：
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1.6.2  电子能量损失谱仪
单色器

电子枪
分析器

位

置

灵

敏
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测

器

作用室

靶气体

中国科学技术大学的电子能量损失谱仪结构示意图
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2.1.4  光的波粒二象性—单光子的双缝干涉实验

光到底是粒子还是波？



去干涉方案二：活动双缝，动量
测量



分子实现：

• 固定缝：强分子键

平衡核间距附近

• 活动缝：弱分子键

解离态大核间距







五、单光子干涉

• 以双原子分子做双缝

• 单光子和单分子的散射



五、干涉描述

以弹性散射强度分布体现干涉

光程差

独立原子近似 IAM：

空间取向平均后的干涉条纹



干涉与反冲

• 以反冲能确定路径信息

• 测量了双缝的反冲能

X光子能量测量精度达到了10-7

0 2 4 6 8

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0


E

(N
2
)-


E

(A
r)

 /
m

eV

 IAM

 MRDCI

 DFT

 10keV EXS

 20keV EXS

 

 

q (a.u.)

0 5 10 15 20 25
0

2

4

6

8

10


(N

2
) 

/ 
2


(N

)

 

 

q
2
 (a.u.)

 N
2
 molecule

 single N atom

 10keV EXS

(a)

(b)

0 1 2 3 4 5 6 7

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

 10keV EXS

 20keV EXS

 IAM

 MRDCI

  

 

 
q (a.u.)


(C

O
)/

[
(C

)+

(O

)]



光的波粒二象性↔硬币的两面



 干涉、衍射、偏振

 黑体辐射、光电效应、康普顿散射

光的波动性：

光的粒子性：

光具有波粒二象性！

E hv

hv h
p

c 





 




2.2 实物粒子的波粒二象性

2.2.1 德布罗意波

 实物粒子具有波动性

德布罗意：

实物粒子具有波粒二象性！

  <<l，光的粒子性，牛顿
 ~l，光的波动性，杨氏双缝
  >l或者~l ，光子能量>或者~体系能量时，光的粒子性

21
h h

p m

E
v

h

 



  


 


E hv

hv h
p

c 





 


光子： 实物粒子：

德布罗意（Louis de 
Broglie，1892-1987）法国，
1929年诺贝尔物理奖



A. Piccard, E. Henriot, P. Ehrenfest, Ed. Herzen, Th. De Donder, E. Schrödinger, E. 

Verschaffelt, W. Pauli, W. Heisenberg, R.H. Fowler, L. Brillouin

P. Debye, M. Knudsen, W.L. Bragg, H.A. Kramers, P.A.M. Dirac, A.H. Compton, L. de 

Broglie, M. Born, N. Bohr

I. Langmuir, M. Planck, Mme. Curie, H.A. Lorentz, A. Einstein, P. Langevin, Ch. E. Guye, 

C.T.R. Wilson, O.W. Richardson 

Fifth conference participants, 1927, Institut International de Physique Solvay 



例2.2.1 （1）若电子的动能是54eV，试计算其德布罗意波长；（2）如
果一粒灰尘的质量为1mg，其速度是1mm/s，试计算其德布罗意波长。

解：（1）电子动能远小于其静止质量，可采用非相对论近似：

（2）应用非相对论公式，可以算出灰尘的德布罗意波长为：

宏观物体完全可以不必计及物质波的影响！

2
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h h hc eV nm
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p mT keV eVmc T
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34
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6 3
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h J s
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p kg m s



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 

 
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



例2.2.2 （1）若电子的德布罗意波长为0.01nm，试计算电子的能量；
（2）若光子的波长为0.01nm，试计算光子的能量。

解：（1）对于电子，采用非相对论近似可得：

 

2 2

22

2 2
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15

2 2 2 2 511e e e

hc eV nm

pcp nm
T keV

m m c m c keV



   
   
   
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

由于15keV远远小于511keV，非相对论近似是一个比较好的近似。

（2）对于光子：

1239.8
124

0.01

hc eV nm
E hv keV

nm


   

要产生124keV能量的光子是很困难的！



电子显微镜

Ernst Ruska（1906-1988）
1986年Nobel物理奖

仪器分辨本领： 1.22 /m D 



一些电镜图片

染色体 染色体 人类红血球

骨髓细胞 SARS                                       AIDS



Clinton Joseph Davisson

(1881-1958)

1937年Nobel物理奖

2.2.2 德布罗意波的实验验证

戴维森-革末实验：



20 30 40 50 60 70

I



54eV

电子的晶体衍射实验结果

θθ

d

θθ

d

戴维逊-革末实验安排
d



sind n 

2 sind n 



Si (111) 7X7 at 31eV 



高能电子束

多晶

照相底片

衍射花样

汤姆逊的电子衍射实验：



多晶金的衍射图片，左边为高能电子衍射图片，右边为x射
线衍射图片



The Nobel Prize in Physics 1937

"for their experimental discovery of the diffraction of electrons by crystals"

Clinton 
Joseph 
Davisson 

George 
Paget 
Thomson 

1/2 of the 
prize 

1/2 of the 
prize 

USA United 
Kingdom 

Bell 
Telephone 
Laboratorie
s 
New York, 
NY, USA 

London 
University 
London, 
United 
Kingdom 

b. 1881
d. 1958

b. 1892
d. 1975



2.2.3 单电子的波粒二象性



(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

单电子的双缝干涉图片：（a）10个电
子；（b）100个电子；（c）3000个电
子；（d）20000个电子；（e）70000

个电子



O. Carnal and J. Mlynek, Young’s double –slit experiment with atoms: a simple atom interferometer, 

Phys. Rev. Lett. 66, 2689(1991)



M. Amdt, O. Nairz, J. Woss-Andreae, C. Leller, G. van der 

Zouw, and A. Zeilinger, Nature，401,680-682（1999）



微观粒子的粒子性：
颗粒性、经典力学量之间的关系式

微观粒子的波动性：
波的相干叠加性，不对应任何三维空间中的真实波动。



例2.2.3 试由德布罗意波推出玻尔的量子化条件。

解：形成驻波的条件：

轨道周长是电子波长的整数倍

也即Bohr模型的第三个假设
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例2.2.3 试由德布罗意波求解一维无限高方势阱中粒子的能量。

解：

由驻波条件可知：
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2.3 波函数和薛定谔方程

2.3.1 波函数的引入

机械波：

   0, cosy r t y t k r  

电磁波：

   0, cosE r t E t k r  

   0, cosr t t k r    

自由粒子的物质波：

2 2 /E h    /k p

波函数的复数形式：

   
0,

i k r t
r t e


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 
   

 

0,
i

p r Et

r t e
 

 

1925-1926年提出



2.3.2 薛定谔方程的建立

自由粒子：
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对时间求一次微商：

对位置求一次微商：



对位置求两次微商：
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引入拉普拉斯算符：

2

2

p
E

m


经典的力学量关系式：
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

自由粒子的薛定谔方程：



考虑有势场时的经典力学关系式：

有势场时的薛定谔方程（1925）：
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p
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r
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t m
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  

薛定谔方程描述了一个质量为m的粒子在势场中的状态随时间的变化，
并反映了微观粒子的运动规律，

量子力学

薛定谔方程

经典力学

牛顿方程

薛定谔方程 矩阵力学 海森堡提出

1925



The Nobel Prize in Physics 1932

"for the creation of quantum mechanics, the application of which has, inter 

alia, led to the discovery of the allotropic forms of hydrogen"

Werner Karl Heisenberg 

Germany 

Leipzig University 
Leipzig, Germany 

b. 1901
d. 1976



The Nobel Prize in Physics 1933
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2.3.3 定态薛定谔方程

如果势场与时间无关：

( )U rU
分离变量：

( , ) ( ) ( )t f tr r 
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代入薛定谔方程，两边同除以 可得：( ) ( )r f t
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可写为：

定态薛定谔方程

( )
i

Et

f t ce


 ( , ) ( )
i

Et

r rt e


 



2.3.4 波函数的统计解释

机械波：

   0, cosy r t y t k r  

电磁波：

   0, cosE r t E t k r  

自由粒子的物质波：

 
 

0,
i

p r Et

r t e
 

 

1927年，哥本哈根学派的玻恩提出波函数的统计解释：

2
( , )r t 在t时刻在 空间处找到粒子的概率密度r

2
( , )t dr  在t时刻在 处的体积元 找到粒子的概率r d dxdydz 

 ,r t 概率幅



x x

d

d

a

b

1

2

34

x x

d

d

a

b

1

2

34

光子的双缝干涉实验



波函数特性：

 可归一性

 连续性
 单值性

2
( , ) 1

V
tr d  ( , )c tr ( , )tr

爱因斯坦和玻尔的争论：

爱因斯坦： "God does not play dice.“

玻尔： "Einstein, stop telling God what to do." 

自由粒子波函数的归一化问题。

2 3( , ) d
V

t x A  x
2

3( , )
d 1

V

t
x

A




x



A. Piccard, E. Henriot, P. Ehrenfest, Ed. Herzen, Th. De Donder, E. Schrödinger, E. 

Verschaffelt, W. Pauli, W. Heisenberg, R.H. Fowler, L. Brillouin

P. Debye, M. Knudsen, W.L. Bragg, H.A. Kramers, P.A.M. Dirac, A.H. Compton, L. de 

Broglie, M. Born, N. Bohr

I. Langmuir, M. Planck, Mme. Curie, H.A. Lorentz, A. Einstein, P. Langevin, Ch. E. Guye, 

C.T.R. Wilson, O.W. Richardson 

Fifth conference participants, 1927, Institut International de Physique Solvay 



The Nobel Prize in Physics 1954

"for his fundamental research in 

quantum mechanics, especially for 

his statistical interpretation of the 

wavefunction"

"for the coincidence method 

and his discoveries made 

therewith"

Max Born Walther Bothe 

1/2 of the prize 1/2 of the prize 

United Kingdom Federal Republic 
of Germany 

Edinburgh 
University 
Edinburgh, 
United Kingdom

b. 1882
(in Breslau, then 
Germany)
d. 1970

University of 
Heidelberg; 
Max-Planck-
Institut für 

medizinische 
Forschung 
Heidelberg, 
Federal Republic 
of Germany

b. 1891
d. 1957



例2.3.1卢瑟福原子模型的一个很大问题在于原子坍缩。玻尔理论对这一问题
的处理是给它加了一个硬性的定态假设。试从量子力学的角度说明
这一问题。

解： 原子中电子的空间概率密度：

 
2

,r t

原子中电子密度分布：

 
2

,e r t
对于定态：

( , ) ( )
i

Et

r rt e


 

原子中电子密度分布：

2 * * *( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i

Et Et

t t t e er r r r r r r   


       

原子中电子密度分布与时间无关，相当于静电荷分布，因此不会发出电磁辐射

小知识：原子的自发辐射问题



2.4 不确定关系

d

px

py

p

狭缝
照相底板

入
射
电
子
束



x

yd

px

py

p

狭缝
照相底板

入
射
电
子
束



x

y

电子的单缝衍射示意图
sinxp p 

sinxp p  

x d 
sinxx p d p    

sind  

/h p 

xx p h  

海森堡于1927年提出



2

2

2

x

y

z

x p

y p

z p


  




   



   


位置和动量的不确定关系：

0x  xp  

x  0xp 

能量和时间的不确定关系：

2
E t  



0E 

1E

2E
2 :E 

能级图
能级和谱线的自然宽度

0E 
1E

2E



例2.4.4   已知氢原子2p1s跃迁的寿命 =1.596ns，试求其自然线宽。

解：

74.12 10 eV


   

其自然线宽为：

自然线宽<<跃迁的能量(10.2eV) 

完全可以把2p能级当成没有宽度的一根线。



例2.4.5  现在激光技术发展很快，已经实现了短至180as（1as为s）的激光脉
冲，试计算该激光脉冲的能谱宽度。

解： 其自然线宽为：

短脉冲激光不能把它当成单色光处理。

16

18

6.582 10
3.7

180 10

eV s
E eV

s





 
   



在原子的光吸收和光发射过程中，根据不确定关系，原子与辐射场的有限
相互作用时间会导致观测到的跃迁峰形变宽，这叫做穿越时间增宽。对于自然线
宽非常窄的跃迁，穿越时间增宽会阻碍实验的精度。因此，穿越时间增宽成了制
约高精度测量的主要因素。拉姆齐于1949年提出了解决穿越时间增宽的分离振
荡场方法，并为实验所证实。拉姆齐也因此荣获1989年诺贝尔物理学奖。



例2.4.1 （a）100g的子弹，其速度为100m/s。如果其速度的精度为0.01%，
试求其位置的不确定度；（b）如果把上述子弹换成电子，其它条
件相同，相应的位置不确定度为多少？

解： （a）对子弹而言，其动量的不确定关系：

10.001kg m sxp    

相应的位置不确定度为：

325.3 10 m
2

x
p

   


（b）对电子而言，其动量的不确定关系：

33 19.1 10 kg m sxp      

相应的位置不确定度为：

35.8 10 m
2

x
p

   


对于宏观世界而言，完全可以不考虑不确定关系的影响！



+∞ +∞

0 a x

m

+∞ +∞

0 a x

+∞ +∞

0 a x

+∞ +∞

0 a x

m

例2.4.2 试由不确定关系求一维无限高方势阱中粒子的最小能量粒子的能量。

解：

由不确定关系：
2

xp
x

 


0xp 平均动量:

2 2( )x x x xp p p p   

 
2 2

x xp p 
2

2

2
xp

a

 
  

 
2 2

2

2

1 1

2 2 2 8
k xE p

m m a ma

 
   

 
2

2min 8
kE

ma


x a 



例2.4.3 试由不确定关系说明电子不能够落入原子核内。

解：

1310r x cm  

p p
r

  

不确定关系：

考虑相对论情况：

2 2 2 4 2 200MeVe eE p c m c m c   

电子的动能只能由势能提供：

2

15

0

1.44eV nm
1.44MeV

4 10 m

e
V

r 


   

电子由原子尺度变到原子核尺度的动能不足以提供所需
的动能，因此电子不能落入原子核里面。



2.5 算符
经典求重心的问题：

( )

( )

x xdx
x

x dx










实验测量微观粒子的位置（一维情况）：

1 2 Nx x x
x

N

  


2 *( ) ( ) ( )r r r   

微观粒子的波函数：

( )r
微观粒子的空间概率密度分布：

1 2 Nx x x、 、 、

位置的平均值：

理论描述：

*( ) ( )x x x x dx 



 



 U r
势能为：

实验测量的平均值可与理论计算的势能期望值对应：

   *= ( ) ( )U r U rr r dr 
动量的平均值？

 *( ) ( )x xp x p x x dx 



  

 xp x 无意义！

已知位置空间的波函数，如何求动量的平均值？

( , )
( , )x

t
p t i

r
r

x


  



ˆ
xp i

x


 



ˆ*( ) ( )x xp x p x dx 



 

 
 

0,
i

p r Et

r t e
 

 



/ 3

3/ 2

1
( ) ( ) d

(2 )

ie 


 
p x

x p p

/ 3

3/2

1
( ) ( ) d

(2 )

ie 


  
p x

p x x

动量空间波函数和位置空间波函数的关系：

3( ) ( )dp    p p p p

已知动量空间波函数，则可以求动量的平均值：

动量算符的另一引入方式：



3( ) ( )dp    p p p p

3{[ ( )] [ ]}d  p p p

3/2 / 3 3(2 ) {[ ( )][ d ]}die       
p x

p p x p

3/2 / 3 3(2 ) {[ ( )][ d ]}dii e       
p x

p x p

3/2 / 3 3(2 ) {[ ( )][ ( )d ]}die i        
p x

p x p

3/2 / 3 3(2 ) [ ( ) d ]( )die i        
p x

p p x

3/2 / 3(2 ) ( ) dix e   


p x

x

3( )di    x 3ˆ d   p x



3ˆ dp p   x

ˆ
xp i

x


 



可得：

ˆ
yp i

y


 



ˆ
zp i

z


 



p̂ i  

能量算符：

Ê i
t








位置算符： x̂ x
ŷ y

ẑ z

 Û U r

以位置为变量的物理量，其算符等于它本身：

2

2

p
T

m


其它算符可有位置算符和动量算符给出：
2

2ˆ
2

T
m

  

哈密顿算符：

 
2

2ˆ
2

H U
m

r   
薛定谔方程：

   Ĥ Er r 
薛定谔方程就是求解哈密度算符的本征方程
能量本征值实验测量值只能是本征值之一
波函数本征函数



rL p 

角动量算符：

ˆ ˆ ˆ
x z yL yp zp i y z

z y

  
     

  

ˆ ˆ ˆ
y x zL zp xp i z x

x z

  
     

  

ˆ ˆ ˆ
z y xL xp yp i x y

y x

  
     

  

球坐标系下的角动量算符：

sin cos

sin sin

cos

x r

y r

z r

 

 







 

2
2 2

2 2

1 1ˆ (sin )
sin sin

L 
    

   
   

   

ˆ
zL i




 





算符的对易关系：

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,A B A B B A     
 

两个算符不对易：

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, 0A B A B B A      
 

则存在不确定关系。

两个算符对易：

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, 0A B A B B A      
 

则这两个力学量可以同时确定，例如哈密顿算符和角动量平方
算符对易，所以能量和角动量可以同时确定。



2.6 势阱
例1 如果把一个质量为m的粒子限制在一维无限高方势阱中运动，试求

解其薛定谔方程。

+∞ +∞

0 a x

m

+∞ +∞

0 a x

+∞ +∞

0 a x

+∞ +∞

0 a x

m

一维无限高方势阱

解：

0 0
( )

0,

x a
U x

x x a

 
 

  

一维方势阱的势函数：

相应的薛定谔方程：

   

   

2 2

2

2 2

02

d
0 (1)

2 d

d
0, (2)

2 d

ψ x Eψ x x a
m x

U ψ x Eψ x x x a
m x


   




        

替代：
0U   2

2

2mE
k   02

2

2m U E



  



考虑波函数的自然边界条件：

薛定谔方程的解为：

有：

波函数的连续性：

可得：

 

 

' ' cos( ) sin( ) 0

0,

ikx ikx

x x

ψ x A e B e A kx B kx x a

ψ x Ce De x x a 





      


   

  0x ψ x  时

x   0C 

x   0D 

  0 0,ψ x x x a  

 

   

0 0 0

0 0,sin 0

x

x a

ψ x A

ψ x B ka





   


   

0 x a 



1, 2,3,
n

k n
a


 

 sin 0ka 

由波函数的归一化条件 ：

2 22

0 0
( ) d sin d 1

2

a a n x aB
x x B x

a




 
   

 
 

2
B

a


2
( ) sin 1,2,3,n

n
x x n

a a


  

2

2

2mE
k 

2 2

28
n

n h
E

ma


1,2,3n 

2

1 28

h
E

ma


零点能：

一维势阱中的粒子：
如果要确定它的状态，只需要一个独立的量子数n。




n
(x)

 

0 a 0 a


n
(x) 

2

E
4

E
3

E
2

E
1

 

n=1

n=2

n=3

n=4

一维无限高方势阱中粒子的能级、波函数及波函数的模方



例2 如果把一个质量为m的粒子限制在两维无限高方势阱中运动，试求解
其薛定谔方程。

解：两维无限高方势阱的势函数可以写为：

0 0 0
( )

0, , 0,

x a y b
U x

x x a y y b

   
 

    

且

两维无限高方势阱
薛定谔方程可写为：

   

   

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

02 2

, , 0 0
2 2

, , 0, , 0,
2 2

ψ x y Eψ x y x a y b
m x m y

U ψ x y Eψ x y x x a y y b
m x m y

  
       

  


  
           

且

0 a

b
y

x

m

0 a

b
y

x0 a

b
y

x

m

I

II



 , ( ) ( )ψ x y X x Y y分离变量：

2 2 2 2

2 2

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

X x Y y
E

m X x x m Y y y

 
  

 

2 2

12

2 2

22

( ) ( ) 0
2

( ) ( ) 0
2

X x E X x x a
m x

Y y E Y y y b
m y

 
   




   
 

1 2E E E 

1
1

2
2

2
( ) sin( ) 1,2,3,

2
( ) sin( ) 1,2,3,

n x
X x n

a a

n y
Y y n

b b






 





 


波函数：



2 2

1
1 12

2 2

2
2 22

1,2,3,
8

1,2,3,
8

n h
E n

ma

n h
E n

mb


 


  


能量：

      1 2
1 2

4
, sin sin 1,2,3, ; 1,2,3,

n x n y
x y X x Y y n n

ab a b

 
    

总波函数和总能量：

2 22

1 2
1 2 1 22 2

( ) 1,2,3, ; 1,2,3,
8

n nh
E E E n n

m a b
     

两维势阱中的粒子：
如果要确定它的状态，则需要两个独立的量子数n1和n2，其取值互相不受

影响。只有当这两个量子数都给定的时候，我们才能确定粒子的状态。



例3 如果把一个质量为m的粒子限制在三维盒子中运动，
也即盒子内部势能为零，外部势能为，试求解其
薛定谔方程。

z

x

y
a

c

b

m

z

x

y
a

c

b

z

x

y
a

c

b

z

x
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三维势阱中的粒子：
如果要确定它的状态，则需要三个独立的量子数n1、n2和n3 ，其取值互相

不受影响。只有当这三个量子数都给定的时候，我们才能确定粒子的状态。











扫描隧道显微镜(STM)

原理：

利用电子的隧道效应。

金属样品外表面有一层电
子云，电子云的密度随着与
表面距离的增大呈指数形式
衰减，将原子线度的极细的
金属探针靠近样品，并在它
们之间加上微小的电压，其
间就存在隧道电流，隧道电
流对针尖与表面的距离及其
敏感，如果控制隧道电流保
持恒定，针尖的在垂直于样
品方向的变化，就反映出样
品表面情况。
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48个Fe原子形成
“量子围栏”，

围栏中的电子形成驻波。

STM的横向分辨率已达0.1nm，纵向分辨达0.01nm，

STM的出现，使人类第一次能够适时地观察单个原子在物

质表面上的排列状态以及表面电子行为有关性质。



 

(a) 由 48 个铁原子组成的 

    量子围栏的 STM 像 

由48个原子组成的量子围栏的STM像

量子围栏的扫描隧道谱





Si(111)7x7重构图，(a)是用计算模拟的顶视图，用从小到大的球来表示硅原子离表
面的远近；(b)是用扫描隧道显微镜得到的表面形貌图











C2H2分子和C2D2分子的各种扫描隧道图象
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266mV 311mV
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以原子核为原点的球坐标系
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 势能：

2.7.1  氢原子的薛定谔方程

球坐标系处理问题较方便：

2.7 氢原子的量子力学解



因此，球坐标系中薛定谔方程形式为：
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将该式代入薛定谔方程的球极坐标形式中，于是有
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分别等于同一常数，设此常数为k，则：

分离变量法求解氢原子或类氢原子的薛定谔方程
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上述①②③三个方程分别叫做R(r)方程，Θ(θ)方程和
Φ()方程。此时波函数被分为三部分，分别求解。注意三
个方程的变量的变化范围。
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由原方程可得:
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2.7.2 方向的薛定谔方程解
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2.7.3 方向的薛定谔方程解
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r方向的薛定谔方程：

这一方程只能通过级数求解：

2.7.4 r方向的薛定谔方程解
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与求解方向的薛定谔方程类似，给定了n后，l的取值范围受到一定限制：
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kr k例2.7.1  计算类氢离子中电子运动的 的平均值，这里

取2、1、-1、-2和-3。

解：由类氢离子的波函数，可得：
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2.7.5 氢原子的总波函数

氢原子的总波函数为径向波函数和角向波函数的乘积：

     , , , ,, , ,n l m n l l mr R r Y     

2 sind r dr d d   r电子在空间 处单位体积元 内出现的概率为:

       
2 2 *

, , , , ,, , , ,n l m n l l m l mr R r Y Y      



0

1

2

3

ml:      -3         -2       -1      0        1        2         3

l

0

1

2

3

ml:      -3         -2       -1      0        1        2         3

l

氢原子的角向波函数的模方。z轴为竖直方向
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量子数：

在n维空间运动的粒子有n个量子数，氢原子及类氢离子

中的电子在三维空间运动，因此有三个量子数。

量子数的意义：

（1）主量子数n：主要决定能量( n=1，2，3，…….）

（3）磁量子数m: 决定核外电子角动量在z方向上分量的大小

（m=0, ±1, ±2, ……. ±l ）

（2）轨道角动量量子数l: 决定角动量大小（l=0,1,2,3，……. ≤n)

2.8 量子数的物理解释



2.8.1主量子数 n ：主要决定能量 E

对单电子体系，在相同n，而l,m不同的状态时，其能量是
相同的，这些状态互称简并态。对于一个给定的n，可以有
n个不同的l的值，对各个l值，又有(2l+1)个不同m的可能值

 

4 2

2 22

0

1,2,3,4,
4 2

e
n

m e Z
E n

n
  

   
1

2

0

2 1 1 3 5 2 1
n

l

l n n




       

简并度：
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氢原子的能级图
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轨道角动量平方算符:
2

2 2

2 2

1 1ˆ (sin )
sin sin

L 
    

   
   

   

2.8.2 轨道角动量量子数l : 决定轨道角动量大小

 
2

2 2

1 1
[ (sin ) ] ( , ) 1 ( , )
sin sin

l l    
    

  
     

  

角向部分薛定谔方程:

 2 2 2

, , , ,
ˆ ˆ( , , ) ( ) ( , ) 1 ( ) ( , )n l l m n l l mL r L R r Y l l R r Y        

把轨道角动量平方算符作用在氢原子的波函数上：

 2 21 0,1,2,L l l l  

 1 0,1,2,L l l l  

氢原子波函数也是轨道角动量平方算符的本征函数，本征值为：

轨道角动量的大小：



量子力学与玻尔理论的差异:

量子力学

0 2 6 12 20L  ， ， ， ， ，

玻尔理论

L  ，2 ，3 ，4 ，5 ，



2.8.3 磁量子数 ml:决定核外电子轨道角动量在z方向上分量的大小

02

2

2





m



氢原子方位角方向的薛定谔方程：

角动量z方向分量算符:

把轨道角动量z方向分量算符作用在氢原子的波函数上：

氢原子波函数也是角动量z方向分量算符的本征函数，本征值为：

也即为轨道角动量z方向分量的大小。

ˆ
zL i




 



, , , ,
ˆ ˆ( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )z z n l l m l n l l mL r L R r Y m R r Y       

0, 1, 2,z l lL m m l    

这个物理量在玻尔理论中没有对应的物理量！



2.8.4 空间量子化

角动量z方向分量的大小。

0, 1, 2,z l lL m m l    

 1 0,1,2,L l l l  

角动量的大小：

轨道角动量z分量的大
小 Lz并不能从-L取到L，而
只能取一些分立的值，是
量子化的，这叫做空间量
子化



轨道角动量的矢量模型



ml=-2

ml= -1

ml= 0

ml= 1

ml= 2

ml=-2

ml= -1

ml= 0

ml= 1

ml= 2

l=2时原子的轨道角动量



2.9.1 多电子原子的薛定谔方程

多电子原子的势能可以写为: 
2 2

1 0 0

1

4 2 4

N

i i j ii ij

Ze e
U

r r  

   

N个电子感受到的原子核
的库仑吸引而产生的势能

电子电子之间排斥导致的势能

多电子原子的薛定谔方程：

   
2 2 2

2 (0) (0)

1 2 1 2

1 1 0 0

1
, , , ,

2 4 2 4

N N

i N N

i i i j ie i ij

Ze e
r r r E r r r

m r r
 

   

 
      

 
  

N个电子的动能算符
N个电子的波函数

能量

多电子原子的薛定谔方程没有解析解！

2.9 中心势近似



例2.9.1 忽略电子电子之间的排斥，试计算氦原子基态的能量。如果已知
氦原子电离能的实验值为24.6eV，而氦离子的电离能为54.4eV，试讨论上述近
似的好坏。

解: 如果忽略电子电子之间的库仑排斥能，氦原子的薛定谔方程可以写为：

   
2 2 2 2

2 2 (0) (0)

1 2 1 2 1 2

0 1 0 2

2 2
, ,

2 2 4 4e e

e e
r r E r r

m m r r
 

 

 
       

 

     (0)

1 2 1 2,r r r r   
分离变量：

   

   

2 2
2

1 1 1 1

0 1

2 2
2

2 2 2 2

0 2

2

2 4

2

2 4

e

e

e
r E r

m r

e
r E r

m r

 


 


  
     

  

 

    
 

可得：



总能量：

基态：

1 2 2 2

1 2

4 13.6 4 13.6
E E E eV

n n

  
     

 

1 2 1n n 

108.8gE eV 

实验值：

 54.4 24.6 79e

gE eV    

忽略电子电子之间相互作用，引入了108.8-79=29.8eV的差别。
而29.8eV和79eV相比，几乎占了氦原子总能量的38%。

忽略电子电子之间相互作用并不是一个好的近似！



2.9.2 中心势近似

多电子原子中的每一个电子，都在原子核和其它电子所产生
的平均势场中运动，而且认为其它电子所产生的平均势场是中心
势，只与该电子与原子核之间的距离有关，与方向无关，也即可
以写为  i iu r 的形式。

     
2 2

2 (0) (0)

1 2 1 2

1 1 0

, , , ,
2 4

N N

i i i N N

i i ie i

Ze
u r r r r E r r r

m r
 

 

 
     

 
  

中心势近似下的薛定谔方程：

 
2

0

1

2 4
i i

i j i iij

e
u r

r

 

剩余静电势（非中心势）：

可以分离变量求解！



分离变量后，单电子的薛定谔方程：

     
2 2

2

02 4
i i i i i i i i

e i

Ze
u r r E r

m r
 



 
     

 

角向解与氢原子的完全相同，径向有差别。可得三个量子数：

 ,,
ii i ln ml

能量为：

,i in l

i

E E 

       (0)

1 2 1 1 2 2, , N N Nr r r r r r    

波函数为：



电子组态：

多电子原子中所有电子 的组合 ,i in l

写法：
把主量子数以数字的形式写在前面，把轨道角动量量子

数以惯常的写法s、p、d、f,写在后面。

例如：

1s2p、1s3d、1s2s2p等

1s2、2p3、3d4等

氦原子能量由低到高的电子组态分别为：

21s 1s2s 1s2p 1s3s 1s3p 1s3d



经典电偶极辐射：

电偶极辐射的电场线 电偶极辐射的能量分布

2.10 选择定则



原子跃迁：

若初、末态之间存在电偶极矩，就能够发生跃迁，否则就不能。

量子力学给出的初末态的电偶极矩：

'

* *

', ', , ,( ) ( ) ( )
l lif f i n l m n l mp er dr e r r r dr       

跃迁概率：

2

ifp 

允许跃迁初、末态之间的电偶极矩不为零
禁戒跃迁初、末态之间的电偶极矩为零

'

* *

', ', , ,( ) ( ) ( )
l lif f i n l m n l mp er dr e r r r dr       

偶函数



宇称：

原子波函数关于原点的反演对称性

宇称算符：

偶宇称：

p̂

( ) ( )r r  
奇宇称： ( ) ( )r r   

ˆ ( ) ( ) ( )p r r c r    
2 2ˆ ( ) ( ) ( )p r c r r   

r r 

原子体系的哈密
顿量不变

2 1c 1 c

波函数的宇称取决于轨道角动量量子数l，若l为偶数，则波函数为
偶宇称，若l为奇数，则波函数为奇宇称，

( 1) l



l m

0 0

1

0

1

2

0

1

2

3

0

1

2

3
3 335

sin
64

ie 




 , ,l mY  

1

4

3
cos

4




3
sin

8

ie 




215
(3cos 1)

16





2 1

15
sin cos

8

iY e  




 

2 2

2 2

5
sin

32

iY e 




 

 37
5cos 3cos

16
 




 221
sin 5cos 1

64

ie  




2 2105
sin cos

32

ie  




原子的角向波函数：

中心势近似下，多电子原子中单电
子的薛定谔方程：

     
2 2

2

02 4
i i i i i i i i

e i

Ze
u r r E r

m r
 



 
     

 

显然，多电子原子的角向波函数与
氢原子一样！

r r 

   , , , ,r r       



量子力学给出的初末态的电偶极矩：

'

*

', ', , ,( ) ( ) ( )
l lif f i n l m n l mp er dr e r r r dr       

' 1( 1) 1l l  

宇称的选择定则（拉波特定则）：

' 1l l  

0, 1lm  

磁量子数的选择定则：

原子的选择定则：

1

0, 1l

l

m

  


  
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赖曼系
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其它跃迁：

磁偶极跃迁、电四极跃迁、磁四极跃迁、电八极跃迁等



一、波粒二象性

小结

微观粒子的粒子性：
颗粒性、经典力学量之间的关系式

微观粒子的波动性：
波的相干叠加性，不对应任何三维空间中的真实波动。
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h h
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E
v

h

 



  


 


E hv

hv h
p

c 





 


光子： 实物粒子：



二、薛定谔方程

2
2( , )

( , ) ( , )
2

r
r r

t
i U t t

t m

 
     

  

2
2 ( ) ( ) ( )

2
U r r E r

m
 

 
    

 

定态薛定谔方程：

三、波函数的统计解释

2
( , )r t 在t时刻在 空间处找到粒子的概率密度r

2
( , )t dr  在t时刻在 处的体积元 找到粒子的概率r d dxdydz 

 ,r t 概率幅



波函数特性：

 可归一性

 连续性
 单值性

2
( , ) 1

V
tr d 

2 3( , ) d
V

t x A  x
2

3( , )
d 1

V

t
x

A




x

四、不确定关系 2

2

2

x

y

z

x p

y p

z p


  




   



   


位置和动量的不确定关系：

能量和时间的不确定关系：

2
E t  



五、算符

p̂ i  

 
2

2ˆ
2

H U
m

r   

动量算符：

哈密度算符：

定态薛定谔方程：    Ĥ Er r 

球坐标系下的角动量算符：

2
2 2

2 2

1 1ˆ (sin )
sin sin

L 
    

   
   

   

ˆ
zL i




 





六、氢原子的薛定谔方程解
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2

2

2

0, 1, 2,m l   

1,2,3,4,5,6,7,n 

0,1,2, , 1l n 

主量子数

轨道角动量量子数

磁量子数
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主量子数 n ：

 

4 2

2 22

0

1,2,3,4,
4 2

e
n

m e Z
E n

n
  

七、量子数的物理解释

轨道角动量量子数l :

 2 21 0,1,2,L l l l  

 1 0,1,2,L l l l  

磁量子数 ml:

0, 1, 2,z l lL m m l    



ml=-2

ml= -1

ml= 0

ml= 1

ml= 2

ml=-2

ml= -1

ml= 0

ml= 1

ml= 2

l=2时原子的轨道角动量

空间量子化 ：



多电子原子中的每一个电子，都在原子核和其它电子所产生
的平均势场中运动，而且认为其它电子所产生的平均势场是中心
势，只与该电子与原子核之间的距离有关，与方向无关，也即可
以写为  i iu r 的形式。

     
2 2

2 (0) (0)

1 2 1 2

1 1 0

, , , ,
2 4

N N

i i i N N

i i ie i

Ze
u r r r r E r r r

m r
 

 

 
     

 
  

中心势近似下的薛定谔方程：

 
2

0

1

2 4
i i

i j i iij

e
u r

r
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剩余静电势（非中心势）：

八、中心势近似



三个量子数：

 ,,
ii i ln ml

能量为：

,i in l

i

E E 

       (0)

1 2 1 1 2 2, , N N Nr r r r r r    

波函数为：

电子组态：

多电子原子中所有电子 的组合 ,i in l

写法：
把主量子数以数字的形式写在前面，把轨道角动量量子

数以惯常的写法s、p、d、f,写在后面。

例如：

1s2p、1s3d、1s2s2p等



九、选择定则（电偶极选择定则）

原子的选择定则：

1
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