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课程综述

1.1 主要内容

从总体上看，信息论课程主要分为两部分，分别是

• 离散分布的信息度量、信源编码理论、信道编码理论

• 连续分布的信息度量、信源编码理论、信道编码理论

按照教学内容划分章节，课程主要包括 9 章内容，分别介绍

• 第 2 章——熵、相对熵、互信息
这一章主要介绍离散分布的信息度量的方法——熵，并介绍相关的概念，如

联合熵、条件熵、相对熵、条件相对熵、互信息、条件互信息等，以及熵、相对

熵、互信息的链式法则及其性质.
基于此，介绍三个重要的不等式：Jensen 不等式，数据处理不等式，费诺不

等式. 这些不等式在解题中有着重要的应用.

• 第 3 章——渐进均分性
这一章提出了渐进均分性定理，以及典型集的概念. 渐进均分性定理为我们

提供了数据压缩可行性的理论基础，这也是其重要意义所在. 考核方面，掌握定
理的内容、理解定理的意义，并掌握典型集的概念及性质即可.

• 第 4 章——随机过程的熵率
这一章提出了随机过程熵率的概念. 介绍了平稳过程、马尔可夫链、马尔科

夫链不可约和非周期等概念，提出了熵率的计算方法，并介绍了加权图上随机移

动的熵率这一例子. 时间不变的、不可约的、非周期的马尔科夫链的熵率计算是
这一章的重点.

• 第 5 章——数据压缩
这一章研究离散分布的信源编码. 首先介绍信源编码期望长度的定义，非奇

异码、唯一可译码、前缀码 (即时码) 的概念，接着提出了即时码存在的充要条件
——Kraft 不等式 (一般是直接考察概念，给出码长问是否可以构成即时码). 基
于香农第一定理提出最优码的期望长度的估计，然后介绍了一种常见的最优码
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——哈夫曼编码. 哈夫曼编码的编码规则、D 元哈夫曼码的码字个数征 (与之直
接相关的是多元码在编码前必须首先检查是否需要添加零概率项) 都是这一章的
重点. 最后介绍了另外一种编码方案.

• 第 7 章——信道容量
这一章研究离散分布的信道编码. 首先提出信道容量的定义，以二元对称信

道、二元擦除信道等常见信道为例介绍信道容量计算的方法. 提出对称信道的概
念，并介绍对称信道的信道容量计算方法. 介绍了信道容量的几条基本性质. 提出
码率的概念，并说明信道容量是所有可达码率的上界. 介绍了联合典型序列的概
念 (和第 3 章所述类似)，提出联合渐进均分性定理. 本章的另一个重点是信道编
码定理，信道编码逆定理以及零误差情况下的逆定理的证明是需要了解的内容.
最后提出了反馈信道的概念，并给出结论——对于离散信道，反馈容量和信道容

量相同.

• 第 8 章——微分熵
这一章介绍了连续分布的信息度量的方法——微分熵，并介绍相关的概念，

如联合熵、条件熵、相对熵、条件相对熵、互信息、条件互信息等，以及熵、相

对熵、互信息的链式法则及其性质. 正态分布是重要的连续分布，多元正态分布
的熵也是这一章的重点，基于任意非负定矩阵都可以是某个正态分布的协方差矩

阵这一重要性质，了解基于多元正态分布的熵及其性质来证明矩阵行列式不等式

(看一下老师讲的例子大概就知道怎么做了，我在学习的时候认真研究了一下这
一块，目前的作业题和考试题还没见到，但是觉得也许不排除判断题给出来一

个). 微分熵和离散熵的不同是这一章学习中需要关注的重点，例如线性变换对于
微分熵的影响的相关公式是需要熟练掌握的.

• 第 9 章——高斯信道
这一章介绍连续分布的信道编码理论——提出高斯信道的概念，介绍高斯信

道容量的定义以及计算方法 (学习高斯信道信道容量的计算时要注意理解其方法，
考察的时候可能考察其他加性噪声信道)；介绍带宽有限信道的概念，并提出带宽
有限信道的信道容量的计算方法 (往年题目中有考察，见本书最后的期末试卷. 这
一考点感觉应该就是在填空题考察，只需要记住公式即可). 另一个重点是并联高
斯信道，提出了其信道容量计算方法——注水法. 接着介绍高斯彩色噪声信道及
其信道容量计算. 最后研究带反馈的高斯信道，分析反馈对于信道容量的影响
——和离散信道不同.

• 第 10 章——率失真理论
这一章介绍连续分布的信源编码理论——介绍失真度量方法，率失真函数、

失真率函数的概念，并提出基于信息率失真函数计算率失真函数的方法. 离散和
连续分布的率失真函数计算是这一章的重点. 针对并联高斯信源，提出反注水法，

6
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这也是考察的重点. 这一章是这门课程的难点，不过我已经总结好求解方法，并
且根据分类，分别以一道例题展示求解方法，应该就可以顺利搞定了.

• 末章——信息论和信息安全
这一章介绍信息安全的信息论模型，介绍冗余度、唯一解距离、

Equivocation、完善保密性的概念，并提出完善保密性的充要条件.

1.2 课程特点

这门课程理论性较强，需要微积分 (数学分析)、线性代数、概率论的基础.
从主要内容上看，课程主要研究的是离散和连续分布的信息度量方法、信源编码

理论、信道编码理论. 离散情形和连续情形所分析的内容是类似的，一般也有着对应关
系，但同时也有一些概念和性质存在着不同.
从考察角度来看，考试题目注重考察性质、链式法则、重要定理的理解和求解方法

的掌握. 部分题目可能会难点较大，不过我觉得理解了这些基本能够应付得来.
部分考试题目和作业题目比较类似，认真完成作业有助于取得优异成绩（手动狗

头）.

1.3 学习方法

明确了主要内容和课程特点，就可以讨论课程的学习方法.

• 关注离散情形和连续情形的不同，比较学习 (首先学习离散情形，然后在学习连
续情形的时候可以对比离散情形进行学习，关注二者概念、性质等方面的异同)

• 熟练掌握基本概念——熵、联合熵、条件熵、相对熵、互信息、熵率、信道容量、
率失真函数等

• 熟练掌握重要的不等式、性质、链式法则等的推导

• 注意性质的成立条件 (例如条件使得熵减少对于随机变量本身没有要求，但是条
件使得互信息减少要求三个随机变量构成马尔可夫链)

• 注意不等式等号成立条件

• 熟练掌握联合熵、相对熵、互信息等的链式法则，掌握分解、构造的技巧

• 总结信道容量的求解流程，并根据信道特点分类掌握其求解细节

• 记住任意非负定矩阵都可以是某个多元正态分布的协方差矩阵，进而利用多元正
态分布的熵来处理矩阵不等式
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• 单纯记住重要但不会考察细节的公式——例如我觉得反馈对于高斯信道容量的影
响就是一个

• 总结率失真函数求解流程，注意细节 (这一部分是难点，也是易错点，老师在讲
课时候也强调过这里往年失分情况)
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重要数学基础——概率论与数理统计

2.1 事件的概率

2.1.1 概率的加法定理

若干个互斥事件之和的概率, 等于各事件的概率之和：

P (A1 + A2 + · · · ) = P (A1) + P (A2) + · · ·

2.1.2 条件概率

设有两事件 A,B 而 P (B) ̸= 0. 则“在给定 B 发生的条件下 A 的条件概率”，记

为 P (A | B)，定义为：

P (A | B) = P (AB)/P (B)

2.1.3 事件独立

两事件 A,B 若满足

P (AB) = P (A)P (B)

则称 A,B 独立。

注意，概率论意义上的独立可能和我们直观理解上的独立存在一定差异。在信息

论课程中，涉及“独立”概念的时候，一定要按照概率论中独立的定义来验证！

举例说明。定义随机事件：A = { 三个骰子掷出的点数中至少有两个一样 (即不全
相异)}，B = { 至少有一个骰子郑出 1}。问 A,B 是否独立？

初一看使人的倾向于相信 A,B 独立，理由如下：知道 B 发生，即知道掷出的点中

有 1，对 A 而言, 似与知道掷出的点中有 2 (或 3, 4, 5, 6 都可以) 一样. 故 1 这个数并不
相对地更有利于或更不利于 A 发生. 经过计算发现不然：A,B 并不独立.（计算过程省
略，请读者自行验证）
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2.1.4 多个事件的独立

设 A1, A2, · · · 为有限或无限个事件. 如果从其中任意取出有限个 Ai1 , Aii , · · · , Aii

都成立

P (Ai1Ai2 · · ·Aim) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aim)

则称事件 A1, A2, · · · 相互独立或简称独立.
此时，乘法定理可以写作：若干个独立事件 A1, · · · , An 之积的概率, 等于各事件概

率的乘积：

P (A1 · · ·An) = P (A1) · · ·P (An)

2.1.5 贝叶斯公式

定义完备事件群：

BiBj = ∅( 不可能事件), 当i ̸= j

B1 +B2 + · · · = Ω (必然事件)

有全概率公式

P (A) = P (B1)P (A | B1) + P (B2)P (A | B2) + · · ·

对于事件 A,B，有

P (B | A) = P (ABi) /P (A) = P (Bi)P (A | Bi) /
∑
j

P (Bj)P (A | Bj)

2.2 随机变量及其概率分布

2.2.1 离散随机变量

随机变量就是“其值随机会而定”的变量. 设 X 为离散型随机变量, 其全部可能值
为 {a1, a2 · · · }. 则

pi = P (X = ai) , i = 1, 2, · · ·

称为 X 的概率函数. 除了用概率函数来描述离散随机变量以外，还可以使用概率
分布表

可 能 值 a1 a2 · · · ai · · ·
概 率 p1 p2 · · · pi · · ·

形式上类似于我们在数字逻辑电路课程中学习的真值表。
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2.2.2 连续随机变量

连续性随机变量的最根本要求是，存在概率密度函数。设连续性随机变量 X 有概

率分布函数 F (x) = P (X ⩽ x),−∞ < x < ∞）, 则 F (x) 的导数 f(x) = F ′(x), 称为 X

的概率密度函数. 概率密度函数的重要性质有：

1. f(x) ⩾ 0

2.
∫∞
−∞ f(x)dx = 1

3. 对任何常数 a < b 有

P (a ⩽ X ⩽ b) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

(x)dx

2.2.3 重要的离散随机变量分布——伯努利分布

如果随机变量 X 只取 0 和 1 两个值，并且相应的概率为

P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p, 0 < p < 1

则称随机变量 X 服从参数为 p 的伯努利分布，记作 X ∼ B(p)。

2.2.4 重要的连续随机变量分布——正态分布

如果一个随机变量具有概率密度函数

f(x) = (
√
2πσ)−1e−(x−µ)2/2σ2

,−∞ < x < ∞

则称 X 为正态随机变量并记为 X ∼ N (µ, σ2).

2.2.5 多维随机变量

离散型多维随机变量：每一维都是离散型随机变量。 连续型多维随机变量：存

在概率密度函数（注意，每一维都是连续型随机变量不一定是连续型多维随机变量）。

2.2.6 重要的多维连续随机变量分布——多维正态

如果一个多维随机变量具有概率密度函数

fx (x1, . . . , xk) =
1√

(2π)k|Σ|
exp

(
−1

2
(x − µ)TΣ−1(x − µ)

)
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则称 X 为多维正态随机变量并记为 X ∼ N (µ,Σ). 其中，常见的是二维正态分布

f(x, y) =
(
2πσ1σ2

√
1− ρ2

)−1

exp
[
− 1

2 (1− ρ2)

(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ (x− µ1) (y − µ2)

σ1σ2

+
(y − µ2)

2

σ2
2

)]

其中 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ 都是常数，我们称 (X1, X2) 服从参数为 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ 的二维

正态分布，常把这个分布记作 N (µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)) �µ1, µ2, σ1, σ2, ρ 的范围分别为

−∞ < µ1 < +∞;−∞ < µ2 < +∞;−1 < ρ < 1 σ1 > 0;σ2 > 0 。这个函数在三维空间中

的图像是一个椭圆切面的钟倒扣在 Ox1x2 平面上，其中心在 (µ1, µ2) 点。

其重要性质包括：

1. 正态分布的边缘分布是正态分布，均值和方差对应不变。

2. 正态分布的条件分布是正态分布。设 (X1, X2) 服从二维正态分布

N (a, b, σ2
1, σ

2
2, ρ)，X2 | X1 ∼ N

(
b+ ρσ2σ

−1
1 (x1 − a) , σ2

2 (1− ρ2)
)

3. 正态分布的和是正态分布。设 (X1, X2) 服从二维正态分布 N (a, b, σ2
1, σ

2
2, ρ)，则

X1 +X2 ∼ N (µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2 + 2ρσ1σ2). 特别地，若 X1, X2 独立，则有

X1 +X2 ∼ N (µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

2.3 小结

概率论是信息论课程的重要基础课程。为了更好地学习信息论课程，建议读者合

理安排时间温习概率论相关基础知识。这本《学习指导》中只介绍最常用的概念和性

质，也许还不足以支撑信息论课程学习。读者可以进一步参考助教写的“概率论整理”，

有必要的时候建议参考陈希孺老师编著的《概率论与数理统计》。 除了概率论以外，

这门课程还需要一定的微积分和线性代数基础。在学习指导中相关章节补充了一些数

学基础知识整理，供读者参考。如有进一步需求，请参考相关课程的教材。
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第 2 章 熵、相对熵、互信息

3.1 主要内容

第 2 章是课程的基础，也是重要章节之一. 这一章主要需要掌握

3.1.1 熵

H(X) = −
∑
x∈X

p(x) log p(x)

注意量纲问题 (不写量纲是错误的). 我们习惯上用以 2 为底的对数，相应熵的单位
是比特 (不过在第 8 章部分，会为了求解方便在求解过程中使用以 e 为底). 注意的是，
在计算熵的时候按照这个公式，选取不同的底对应不同的单位，被求取对数的函数本

身不需要作任何变化 (即，以第 8 章部分为例，首先以 e 为底进行计算，最后需要换成

单位为比特时，只需要把底换成 2 即可，不需要作其他任何改变)
注意，本书中所有没有标注底的 log 都是表示以 2 为底.

3.1.2 熵和期望的关系

H(X) = Ep [− log p(X)]

在这里可能觉得这个表达没有什么特别的. 不过在后面条件熵的时候，这样的处理
是有帮助的.

3.1.3 熵的性质

1. 非负性：H(x) ⩾ 0(由熵的定义式、对数函数性质可知)

2. 极值性：H(X) ⩽ log |X |，等号成立当且仅当 X 服从均匀分布. 其中 |X | 为 X 字

母表中元素个数.(证明见后，基于 Jensen 不等式)
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3. 条件使得熵减少：H(X | Y ) ⩽ H(X)，等号成立当且仅当 X、Y 独立.(由互信息
非负可知)

4. 熵的独立界：H (X1, X2, · · · , Xn) ⩽
∑n

i=1H (Xi)，等号成立当且仅当各个变量互

相独立.(由条件使得熵减少可知)

5. 熵的值只和概率分布有关，和随机变量的取值、取值的顺序无关.(由定义式可知)

3.1.4 联合熵

H(X,Y ) = −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

= −E log p(X,Y )

3.1.5 条件熵

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

= −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(y | x)

= −E log p(Y | X)

其中特别注意条件熵的定义式，在实际解题的时候最常用到

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

3.1.6 熵的链式法则

H(X,Y ) = −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

= −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) [log p(x)p(y | x)]

= −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x)−
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(y | x)

= −
∑
x∈X

p(x) log p(x)−−
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(y | x)

= H(X) +H(Y | X)

类似地有

H(X,Y ) = H(Y ) +H(X | Y )
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以及

H(X,Y | Z) = H(X | Z) +H(Y | X,Z)

H(X,Y | Z) = H(Y | Z) +H(X | Y, Z)

推广到多个变量

H (X1, X2, · · · , Xn) = −
∑

(x1,x2,...,xn)∈Xn

p (x1, x2, . . . , xn) log p (x1, x2, . . . , xn)

= −
∑

(x1,x2,...,xn)∈Xn

p (x1, x2, . . . , xn) log
n∏

i=1

p (xi | xi−1, . . . , x1)

= −
∑

(x1,x2,...,xn)∈Xn

p (x1, x2, . . . , xn)
n∑

i=1

log p (xi | xi−1, . . . , x1)

= −
∑

(x1,x2,...,xn)∈Xn

n∑
i=1

p (x1, x2, . . . , xn) log p (xi | xi−1, . . . , x1)

= −
∑

(x1,x2,...,xn)∈Xn

n∑
i=1

p (x1, x2, . . . , xi) log p (xi | xi−1, . . . , x1)

= −
n∑

i=1

∑
(x1,x2,...,xi)∈X i

p (x1, x2, . . . , xi) log p (xi | xi−1, . . . , x1)

=
n∑

i=1

H (Xi | Xi−1, · · · , X1)

这里所体现的对于联合熵的不同展开方式，在解题中常常会用到！

3.1.7 相对熵

D(p∥q) =
∑
x∈X

p(x) log p(x)

q(x)

= Ep log p(X)

q(X)

3.1.8 相对熵的性质

1. 非负性：D(p∥q) ⩾ 0，当且仅当对于任意的 x 有 p(x) = q(x) 时等号成立.(不局限
于单个变量，这里只是举个例子. 证明见后，基于 Jensen 不等式)

D(p(y | x)∥q(y | x)) ⩾ 0，即对于条件分布非负性也成立.

2. 可能无界 (和熵不同)：如果存在一个 x ∈ X 使得 p(x) > 0，q(x) = 0 ，则有

D(p∥q) = ∞
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3. 不对称：一般情况下 D(p∥q) ̸= D(q∥p). 把相对熵看成距离只是为了帮助理解

3.1.9 相对熵的链式法则

条件相对熵的定义

D(p(y | x)∥q(y | x)) =
∑
x

p(x)
∑
y

p(y | x) log p(y | x)
q(y | x)

链式法则

D(p(x, y)∥q(x, y)) =
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x, y)

q(x, y)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)p(y | x)
q(y)q(y | x)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)

q(x)
+
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(y | x)
q(y | x)

=
∑
x

p(x) log p(x)

q(x)
+
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(y | x)
q(y | x)

= D(p(x)∥q(x)) +D(p(y | x)∥q(y | x))

3.1.10 互信息

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)

= D(p(x, y)∥p(x)p(y))

= Ep(x,y) log p(X,Y )

p(X)p(Y )

3.1.11 互信息的性质

1. 非负性：I(X;Y ) ⩾ 0，当且仅当对于任意的 X,Y 独立时等号成立.(由相对熵的
非负性可得)

I(X;Y | Z) ⩾ 0，即对于条件相对熵非负性也成立.

2. 对称：I(X;Y ) = I(Y ;X)

3. 条件使得互信息减少 (注意这个性质描述的结论的成立条件)：若 X → Y → Z 构

成马尔科夫链，则 I(X;Y | Z) ⩽ I(X;Y ). 这个性质由数据处理不等式的证明过
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程直接可得.
I(X;Y, Z) = I(X;Y ) + I(X;Z | Y )

= I(X;Z) + I(X;Y | Z)

由于 I(X;Z | Y ) = 0 和 I(X;Z) ⩾ 0 可得. 注意，这个性质描述的是变量构
成马尔科夫链条件下有 I(X;Y | Z) ⩽ I(X;Y ) 成立，若不满足马尔科夫链，则可

能有 I(X;Y | Z) ⩾ I(X;Y ). 例如
X,Y 独立，Z = X + Y . 则有 I(X;Y ) = 0 和

I(X;Y | Z) = H(X | Z)−H(X | Y, Z) = H(X | Z) ⩾ 0

3.1.12 熵和互信息的关系

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)

=
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x | y)p(y)
p(x)p(y)

=
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x | y)
p(x)

=
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x | y)−
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x)

=
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log p(x | y)−
∑
x∈X

p(x) log p(x)

= H(X)−H(X | Y )

类似可得

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X)

这里再一次出现同一个量的不同分解方式！

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y )

这些等量关系在等式、不等式证明中有着重要的应用.

3.1.13 互信息的链式法则

定义条件互信息

I(X;Y | Z) = H(X | Z)−H(X | Y, Z)

= Ep(x,y,z) log p(X,Y | Z)
p(X | Z)p(Y | Z)
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链式法则

I (X1, X2, · · · , Xn;Y ) = H (X1, X2, · · · , Xn)−H (X1, X2, · · · , Xn | Y )

=
∑

H (Xi | Xi−1, . . . , X1)−
∑

H (Xi | Y,Xi−1, . . . , X1)

=
n∑

i=1

I (Xi;Y | Xi−1, · · · , X1)

3.1.14 凸函数

对于任意

x1, x2 ∈ (a, b), 0 ⩽ λ ⩽ 1

有

f (λx1 + (1− λ)x2) ⩽ λf (x1) + (1− λ)f (x2)

从几何角度看，这一性质描述的是：对于函数曲线上任意两点，二者之间的函数曲

线位于两点连线的下方.
具体来说，(x1, f (x1)) 和 (x2, f (x2)) 两点之间连线所在直线方程为

y(x) = f (x1) +
f (x2)− f (x1)

x2 − x1

· (x− x1)

在 x = (λx1 + (1− λ)x2) 处有

y = f (x1) +
f (x2)− f (x1)

x2 − x1

· ((λx1 + (1− λ)x2)− x1)

= f (x1) + (1− λ)f (x2)− f (x1)

= λf (x1) + (1− λ)f (x2)

所以上述性质等价于说明对于函数曲线上任意两点，二者之间的函数曲线位于两

点连线的下方.
另一种形象化的记忆方法：向下凸出的叫凸函数，向上凸起的叫凹函数.
常见函数 f(x) = x logx是凸函数，f(x) = logx是凹函数，熵 H(p)是 p的凹函数.

3.1.15 Jensen 不等式

对于给定的凸函数 f 和随机变量 X，有

Ef(X) ⩾ f(EX)
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即先求函数值再求期望大于先求期望再求函数值. 关于二者大小关系的记忆，可以
按照凸函数定义来记忆.

f (λx1 + (1− λ)x2) ⩽ λf (x1) + (1− λ)f (x2)

实际上可以看出描述的就是先求期望再求函数值 (左边) 小于先求函数值再求期望
(右边).

Jensen 不等式的证明可以使用数学归纳法，这个证明方法比较简单，并且在课程
其他地方很少使用这种方法来证明 (一般都是利用链式法则、同一个量的不同分解、熵
的极值性、重要不等式等来证明)，所以这里不详细描述证明方法.

Jensen 不等式在这门课程的证明题目中有着重要应用，需要熟练掌握.

3.1.16 利用 Jensen 不等式证明相对熵的非负性

记 A 为 p(x) 的支撑集，即 A = {x : p(x) > 0}. 则可知
∑

A q(x) ⩽ 0(因为 q 和 p

的支撑集可能不同). 相对熵的非负性证明如下：

D(p∥q) =
∑
A

p(x) log p(x)

q(x)

= −
∑
A

p(x) log q(x)

p(x)

⩾ − log
∑
A

p(x) log q(x)

p(x)

= − log
∑
A

q(x)

⩾ 0

3.1.17 利用 Jensen 不等式证明熵的极值性

记 µ(x) = 1
|X | 服从均匀分布. 则有

D(p∥µ) =
∑

p(x) log p(x)

µ(x)

=
∑

p(x) log p(x) +
∑

p(x) log |X |

= log |X | −H(X)

⩾ 0

于是可得

H(X) ⩽ log |X |
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当且仅当 X 服从均匀分布时，等号成立.

3.1.18 对数和不等式

对于非负数 ai, bi(i = 1, 2, . . . , n)，有

n∑
i=1

ai log ai
bi

⩾
(

n∑
i=1

ai

)
log
∑n

i=1 ai∑n
i=1 bi

这个老师说掌握这个不等式就行，应该是利用 Jensen 不等式可以证明. 不过做题
和考试都没见过. 我的一个想法是如果感兴趣，想联系一下基于 Jensen 不等式的证明，
可以把这个当成一个例题来做，教材上面有证明过程. 至于结论本身，感觉没用过.

3.1.19 马尔科夫链

p(x, y, z) = p(x)p(y | x)p(z | y)

则说 X、Y、Z 构成马尔科夫链. 记作

X → Y → Z

描述的是给定 Y 时，X、Z 独立. 注意到这一点，上述关系蕴含

Z → Y → Y

特别地有

X → Y → g(Y )

3.1.20 数学基础——马尔科夫链

如果对任何一列状态 i0, i1, · · · , in−1, i, j, 及对任何 n ⩾ 0, 随机过程 {Xn, n ⩾ 0} 满
足 Markov 性质

P {Xn+1 = j | X0 = i0, · · · , Xn−1 = in−1, Xn = i} = P {Xn+1 = j | Xn = i}

则称 Xn 为离散时间 Markov 链.
数据处理不等式及其证明方法在这门课程中有着重要的地位，为了学好数据处理

不等式，建议读者认真理解马尔科夫链的基本概念及其性质。简单来说，马尔科夫链的

性质可以概括为“给定当前状态，过去与未来无关”。
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3.1.21 数据处理不等式

若 X → Y → Z，则有

I(X;Y ) ⩾ I(X;Z)

其证明方法的思想是：利用互信息的链式法则，构造一个量的不同展开式；进一步

利用互信息的非负性和独立时互信息为零，完成证明. 具体过程如下

I(X;Y, Z) = I(X;Y ) + I(X;Z | Y )

= I(X;Z) + I(X;Y | Z)

由于 X → Y → Z 构成马尔科夫链，有 I(X;Z | Y ) = 0(给定 Y 时，X、Z 独立).
又由于互信息非负性，I(X;Y | Z) ⩾ 0，所以可得

I(X;Y ) ⩾ I(X;Z)

在这里补充一道例题。证明：H(Y | X) ⩽ H(Y | f(X))

解析：存在马尔可夫链

Y → X → f(X)

由数据处理不等式知

I(X;Y ) ⩾ I(f(X);Y )

即

H(Y )−H(Y | X) ⩾ H(Y )−H(Y | f(X))

于是有

H(Y | X) ⩽ H(Y | f(X))

3.1.22 费诺不等式

对于满足 X → Y → X̂ 的估计量 X̂，记 Pe = p{X ̸= X̂}，有

H (Pe) + Pe log |X | ⩾ H(X | X̂) ⩾ H(X | Y )

接下来我们讨论这一不等式的证明方法. 如前所述，这门课程中的不等式证明最常
用的方法就是构造一个量的不同展开式.

观察这个不等式的形式：两项之和大于等于一项，和之前的一项大于等于另一项

不同，这里的情况应该形式化描述为 A+B = C +D，其中 D = 0，A ⩽ A′，B ⩽ B′，

则由 A+B = C +D 可以得到 A′ +B′ ⩾ C.
另一个需要考虑的问题是，怎样构造这个被展开的量. 根据对应关系，A′ = H (Pe)，
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B′ = Pe log |X |，C = H(X | X̂). 从 C 出发可以知道这个被展开的量形如 H(X,Y | X̂).
需要确定的是 Y , 由 A′ 可以进一步推断，Y 应该取示性变量. 至此，我们的分析已经结
束了 (当然还需要进一步验证).

接下来我们展示详细的证明过程.
首先定义示性变量

E =

{
1, X ̸= X̂

0, X = X̂

接着构造展开式

H(E,X | X̂) = H(X | X̂) +H(E | X, X̂)

= H(E | X̂) +H(X | E, X̂)

由示性变量的定义可知，H(E | X, X̂) = 0，又由于

H(E | X̂) ⩽ H(E) = H(Pe)

和

H(X | E, X̂) = p(E = 1)H(X | E = 1, X̂) + p(E = 0)H(X | E = 0, X̂)

⩽ p(E = 1) log |X |

= Pe log |X |

所以可得

H (Pe) + Pe log |X | ⩾ H(X | X̂)

而至于后半部分不等式，利用数据处理不等式、互信息和熵的关系即可得证. 这里
不作详细描述.

费诺不等式还可以继续放缩得到

1 + Pe log |X | ⩾ H(X | Y )

进而得到

Pe ⩾
H(X | Y )− 1

log |X |
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第 3 章 渐进均分性

4.1 主要内容

这一章的内容比较少，而且直接考察的题目并不多，从见过的两份试卷上看并没

有特别对这一章进行考察. 但是这一章介绍的渐进均分性定理、典型集的概念有着重要
的意义. 渐进均分性定理的一个重要意义在于，作为数据压缩的基础，也可以帮助我们
理解数据压缩的原理. 而这里介绍的典型集的概念可以帮助我们理解联合典型序列的概
念，以及联合典型译码 (信道编码定理证明中使用联合典型译码).

这一章主要需要掌握

4.1.1 依概率收敛

称 Xn 依概率收敛到 X，若对于任意的 ε > 0，有

p {|Xn −X| > ε} → 0

在这一章节我们研究的都是依概率收敛.

4.1.2 弱大数定理

若 X1, X2, . . . , Xn i.i.d.∼ p(x)，当 n 足够大时有

1

n

n∑
i=1

Xi
依概率−−−→ EX
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4.1.3 渐进均分性定理

若 X1, X2, . . . , Xn i.i.d.∼ p(x)，当 n 足够大时有

− 1

n
log p (X1, X2, . . . , Xn) = − 1

n
log
∏

p (Xi)

= − 1

n

n∑
i=1

log p (Xi)

依概率−−−→ E [− log p (X)]

= H(X)

4.1.4 典型集

关于分布 p(x) 的典型集定义 A
(n)
ε 为序列 x1, x2, . . . , xn ∈ X n 的集合，且满足

2−n(H(X)+ε) ⩽ p (x1, x2, · · · , xn) ⩽ 2−n(H(X)−ε)

注意这一个概念，并没有要求 n → ∞，也没有要求 ε → 0. 对于任意给定的 n 和

ε，都可以讨论典型集.

4.1.5 典型集的性质

1. 和渐进均分性定理比较：对于典型集中的元素 (x1, x2, · · · , xn) ∈ A
(n)
ε ，有

H(X)− ε ⩽ − 1

n
log p (x1, · · · , xn) ⩽ H(X) + ε

2. 当 n 充分大时，以非零概率出现的元素 (几乎) 都是典型集中的元素，即

p
{
A(n)

ε

}
> 1− ε

这个由渐进均分性定理和典型集的概念可得.

3. 典型集元素个数上界 ∣∣A(n)
ε

∣∣ ⩽ 2n(H(X)+ε)
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这个性质的证明只需要利用典型集的概念，即

1 =
∑

xn∈Xn

p(xn)

⩾
∑

xn∈A(n)
ε

p(xn)

⩾
∑

xn∈A(n)
ε

2−n(H(X)+ε)

= 2−n(H(X)+ε)
∣∣A(n)

ε

∣∣
4. 典型集元素个数在 n 足够大时的下界：当 n 足够大时有

∣∣A(n)
ε

∣∣ ⩾ (1− ε)2n(H(X)−ε)

这个性质的证明需要利用典型集的概念和典型集的第 2 条性质，即

1− ε < p
(
xn ∈ A(n)

ε

)
=

∑
xn∈A(n)

ε

p(xn)

⩽
∑

xn∈A(n)
ε

2−n(H(X)−ε)

= 2−n(H(X)−ε)
∣∣A(n)

ε

∣∣
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第 4 章 随机过程的熵率

5.1 主要内容

第 4 章在考试中一般会有一道大题，以及可能会有一道小题. 大题常见的考察方法
就是给出一个马尔科夫链，要求计算熵率 (这类题目的易错点在于，马尔科夫链的熵率
计算公式要求在平稳分布下计算，所以一般题目给出的初始状态都是迷惑性的条件，

并不能直接使用).
这一章主要需要掌握

5.1.1 平稳过程

对于任意的序列长度 n 和“偏移”l，恒有

p (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn)

= p (X1+l = x1, X2+l = x2, . . . , Xn+l = xn)

5.1.2 马尔科夫链

1. 定义

p (Xn+1 = xn+1 | Xn = xn, Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1)

= p (Xn+1 = xn+1 | Xn = xn)

2. 表示方法
一个时间不变的马尔可夫链完全由其初始状态和概率转移矩阵 P = (Pij) 表

征，其中

Pij = p (Xn+1 = j | Xn = i)

3. 不可约
若马尔可夫链可以从任意状态经过有限步转移到另一任意状态，且转移概率

为正，则称此马尔可夫链是不可约的.

4. 非周期
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如果从一个状态转移到它自身的不同路径长度的最大公因子为 1，则称该马
尔可夫链是非周期的.

5. 时间不变
对于任意的 a, b ∈ X (字母表)，有

p (Xn+1 = b | Xn = a) = p (X2 = b | X1 = a)

说明，平稳过程一定是时间不变的，反之不一定成立.

6. 平稳分布
若在 n+ 1 时刻状态空间的分布与 n 时刻的分布相同，则称此分布为平稳分

布.

7. 平稳马尔可夫过程
若马尔可夫链的初始状态服从平稳分布，则该马尔可夫链为平稳过程.

8. 平稳分布存在性
若有限状态马尔可夫链是不可约的和非周期的，则它的平稳分布惟一，从任

意的初始分布出发，当 n 趋向于无穷时，Xn 的分布必趋向于此平稳分布.

5.1.3 熵率

当极限存在时，随机过程的熵率定义为

H(X ) = lim
n→∞

1

n
H (X1, X2, . . . , Xn)

为了方便计算熵率，定义了另一个量

H ′(X ) = lim
n→∞

H (Xn | Xn−1, Xn−2, . . . , X1)

并且有，对于平稳的随机过程 (实际上，要求存在平稳分布即可，所以有限状态、
不可约、非周期的马尔科夫链可以直接应用这个进行计算熵率)，有二者存在且相等

H(X ) = H ′(X )

这门课在这一章节主要讨论有限状态、不可约、非周期的马尔科夫链，其熵率计算

方法为

H(X ) = H ′(X ) = limH (Xn | Xn−1, . . . , X1) = limH (Xn | Xn−1)
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即，记马尔科夫链的平稳分布为 µ，转移概率矩阵为 P，有

H(X ) = −
∑

µiPij logPij

这里特别注意，一定要用平稳分布计算. 我们说初始状态和转移概率矩阵可以直接
表征马尔科夫链，所以题目经常会给出初始状态和转移概率矩阵. 但是在计算熵率时，
要求在平稳分布时进行计算，所以题目中的初始状态往往有迷惑性，导致易错.

5.1.4 加权图上随机移动的熵率

这个问题在作业中出现，需要直接利用结论.
简要描述如下

1. 节点集合：{1, 2, . . . ,m}

2. 边权重：Wij ⩾ 0，且有 Wij = Wji. 如果节点之间没有边，Wij = 0

3. 随机过程描述：{Xn}，其中 Xn ∈ {1, 2, . . . ,m}

4. 转移概率：Pij =
Wij∑
k Wik

5. 平稳分布 (记住结论，可以从直观上理解其含义)：

µi =
Wi

2W

其中 Wi =
∑

j Wij，W =
∑

i,j:j⩾iWij

6. 熵率：
H

(
· · · , Wij

2W
, · · ·

)
−H

(
· · · , Wi

2W
, · · ·

)

5.1.5 把孤立系统看作马尔科夫链

这里提出主要是通过证明课件上提出的几个结论，强调一些证明信息不等式的方

法. 另外这种把孤立系统看作马尔科夫链的想法，在处理判断题的时候可以提供一些思
路.

1. 两个分布之间的相对熵随时间 n 递减

由于是同一个孤立系统，两个不同的分布受到的影响相同. 形式化描述为 (对
于任意的 p, q)

p(xn+1 | xn) = q(xn+1 | xn)
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于是有

D (p (xn, xn+1) ∥q (xn, xn+1)) = D (p(xn)∥q(xn)) +D (p(xn+1 | xn)∥q(xn+1 | xn))

= D (p(xn)∥q(xn))

= D (p(xn+1)∥q(xn+1)) +D (p(xn | xn+1)∥q(xn | xn+1))

这样由于相对熵非负 D (p(xn | xn+1)∥q(xn | xn+1)) ⩾ 0，就可以得到

D (p(xn)∥q(xn)) ⩾ D (p(xn+1)∥q(xn+1))

这里的证明方法的思想仍然是，利用同一个量的不同分解完成证明.

2. 平稳马尔可夫过程，条件熵 H(Xn | X1) 随 n 增加

H(Xn | X1) ⩾ H(Xn | X2, X1)

= H(Xn | X2)

= H(Xn−1 | X1)

这种条件熵递增、递减问题，往往是通过“增加条件”使得熵减少来完成证

明.

3. 洗牌使得熵增加 H(TX) ⩾ H(X)

注意到，这里所说的洗牌是指一个可逆变换.

H(TX) ⩾ H(TX | T )

= H(T−1TX | T )

= H(X | T )

= H(X)

这里同样是通过“增加条件”使得熵减少来完成证明.
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第 5 章 数据压缩

6.1 主要内容

这一章是课程的重点之一. 这一章主要讨论离散情形的信源编码理论，介绍了即时
码存在的判定准则——Kraft 不等式，即时码最优码长的大小，哈夫曼编码、香农码、
Shannon-Fano-Elias 编码等. 考察时候往往会出现，利用 Kraft 不等式判定给定的码长
序列能否构成即时码，给定概率分布进行哈夫曼编码，基于哈夫曼编码的码元个数特

性解题等.
这一章主要需要掌握

6.1.1 信源编码的期望长度

L(C) =
∑
x∈X

p(x)l(x)

6.1.2 前缀码等几个基本概念

1. 非奇异编码
x ̸= x′ ⇒ C(x) ̸= C (x′)

2. 扩展编码
C (x1x2 · · ·xn) = C (x1)C (x2) · · ·C (xn)

3. 唯一可译码：扩展编码非奇异

4. 前缀码：码字空间中，没有任何码字是其他码字的前缀，也叫即时码 (指的是，
可以即时译码，因为看到“前缀”即可唯一确定码字). 这一章主要讨论即时码
(实用价值更高)
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6.1.3 Kraft 不等式

对于 D 元字母表上的即时码，码字长度 l1, l2, . . . , ln 必须满足∑
i

D−li ⩽ 1

这个不等式是即时码存在的充要条件，也是即时码的必要条件. 在考试中，往往会
出现一道题目，给出码长序列要求判定是否可以构成即时码，即直接应用 Kraft 不等式
即可.

6.1.4 最优码长的界

给定信源分布 p 和一个 D 元字母表，最优码长的期望满足

HD(X) ⩽ L∗ < HD(X) + 1

6.1.5 香农码

编码方案：计算码长

l(x) =

⌈
log 1

p(x)

⌉
基于此构造码树，取叶子节点对应的路径上的比特串作为编码.

6.1.6 哈夫曼编码——一种最优编码

1. 编码方案：(首先检查是否需要增加零概率项) 对所有码字的出现概率进行排序，
每次取最小的两个节点添加父节点 (父节点权重为两个子节点权重和) 然后重新
排序，直到所有节点加入码树. 根据码树确定编码.

2. 特性：码元个数满足
|X | = 1 + k(D − 1)

3. 注意事项：哈夫曼编码前，首先检查码字个数是否满足第 2 条的要求. 如果不满
足，需要增加零概率项，直到满足后再正常进行编码.

6.1.7 Shannon-Fano-Elias 编码

1. 编码方案：首先计算修正的累计分布函数

F̄ (x) =
∑
a<x

p(a) +
1

2
p(x)
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然后取 F̄ (x) 的前 l(x) 位 ⌊F̄ (x)⌋l(x) 作为 x 的编码，其中

l(x) =

⌈
log 1

p(x)

⌉
+ 1

2. 特点：是前缀码，期望长度 (比香农码大 1)

L < H(X) + 2

3. 证明是前缀码 (重要)：修正累积分布函数相当于区间中点，而

F̄ (x)− ⌊F̄ (x)⌋l(x) <
1

2l(x)
⩽ p(x)

2

说明 ⌊F̄ (x)⌋l(x) 落在区间 [F (x− 1), F (x)] 内，也就是取前 l(x) 位后减小的

量不超过区间长度一半，这样每个区间中只有一个元素被编码，所以是前缀码.

6.1.8 三种编码比较

1. Shannon-Fano-Elias 编码：不需要构造码树，实现效率较高；不需要排序；期望
码长较长

2. 香农码：需要构造码树；不需要排序；期望码长中等

3. 哈夫曼编码：需要构造码树；需要排序；期望码长最短

32



明
天
是
个
好
天
气

信息论学习指导 高源

第 7 章 信道容量

7.1 主要内容

这一章是这门课程的重点. 这一章主要介绍信道编码理论，重点考察信道容量计算.
这一章主要需要掌握

7.1.1 离散无记忆信道

由输入字母表 X、输出字母表 Y 和概率转移矩阵 p(y | x) 构成. 任意时刻的输出
仅取决于对应的输入，与历史输入无关.(类比组合逻辑电路)

7.1.2 离散无记忆信道的信道容量

C = max
p(x)

I(X;Y )

7.1.3 信道容量计算

信道容量计算是这一章的重要内容，也是考试中的重要考点. 一般会有一道大题专
门计算离散无记忆信道的信道容量，而在判断、填空中也可能会出现.

信道容量计算步骤为

1. 互信息分解 (写出熵和条件熵做差形式)

2. 根据信道本身确定条件熵的取值

3. 分析熵的最大值 (注意要求能够取到，这个是易错点)

4. 给出熵取到最大值的条件 (输入概率分布 p(x))(这个是容易忽略的)

5. 写上单位——比特/信道使用 (易错)

下面我们详细地分析信道容量求解的过程.
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1. 互信息分解
信道容量计算是基于互信息的分解

I(X;Y ) = H(X)−H(X | Y ) = H(Y )−H(Y | X)

在实际解题中应该选择哪种分解呢? 我们的答案是，如果信道满足给定输出
Y 后 X 确定 (H(X | Y ) = 0)，则选择分解

I(X;Y ) = H(X)−H(X | Y )

否则，我们选择分解 (最常用的一种分解)

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X)

2. 第一种分解方案 (少数情况会使用)
选择使用分解

I(X;Y ) = H(X)−H(X | Y )

并且注意到使用这种分解的前提是 H(X | Y ) = 0. 所以此时互信息最大值求解相
当于 H(X) 最大值的求解. 利用熵的极值性即可得

C = max
p(x)

I(X;Y ) = max
p(x)

H(X) = log |X |

此时取得最大值对应输入的分布就是均匀分布

p(x) =
1

|X |

3. 第二种分解方案 (最常用)
选择使用分解

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X)

条件熵由信道决定. 求解条件熵的技巧是将其写作

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

根据信道，观察每个输入对应的输出概率分布，即可求解得到条件熵. 接下来的
重要任务是求解 H(Y ) 的最大值.

我们知道熵的极值性，当服从均匀分布时熵取得最大值. 但这里要注意的问
题是，输出能否服从均匀分布. 所以，一般情况下，我们的选择是：
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如果信道有“对称性”(信道概率转移矩阵的每一行都是另一行的一个置换，
在不考虑取值顺序的情况下是相同的分布)，即当输入服从均匀分布时输出也服
从均匀分布，则可以确定当输入服从均匀分布时，达到信道容量；如果信道不具

有“对称性”，则需要先对输入的概率分布作一般的假设 p(x)，然后表达输出的

概率分布，进而计算 H(Y )(是输入 p(x) 的函数)，则求导可得最大值.

综上所述，信道容量求解的题目主要分为三类. 我们接下来以三个例子分别展示每
种情况的信道容量计算过程.

7.1.4 信道容量计算第一种类型——无噪声二元信道

使用第一种分解

I(X;Y ) = H(X)−H(X | Y )

由于给定输出时输入是确定的，所以 H(X | Y ) = 0. 则

I(X;Y ) = H(X)

由熵的极值性，输入服从均匀分布时，熵 H(X) 取得最大值. 所以

C = max
p(x)

I(X;Y ) = max
p(x)

H(X) = log |X | = 1 比特/信道使用

达到信道容量时的输入概率分布为

p(X = 0) = p(X = 1) =
1

2
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7.1.5 信道容量计算第二种类型——二元对称信道

由于输出给定时并不能唯一确定输入 (绝大多数情况都是这样)，所以使用第二种
分解

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X)

根据信道计算条件熵. 首先将条件熵写作

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

然后根据输入字母表种每个取值对应的输出概率分布，即可计算条件熵

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

= p(X = 0)H(Y | X = 0) + p(X = 1)H(Y | X = 1)

= p(X = 0)H(p) + p(X = 1)H(p)

= H(p)

接着计算熵 H(Y ) 的最大值. 对于这个信道，由于其具有对称性 (转移概率矩阵每
一行都是相同的分布——不考虑取值顺序)，所以输入服从均匀分布时输出服从均匀分
布. 这样就可以确定，输入服从均匀分布时，熵 H(Y ) 取得最大值

max
p(x)

H(Y ) = log |Y| = log 2 = 1 比特

所以，信道容量为

C = max
p(x)

I(X;Y ) = max
p(x)

H(Y )−H(Y | X) = 1−H(p) 比特/信道使用
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达到信道容量时的输入概率分布为

p(X = 0) = p(X = 1) =
1

2

7.1.6 信道容量计算第三种类型——二元擦除信道

由于输出给定时并不能唯一确定输入 (绝大多数情况都是这样)，所以使用第二种
分解

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X)

根据信道计算条件熵. 首先将条件熵写作

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

然后根据输入字母表种每个取值对应的输出概率分布，即可计算条件熵

H(Y | X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y | X = x)

= p(X = 0)H(Y | X = 0) + p(X = 1)H(Y | X = 1)

= p(X = 0)H(α) + p(X = 1)H(α)

= H(α)

接着计算熵 H(Y ) 的最大值. 对于这个信道，由于其非对称，所以需要先对输入的
概率分布作一般的假设 p(x)

p(X = 0) = p, p(X = 1) = 1− p
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则输出的概率分布为

p(Y = 0) = p(X = 0)(1− α) = p(1− α)

p(Y = e) = p(X = 0)α + p(X = 1)α = α

p(Y = 1) = p(X = 1)(1− α) = (1− p)(1− α)

进而可以计算输出分布的熵

H(Y ) =
∑
y∈Y

−p(y) log p(y)

= −p(1− α) log [p(1− α)]− α logα− (1− p)(1− α) log [(1− p)(1− α)]

= −p(1− α) log p− p(1− α) log(1− α)− α logα− (1− p)(1− α) log(1− p)

− (1− p)(1− α) log(1− α)

= (1− α)H(p) +H(α)

所以，可得信道容量

C = max
p(x)

I(X;Y ) = max
p(x)

H(Y )−H(Y | X) = max
p(x)

(1−α)H(p) = (1−α) 比特/信道使用

达到信道容量时的输入概率分布为

p(X = 0) = p(X = 1) =
1

2

以上三个小节介绍的三种情形包括了这一部分所有可能出现的题目类型.

7.1.7 对称信道

信道转移概率矩阵 p(y | x) 的任意两行互相置换，任意两列互相置换.(我们主要讨
论弱对称信道，当然强对称信道也满足弱对称信道的要求，所以可以用相同的公式进

行信道容量计算)

7.1.8 弱对称信道

信道转移概率矩阵 p(y | x) 的任意两行互相置换，且所有列的元素和
∑

x p(y | x)
相等.
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7.1.9 弱对称信道的信道容量计算

对于信道进行分析，由于输出给定时并不能唯一确定输入 (绝大多数情况都是这
样)，所以使用第二种分解

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X) ⩽ log(Y)−H(转移概率矩阵的行)

这里是假设输出均匀分布能够取到的，我们需要验证这个假设是否成立.

p(y) =
∑
x∈X

p(x)p(y | x)

当 X 服从均匀分布，即 p(x) = 1
|X | 时，记转移概率矩阵列的元素和为 c(常数)，有

p(y) =
∑
x∈X

p(x)p(y | x)

=
1

|X |
∑
x∈X

p(y | x)

=
c

|X |

即 Y 服从均匀分布，熵的最大值 log(Y) 能够达到.
综上所述，当输入分布为均匀分布 p(x) = 1

|X | 时，达到信道容量，为

C = log(Y)−H(转移概率矩阵的行) 比特/信道使用

7.1.10 并联信道的容量——重要结论

并联信道的信道容量计算一方面可以作为重要结论应用于解题，另一方面其求解

过程中使用的重要技巧建议掌握，在其他问题求解中也会有应用.
我们首先讨论两个信道并联的问题. 第一个信道的输入字母表为 X1，输出字母表

为 Y1；第二个信道的输入字母表为 X2，输出字母表为 Y2；其中 X1 和 X2 交集为空，

Y1 和 Y2 交集也为空 (就是两个“完全独立”的信道按照某一概率分布将输入组合在一
起). 记第一个信道的信道容量为 C1，第二个信道的信道容量为 C2，需要求解并联后的

信道容量 C.
两个信道组合方式可以描述为

X =

{
X1, 概率α

X2, 概率(1− α)

对于这种输入的随机变量按照一定概率分布组合在一起的问题，一般的处理技巧是引
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入示性变量. 记

θ(X) =

{
1, X = X1

2, X = X2

引入示性变量的目的是通过构造互信息的分解，简化 I(X;Y ) 的表达，从而完成最大

值求解.
I(X;Y, θ) = I(X; θ) + I(X;Y | θ)

= I(X;Y ) + I(X; θ | Y )

由于给定了输入取值 (X = X1 或 X = X2) 后输出 Y = Y1 还是 Y = Y2 是确定的，即

θ = g(Y ). 所以构成马尔科夫链
X → Y → θ

于是有 I(X; θ | Y )=0. 则可以得到互信息的表达

I(X;Y ) = I(X; θ) + I(X;Y | θ)

= H(θ)−H(θ | X) + αI (X1;Y1) + (1− α)I (X2;Y2)

= H(α) + αI (X1;Y1) + (1− α)I (X2;Y2)

对上式进行求导可得

H ′(α) + C1 − C2 = 0

其中

H ′(α) = − logα− α
1

α ln 2
+ log(1− α) + (1− α)

1

(1− α) ln 2

= log 1− α

α

则可得

log 1− α

α
= C2 − C1

进而可得

α =
2C1

2C1 + 2C2

所以可得信道容量

C = H

(
2C1

2C1 + 2C2

)
+

2C1

2C1 + 2C2
C1 +

2C2

2C1 + 2C2
C2

= − 2C1

2C1 + 2C2
log 2C1

2C1 + 2C2
− 2C2

2C1 + 2C2
log 2C2

2C1 + 2C2
+

2C1

2C1 + 2C2
C1 +

2C2

2C1 + 2C2
C2

=
1

2C1 + 2C2
[−2C1 log 2C1 + 2C1 log(2C1 + 2C2)− 2C2 log 2C2 + 2C2 log(2C1 + 2C2)

+ 2C1C1 + 2C2C2]

= log
(
2C1 + 2C2

)
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达到信道容量时的输入概率分布为

X =

{
X1 概率 2C1

2C1+2C2

X2 概率 2C2

2C1+2C2

而其中 X1 和 X2 的概率分布为使得其对应信道达到信道容量的概率分布.
也可以做一个简单的变形得到一种容易记忆的形式

2C = 2C1 + 2C2

我们可以发现，这样的形式可以简单地进行推广，即对于若干个满足上述要求的“独

立”信道并联，并联后的信道容量满足

2C =
n∑

i=1

2Ci

这个关于并联信道的信道容量的结论建议掌握.

7.1.11 码率

1. 定义：(M,n) 码的码率为

R =
logM
n

比特/传输

2. 可达：存在 (⌈2nR⌉, n) 码序列，满足当 n → ∞ 时，最大误差概率 λn → 0

3. 码率和信道容量关系：信道容量是所有可达码率的上界

7.1.12 反馈对于离散无记忆信道的影响

反馈容量满足

CFB = C = max
p(x)

I(X;Y )

即，反馈不改变信道容量.(不过这个结论对于连续情形就不再成立)
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第 8 章 微分熵

8.1 主要内容

这一章是这门课程的重点. 这一章主要介绍了连续随机变量的信息度量——微分
熵，以及相应的联合微分熵、条件微分熵、相对熵、互信息的概念、性质、链式法则等.
一般的考察形式就是给出一个连续分布，进行相关量的计算. 在这一章的学习中，建议
和离散熵部分比较学习，关注二者在概念、性质、链式法则等方面的异同

这一章主要需要掌握

8.1.1 微分熵

1. 定义：连续随机变量的概率密度函数记为 f(x)，微分熵为

h(X) = −
∫
S

f(x) log f(x)dx

注意，微分熵的表示用小写的 h(X)，而离散的熵的表达用 H(X). 这里也是易错
点.

2. 常用的微分熵：
一维正态分布 (熵的计算不受均值影响)

X ∼ N
(
0, σ2

)
, ϕ(x) =

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2

其微分熵为

h(ϕ) = −
∫
S

ϕ lnϕdx

= −
∫
S

ϕ

(
− x2

2σ2
− ln

√
2πσ2

)
dx

=
E[X2]

2σ2
+

1

2
log 2πσ2

=
1

2
ln 2πeσ2 奈特

=
1

2
log 2πeσ2 比特
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这里在求解过程中，应用了一些技巧.
首先处理正态分布的微分熵的时候，对数函数外边的概率密度函数保持不变

(之后会把积分表示成期望，方便求解)，并且我们习惯上先写成 x lnx 形式，即

以奈特为单位，这样做是为了简化对数运算 (因为正态分布的密度函数中有 e 指

数). 注意到这里得到以奈特为单位的结果后只需要把对数函数换成以 2 为底即
可，不需要做其他改变.

另一个技巧是，利用概率论的知识. 记 X 的概率密度函数为 f(x)，则 g(X)

的概率密度函数为

E[g(X)] = −
∫
S

g(x)f(x)dx

在应用的时候，这个结论往往是反着应用的，即在求解微分熵的时候把其中

一部分符合等号右边的用等号左边进行替换，进而可以利用随机变量的期望、方

差等简洁地得到结果.

3. 微分熵和离散熵

H
(
X∆
)
+ log∆ → h(f) = h(X), 当 ∆ → 0

和离散熵不同，微分熵的取值不代表信源 X 的不确定度，不具有直接表示信息

度量的能力.

8.1.2 微分熵求解的小技巧

1. 不要急着把概率密度函数代入，先就写成 f(x) 形式，然后对后面做对数运算的

部分先计算，概率密度函数和后面对数运算的结果 g(x) 的积分可以表达成期望

的形式 ∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx = E[g(X)]

2. 对于概率密度函数中含有 e 指数项的，建议计算微分熵的时候先用奈特单位，再

化回比特 (结果中的对数的底由 e 换成 2)，即计算微分熵的时候首先

h(X) = −
∫

f ln f

8.1.3 联合微分熵

1. 定义：服从联合概率密度函数 f(x1, x2, . . . , xn) 的随机变量的联合微分熵定义为

h (X1, X2, · · · , Xn) = −
∫

f (xn) log f (xn) dxn
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2. 常用的联合微分熵：
多元正态分布 Nn(µ,K) 的概率密度函数为

f (x1, . . . , xn) =
1√

(2π)n|K|
exp

(
−1

2
(x− µ)TK−1(x− µ)

)

微分熵为

h (X1, X2, · · · , Xn) = −
∫

f (xn) ln f (xn) dxn

= −
∫

f (xn)

[
−1

2
(xn − µ)TK−1 (xn − µ))− ln

(√
2π
)n

|K|
1
2

]
dx

= E

[
1

2
(xn − µ)TK−1 (xn − µ))

]
+

1

2
ln(2π)n|K|

=
n

2
+

1

2
ln(2π)n|K|

=
1

2
ln(2πe)n|K| 奈特

=
1

2
log(2πe)n|K| 比特

多元正态分布的微分熵是最常用、最常考的. 任意非负定矩阵都是某一多元
正态分布的协方差矩阵，基于这一事实，有一个常用技巧是，遇到处理矩阵不等

式，将其转化为多元正态的微分熵问题，利用微分熵的性质处理问题.

8.1.4 条件微分熵

h(X | Y ) = −
∫

f(x, y) log f(x | y)dxdy

8.1.5 相对熵

D(f∥g) =
∫

f log f

g

8.1.6 互信息

I(X;Y ) =

∫
f(x, y) log f(x, y)

f(x)f(y)
dxdy

满足

I(X;Y ) = h(X)−h(X | Y ) = h(Y )−h(Y | X) = h(X)+h(Y )−h(X,Y ) = D(f(x, y)∥f(x)f(y))
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8.1.7 微分熵、相对熵、互信息的性质 (关注和离散熵的不同)

1. 相对熵非负 (和离散一样)：D(f∥g) ⩾ 0，当且仅当 f = g 时等号成立.(和离散情
形类似，用 Jensen 不等式证明，Jensen 不等式在连续情形也适用)

2. 互信息非负 (和离散一样)：I(X;Y ) ⩾ 0，当且仅当 X、Y 独立时等号成立.(和离
散情形类似，由相对熵非负可得)

3. 条件使得相对熵减少 (因为互信息非负，和离散一样)：h(X | Y ) ⩽ h(X)，当且仅

当 X、Y 独立时等号成立.

4. 微分熵的链式法则 (和离散一样)：

h (X1, X2, · · · , Xn) =
n∑

i=1

h (Xi | X1, X2, · · · , Xi−1)

5. 微分熵的独立界 (和离散一样)：

h (X1, X2, · · · , Xn) ⩽
n∑

i=1

h(Xi)

6. 互信息的链式法则 (因为是基于熵/微分熵的链式法则，和离散一样)：

I (X1, X2, · · · , Xn;Y ) =
n∑

i=1

I (Xi;Y | Xi−1, · · · , X1)

7. 平移变换不改变微分熵 (和离散一样)：

h(X + c) = h(X)

所以在研究正态分布的微分熵的时候，我们就直接研究零均值情形.

8. 尺度变换对于微分熵的影响 (和离散不同)：

h(aX) = h(X) + log |a|

和

h(AX) = h(X) + log | detA|

这里 A 表示线性变换的矩阵，X 是随机向量. 这一个性质在考试题中也常会出
现！

9. 关于条件微分熵的一些问题 (和离散不同)：
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首先举一个例子

h(2X | X) ̸= 0

按照我们对于条件分布的理解，给定了 X 以后，2X 显然是确定的. 如果是
离散熵的话，确定量的离散熵应该为 0. 但是对于微分熵来说，由于微分熵的取值
和信息度量并不直接关联 (不精确地讲，典型集元素个数可以说明不确定性，即
用来度量信息，按照这个想法，典型集元素个数趋于 0 对应微分熵
h(2X | X) → −∞)，所以无法断定这个条件微分熵为 0. 这是需要特别注意的！

另一类问题是，若 X、Y 独立，则有

h(X + Y | X) = h(Y | X)

这一条性质在加性噪声信道 (输出是输入和随机噪声的线性叠加，例如高斯
信道) 的信道容量计算中常常用到.

10. 协方差矩阵给定的时候，正态分布取得最大熵
记 g 为任意分布，其均值为 0，协方差矩阵给定为 K = E[XX t]，ϕk 表示均

值为 0、协方差矩阵为 K = E[XX t] 的正态分布. 利用相对熵的非负性，有

0 ⩽ D(g∥ϕk)

=

∫
g ln g

ϕk

dx

= −h(g)−
∫

g

(
c− x2

2σ2

)
dx

= −h(g)−
(∫

(g · c)dx− E[X2]

2σ2

)
= −h(g)−

(∫
(ϕk · c)dx− E[X2]

2σ2

)
= −h(g) + h(ϕk)

11. 不同限制下，最大微分熵
功率受限，协方差为平均功率 P 时正态分布取得最大微分熵

均值受限，指数分布取得最大微分熵

取值范围 (定义域) 受限，均匀分布取得最大微分熵
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第 9 章 高斯信道

9.1 主要内容

这一章是这门课程中的重要内容. 这一章主要介绍连续情形的信道编码理论，从考
察角度讲，主要考察高斯信道的信道容量计算、基于对高斯信道信道容量计算方法的

理解求解其他限制下的信道容量、带宽有限的高斯信道的信道容量计算、并联高斯信

道的注水法、高斯彩色噪声信道的信道容量计算、反馈对于高斯信道信道容量的影响.
这一章主要需要掌握

9.1.1 高斯信道

Yi = Xi + Zi, Zi ∼ N (0, N)

模型为

其中对于输入信号的限制为
1

n

n∑
i=1

x2
i ⩽ P

即输入信号平均功率受限.

9.1.2 高斯信道的信道容量

1. 定义：功率限制为 P 的高斯信道的信道容量定义为

C = max
f(x):E[X2]⩽P

I(X;Y )
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2. 计算：
I(X;Y ) = h(Y )− h(Y | X)

= h(Y )− h(X + Z | X)

= h(Y )− h(Z | X)

= h(Y )− h(Z)

= h(Y )− 1

2
log 2πeN

接下来要讨论 h(Y ) 的最大值. 我们前面有说明，对于微分熵来说，只有确定
了限制条件才能求解最大值. 由于高斯信道对于输入平均功率有限制，那么我们
猜测输出的平均功率也有限制. 于是我们验证

E[Y 2] = E[(X + Z)2]

= E[X2] + 2E[X]E[Z] + E[Z2]

⩽ P + 2 · 0 +N

= P +N

进一步可得

V ar[Y ] = E[Y 2]− (E[Y ])2 ⩽ E[Y 2] ⩽ P +N

所以，当输入服从均值为 0，协方差为 P 正态分布时，达到信道容量

C = max
f(x):E[X2]⩽P

I(X;Y ) =
1

2
log
(
1 +

P

N

)
比特/信道使用

高斯信道的信道容量求解过程是需要熟练掌握的. 从直观上看，求解过程和
离散无记忆信道的信道容量求解是类似的. 这里的一些小的不同在于：互信息分
解方式固定；加性噪声信道的条件微分熵处理——变成噪声的微分熵；微分熵的

最大值求解，需要首先根据输入的限制确定输出的限制，再根据给定限制条件确

定何种分布可以使得微分熵达到最大.

9.1.3 带宽有限信道

1. 信道描述：带宽 W 为频带上截止频率和下截止频率之差，信噪比 P/N0W 如果

单位是分贝需要转换，这种定义的计算方式是

10 lg P

N0W
(dB)

所以由 10 倍对数值即可确定 P/N0W 实际大小 (注意分贝单位的计算中对数是
以 10 为底)
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2. 关于信噪比的定义: 在前年考试题目中出现了一个和课件上不同的定义，在课程
群里很多同学和老师反映这个问题，老师的意思是就按照给出的字符表示来处理，

比如那个题目说信噪比 P/N0 等于多少，就不要管“信噪比”三个字，直接把公

式中的相应字符替换掉即可.

3. 计算公式：
C = W log

(
1 +

P

N0W

)
比特/ 秒

当 W → ∞ 时，由
x → 0时 : ln(1 + x) → x

以及换底公式

loga x =
logb x

logb a

可得

C → W · P

N0W
· log2 e =

P

N0

log2 e 比特/ 秒

9.1.4 并联高斯信道

1. 信道模型：

2. 信道描述：
Yi = Xi + Zi, i = 1, 2 · · · , k
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其中

Zi ∼ N (0, Ni)

对于输入的限制为总的平均功率限制

E
k∑

i=1

X2
i ⩽ P

3. 总的信道容量
C = max I (X1, X2, · · · , Xk;Y1, Y2, · · · , Yk)

和高斯信道的信道容量计算类似

I(Xn;Y n) = h(Y n)− h(Y n | Xn)

= h(Y n)− h(Xn + Zn | Xn)

= h(Y n)− h(Zn)

= h(Y n)−
n∑

i=1

h(Zi)

⩽
n∑

i=1

h(Y i)−
n∑

i=1

h(Zi)

⩽
n∑

i=1

1

2
log
(
1 +

Pi

N

)

则可知，当输入服从如下分布时，达到信道容量.

(X1, X2, · · · , Xk) ∼ N

0,


P1 0 · · · 0

0 P2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Pk




现在要解决的问题是功率如何分配. 这是一个优化问题，使用拉格朗日乘子

法 (这一块的详细推导过程我觉得不需要掌握——指的是从现在开始到注水法的
结论之间，即只需要掌握注水法结论即可).
构造函数

J (P1, · · · , Pk) =
∑ 1

2
log
(
1 +

Pi

Ni

)
+ λ

(∑
Pi

)
对 Pi 求导可得

1

2

1

Pi +Ni

+ λ = 0
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解得

Pi = v −Ni

其中 v 为常数. 但是考虑到 Pi 的非负性，所以修正得到

Pi = (v −Ni)
+

其中 v 满足 ∑
(v −Ni)

+ = P

这里的 (x)+ 表示

(x)+ =

{
x, 若x ⩾ 0

0, 若x < 0

基于此分析，我们得到了一种求解并联高斯信道的信道容量的方法——注水

法. 首先求解 v 使得 ∑
(v −Ni) = P

然后基于此计算 Pi

Pi = (v −Ni)

如果计算得到的 Pi 都是非负的，则说明得到了正确结果. 否则，需要另噪声
方差最大的信道对应的功率分配为 0，然后重复上述操作，直到得到的 Pi 都是非

负的.

9.1.5 高斯彩色噪声信道

1. 信道描述：上面提到的并联高斯信道指的是其中的加性噪声是高斯白噪声，即并
联信道中每个信道的噪声是独立的

Zi ∼ N (0, Ni)

而这里要讨论的是高斯彩色噪声信道，即每个信道的噪声不独立，是互相关

的. 数学表述就是，噪声协方差矩阵 KZ 不是对角矩阵.
现在我们给出高斯彩色噪声信道的形式化描述：

Yi = Xi + Zi, i = 1, 2 · · · , k

其中 Zi 之间不独立，Z = (Z1, Z2, . . . , Zk) ∼ N (0, KZ)，KZ 非对角矩阵. 高
斯彩色噪声信道对于输入的功率限制也是总的平均功率限制 (和并联高斯信道一
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样)
1

n

∑
i

E[X2
i ] ⩽ P

在这里为了后面的讨论方便，给出这个限制的一种等价表达

1

n
tr(KX) ⩽ P

2. 总的信道容量
C = max I (X1, X2, · · · , Xk;Y1, Y2, · · · , Yk)

和高斯信道的信道容量求解过程类似. 首先进行互信息分解.

I(Xn;Y n) = h(Y n)− h(Y n | Xn)

= h(Y n)− h(Xn + Zn | Xn)

= h(Y n)− h(Zn)

= h(Y n)− 1

2
log(2πe)n|KZ |

⩽ 1

2
log(2πe)n|KX +KZ | −

1

2
log(2πe)n|KZ |

=
1

2
log |KX +KZ |

|KZ |

和并联高斯信道相比，这里的求解遇到的困难在于：噪声不独立，需要求解

协方差矩阵行列式的极值 (并联高斯信道的互信息也可以这样表达，只不过那里
由于噪声独立，可以把联合熵分解为微分熵的和来处理. 另外注意，分母是一个
常量，由噪声决定，不需要我们考虑；我们只需要求解分子中协方差矩阵行列式

的最大值). 那么我们需要了解如何求解协方差矩阵行列式的最大值. 这里我们需
要用到一个重要的不等式，阿达玛不等式.

|K| ⩽
n∑

i=1

Kii

关于这个不等式的证明，我们在这里详细说明. 因为这种矩阵行列式问题的
证明技巧在这门课程中是通用的，而且是重要的.

技巧：任何非负定的矩阵都可以是某个多元正态分布的协方差矩阵，因此我

们利用多元正态分布的微分熵进行处理.
记 X = (X1, X2, . . . , Xn) ∼ N (0, K)，则有

h(X) =
1

2
log(2πe)n|K|
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考虑到 Xi ∼ N (0, Kii)，有

h(Xi) =
1

2
log 2πeKii

由于微分熵的独立界，可得

h(X) =
1

2
log(2πe)n|K| ⩽

n∑
i=1

h(Xi) =
n∑

i=1

1

2
log 2πeKii =

1

2
log(2πe)n

n∏
i=1

Kii

所以可得

|K| ⩽
n∑

i=1

Kii

有了阿达玛不等式，我们就可以讨论前面我们计算得到的互信息表达式中分

子的协方差矩阵行列式的最大值.
阿达玛不等式告诉我们，对于对角元存在限制的情况下，当矩阵为对角矩阵

时行列式达到最大值. 在并联高斯信道的信道容量讨论中，KZ 是对角矩阵，所以

只需要 KX 是对角矩阵，然后结合限制即可求解最大值. 但是在这里，由于 KZ

不是对角矩阵，所以直接给出让 KX +KZ 是对角矩阵并且行列式取得最大值是

困难的. 所以我们首先对 KZ 进行对角化.

KZ = QΛQT

然后我们讨论

|KX +KZ | = |KX +QΛQT |

= |Q| · |QTKXQ+ Λ| · |QT | (记A = QTKXQ)

= |A+ Λ|

⩽
n∏

i=1

(Aii + λi)

类似并联高斯信道注水法部分的讨论，可得高斯彩色噪声信道达到信道容量

的条件是

Aii = (v − λi)
+

所以，高斯彩色噪声信道的信道容量求解过程可以描述为：首先对噪声协方

差矩阵进行对角化

KZ = QΛQT
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然后基于对角矩阵 Λ 的对角元，按照如下公式进行注水法求解.

Aii = (v − λi)
+

然后由 Aii 得到对角矩阵 A. 根据

A = QTKXQ

即可得到 KX .
作业题目和考试题目中往往是考察并联高斯信道的信道容量求解，即注水法.

对于高斯彩色噪声信道，并没有见到考察题目，但根据我们的分析，其实也并不

复杂，并且其中核心操作也包括注水法. 这里需要用到实对称矩阵对角化的技术，
下一小节我们简要回顾一下.

9.1.6 实对称矩阵对角化——数学基础复习

这里以一道例题说明实对称矩阵的对角化方法.

例：设

A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1


求正交矩阵 T，使得 T−1AT 为对角矩阵.
解：

首先计算矩阵 A 的特征多项式

pA(λ) = det(λI − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −2

−2 λ− 1 −2

−2 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 5)(λ+ 1)2

所以，A 的特征值为 λ1 = 5，λ2 = −1(二重). 接下来求解对应的特征向量.
对于 λ1 = 5，求解

(5I − A)x = 0

解得

x1 = (1, 1, 1)T
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进行单位化 (我们需要利用施密特标准正交化方法将特征向量构成的矩阵正交化)

e1 =
1√
3
(1, 1, 1)T

对于 λ2 = −1，求解

(−I − A)x = 0

解得

x2 = (−1, 1, 0)T,x3 = (−1, 0, 1)T

进行标准正交化得

e2 =
1√
2
(−1, 1, 0)T, e3 =

1√
6
(−1,−1, 2)T

所以可得正交矩阵 T

T = (e1, e2, e3) =


1√
3

− 1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0 2√
6


且有对角化后得到对角元为对应特征值的对角矩阵

T−1AT =


5

−1

−1


这里我们总结求解正交矩阵对实对称矩阵进行对角化的步骤：首先求解特征

多项式并得到特征值；求解每个特征值对应的特征向量；对特征向量进行施密特

标准正交化；把标准正交化后的特征向量排列构成矩阵，即为我们需要的正交矩

阵，而利用这个矩阵进行正交化后得到的是原矩阵对角元构成的对称矩阵.(在线
性代数理论中证明了实对称矩阵一定可以对角化)
特征值和特征向量的求解在上面例题中有所体现，这里再简单回顾一下施密

特正交化的操作过程 (线性代数就是工具，用到了就翻翻看).
设 α1,α2, . . . ,αn 是 n 维欧氏空间的一组基 (这里的正交化方法对于对称矩

阵的特征向量正交化适用). 首先将 α1 归一化 (对应上面例题中对于 λ = 5 对应

的特征向量单位化)，令
e1 =

α1

|α1|
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然后对 α2 进行操作. 为了实现正交，首先在 α2 上减去其在 e1 上的投影

β2 = α2 − (α2, e1) e1

然后将其归一化

e2 =
β2

|β2|

类似地对后面每一个向量进行正交化、归一化，即可得到标准正交化的结果.

βk = αk −
k−1∑
i=1

(αk, ei) ei

ek =
βk

|βk|

9.1.7 带反馈的高斯信道的信道容量

1. 概述：
对于无记忆 (噪声互相独立) 的高斯信道，反馈不增加信道容量；
对于有记忆 (噪声相关) 的高斯信道，反馈会对信道容量产生影响.

2. 有记忆高斯信道的信道容量：
无反馈情况下

Cn = max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log |KX +KZ |

|KZ |

有反馈情况下

Cn,FB = max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log |KX+Z |

|KZ |

无论是否有反馈，信道容量都是可达码率的上界.

3. 反馈对于有记忆高斯信道的信道容量的影响：
引入反馈后信道容量提升，并且受两个约束限制. 分别是

Cn,FB ⩽ Cn +
1

2
比特/传输

和

Cn,FB ⩽ 2Cn

4. 证明上述结论所需要的准备工作：
这里做出详细说明的原因是，这些关于矩阵的等式和不等式的证明都可以用

信息论的方法解决，老师在课堂上也经常强调这种思想和相关技巧. 所以在考察
的时候有可能会用到.

56



明
天
是
个
好
天
气

信息论学习指导 高源

关于为什么会想到用这些结论，实际上是从目标出发的. 我们需要比较引入
反馈前后信道容量，按照我们前面的分析，信道容量的比较可以转化为 |KX+Z |
和 |KX +KZ | 的比较. 第一个结论就是要建立两个协方差矩阵的数量关系；第二
个结论为了第三个结论服务，直接进行行列式的比较，得到其中一个约束条件；

第四个结论则是要结合第一个结论，得到第二个约束条件.

• KX+Z +KX−Z = 2KX + 2KZ

KX+Z = E[(X + Z)(X + Z)T ]

= E[XXT + ZXT +XZT + ZZT ]

= E[XXT ] + E[ZXT ] + E[XZT ] + E[ZZT ]

KX−Z = E[(X − Z)(X − Z)T ]

= E[XXT − ZXT −XZT + ZZT ]

= E[XXT ]− E[ZXT ]− E[XZT ] + E[ZZT ]

所以有

KX+Z +KX−Z = 2
(
E[XXT ] + E[ZZT ]

)
= 2KX + 2KZ

• 对于非负定矩阵 A、B，若 A−B 是非负定的，则有 |A| ⩾ |B|
这种行列式不等式问题的解决技巧是，利用正态分布的微分熵.
记 C = A−B,X1 ∼ N (0, B)，X2 ∼ N (0, C)，则有

Y = X1 +X2 ∼ N (0, A)

要证明 |A| ⩾ |B|，可以转化为证明 h(Y ) ⩾ h(X1)，同时注意一般证明

熵不等式的时候需要用到熵的性质、链式法则等，比如条件使熵减少 (自己
构造条件)、熵的独立界等. 这里我们利用条件使熵减少

h(Y ) =
1

2
log(2πe)n|A|

⩾ h(Y | X2)

= h(X1 | X2)

= h(X1)

=
1

2
log(2πe)n|B|

• |KX+Z | ⩽ 2n |KX +KZ |
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前面我们证明了一个结论

KX+Z +KX−Z = 2KX + 2KZ

记 A = 2(KX +KZ)，B = KX+Z，C = KX−Z .于是，利用上一条结论有

|KX+Z | ⩽ 2n |KX +KZ |

• 对于非负定矩阵 A、B，和 0 ⩽ λ ⩽ 1，有 |λA+ (1− λ)B| ⩾ |A|λ|B|1−λ

这个结论的证明首先需要两个重要的想法. 一个是看到非负定矩阵，想
到可以是某个多元正态分布的协方差矩阵，进而利用微分熵来解决；一个是

看到线性组合 (这里是看到行列式中有协方差矩阵的线性组合——对应随机
变量的线性组合)，可以看成另一个随机变量依概率取这两个随机变量中的
一个，这种情况我们往往要引入示性变量，并且引入的示性变量一般用于构

成条件熵.
记 X ∼ N (0, A)，Y ∼ N (0, B)

θ =

{
1, 概率 : λ

2, 概率 : 1− λ

以及

Z =

{
X, 若θ = 1

Y, 若θ = 2

于是可得

KZ = λA+ (1− λ)B

于是，有

1

2
log(2πe)n|λA+ (1− λ)B| ⩾ h(Z)

⩾ h(Z | θ)

=
∑

p(θ = αi)h(Z | θ = αi)

= p(θ = 1)h(Z | θ = 1) + p(θ = 2)h(Z | θ = 2)

= λh(Z | θ = 1) + (1− λ)h(Z | θ = 2)

= λh(X | θ = 1) + (1− λ)h(Y | θ = 2)

= λh(X) + (1− λ)h(Y )

= λ · 1
2

log(2πe)n|A|+ (1− λ) · 1
2

log(2πe)n|B|

=
1

2
log(2πe)n|A|λ|B|1−λ
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• |KX−Z | ⩾ |KZ |
矩阵行列式不等式，仍然采用信息论方法证明. 按照协方差矩阵构造随

机变量，有

h(Xn − Zn) =
n∑

i=1

h(Xi − Zi | X i−1 − Zi−1)

⩾
n∑

i=1

h(Xi − Zi | X i−1, Z i−1, Xi)

=
n∑

i=1

h(−Zi | X i−1, Z i−1, Xi)

=
n∑

i=1

h(Zi | X i−1, Z i−1, Xi) (由于h(−Z) = h(Z) + log |1| = h(Z))

=
n∑

i=1

h(Zi | Zi−1)

= h(Zn)

5. 结论证明：

• Cn,FB ⩽ Cn +
1
2
比特/传输

Cn,FB = max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log |KX+Z |

|KZ |

⩽ max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log 2n |KX +KZ |

|KZ |

= Cn +
1

2
比特/传输

• Cn,FB ⩽ 2Cn

Cn = max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log |KX +KZ |

|KZ |

= max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log
∣∣1
2
KX+Z + 1

2
KX−Z

∣∣
|KZ |

⩾ max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log |KX+Z |

1
2 |KX−Z |

1
2

|KZ |

⩾ max
1
n

tr(KX)⩽P

1

2n
log |KX+Z |

1
2

|KZ |
1
2

=
1

2
Cn,FB
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第 10 章 率失真理论

10.1 主要内容

这一章是这门课程中的难点所在，按照老师的说法每年都会出一道大题考察率失

真函数的计算，也是失分比较严重的一道题. 这里根据题目练习的经验，我们总结一下
求解率失真函数的完整过程，并指出易错点所在.

这一章主要需要掌握的内容包括

10.1.1 率失真理论

首先说明一下这一章在干啥. 这一章本质上分析的是允许失真情况下的最优信源编
码.

对于离散情形，我们可以做到无失真的编码；对于连续情形，我们知道无论我们用

多少比特都无法精确描述一个连续量，也就是说我们无法做到无失真编码.
从另一个角度看，其实无失真编码也不一定是最好的. 直观上看，如果允许失真，

那么我们可以进行更大程度的数据压缩，即信源编码可以更短，而我们信源编码就是

希望更大程度的压缩从而提高传输效率. 因此，允许失真对于信源编码是有利的. 但是
失真如果过大的话会影响接收方对于信息的恢复，甚至可能使得信息传输无效 (接收方
无法得到正确的信息). 所以说，合适的才是最好的. 我们需要根据失真和压缩率的要
求，给出最合适的信源编码方案. 这一章要研究的就是这个问题.

简言之，这一章研究的率失真函数就是：讨论在不同的允许失真情况下码率的下

界，即传输信息的最小值，也就代表了信源编码的最大数据压缩率.

10.1.2 失真度量

既然我们要量化地研究不同允许失真情况下的码率下界，那么我们首先要对失真

进行量化. 常用的失真量化方式有两种

1. 离散情形：汉明失真 (误差概率失真)

d(x, x̂) =

{
0, x = x̂

1, x ̸= x̂
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并且有

E d(X, X̂) = p(X ̸= X̂)

这类失真一般用于离散分布，如伯努利分布.

2. 连续情形：平方误差失真
d(x, x̂) = (x− x̂)2

这类失真一般用于连续分布，如正态分布.

要注意的是，我们研究问题首先要考虑问题有意义. 所以我们对于失真度量提出的
一个要求是——有界. 即

dmax ≜ max
x∈X ,x̂∈X̂

d(x, x̂) < ∞

具体采用哪种量化方式，一般题目会给出. 注意到实际上采用哪种失真函数作为失
真度量没有固定要求，是人为规定的，是人们结合经验、根据实际问题的特点和我们的

需求来确定的.

10.1.3 率失真码及其失真定义(
2nR, n

)
率失真码包括

1. 编码函数
fn : X →

{
1, 2, · · · , 2nR

}
2. 译码函数

gn :
{
1, 2, · · · , 2nR

}
→ X̂ n

其失真定义为

D = E d (Xn, gn (fn (X
n))) =

∑
xn

p (xn) d (xn, gn (fn (x
n)))

10.1.4 率失真函数

称率失真对 (R,D) 是可达的，若存在一个
(
2nR, n

)
率失真码，使得

lim
n→∞

Ed (Xn, gn (fn (X
n))) ⩽ D

全体可达率失真对 (R,D) 构成了率失真区域. 对于给定的失真 D，率失真区域内

的码率 R 的下确界称为率失真函数.
这个是率失真函数的定义，不过在求解的时候，我们用的不是这个定义，而是信息

率失真函数. 有定理保证，对于独立同分布信源，失真函数有界情况下，率失真函数和
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对应的信息率失真函数相等. 下面我们介绍信息率失真函数.

10.1.5 信息率失真函数

信息率失真函数的定义是

R(I)(D) = min
p(x̂|x):

∑
x,x̂ p(x)p(x̂|x)d(x,x̂)⩽D

I(X; X̂)

这个定义的含义是：在不同信源编码方案下，满足失真限制时为了恢复信源所需

要的最小互信息. 如果对于这个信息率失真函数中为什么是求在不同的条件概率 (转移
概率) 下的最小互信息，请看下一小节.

10.1.6 信息率失真函数和信道容量的比较

信道容量的定义是

C = max
p(x)

I(X;Y )

它表示信道的最大传输能力，反映的是信道本身的特性，应该与信源无关. 但平均
互信息量与信源的特性有关，为排除信源特性对信道容量的影响，在所有的信源中以

那个能够使平均互信息量达到最大的信源为参考，从而使信道容量仅与信道特性有关.
信息率失真函数的定义是

R(I)(D) = min
p(x̂|x):

∑
x,x̂ p(x)p(x̂|x)d(x,x̂)⩽D

I(X; X̂)

信息率失真函数本质上是描述信源的，它与信道无关. 为此在所有信道中以能够使
平均互信息量达到最小的信道为参考，从而使信息率失真函数仅与信源特性有关.

所以，在求信道容量时我们是求不同 p(x) 下的互信息最大值，而信息率失真函数

是不同 p(x̂ | x) 下的互信息最小值.

10.1.7 信息率失真函数求解过程

这一小节先形式化地描述信息率失真函数求解的过程，也是经过练习一些题目后

的总结.

1. 求解 I(X; X̂)min

• 互信息分解：I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

在离散无记忆信道的信道容量求解部分，我们讨论了两种不同的分解方

式. 在这里，分解方式固定，因为我们的信源是已知的，即 H(X) 已知.
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• 引入失真 (这里我们介绍最常用的情形)：
离散情形：

对于二元 (例如：二元伯努利信源) 分布，引入汉明失真的方法是

H(X | X̂) = H(X ⊕ X̂ | X̂) ⩽ H(X ⊕ X̂)

因为有

X ⊕ X̂ = d(x, x̂) =

{
0, x = x̂

1, x ̸= x̂

对于多元 (例如：离散均匀分布信源) 分布，引入汉明失真的方式是利
用费诺不等式

H(X | X̂) ⩽ H (Pe) + Pe log |X − 1|

由于 Pe = p(x ̸= x̂) = Ed(x, x̂) = D，所以在这里应用的形式是

H(X | X̂) ⩽ H (D) +D log |X − 1|

连续情形：引入平方误差失真的方法是

h(X | X̂) = h(X − X̂ | X̂) ⩽ h(X − X̂)

• 求解 H(X | X̂) 的最大值

在引入失真后，实际上我们需要求解的是 H(X ⊕ X̂) 或 h(X − X̂) 的最

大值. 即要求解的是最大离散熵或者给定限制下的最大微分熵.

2. 确定等号成立的条件
实际上要做的就是按照等号成立时的 H(X | X̂)，写出对应的虚拟信道.

3. 求解临界值
这个是易错点，很容易忽略这一问题. 实际上我们知道，我们要求解的率失

真函数是给定失真限制下的可达码率的下确界，而码率是非负值，所以率失真函

数是非负的. 而按照我们上面求解过程得到的函数，当失真 D 足够大时得到的函

数值会变成负数，这是由于前面的分析中没有考虑到——当允许失真大于临界值

时，不需要任何信息传输即可满足要求，即率失真函数应该为 0.
临界值的求解其实比较简单，就令前面求解得到的率失真函数为 0，得到的

D 就是临界的 D.

接下来的三个小节，我们用三个例子分别展示率失真函数求解中最常见的三种引

入失真的方法.
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10.1.8 信息率失真函数求解例子——离散情形 (汉明失真)，利用异或

这一小节，我们分析二元伯努利信源在汉明失真度量下的率失真函数求解，其中

引入失真的方法为异或.
首先我们对互信息进行分解

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

然后引入失真. 对于二元信源，采用汉明失真，引入失真的方法为

H(X | X̂) = H(X ⊕ X̂ | X̂) ⩽ H(X ⊕ X̂)

接着求解条件熵的最大值即可得互信息最小值.

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

= H(p)−H(X ⊕ X̂ | X̂)

⩾ H(p)−H(X ⊕ X̂)

⩾ H(p)−H(D)

这里 H(X ⊕ X̂) ⩽ H(D) 是由于伯努利分布的熵的单调性得到的. 由于

0 ⩽ p(X ⊕ X̂ = 1) = E[d(x, x̂)] ⩽ D < min{p, 1− p} ⩽ 1

2

以及伯努利分布 (参数为 p) 的熵在 0 ⩽ p ⩽ 1
2
时随着 p 单调递增，所以有

H(X ⊕ X̂) ⩽ H(D)

这样我们完成了第一步. 接着我们确定等号成立的条件. 由前面分析可知，等号成
立即

H(X ⊕ X̂) = H(D)

即 p(X ̸= X̂) = D. 所以可得虚拟信道

最后一步是确定临界值. 这一步比较简单 (但是容易忽略)，直接令前面求解的率失
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真函数为 0，得到对应的 D. 令

H(p)−H(D) = 0

得

D = min{p, 1− p}

综上所述，我们得到了伯努利信源在汉明失真度量下的率失真函数

R(D) =

{
H(p)−H(D), 0 ⩽ D ⩽ min{p, 1− p},
0, D > min{p, 1− p}.

10.1.9 信息率失真函数求解例子——离散情形 (汉明失真)，利用费诺
不等式

这一小节，我们讨论离散均匀分布信源在汉明失真下的率失真函数求解，引入失

真的方法为费诺不等式.
考虑在集合 {1, 2, . . . ,m} 上均匀分布的信源 X. 若失真度量为汉明失真，即

d(x, x̂) =

{
0, 如果x = x̂

1, 如果x ̸= x̂

求信源的率失真函数.
解：

首先我们对互信息进行分解

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

然后引入失真. 对于二元信源，采用汉明失真，引入失真的方法为费诺不等式

H (Pe) + Pe log(|X | − 1) ⩾ H(X | X̂)

由题意知，Pe = p(x ̸= x̂) = Ed(x, x̂) = D. 由费诺不等式有

H(X | X̂) ⩽ H(D) +D log(m− 1)

接着求解条件熵的最大值即可得互信息最小值.

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

⩾ logm−H(D)−D log(m− 1)
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下面分析等号成立条件. 根据费诺不等式的等号成立条件可知

p(x̂ | x) =

{
1−D, 如果x̂ = x
D

m−1
, 如果x̂ ̸= x

最后一步是确定临界值. 这一步比较简单 (但是容易忽略)，直接令前面求解的率失
真函数为 0，得到对应的 D. 令率失真函数为 0，可得 D = 1− 1/m. 综上所述，率失真
函数为

R(D) =

{
logm−H(D)−D log(m− 1), 0 ⩽ D ⩽ 1− 1

m
,

0, D > 1− 1
m
.

这里我们简要总结一下. 对于离散情形，一般会引入汉明失真 (但是注意，失真函
数的选择是任意的，取决于实际需要，所以题目可能给出各种形式的失真函数，实际解

题需要关注失真函数具体是什么. 不过从老师讲的内容和教材上看，离散情形常用汉明
失真). 如果信源是二元的，则可以用异或来引入失真；如果信源是多元的，则可以用费
诺不等式引入失真.

10.1.10 信息率失真函数求解例子——连续情形 (平方误差失真)

这一小节我们选取的例子是，求解高斯信源 N (0, σ2) 在平方误差失真度量下的率

失真函数.
首先我们对互信息进行分解

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

然后引入失真. 对于平方误差失真，引入失真的方法为

h(X | X̂) = h(X − X̂ | X̂) ⩽ h(X − X̂)

接着求解条件熵的最大值即可得互信息最小值.

I(X; X̂) = h(X)− h(X | X̂)

=
1

2
log 2πeσ2 − h(X − X̂ | X̂)

⩾ 1

2
log 2πeσ2 − h(X − X̂)

⩾ 1

2
log 2πeσ2 − h(N (0, E[(X − X̂)2]))

⩾ 1

2
log σ2

D

这样我们完成了第一步. 接着我们确定等号成立的条件. 由前面分析可知，等号成
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立即

h(X − X̂) = h(N (0, E[(X − X̂)2])) =
1

2
log 2πeD

即虚拟信道为高斯信道，加性噪声 Z ∼ N (0, D).

最后一步是确定临界值. 这一步比较简单 (但是容易忽略)，直接令前面求解的率失
真函数为 0，得到对应的 D. 令

1

2
log σ2

D
= 0

得

D = σ2

综上所述，我们得到了高斯信源在平方误差失真度量下的率失真函数

R(D) =

{
1
2

log σ2

D
, 0 ⩽ D ⩽ σ2,

0, D > σ2.

10.1.11 并联高斯信源的率失真函数——反注水法

并联高斯信源的率失真函数求解是这一部分的另一个重点，在考试题目中经常出

现，需要熟练掌握.
考虑有 m 个独立的高斯信源 Xi ∼ N (0, σ2

i )，取失真度量

d
(
Xm, X̂m

)
=

m∑
i=1

(xi − x̂i)
2

并定义率失真函数

R(D) = min
f(x̂m|xm):Ed(Xm,X̂m)⩽D

I
(
Xm; X̂m

)
类似前面的求解过程，首先对互信息进行分解. 这里利用条件使熵减少，将其转化
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为若干高斯高斯信源互信息的叠加，进而利用高斯信源率失真函数的求解得到结果.

I
(
Xm; X̂m

)
= h (Xm)− h

(
Xm | X̂m

)
=

m∑
i=1

h (Xi)−
m∑
i=1

h
(
Xi | X i−1, X̂m

)
⩾

m∑
i=1

h (Xi)−
m∑
i=1

h
(
Xi | X̂i

)
=

m∑
i=1

I
(
Xi; X̂i

)
⩾

m∑
i=1

R (Di)

=
m∑
i=1

(
1

2
log σ2

i

Di

)+

和并联高斯信道的信道容量求解类似，这里也需要求解优化问题. 利用拉格朗日乘
子法，可得

R(D) =

{ ∑m
i=1

1
2

log σ2
i

Di
, 0 ⩽ D ⩽

∑n
i=1 σ

2
i ,

0, D >
∑n

i=1 σ
2
i .

其中

Di =

{
λ, 如果λ < σ2

i

σ2
i , 如果λ ⩾ σ2

i

λ 的选取使得
n∑

i=1

Di = D

这里我们其实已经完成了率失真函数求解的三步. 其中互信息最小值求解和临界值
求解已经显式给出，至于等号成立条件，则是和高斯信源一样，对于独立高斯信源中的

每一个 Xi ∼ N (0, σ2
i )，其虚拟信道为高斯信道，加性噪声 ZiN (0, Di).

这种方法也叫做反注水法. 如图形象地描述了这个过程.
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我们总结一下求解并联高斯信源的率失真函数的反注水法的操作过程.

1. 对所有高斯信源的方差由小到大排序，记为 σ′2
i (i = 1, 2, . . . , n)

2. D 的第一个区间上界 Dm1 = σ′2
1 · n. 当 0 < D ⩽ Dm1 时，失真分配方案为平均分

配，即 Di = D/n

3. D 的第二个区间上界 Dm2 = σ′2
i + σ′2

2 · (n− 1). 当 Dm1 < D ⩽ Dm2 时，失真分配

方案为：方差最小的信源分配失真为其方差，然后其他信源平均分配失真. 记方
差为 σ′2

1 的信源编号为 j，则失真分配为 Dj1 = σ′2
1，对于 k ̸= j 有

Dk = (D − σ′2
1 )/(n− 1)

4. 按照上述操作，逐步确定每个区间 (Dm(i−1), Dmi]. 并基于此，分配失真. 分配方
案是：对于方差最小的前 (i− 1) 个信源分配失真和其方差相同 Dji = σ′2

i ；然后

对于其余方差较大的信源，平均分配剩余的失真

5. 当分配方案使得所有信源都分配了和其自身方差相等的失真，即 D =
∑n

i=1 σ
2
i

时，率失真函数变成 0. 并且再增加失真，率失真函数不变，始终保持
0(D =

∑n
i=1 σ

2
i 即是临界值)

10.1.12 对失真函数进行线性变换对于率失真函数的影响

这一小节我们介绍一个重要的结论——失真函数进行线性变换后对应的率失真函

数.

1. d̃(x, x̂) = d(x, x̂) + a，其中 a > 0

R̃(D) = min
p(x̂|x):E(d̃(x,x̂))⩽D

I(X; X̂)

= min
p(x̂|x):E(d(x,x̂))+a⩽D

I(X; X̂)

= min
p(x̂|x):E(d(x,x̂))⩽D−a

I(X; X̂)

= R(D − a)

2. d∗(x, x̂) = bd(x, x̂)，其中 b > 0

R∗(D) = min
p(x̂|x):E(d∗(x,x̂))⩽D

I(X; X̂)

= min
p(x̂|x):E(bd(x,x̂))⩽D

I(X; X̂)

= min
p(x̂|x):E(d(x,x̂))⩽D

b

I(X; X̂)

= R

(
D

b

)
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这里介绍的结论建议记住. 这个源自于一道作业题目，并且老师说过曾经有一道考
试题直接考察这一结论的应用. 不妨举一个例子 (作业题目的最后一问，考试时候没有
给这两个结论的提示直接考察).

对于高斯信源 X ∼ N (0, σ2)，失真函数为 d(x, x̂) = 5(x− x̂)2 + 3，求解率失真函

数.
解：

首先求得高斯信源在平方误差失真下的率失真函数

R0(D) =

{
1
2

log σ2

D
, 0 ⩽ D ⩽ σ2,

0, D > σ2.

利用上面的结论可知，在此失真度量情况下的率失真函数和平方误差失真下的率

失真函数关系为

R(D) = R0

(
D − 3

5

)
于是有

R(D) =

{
1
2

log 5σ2

D−3
, 3 ⩽ D ⩽ 5σ2 + 3,

0, D > 5σ2 + 3.

在前面部分我们讨论了伯努利信源在汉明失真下的率失真函数、高斯信源在平方

误差失真下的率失真函数等，我们讨论了给定的失真函数如何引入互信息最小值的求

解. 而实际考试题目中，可能给出一个不同的失真函数. 这时，我们有两种方案：

1. 转化：将问题转化为熟悉的失真函数下率失真函数求解的问题. 对于给出的失真
函数是我们熟悉的失真函数的线性变换场景时，可以直接应用上面的结论进行转

化.

2. 借鉴：根据给定的失真函数分析如何将其引入互信息最小值的求解，并按照本章
中总结的率失真函数求解流程，模仿给出的两个例子的求解过程，完成率失真函

数求解.
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末章 信息论和信息安全

11.1 主要内容

这一章主要需要掌握的内容包括

11.1.1 Equivocation

Equivocation 代表收到密文后对明文或密钥还存在的不确定度，和序列长度有关，
包括 H(M | E) 和 H(K | E). 这里我们主要需要掌握 Equivocation 的性质.

1. H(M | E) ⩽ H(K | E)

H(M | E) ⩽ H(M | E) +H(K | M,E)

= H(K,M | E)

= H(K | E) +H(M | K,E)

= H(K | E)

2. H(K | E) = H(M) +H(K)−H(E)

H(K | E) = H(K,E)−H(E)

= H(K,E) +H(M | K,E)−H(E)

= H(M,K,E)−H(E)

= H(M,K) +H(E | M,K)−H(E)

= H(M) +H(K)−H(E)

11.1.2 冗余度

冗余度的定义为

DN = logG−H(M)

其中 G 为所有可能的 N 长序列明文个数.
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平均冗余度的定义为

D =
DN

N

一个结论：N 长序列密文所提供的关于密钥的信息量小于冗余度.

H(K | E) = H(K) +H(M)−H(E)

⩾ H(K) +H(M)− logG

= H(K)− (logG−H(M))

= H(K)−DN

所以有

H(K)−H(K | E) = I(K;E) ⩽ DN

11.1.3 唯一解距离

唯一解距离的定义为：将密钥惟一确定所平均需要的密文长度，即使得

H(K | E) = 0 的 N .

0 = H(K | E)

= H(K) +H(M)−H(E)

= H(K) +N logG−ND −N logG

= H(K)−ND

所以可得

N =
H(K)

D

11.1.4 完善保密性

完善保密性的充要条件为以下条件之一 (彼此等价)

1. I(M ;E) = 0

即明文密文独立，从密文中不能获取任何明文的信息. 又我们知道
H(M | E) ⩽ H(K | E)，所以有 I(K;E) = 0，即从密文中不能获取任何密钥的信

息.

2. H(M | E) = H(M)

直接用互信息的展开式，可以得到这个结论和第一条结论等价.

3. I(K;E) = H(E)−H(M | E)
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由前面得到的结论

H(K | E) = H(M) +H(K)−H(E)

可得

I(K;E) = H(E)−H(M)

又

I(K;E) = H(E)−H(M | E)

所以有

I(M ;E) = H(M)−H(M | E) = 0

关于完善保密性的必要条件 H(K) ⩾ H(E)，证明过程如下.

H(K) = H(K | M)

= H(E | M,K) +H(K | M)

= H(E,K | M)

= H(E | M) +H(K | E,M)

⩾ H(E | M)

= H(E)
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信息论期末模拟试卷

1.(每题 4 分，共 8 分) 选择题 (多选题)
(a) 设 X,Y, Z 为离散随机变量，U, V 为连续随机变量，则以下等式或不等式正确

的是 ( )
(A)H(g(X)) ⩽ H(X)

(B)若X,Y独立，则有H(XY ) = H(X) +H(Y )

(C)h(U) ⩾ I(U ;V )

(D)I(X;Y |Z) ⩽ I(X;Y )

(b) 以下 D 元字母表上的码字长度符合即时码要求的是 ( )

(A)D = 2, li = 2, 3, 3, 4, 4, 4, · · · ,
i−1︷ ︸︸ ︷

i, i · · · , i, · · ·

(B)D = 2, li = 1, 3, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 6

(C)D = 3, li = 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 7, 8, 8, 8, 9, 9, 9, 9, 9

(D)D = 4, li = 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4

2.(每题 4 分，共 8 分) 判断题 (若判断为对，简要说明或证明；若判断为错，简要说明
或举出反例)

(a) 假设随机变量 X，Y 和 Z,W 构成如下的马尔科夫链

X → Y → (Z,W ), 即p(x, y, z, w) = p(x)p(y | x)p(z, w | y)

则有

I(X;Z) + I(X;W ) ⩽ I(X;Y ) + I(Z;W )

(b) 给定一个概率分布 (p1, p2, . . . , pn) 和一个整数 m(0 ⩽ m ⩽ n). 定义

qm = 1−
m∑
i=1

pi，则有

H (p1, p2, . . . , pn) ⩽ H (p1, p2, . . . , pm, qm) + qm log(n−m)
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3.(每题 4 分，共 16 分) 填空题
(a) 有三个二元离散随机变量 X,Y, Z，若要使得 I(X;Y ) = 1 bit ，

I(X;Y | Z) = 0 bit，则 X,Y, Z 的联合概率分布为 .
(b) 给定连续随机变量 X、Y，服从分布 N (µx, µy, σ

2
x, σ

2
y, 0) . 设 U = X + Y，

V = X − Y，则互信息 I(U ;V ) = .
(c) 考虑随机变量 X，取 6 个值 {A,B,C,D,E, F} ，其概率依次为 0.5，0.25 ，

0.1，0.05，0.05 和 0.05. 构造该随机变量的四元哈夫曼码 (字母表由 4 个元素构成，例
如 a, b, c, d). 其期望长度为 .

(d) 设一有线电话信道，带宽限制在 200 ∼ 3600Hz，信噪比为
P

N0

= 1000，则该
信道的信道容量为 .

4.(10 分) 随机变量 X,Y 的取值分别为 x1, x2, . . . , xm 和 y1, y2, . . . , yn. 设 Z = X + Y .
(1) 如果 X、Y 独立，证明 H(Y ) ⩽ H(Z) 和 H(X) ⩽ H(Z).
(2) 请给出一个例子，使得 H(X) > H(Z) 且 H(Y ) > H(Z).
(3) 说明在什么条件下，熵的和等于和的熵，即 H(Z) = H(X) +H(Y ).
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5.(8 分) 一只小鸟在 3× 3× 3 的立方体迷宫中迷失了. 这只鸟在相互邻接的房间之间，
从这个房间穿过墙飞到那个房间的概率是相同的. 例如，角落边的房间有 3 个出口. 求
此随机过程的熵率.

6.(10 分) 考虑哈夫曼编码问题. 假定消息的概率分布以递减的顺序给出
p1 > p2 > · · · > pm.

(a) 证明：对任意的二元哈夫曼码，如果最可能出现的消息字符的概率 p1 > 2/5，

则该字符分配的码字长度必为 1.
(b) 对任意的二元哈夫曼码，如果最可能出现的消息字符的概率 p1 < 1/3，则该字

符分配的码字长度必超过 1.
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7.（12 分）考虑串联信道和并联信道的信道容量.
(a) 考虑 n 个完全相同的独立二元对称信道串联，如图所示.

其中每个信道的原始误差概率为 p，证明该串联信道等价于一个二元对称信道，具

有误差概率

p∗ =
1

2
(1− (1− 2p)n)

(b) 已知信道的转移概率矩阵为

P =


P1 0 · · · 0

0 P2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 PN


其中 P1, P2, . . . , PN 是 N 个离散信道的信道矩阵. 令 C1, C2, . . . , CN 表示 N 个离

散信道的容量. 求该信道的容量.
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8.(6 分) 分别计算以下分布的微分熵
(a) 拉普拉斯分布 f(x) =

1

2
λe−λ|x|

(b)Y = X1 +X2，其中 (X1, X2) ∼ N (a, b, σ2
1, σ

2
2, ρ).

9.(8 分) 考虑并联高斯信道

其中 Z1 ∼ N (0, N1) 和 Z2 ∼ N (0, N2) 为独立的高斯噪声. 选取固定的 β1 和 β2，

满足 β1N1 > β2N2. 信道的功率分配约束为 β1P1 + β2P2 ⩽ β.
(a)β 取何值时信道停止单信道角色而开始起到双信道的作用?
(b)β1 = 1, β2 = 2, N1 = 3, N2 = 2, β = 10. 求解信道容量.
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10.(8 分) 一个三维独立并联高斯信源 (X1, X2, X3)，其中 X1，X2，X3 均值都为零，方

差分别是 2、8 和 4. 采用平方误差失真度量，D =
3∑

i=1

Di =
3∑

i=1

(xi − x̂i)
2，求该信源的

信息率失真函数 R(D) .

11.(6 分) 考虑在集合 {1, 2, . . . ,m} 上均匀分布的信源 X. 若失真度量为汉明失真，即

d(x, x̂) =

{
0, 如果x = x̂

1, 如果x ̸= x̂

求信源的率失真函数.
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信息论期末模拟试卷解析

1.(每题 4 分，共 8 分) 选择题 (多选题)
(a) 设 X,Y, Z 为离散随机变量，U, V 为连续随机变量，则以下等式或不等式正确

的是 (AB)
(A)H(g(X)) ⩽ H(X)

(B)若X,Y独立，则有H(XY ) = H(X) +H(Y )

(C)h(U) ⩾ I(U ;V )

(D)I(X;Y |Z) ⩽ I(X;Y )

解析：

(A) 正确. 为了比较二者的关系，我们首先要在二者之间建立联系，即考察二者的联合
熵 H(X, g(X)). 我们对联合熵 H(X, g(X)) 尝试两种不同方式的分解，进而可以建立

H(X) 和 H(g(X)) 的联系.
第一种分解

H(X, g(X))
(a)
= H(X) +H(g(X) | X)

(b)
= H(X)

第二种分解

H(X, g(X))
(c)
= H(g(X)) +H(X | g(X))

⩾ H(g(X))

其中

(a) 由熵的链式法则可知.

(b) 由于给定了 X = x 后，g(X) = g(x) 为定值，所以条件熵为 0.

(c) 由熵的链式法则可知.

(d) 由于条件熵非负. 等号成立条件为：g(x) 为可逆映射.

由上述讨论可知

H(g(X)) ⩽ H(X)

可得结论正确.
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(B) 正确. 设两个统计独立的信源 X 和 Y 的信源空间分别为

[X · P ] :

{
X : a1 a2 · · · ar

P (X) : p1 p2 · · · pr

其中 0 ⩽ pi ⩽ 1(i = 1, 2, . . . , r)，
r∑

i=1

pi = 1.

[Y · P ] :

{
Y : b1 b2 · · · bs

P (Y ) : q1 q2 · · · qs

其中 0 ⩽ qj ⩽ 1(j = 1, 2, . . . , s)，
s∑

i=1

qj = 1.

若信源 X 和 Y 同时发出各自的符号，则构成联合信源 (XY )，其符号表为

(XY ) : {(aibj) (i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . , s)}

概率分布为

p (aibj) = p (ai) p (bj) = piqj (i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . , s)

满足
r∑

i=1

s∑
j=1

p (aibj) =
r∑

i=1

s∑
j=1

p (ai) p (bj) =
r∑

i=1

s∑
j=1

piqj = 1
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所以有

H(XY ) = −
r∑

i=1

s∑
j=1

p (aibj) log p (aibj)

= −
r∑

i=1

s∑
j=1

piqj log piqj

= −
r∑

i=1

s∑
j=1

piqj log pi −
r∑

i=1

s∑
j=1

piqj log qj

=
s∑

j=1

qj

{
−

r∑
i=1

pi log pi

}
+

r∑
i=1

pi

{
−

s∑
j=1

qj log qj

}

=
s∑

j=1

qjH (p1, p2, . . . , pr) +
r∑

i=1

piH (q1, q2, . . . , qs)

=
s∑

j=1

qjH(X) +
r∑

i=1

piH(Y )

= H(X) +H(Y )

所以命题成立. 实际上，这个命题叫做熵函数可加性定理. 熵函数的可加性表明, 由
两个相互统计独立的离散信源 X 和 Y 构成的联合信源 (XY ) 的熵，等于信源 X 和 Y

各自熵之和. 联合信源 (XY ) 每发一个消息所能提供的平均信息量, 等于信源 X 和 Y

各自发一个符号提供的平均信息量之和 (当 X 和 Y 不统计独立, 相互间存在统计依赖
关系时, 熵函数的可加性同样成立). 熵函数的可加性的数学意义是：两个熵函数之和仍
然是一个熵函数.
(C) 错误. 反例：U 为 [0,

1

2
] 上的均匀分布，h(U) = log 1

2
= −1 比特，对于 V 服从任意

分布，都有 I(U ;V ) ⩾ 0. 所以命题错误.
(D) 错误.” 条件使得互信息减少” 这一结论是有成立条件的，要求 X → Y → Z 构成马

尔可夫链. 若对于一般的情形，存在 X,Y, Z 使得 I(X;Y |Z) ⩾ I(X;Y ).
考虑 X,Y 独立情况下，I(X;Y ) = 0. 记 Z = X + Y，有

I(X;Y | Z) = H(X | Z)−H(X | Y, Z) = H(X | Z) ⩾ 0

若 Y 不是常量，则可以进一步得 I(X;Y | Z) > I(X;Y ) = 0.
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(b) 以下 D 元字母表上的码字长度符合即时码要求的是 (ACD)

(A)D = 2, li = 2, 3, 3, 4, 4, 4, · · · ,
i−1︷ ︸︸ ︷

i, i · · · , i, · · ·

(B)D = 2, li = 1, 3, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 6

(C)D = 3, li = 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 7, 8, 8, 8, 9, 9, 9, 9, 9

(D)D = 4, li = 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4

解析：

(A) 记 S =
n∑

k=2

2−k(k − 1)，乘以 1/2 后错位相减可得

S − 1

2
S =

n∑
k=2

2−k − n− 1

2n+1

即

S = 1− n+ 1

2n
⩽ 1

所以符合即时码要求. (B)

2−1 + 2−3 × 3 + 2−4 + 2−5 + 2−6 × 3 > 2−1 + 2−3 × 3 + 2−4 + 2−4 = 2−1 + 2−3 × 4 = 1

(C)

3−1 + 3−2 × 2 + 3−3 × 3 + ... < 3−1 + 3−2 × 2 + 3−3 × 3+ < 3−4 × 27 = 1

(D)
4−1 × 3 + 4−2 × 2 + 4−3 × 3 + 4−4 < 4−1 × 3 + 4−2 × 3 + 4−3 × 4 = 1

2.(每题 4 分，共 8 分) 判断题 (若判断为对，简要说明或证明；若判断为错，简要说明
或举出反例)

(a) 假设随机变量 X，Y 和 Z,W 构成如下的马尔科夫链

X → Y → (Z,W ), 即p(x, y, z, w) = p(x)p(y | x)p(z, w | y)

则有

I(X;Z) + I(X;W ) ⩽ I(X;Y ) + I(Z;W )

(b) 给定一个概率分布 (p1, p2, . . . , pn) 和一个整数 m(0 ⩽ m ⩽ n). 定义
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qm = 1−
m∑
i=1

pi，则有

H (p1, p2, . . . , pn) ⩽ H (p1, p2, . . . , pm, qm) + qm log(n−m)

(a) 对.
证明：

由数据处理不等式知

I(X;Y ) ⩾ I(X; (Z,W ))

于是有

I(X : Y ) + I(Z;W )− I(X;Z)− I(X;W )

⩾ I(X : Z,W ) + I(Z;W )− I(X;Z)− I(X;W )

= H(Z,W ) +H(X)−H(X,W,Z) +H(W ) +H(Z)−H(W,Z)

= −H(X,W,Z) +H(X,Z) +H(X,W )−H(X)

= H(W | X)−H(W | X,Z)

= I(W ;Z | X)

⩾ 0

(b) 对.
证明：

要证明

H (p1, p2, . . . , pn) ⩽ H (p1, p2, . . . , pm, qm) + qm log(n−m)

即证明

−
n∑

i=1

pi log pi ⩽ −
m∑
i=1

pi log pi + qm log qm + qm log(n−m)

即只需证明

−
n∑

i=m+1

pi log pi ⩽ qm log qm + qm log(n−m)

构造概率分布

(r1, r2, . . . , rn−m) =

(
pm+1

qm
, . . . ,

pn
qm

)
由熵的极值性可知，当 r1 = r2 = · · · = rn−m 时，有

H (r1, r2, . . . , rn−m) ⩽ log |n−m|
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即

−
n∑

i=m+1

pi
qm

log pi
qm

⩽ log |n−m|

即

−
n∑

i=m+1

pi log pi +
n∑

i=m+1

log qm ⩽ qm log |n−m|

即

−
n∑

i=m+1

pi log pi ⩽ qm log qm + qm log(n−m)

所以命题得证，即

H (p1, p2, . . . , pn) ⩽ H (p1, p2, . . . , pm, qm) + qm log(n−m)

其中等号成立条件为

pm+1 = pm+2 = . . . = pn

3.(每题 4 分，共 16 分) 填空题
(a) 有三个二元离散随机变量 X,Y, Z，若要使得 I(X;Y ) = 1 bit ，

I(X;Y | Z) = 0 bit，则 X,Y, Z 的联合概率分布为 .
(b) 给定连续随机变量 X、Y，服从分布 N (µx, µy, σ

2
x, σ

2
y, 0) . 设 U = X + Y，

V = X − Y，则互信息 I(U ;V ) = .
(c) 考虑随机变量 X，取 6 个值 {A,B,C,D,E, F} ，其概率依次为 0.5，0.25 ，

0.1，0.05，0.05 和 0.05. 构造该随机变量的四元哈夫曼码 (字母表由 4 个元素构成，例
如 a, b, c, d). 其期望长度为 .

(d) 设一有线电话信道，带宽限制在 200 ∼ 3600Hz，信噪比为
P

N0

= 1000，则该
信道的信道容量为

答案：(a)p(X = i, Y = j, Z = k) = p(X = 1− i, Y = 1− j, Z = 1− k) =
1

2
.

(b)log
σ2
x + σ2

y

σxσy

− 1.(c)1.15 四进制信息单位.(d)381 比特/秒.

解析：

(a) 由于
I(X;Y ) = H(X)−H(X | Y ) ≤ H(X) ≤ log |X | = 1比特

所以可知，等号取到，则有

H(X) = 1比特 H(X | Y ) = 0

即 X 为均匀分布 (p(X = 0) = p(X = 1) = 1
2
)，且给定 Y 时 X 确定，对于二元分
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布即 Y = X 或者 Y = −X. 第二个互信息等式，有互信息为 0 的意义可知，给定 Z 的

时候 X,Y 独立. 但是我们由第一个等式分析得到，二者给定一个另一个就唯一确定，
那么独立只可能是一种情形，即给定 Z 的时候，X,Y 都为确定量

(p(x, y | z) = p(x | z)p(y | z) = 1).
综上所述，可得满足题意的概率分布为

p(X = i, Y = j, Z = k) = p(X = 1− i, Y = 1− j, Z = 1− k) =
1

2

(b) 首先根据联合概率密度函数可以分析得到 X ∼ N (mx, σ
2
x)，Y ∼ N (my, σ

2
y)，X,Y

独立. 则可知 U = X + Y ∼ N (mx +my, σ
2
x + σ2

y)，V = X − Y ∼ N (mx −my, σ
2
x + σ2

y).
特别要注意的是，正态分布的差的分布中，均值为二者均值之差，方差为二者之和.
于是可得

h(U) = h(V ) =
1

2

[
log 2πe(σ2

x + σ2
y)
]
比特

利用互信息的分解式

I(U ;V ) = h(U) + h(V )− h(U, V ) =
[
log 2πe(σ2

x + σ2
y)
]
− h(U, V )

这时我们需要用到线性变换对于微分熵的影响这一性质. 我们在前面有介绍过

h(AX) = h(X) + log |A|

对于本题，有 (
U

V

)
=

(
1 1

1 −1

)(
X

Y

)
其中

A =

(
1 1

1 −1

)
其行列式为 |A| = 2. 进而可得

h(U, V ) = h(X,Y )+ log 2 = h(X)+h(Y )+1 =
1

2

[
log 2πe(σ2

x)
]
+
1

2

[
log 2πe(σ2

y)
]
+1比特

所以可得，互信息为

I(U ;V ) = h(U) + h(V )− h(U, V )

=
[
log 2πe(σ2

x + σ2
y)
]
−
[
1

2

[
log 2πe(σ2

x)
]
+

1

2

[
log 2πe(σ2

y)
]
+ 1

]
= log

σ2
x + σ2

y

σxσy

− 1 比特
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(c) 四元哈夫曼编码，首先检查是否需要添加零概率项.

|X | = 6 = 1 + k(4− 1)

解得 1 < k = 5/3 < 2. 即无整数解 k. 所以需要添加零概率项. 零概率项个数为

2× (4− 1) + 1− 6 = 1

加入 1 个零概率项 G 后构造四元哈夫曼码树进行编码.

码字 概率

a A 0.5 0.5 1.0

b B 0.25 0.25

d C 0.1 0.15

ca D 0.05 0.1

cb E 0.05

cc F 0.05

cd G 0.0

期望码长为

1× (0.5 + 0.25 + 0.1) + 2× (0.05 + 0.05 + 0.05) = 1.15 四进制信息单位

(d) 有限带宽信道容量计算公式

C = W log
(
1 +

P

N0W

)
比特/ 秒

由题意知，W = 3600− 200 = 3400Hz，P/N0 = 1000. 代入可得

C = 3400 log
(
1 +

1000

3400

)
= 381 比特/ 秒

4.(10 分) 随机变量 X,Y 的取值分别为 x1, x2, . . . , xm 和 y1, y2, . . . , yn. 设 Z = X + Y .
(1) 如果 X、Y 独立，证明 H(Y ) ⩽ H(Z) 和 H(X) ⩽ H(Z).
(2) 请给出一个例子，使得 H(X) > H(Z) 且 H(Y ) > H(Z).
(3) 说明在什么条件下，熵的和等于和的熵，即 H(Z) = H(X) +H(Y ).

解析：

(1) 这两条结论是对称的，只需要讨论其中一个. 我们不妨讨论第一条结论. 为了证
明这条结论，我们要考虑如何将 H(Z) = H(X + Y ) 和 H(Y ) 建立联系. 根据题目中给
的条件，由 X,Y 独立，有 H(Y ) = H(Y | X). 这样，利用这一条件，待证明的结论可
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以等价写作 H(Y | X) ⩽ H(Z). 由随机变量熵的性质，我们考虑使用“条件使得熵减
少”来完成不等式的放缩. 由此出发，我们考虑证明 H(Y | X) = H(Z | X).

由 Z = X + Y 知，p(Z = z | X = x) = p(Y = z − x | X = x). 进而，

H(Z | X) =
∑

p(x)H(Z | X = x)

= −
∑
x

p(x)
∑
z

p(Z = z | X = x) log p(Z = z | X = x)

=
∑
x

p(x)
∑
y

p(Y = z − x | X = x) log p(Y = z − x | X = x)

=
∑

p(x)H(Y | X = x)

= H(Y | X).

这样，我们可得

H(Y ) = H(Y | X) = H(Z | X) ⩽ H(Z)

另一条对称的结论同理可得.
(2) 这种举例子的问题，一种常用的策略是让 Z = X + Y 为常量，这样由熵的非

负性即可得到要满足的条件. 具体地，例如

X = −Y =

{
1, p = 1/2

0, p = 1/2

H(X) = H(Y ) = 1 比特，而 H(Z) = H(X + Y ) = 0 比特.
(3) 由熵的性质可知

H(X,Y ) = H(X,X + Y ) = H(X + Y ) +H(X | X + Y ) ⩾ H(X + Y )

和

H(X,Y ) = H(X) +H(Y | X) ⩽ H(X) +H(Y )

这样，我们通过 H(X,Y ) 建立了 H(X + Y ) 和 H(X) +H(Y ) 之间的联系

H(Z) ⩽ H(X,Y ) ⩽ H(X) +H(Y )

我们考察两个不等式的取等条件，即可得到本题的答案. 对于第一个不等式，等号
成立条件是 H(X | X + Y ) = 0，即给定了 X + Y 的取值后 X 为定值，也就是 Y 为常

量. 对于第二个不等式，等号成立条件是 H(Y | X) = H(Y )，即 X、Y 独立. 结合两个
条件可得，H(Z) = H(X) +H(Y ) 的成立条件为：X、Y 中至少一个为常量.
5.(8 分) 一只小鸟在 3× 3× 3 的立方体迷宫中迷失了. 这只鸟在相互邻接的房间之间，
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从这个房间穿过墙飞到那个房间的概率是相同的. 例如，角落边的房间有 3 个出口. 求
此随机过程的熵率.
解析：

加权图上的随机移动问题. 首先建立模型，并计算 Wi 和 W .
中心：W1 = 6.
面中心：W2j = 5(j = 1, 2, . . . , 6).
棱的中点：W3j = 4(j = 1, 2, . . . , 12).
顶点：W4j = 3(j = 1, 2, . . . , 8).
所以 2W =

∑
Wi = 108. 则可得平稳分布

µ1 =
6

108
=

1

18

µ2j =
5

18
(j = 1, 2, . . . , 6)

µ3j =
1

27
(j = 1, 2, . . . , 12)

µ4j =
1

36
(j = 1, 2, . . . , 8)

即平稳分布为

µ =

(
1

18
,
5

18
,
5

18
,
5

18
,
5

18
,
5

18
,
5

18
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27
,
1

27

,
1

36
,
1

36
,
1

36
,
1

36
,
1

36
,
1

36
,
1

36
,
1

36

)
进而，利用结论

H

(
· · · , Wij

2W
, · · ·

)
−H

(
· · · , Wi

2W
, · · ·

)
结合前述分析可得

H(X ) = log(108) + 8

(
3

108
log 3

108

)
+ 12

(
4

108
log 4

108

)
+ 6

(
5

108
log 5

108

)
+ 1

(
6

108
log 6

108

)
= 2.03比特

6.(10 分) 考虑哈夫曼编码问题. 假定消息的概率分布以递减的顺序给出
p1 > p2 > · · · > pm.

(a) 证明：对任意的二元哈夫曼码，如果最可能出现的消息字符的概率 p1 > 2/5，

则该字符分配的码字长度必为 1.
(b) 对任意的二元哈夫曼码，如果最可能出现的消息字符的概率 p1 < 1/3，则该字
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符分配的码字长度必超过 1.
证明：

(a) 反证法. 假设分配给 p1 的码字长度 l1 ⩾ 2. 设 p1 对应的码字以 00 开头，并以 Cx

表示以 x 开头的码字，由题意知 C00 出现的概率大于 2/5，则 C01, C10, C11(按出现概率
由高到低排列) 出现的概率和小于 3/5. 其中 C10, C11 出现的概率小于 2/5(否则无法满
足 C01 出现概率比 C10, C11 出现的概率大). 此时将 00x 换成 1x，1x 换成 00x，这样使

得平均码长减少. 但是我们知道哈夫曼码是最优码，则这个改进与假设相矛盾，所以
l1 = 1.
(b) 反证法. 假设分配给 p1 的码字长度 l1 = 1. 设 p1 对应的码字以 0 开头，并以 Cx 表

示以 x 开头的码字，由题意知 C0 出现的概率小于 1/3.C10, C11 两个集合出现概率和大

于 2/3，则其中必有一个集合概率大于 1/3，设为 C10. 在此情况下，将 0x 换为 10x，

将 10x 换为 0x，这样使得平均码长减少. 但是我们知道哈夫曼码是最优码，则这个改
进与假设相矛盾，所以 l1 ⩾ 2.

遇到这道题的时候，我通过构造码树进行反证. 我觉得构造码树会更直观一些. 下
面分享我的做法.
(a) 反证法. 我们考虑码树构造过程，并且只考虑最后 3 次组合情况. 这样做是合理的，
因为我们要讨论分配给 p1 的码字长度，希望证明它不会超过 1，那我们的反证法就是
说明其为 2 时矛盾，而这样在码树中码元组合的时候只和最后 3 次组合有关.

概率

p1 p′1 p′1 1

p′2 p1 p′′1

p′3 p′2

p′4

由构造过程知

p′3 + p′4 > p1 >
2

5

则

p′2 = 1− (p′3 + p′4)− p1 < 1− 2

5
− 2

5
=

1

5

又 p′2 > p′3 > p′4，则

p′3 + p′4 < 2× p′2 <
2

5

则矛盾. 所以分配给 p1 的码字长度小于 2，即为 1.
(b) 反证法. 类似上面的分析，构造码树讨论最后三次组合，寻找矛盾. 由于我们假设分
配给 p1 的码字长度为 1，则说明在概率合并的时候它除了最后一次以外，没有参与合
并. 则说明

p1 > p′2, p1 > (p′3 + p′4)
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于是有

p1 + p′2 + (p′3 + p′4) < 3× p1 < 3× 1

3
= 1

则矛盾. 所以分配给 p1 的码字长度必超过 1.
7.（12 分）考虑串联信道和并联信道的信道容量.

(a) 考虑 n 个完全相同的独立二元对称信道串联，如图所示.

其中每个信道的原始误差概率为 p，证明该串联信道等价于一个二元对称信道，具

有误差概率

p∗ =
1

2
(1− (1− 2p)n)

(b) 已知信道的转移概率矩阵为

P =


P1 0 · · · 0

0 P2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 · · · 0 PN


其中 P1, P2, . . . , PN 是 N 个离散信道的信道矩阵. 令 C1, C2, . . . , CN 表示 N 个离

散信道的容量. 求该信道的容量.
解：

(a) 每个二元对称信道的转移概率矩阵为

A =

[
1− p p

p 1− p

]

则串联后的信道转移概率矩阵 A∗ = An. 为了求解矩阵的 n 次幂，我们首先对矩阵

进行对角化 (在 8.1.6 节中详细介绍了矩阵对角化的方法). 这里直接给出结果

A = T−1

[
1 0

0 1− 2p

]
T

其中

T =

[
1 1

1 −1

]
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于是有

An = An

= T−1

[
1 0

0 (1− 2p)n

]
T

=

[
1
2
(1 + (1− 2p)n) 1

2
(1− (1− 2p)n)

1
2
(1− (1− 2p)n) 1

2
(1 + (1− 2p)n)

]
从转移概率矩阵中可得

p∗ =
1

2
(1− (1− 2p)n)

(b) 由转移概率矩阵可知，该信道可以描述为 N 个离散信道 P1, P2, . . . , PN 的并

联，其中任意两个信道的输入输出字母表交集为 ϕ. 所以，问题可以描述为：求解并联
信道的信道容量.
我们首先讨论两个信道并联的问题. 第一个信道的输入字母表为 X1，输出字母表

为 Y1；第二个信道的输入字母表为 X2，输出字母表为 Y2；其中 X1 和 X2 交集为空，

Y1 和 Y2 交集也为空 (就是两个“完全独立”的信道按照某一概率分布将输入组合在一
起). 记第一个信道的信道容量为 C1，第二个信道的信道容量为 C2，需要求解并联后的

信道容量 C.
两个信道组合方式可以描述为

X =

{
X1, 概率α

X2, 概率(1− α)

对于这种输入的随机变量按照一定概率分布组合在一起的问题，一般的处理技巧是引

入示性变量. 记

θ(X) =

{
1, X = X1

2, X = X2

引入示性变量的目的是通过构造互信息的分解，简化 I(X;Y ) 的表达，从而完成最大

值求解.
I(X;Y, θ) = I(X; θ) + I(X;Y | θ)

= I(X;Y ) + I(X; θ | Y )

由于给定了输入取值 (X = X1 或 X = X2) 后输出 Y = Y1 还是 Y = Y2 是确定的，即

θ = g(Y ). 所以构成马尔科夫链
X → Y → θ
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于是有 I(X; θ | Y )=0. 则可以得到互信息的表达

I(X;Y ) = I(X; θ) + I(X;Y | θ)

= H(θ)−H(θ | X) + αI (X1;Y1) + (1− α)I (X2;Y2)

= H(α) + αI (X1;Y1) + (1− α)I (X2;Y2)

对上式进行求导可得

H ′(α) + C1 − C2 = 0

其中

H ′(α) = − logα− α
1

α ln 2
+ log(1− α) + (1− α)

1

(1− α) ln 2

= log 1− α

α

则可得

log 1− α

α
= C2 − C1

进而可得

α =
2C1

2C1 + 2C2

所以可得信道容量

C = H

(
2C1

2C1 + 2C2

)
+

2C1

2C1 + 2C2
C1 +

2C2

2C1 + 2C2
C2

= − 2C1

2C1 + 2C2
log 2C1

2C1 + 2C2
− 2C2

2C1 + 2C2
log 2C2

2C1 + 2C2
+

2C1

2C1 + 2C2
C1 +

2C2

2C1 + 2C2
C2

=
1

2C1 + 2C2
[−2C1 log 2C1 + 2C1 log(2C1 + 2C2)− 2C2 log 2C2 + 2C2 log(2C1 + 2C2)

+ 2C1C1 + 2C2C2]

= log
(
2C1 + 2C2

)
达到信道容量时的输入概率分布为

X =


X1 概率

2C1

2C1 + 2C2

X2 概率
2C2

2C1 + 2C2

而其中 X1 和 X2 的概率分布为使得其对应信道达到信道容量的概率分布.
也可以做一个简单的变形得到一种容易记忆的形式

2C = 2C1 + 2C2
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我们可以发现，这样的形式可以简单地进行推广，即对于若干个满足上述要求的“独

立”信道并联，并联后的信道容量满足

2C =
n∑

i=1

2Ci

所以本题，信道容量为

C = log
N∑
i=1

2Ci

8.(6 分) 分别计算以下分布的微分熵
(a) 拉普拉斯分布 f(x) =

1

2
λe−λ|x|

(b)Y = X1 +X2，其中 (X1, X2) ∼ N (a, b, σ2
1, σ

2
2, ρ).

解：

(a)

h(f) = −
∫ ∞

−∞

1

2
λe−λ|x|

[
ln 1

2
+ lnλ− λ|x|

]
dx

= − ln 1

2
− lnλ+ 1

= ln 2e

λ
奈特

= log 2e

λ
比特

(b) 对于一般的变量和，可以利用卷积公式，或者引入辅助变量构造可逆变换，然后求
解联合密度函数，再对辅助变量实数域积分得到我们要的“边缘概率密度函数”即可).
这里由于是正态分布，可以直接使用结论

Y ∼ N
(
a+ b, σ2

1 + σ2
2 + 2ρσ1σ2

)
于是利用正态分布的微分熵可得

h(f) =
1

2
log 2πe

(
σ2
1 + σ2

2 + 2ρσ1σ2

)
比特

9.(8 分) 考虑并联高斯信道
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其中 Z1 ∼ N (0, N1) 和 Z2 ∼ N (0, N2) 为独立的高斯噪声. 选取固定的 β1 和 β2，

满足 β1N1 > β2N2. 信道的功率分配约束为 β1P1 + β2P2 ⩽ β.
(a)β 取何值时信道停止单信道角色而开始起到双信道的作用?
(b)β1 = 1, β2 = 2, N1 = 3, N2 = 2, β = 10. 求解信道容量.

解析：

(a) 并联高斯信道模型，类似地可以得到

β = β1N1 − β2N2

(b) 求解出功率分配 P1 = 6 + 1 = 7，P2 = 3. 信道容量为

C =
1

2
log(1 + 7

3
) +

1

2
log(1 + 3

2
) = 1.53比特/信道使用

10.(8 分) 一个三维独立并联高斯信源 (X1, X2, X3)，其中 X1，X2，X3 均值都为零，方

差分别是 2、8 和 4. 采用平方误差失真度量，D =
3∑

i=1

Di =
3∑

i=1

(xi − x̂i)
2，求该信源的

信息率失真函数 R(D) .
解析：

直接由反注水法可得

• 0 < D < 2× 3 = 6 时：

失真分配为平均分配 (
D

3
,
D

3
,
D

3
). 此时率失真函数为

R(D) =
3∑

i=1

1

2
log σ2

i

Di

=
1

2
log 1728

D3
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• 6 ≤ D < 2 + 4× 2 = 10 时：

失真分配为 (2,
D

2
,
D

2
). 此时率失真函数为

R(D) =
3∑

i=1

1

2
log σ2

i

Di

=
1

2
log 64

D2
=

8

D

• 10 ≤ D < 2 + 4 + 8 = 14 时：

失真分配为 (2, 4, D). 此时率失真函数为

R(D) =
3∑

i=1

1

2
log σ2

i

Di

=
1

2
log 8

D

• D ≥ 14 时：

失真分配为 (2, 4, D). 此时率失真函数为

R(D) = 0

综上所述，率失真函数为

R(D) =



1

2
log 1728

D3
, 0 < D < 6,

log 8

D
, 6 ⩽ D < 10,

1

2
log 8

D
, 10 ⩽ D < 14,

0, D > 14.

11.(6 分) 考虑在集合 {1, 2, . . . ,m} 上均匀分布的信源 X. 若失真度量为汉明失真，即

d(x, x̂) =

{
0, 如果x = x̂

1, 如果x ̸= x̂

求信源的率失真函数.
解：

首先我们对互信息进行分解

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

然后引入失真. 对于二元信源，采用汉明失真，引入失真的方法为费诺不等式

H (Pe) + Pe log(|X | − 1) ≥ H(X | X̂)
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由题意知，Pe = p(x ̸= x̂) = Ed(x, x̂) = D. 由费诺不等式有

H(X | X̂) ⩽ H(D) +D log(m− 1)

接着求解条件熵的最大值即可得互信息最小值.

I(X; X̂) = H(X)−H(X | X̂)

⩾ logm−H(D)−D log(m− 1)

下面分析等号成立条件. 根据费诺不等式的等号成立条件可知

p(x̂ | x) =

 1−D, 如果x̂ = x
D

m− 1
, 如果x̂ ̸= x

最后一步是确定临界值. 这一步比较简单 (但是容易忽略)，直接令前面求解的率失
真函数为 0，得到对应的 D. 令率失真函数为 0，可得 D = 1− 1

m
. 综上所述，率失真

函数为

R(D) =


logm−H(D)−D log(m− 1), 0 ⩽ D ⩽ 1− 1

m

0, D > 1− 1

m
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后记

终于还是决定写了这本《信息论学习指导》，也算是给两次信息论助教经历的一个

总结和交待。信息论课程是信息安全专业/网络空间安全学院难度较高的课程之一，希
望这本学习指导能够帮助到学习这门课程的学弟学妹，可以顺利完成课程学习。

想说什么却又不知道从何说起，就分享一首歌作为结尾吧。

《海底》

原唱：一支榴莲

散落的月光穿过了云

躲着人群

铺成大海的鳞

海浪打湿白裙

试图推你回去

海浪清洗血迹

妄想温暖你

往海的深处听

谁的哀鸣在指引

灵魂没入寂静

无人将你吵醒

你喜欢海风咸咸的气息

踩着湿湿的沙砾

你说人们的骨灰应该撒进海里

你问我死后会去哪里

有没有人爱你

世界能否不再

总爱对凉薄的人扯着笑脸

岸上人们脸上都挂着无关

人间毫无留恋

一切散为烟
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散落的月光穿过了云

躲着人群

溜进海底

海浪清洗血迹

妄想温暖你

灵魂没入寂静

无人将你吵醒

你喜欢海风咸咸的气息

踩着湿湿的沙砾

你说人们的骨灰应该撒进海里

你问我死后会去哪里

有没有人爱你

世界已然将你抛弃

总爱对凉薄的人扯着笑脸

岸上人们脸上都挂着无关

人间毫无留恋

一切散为烟

来不及来不及

你曾笑着哭泣

来不及来不及

你颤抖的手臂

来不及来不及

无人将你打捞起

来不及来不及

你明明讨厌窒息
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