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引 言

1880 年左右, 玻尔兹曼(Boltzmann)和麦克斯韦尔(Maxwell)等人试图通过力学模型及

其基本数学原理来解释热力学现象.在这种情况下,玻尔兹曼（Boltzmann）在1885年创造

了“Ergode”一词. 遍历理论是数学的一个分支, 研究动力系统的统计特性. 此处统计特

性是指各种函数沿动力系统轨道取时间平均表现的特性. 与概率论一样,遍历理论也是基

于测度理论的一门学科.它最初的发展受统计物理学问题的推动.遍历理论不是经典的数

学学科之一, 不像数论、概率论等学科, 它的名称没有指出其主题.

遍历理论的中心问题是研究动力系统在长时间运动时的行为. 遍历理论的第一个重

要结果是庞加莱（Poincaré）回复定理,该定理声称: 相空间的任何子集中的几乎所有点在

迭代下最终都会重新返回该集合.各种遍历定理提供了更精确的信息,这些定理断言在某

些条件下, 函数沿着轨道的时间平均值几乎随处都存在, 并且与空间平均值有关. 遍历理

论早期最重要的两个定理是 von Neumann和 Birkhoff的定理,它们断言了沿轨道时间平均

的存在性. 对于所谓的遍历系统,几乎所有初始点的时间平均都是相同的: 从统计学上讲,

长时间演化的系统“忘记了”其初始状态.

遍历性的概念和遍历假设是遍历理论应用的核心. 基本思想是, 对于某些系统, 其对

于时间的平均值等于整个空间的平均值. 遍历理论在数学其他分支上的应用通常涉及为

所研究特殊类型的系统建立其遍历性. 例如,在几何学中使用遍历理论的方法研究黎曼流

形上的测地流；在概率论中研究马尔可夫链等. 遍历理论与概率论、调和分析、Lie 群理

论、数论等有着紧密的联系.

发展至今, 遍历理论已经成为数学中一门非常成熟的分支之一. 从 Halmos 撰写了第

一本遍历论的专著[92]起, 到现今为止关于它的英文著作不下40 余种. 因为遍历论涉及的

内容实在广博精深,很难有一本书能够将其方方面面完整的介绍. 受限于作者对于遍历理

论知识的理解和研究,我们没有能力也没有计划写一本包罗万象的教材. 本书的目的是从

我们的理解和偏爱出发编写一本遍历论的入门教材,向国内数学工作者介绍这门学科.我

们的目标是: 此教材包含了遍历理论的基本知识, 并有若干章节涉及研究的前沿和应用.

在参考文献中我们罗列了一些遍历理论的国内外优秀专著[1, 13, 21, 43, 47, 54, 59, 64, 76,

92, 128, 149, 153, 155, 161, 162, 175, 184, 191, 195, 206], 感兴趣的读者可以自己查阅.

遍历理论包括遍历定理、熵理论、谱理论、不交性理论、结构定理、遍历 Ramsey 理

论、轨道等价等众多内容. 遍历定理是遍历论的核心内容之一. 在本引言中, 我们不准备

面面俱到,下面仅从遍历定理入手初步领略这门学科的风貌. 首先我们给出一些必要的数

学概念, 更详细的论述请参见本书正文. 保测系统是指四元组 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 其中 (𝑋,𝒳 , 𝜇)

为测度空间, 𝑇 : (𝑋,𝒳 , 𝜇) → (𝑋,𝒳 , 𝜇) 为可测变换, 并且它是保测的, 即 𝜇(𝑇−1𝐸) = 𝜇(𝐸)

对任何 𝐸 ∈ 𝒳 成立. 为简单起见, 我们一般假设 𝜇(𝑋) = 1, 即 (𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间. 称 𝑇

为遍历的,是指对于任何不变可测集要么它为零测集,要么其补集为零测集,即 𝑇−1𝐸 = 𝐸

蕴含 𝜇(𝐸) = 0 或 𝜇(𝑋 ∖ 𝐸) = 0. 对 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇), 称 𝐴𝑛𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)) 为遍历平均.

i
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引 言

第一个遍历定理是由著名数学家 von Neumann 给出的[157]. Koopman 注意到对于可

逆保测系统 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 𝑈𝑇 : 𝐿2(𝜇) → 𝐿2(𝜇), 𝑓 ↦→ 𝑓 ∘ 𝑇 定义了一个酉算子. 这启发 von

Neumann 给出了著名的平均遍历定理：设 ℋ 为 Hilbert 空间, 𝑈 : ℋ → ℋ 为酉算子, 𝑃 为

ℋ 到全体 𝑈 不变向量组成空间上的投射, 那么对于任何 𝑥 ∈ ℋ, 我们有⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑈 𝑖𝑥− 𝑃𝑥

⃦⃦⃦⃦
⃦→ 0, 𝑛→∞.

上面的 von Neumann遍历定理是目前文献中常用的表述,但是需要注意的是 von Neumann

原始文章处理的是连续流而不是离散系统.根据上述结论,容易得到 von Neumann遍历定

理的 𝐿𝑝 形式：设 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 1 ≤ 𝑝 < ∞. 如果 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝜇), 那么存在 𝑇 不变

函数 𝑓* ∈ 𝐿𝑝(𝜇)（即 𝑓* ∘ 𝑇 = 𝑓* a.e.）使得⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥))− 𝑓*(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝

→ 0, 𝑛→∞.

受到 von Neumann工作的启发, Birkhoff在1931年得到了他的逐点收敛遍历定理[23].

历史上 von Neumann遍历定理先出现,但 Birkhoff工作发表的时间在前. 下面给出 Birkhoff

遍历定理的陈述. 设 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇),则存在 𝑇 不变函数 𝑓* ∈ 𝐿1(𝜇)使

得

𝐴𝑛𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥))→ 𝑓*(𝑥), 𝜇− 𝑎.𝑒., 𝑛→∞.

并且
∫︀
𝐸 𝑓
*𝑑𝜇 =

∫︀
𝐸 𝑓𝑑𝜇 对于任何 𝑇 不变可测集 𝐸 成立；当 𝑇 遍历的时候, 𝑓* =

∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇.

上述表达方式也不是 Birkhoff遍历定理原始的陈述形式, Birkhoff原始定理是针对流形上

光滑流给出的, 但是其证明实际上对一般保测系统是成立的.

设 𝐴 = {𝑎1 < 𝑎2 < . . .} 为非负整数序列, 令沿序列 𝐴 的遍历平均为

𝑀𝑛(𝐴, 𝑓)(𝑥) =
1

𝑛

∑︁
1≤𝑖≤𝑛

𝑓(𝑇 𝑎𝑖𝑥).

在遍历理论中一个非常重要的问题是对于给定序列 𝐴, 研究对于函数 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝜇) 平均

𝑀𝑛(𝐴, 𝑓) 是否平均收敛？逐点收敛？设 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为非周期保测映射, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 称

𝐴 = {𝑎𝑛}𝑛∈N 相对系统 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为平均（逐点）𝐿𝑝 好的是指对于每个 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝜇), 极限

lim
𝑡→∞

𝑀𝑛(𝐴, 𝑓)(𝑥)

对于 𝐿𝑝 模下(几乎处处)存在. 称序列 𝐴 = {𝑎𝑛}𝑛∈N 为普遍平均(逐点) 𝐿𝑝 好的,是指他相

对任何非周期系统都是平均(逐点) 𝐿𝑝 好的. 类似定义平均(逐点) 𝐿𝑝 坏的, 例如 𝐴 为普

遍逐点 𝐿1 坏的, 是指对于任何系统 (𝑋,𝒳 , 𝜇), 存在 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇) 使得 lim𝑡→∞𝑀𝑛(𝐴, 𝑓)(𝑥) 对

于某个正测度集上的 𝑥 不存在. von Neumann 𝐿𝑝 形式遍历定理等价于 N 为普遍平均 𝐿𝑝
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好的；Birkhoff遍历定理等价于 N为普遍逐点 𝐿1 好的. 1971年 Krengel构造了第一个逐

点普遍坏的序列；Bellow 于1983 年证明了任何间歇(lacunary)序列（指存在 𝑐 > 1 使得对

于任何 𝑛 有 𝑎𝑛+1 > 𝑐𝑎𝑛）为普遍逐点 𝐿1 坏的.

设 𝑞 为整数值多项式, 那么不难证明序列 {𝑞(𝑛)}𝑛∈N 为普遍平均 𝐿2 好的. 但是对于

逐点就困难很多. 1987 年 Bourgain 证明了他著名的多项式逐点收敛定理：设 𝑞 为整数

值多项式, 那么序列 {𝑞(𝑛)}𝑛 为普遍逐点 𝐿2 好的[34]. 之后他推广了自己结果到任何 𝐿𝑝,

𝑝 > 1, 并且他证明了对于任何实值多项式 𝑞, {[𝑞(𝑛)]}𝑛∈N ([·] 为取整符号) 为普遍逐点 𝐿𝑝

好的, 𝑝 > 1. Bourgain 还证明了素数集合为普遍逐点 𝐿𝑝 好的, 𝑝 > 1+
√
3

2 . 很快 Wierdl 于

1988 年推广了这个结果, 证明了对于任何 𝑝 > 1, 素数集合为普遍逐点 𝐿𝑝 好的. 在很长

的一段时间里面, 相关结果在 𝑝 = 1 的情况如何是此方向上最重要的问题. 直到2005 年

Buczolich 和 Mauldin 证明了整数值多项式是普遍逐点 𝐿1 坏的[37].

目前多重遍历平均收敛问题是遍历理论研究的热门之一. 为了回答 Erdös 的一个著

名猜测, 1975 年 Szemerédi 证明了：具有正上 Banach 密度的自然数子集包含任意有限长

的等差数列[186]. Furstenberg 在 1977 年用遍历理论的方法给出了 Szemerédi 定理的新证

明, 他的工作开创了遍历 Ramsey 理论这一崭新的数学分支[63]. 这也是他获 2007 年 Wolf

奖和 2020年 Abel奖的主要工作之一.结合 Furstenberg证明的思想, 2008年 Green和 Tao

(陶哲轩) 解决了一个古老的数论问题：素数集合包含任意长的等差数列[85]. 这项工作是

陶哲轩获Fields奖的主要工作之一.

Furstenberg证明了对于任何保测系统 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 𝑘 ∈ N,以及满足条件 𝑓 ≥ 0和
∫︀
𝑓𝑑𝜇 >

0 的 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇), 我们有

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝑓(𝑇 2𝑛𝑥) · · · 𝑓(𝑇 𝑘𝑛𝑥) > 0.

他的结果直接引发了如下问题: 给定任何保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 𝑘 ∈ N, 𝑋 上可测函数

𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ∈ 𝐿∞(𝜇),

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛𝑥)𝑓2(𝑇

2𝑛𝑥) · · · 𝑓𝑘(𝑇 𝑘𝑛𝑥)

是否在 𝐿2 或逐点收敛意义下收敛? 上述平均称为多重遍历平均, 𝑘 = 1 的情形就是标准

的遍历平均.

𝐿2收敛意义下的多重遍历平均问题由 Conze-Lesigne[40, 41, 42]、Furstenberg-Weiss[72]、Host-

Kra[100]、陶哲轩[188]、Ziegler[202]等人逐步用了几十年的时间得到解决. 𝐿2多重遍历平均

问题最终在 2005 年由 Host 与 Kra 解决[100](Ziegler 稍后独立给出另一个证明[202]). 2008

年陶哲轩将之推广到有限个相互交换保测映射的多重遍历平均收敛[188]；2012 年 Walsh

将陶哲轩的结果推广到幂零群作用的情况[194].

逐点收敛意义下多重遍历平均问题是一个极其困难的问题. 目前逐点收敛意义下多

重遍历平均的成果不多. 一个重要的进展是 Bourgain 给出的. Bourgain 给出多项式时
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间下 1 重的逐点收敛遍历定理[34]：对整数值多项式 𝑝(𝑛) ∈ Z[𝑛] 和 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇),平均
1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 𝑓(𝑇 𝑝(𝑛)𝑥)几乎处处收敛；他还证明了单个映射 2重的逐点收敛多重遍历定理[35]：

对 𝑎 ̸= 𝑏 ∈ N, 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿∞(𝜇), 平均 1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 𝑓1(𝑇

𝑎𝑛𝑥)𝑓2(𝑇
𝑏𝑛𝑥) 几乎处处收敛. 这些工作是

Bourgain 获 1994 年 Fields 奖的主要工作之一. 最近黄文、邵松和叶向东运用拓扑模型理

论, 结合拓扑与测度方法对于遍历 distal 系统 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 证明了对于任意 𝑘 ∈ N 以及 𝑓1,

. . ., 𝑓𝑘 ∈ 𝐿∞(𝜇),

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛𝑥) · · · 𝑓𝑘(𝑇 𝑘𝑛𝑥)

几乎处处收敛[113].

遍历定理是一个很广泛的课题,以上仅是罗列了一小部分例子. 更多相关结论可以参

看相关参考文献, 例如[136]. 希望通过上面介绍大家对遍历论有所认识.

本书的目的是介绍遍历理论的基本概念、一些基本方法和应用. 我们撰写的时候期

望尽量能做到自封闭. 在第零章, 我们简要的总结了在本书中会用到的基本知识. 这部分

内容主要涉及测度论、泛函、拓扑群理论等.

在第一章中, 我们介绍保测系统的概念和基本性质. 这一章的重点是众多的例子, 这

些例子都是动力系统中常见的系统,它们会贯穿整本书. 在本章最后我们介绍遍历论中著

名的 Poincaré 定理.

在第二章我们给出遍历性的定义和刻画,并且介绍 von Neumann 遍历定理和 Birkhoff

遍历定理. von Neumann 遍历定理和 Birkhoff 遍历定理是遍历论最基本的定理. 在介绍

完遍历性后, 我们给出各种混合的定义, 其中最为重要的是弱混合. 弱混合的谱刻画是指

它等价于连续谱, 我们在本章最后给出动力系统谱理论的一些基本知识.

第一章和第二章是遍历论最基本的内容.在第三章我们介绍连分数,希望通过这个具

体例子更好地解释遍历论如何运用到其它数学分支中.

在第四章中, 我们讨论一个基本的问题：什么时候两个动力系统是“一样的”？为此

我们需要讨论如何定义动力系统的同构,这里有几个不同的定义,我们在本章的目的就是

讨论这些定义的异同.在本章中我们还将介绍 Kolmogorov系统、Rohlin斜积定理等. 最后

我们介绍遍历分解定理, 由此可以看出遍历性在保测系统研究中的重要性. 我们在S4.4介

绍最简单的动力系统：离散谱系统. 最后我们证明 Halmos-von Neumann 定理：遍历的离

散谱系统实际上是群旋转.

在第五章我们简单介绍拓扑动力系统,给出拓扑动力系统的基本概念和结论.拓扑动

力系统和遍历论是动力系统的两个密切关联的分支. 自学科产生之初, 遍历理论和拓扑

动力系统二者就有着不可分割的联系.一方面,拓扑动力系统可以自然地视为一个保测系

统；另一方面任何遍历系统有其拓扑实现. 两套理论中有许多相对应的概念：遍历—-极

小性, 离散谱—-等度连续, 测度熵—-拓扑熵 等等. 这些因素导致了这两套理论有着惊人

的平行性, 二者许多结论有着极为相似的陈述, 但各自的证明方法却可能完全不同.
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在第六章中我们介绍拓扑动力系统与保测系统的关联, 即主要介绍拓扑动力系统上

的不变测度. 我们将看到对于任何拓扑动力系统, 总是可以在Borel 𝜎-代数上找到不变测

度使其成为一个保测系统.

第七章专门介绍熵理论的初步知识. 测度空间上的熵的概念是由 Kolmogorov在 1958

年给出的, 之后 Adler 等人在拓扑空间上引入了拓扑熵的定义. 它是目前为止发现的一个

重要的共扼不变量, 并得到广泛、深入地研究. 本章主要涉及熵的经典理论, 具体来说我

们先介绍测度熵, 给出其基本性质, 而后我们给出拓扑熵的定义并研究它们的基本属性.

在此处我们会重点介绍测度熵与拓扑熵的计算, 熵的变分原理等. 之后我们将介绍测度

Pinsker 𝜎-代数和熵的 Pinsker公式; 重新介绍测度 Kolmogorov 系统, 然后研究其基本属性

并证明 Rohlin-Sinai 定理. 我们在本章最后简要介绍局部熵理论. 涉及局部熵的具体内容

可以参见[207].

不交性是由 Furstenberg 在 1967 年引入的, 现在已经是遍历论的核心理论之一. 我们

在第八章给出交的初步知识.

在第九章中我们重点介绍多重遍历定理以及遍历论在 Ramsey 型组合数论问题中

的应用. 在本章中我们介绍多重遍历定理和多重回复定理. 首先我们从 van der Waer-

den 定理讲起, 给出它的动力系统证明. 之后我们介绍 Furstenberg 对应原则, 说明如何

将 Ramsey 型的组合问题与动力系统关联在一起. 本章的主要目的之一是给出 Fursten-

berg 关于 Szemerédi 定理的动力系统证明, 为此目的我们先介绍几种特殊情况再给出

Furstenberg-Zimmer 结构定理来完成整个证明. 事实上, 我们对于这些特殊情况给出的

不止是回复性质, 还证明了它们的遍历平均收敛性质, 例如 Furstenberg 弱混合多重遍历

定理、Furstenberg-Sárközy定理、Roth定理等. 虽然我们不能介绍 Host-Kra定理的证明,但

是我们将证明陶哲轩关于有限个交换变换的模多重遍历平均定理. 最后我们介绍多重遍

历和多重回复研究的最新进展.

本书可以作为高年级的本科生以及动力系统方向的研究生教材, 也可以作为对动力

系统感兴趣的数学工作者的参考书. 对遍历理论与拓扑动力系统的关联感兴趣的读者可

以参考我们的专著《拓扑动力系统概论》([207]). 本书是作者在中国科学技术大学多年的

研究和教学中逐渐发展的,初稿在中国科学技术大学的研究生课程上多次使用,同时也在

南京大学、南京师范大学等学校的相关课程中使用. 感谢听课的同学指出初稿中的笔误,

感谢...对初稿提出的修改意见。感谢中共科学技术大学出版社的韩继伟编辑为本书的出

版所付出的努力。

最后, 衷心感谢家人、朋友、国内外的同事对我们长期的支持和帮助.

作者

2023年5月

于中国科学技术大学



符号约定

∙ 在本书中, 我们用 N, Z, R, C 分别表示自然数{1, 2, . . .}, 整数, 实数, 复数集合. 而记

Z+ 和 Z− 为非负整数全体和非正整数全体, R+ 及 R− 为非负实数和非正实数全体.

∙ 我们以 ∅ 记空集. 设 𝐴,𝐵 为集合 𝑋 子集, 定义差集 𝐵 ∖ 𝐴 为 {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ̸∈ 𝐴},
而定义对称差集𝐴Δ𝐵 = (𝐴 ∖𝐵)∪ (𝐵 ∖𝐴). 记 𝐴的补集为𝐴𝑐. 对于集合 𝐴,我们记它的

势为 |𝐴| 或 Card𝐴.

∙ 设 𝑋 为拓扑空间, 𝐴 为 𝑋的子集. 𝐴 的闭包记为 𝐴 或 cl(𝐴), 𝐴 的内点集记为 �̊� 或

int(𝐴). 如果 𝑑 为 𝑋 上的度量, 对 𝑥 ∈ 𝑋 和 𝜀 > 0, 令 𝐵𝜀(𝑥) = 𝐵(𝑥, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝑋 :

𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝜀}.

∙ 子集 𝐴 的直径用符号 diam𝐴 来表示. 对于 𝑋 的有限子集族 𝛼, 它的直径 diam 𝛼 是

指其元素直径的最大值, 即 diam 𝛼 = max
𝐴∈𝛼

diam𝐴.

∙ 设 (𝑋,𝒳 , 𝜇) 为测度空间, 𝑓 = 𝑔 𝑎.𝑒. 表示函数 𝑓 与 𝑔 为 𝜇 几乎处处一样的, 即𝜇({𝑥 ∈
𝑋 : 𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)}) = 0. 此时我们也记之为 𝑓 =

𝜇
𝑔 或 𝑓 = 𝑔 (mod 𝜇).

𝐴 = 𝐵 𝑎.𝑒. 或 𝐴 =
𝜇
𝐵, 我们指 𝜇(𝐴Δ𝐵) = 0. 𝒳 的子集 𝒜 ⊂

𝜇
ℬ 指对于任何 𝐴 ∈ 𝒜

存在 𝐵 ∈ ℬ 使得 𝜇(𝐴Δ𝐵) = 0. 类似地定义 𝒜 ⊃
𝜇
ℬ 和 𝒜 =

𝜇
ℬ.

∙ 𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 表示 𝑓 为常值函数.

∙ 我们也经常用命题 𝑃 (mod 𝜇) 来表示命题 𝑃 在忽略 𝜇 零测集的意义下成立.

∙ 𝒩𝑥 表示 𝑥 的邻域系. 设 𝐴 ⊆ 𝑋, 那么用 𝒩𝐴 表示 𝐴 的全体邻域.

∙ 设 {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 为一族拓扑空间, 其中 𝐼 为指标集. 记这族空间的乘积空间为
∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖, 尤

其当 𝐼 = N时记为
∏︀∞
𝑖=1𝑋𝑖. 如果对任意 𝑖都有 𝑋𝑖 = 𝑋,那么直接记

∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖为

∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋

或 𝑋𝐼 . 特别的, 空间 𝑋的𝑛 次乘积空间记为 𝑋𝑛 = 𝑋 ×𝑋 × · · · ×𝑋⏟  ⏞  
𝑛次

, 其中𝑛 ∈ N.

∙ 设 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 为映射 𝑛 ∈ N, 我们记 𝑓 (𝑛) = 𝑓 × 𝑓 × · · · × 𝑓⏟  ⏞  
𝑛次

. 对自然数 𝑛, 我们定义 𝑓

的 𝑛 次迭代为 𝑓𝑛 = 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ · · · ∘ 𝑓⏟  ⏞  
𝑛次

, 并约定 𝑓0 = id (其中 id 表示恒同映射).

∙ 设 𝐺1, 𝐺2为群, 如果 𝐺1 为 𝐺2 子群, 我们记为 𝐺1 ≤ 𝐺2, 如果为正规子群, 那么记为

𝐺1 C𝐺2. 记号⟨𝐴⟩ 表示由 𝐴 生成的群.

∙“∃”表示“存在”;“∀”表示“对任意的”;“𝑠.𝑡.”表示“使得”;“⇒”表示“推出”.

∙“�”表示证明结束. 在文中我们会用“[[· · · · · · ]]”表示对前面内容的解释.

vi



第零章 预备知识

在本章我们简要的总结在本书中会用到的一些基本知识. 这部分内容主要涉及测度

论、泛函、拓扑群理论等.

S0.1 测度与积分

S0.1.1 测度空间

定义 0.1.1 设 𝑋 是一个非空集合且 𝒳 是由 𝑋 的一些子集构成的集合. 如果 𝒳 满足下
面三个条件

1. 𝑋 ∈ 𝒳 ;

2. 如果𝐵 ∈ 𝒳 , 那么𝑋 ∖𝐵 ∈ 𝒳 ;

3. 如果𝐵𝑛 ∈ 𝒳 , 𝑛 = 1, 2, . . . , 那么
⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ∈ 𝒳 ,

则称𝒳是𝑋上的一个𝜎-代数. 此时称(𝑋,𝒳 )是一个可测空间(measurable space).

若𝐵 ∈ 𝒳 , 则称𝐵是一个𝒳可测集. 在不会引起混淆的情况下, 简称𝐵是可测的.

设𝑋是一个非空集合.记𝑋所有子集构成的集合为𝒫(𝑋). 则𝒫(𝑋)是𝑋上的一个𝜎-代数.

它是𝑋上在包含关系下最大的𝜎-代数. 𝒩 = {𝑋, ∅} 也为𝜎-代数, 它是在包含关系下𝑋上最

小的𝜎-代数, 称为平凡𝜎-代数. (𝑋,𝒩 ) 称为平凡可测空间.

任意一族𝜎-代数的交仍为𝜎-代数, 但是一族𝜎-代数的并不一定为𝜎-代数.

对于由𝑋的一些子集构成的集合𝒜, 存在一个包含𝒜的最小的𝜎-代数, 记为𝜎(𝒜), 称为

由𝒜 生成的𝜎-代数. 此𝜎-代数是所有包含𝒜的𝜎-代数的交.

定义 0.1.2 设𝑋是一个拓扑空间. 包含𝑋所有开集的最小𝜎-代数被称为𝑋上的Borel 𝜎-代

数, 记为ℬ(𝑋) 或者ℬ𝑋 .

设𝑋是一个集合, 𝒳是由𝑋的一些子集构成的集合且∅ ∈ 𝒳 . 设𝜇 : 𝒳 → R ∪ {∞}是一个
映射. 如果𝜇 满足下面两个条件

(1) 𝜇(∅) = 0;

(2) 如果𝐴,𝐵,𝐴 ∪𝐵 ∈ 𝒳 且𝐴 ∩𝐵 = ∅, 那么𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵) ,

则称𝜇是有限可加的. 如果进一步𝜇满足条件：

(3) 对𝒳中任意一个互不相交的序列{𝐵𝑛}∞𝑛=1, 如果
⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ∈ 𝒳 , 那么

𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐵𝑛

)︂
=
∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝐵𝑛),

则称𝜇是可数可加的.

1
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定义 0.1.3 设(𝑋,𝒳 ) 是一个可测空间. 如果𝜇 : 𝒳 → [0,∞] 是一个可数可加的映射, 则称𝜇

是(𝑋,𝒳 ) 上的一个测度. 此时称三元组(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个测度空间(measure space).

如果𝜇(𝑋) <∞,那么称(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个有限测度空间；如果𝜇(𝑋) = 1,则称𝜇是(𝑋,𝒳 )

上的一个概率测度, 此时称(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个概率空间. 如果存在{𝐴𝑛}𝑛∈N ⊆ 𝒳 使得𝑋 ⊆⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛 且𝜇(𝐴𝑛) <∞, ∀𝑛 ∈ N, 那么称(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为𝜎 有限的.

设(𝑋,𝒳 )是一个可测空间. 如果𝜇 : 𝒳 → R∪{∞}是一个可数可加的映射,则称𝜇是(𝑋,𝒳 )

上的一个有符号测度(signed measure), 或带号测度.

定理 0.1.4 (Jordan 分解定理) 设(𝑋,𝒳 )是一个可测空间. 如果𝜇是(𝑋,𝒳 )上的一个有限

的有符号测度, 那么存在两个有限测度𝜇1和𝜇2使得𝜇有下面的分解：

𝜇 = 𝜇1 − 𝜇2.

并且𝜇1, 𝜇2由𝜇唯一决定.

例 0.1.5 1. (𝑋,𝒩 , 𝜇) 称为平凡概率空间, 其中𝒩 = {𝑋, ∅}, 𝜇(𝑋) = 1并且𝜇(∅) = 0.

2. 设𝑛 ∈ N, 𝑋 = {0, 1, . . . , 𝑛− 1}. 则(𝑋,𝒫(𝑋), 𝜇𝑛)是一个概率空间, 其中

𝜇𝑛({0}) = 𝜇𝑛({1}) = · · · = 𝜇𝑛({𝑛− 1}) =
1

𝑛
.

称𝜇𝑛是Z𝑛上的等分布测度.

3. 设𝑋是一个非空集合.对任意𝐴 ⊆ 𝑋,定义𝜇(𝐴)是集合𝐴中元素的个数. 则𝜇是(𝑋,𝒫(𝑋))上

的一个测度, 称之为计数测度.

4. 设(𝑋,𝒳 )是一个可测空间. 对于取定的一个点𝑥 ∈ 𝑋, 令𝛿𝑥 : 𝒳 → {0, 1}使得对于任
意𝐵 ∈ 𝒳 ,

𝛿𝑥(𝐵) =

⎧⎨⎩1, 𝑥 ∈ 𝐵;

0, 𝑥 ̸∈ 𝐵.

那么(𝑋,𝒳 , 𝛿𝑥)是一个概率空间. 此时称𝛿𝑥为由点𝑥决定的Dirac 测度.

5. 设ℒ([0, 1]) 为[0, 1] 上所有的Lebesgue 可测集的全体, 记𝑚 为[0, 1] 上的Lebesgue 测度,

则([0, 1],ℒ([0, 1]),𝑚) 是一个概率空间.

6. 设T = R/Z为一维环面, ℒ(T)为T上所有Lebesgue可测集的全体,记𝑚T为T上的Lebesgue

测度, 则(T,ℒ(T),𝑚T) 是一个概率空间.

定义 0.1.6 设𝑋是一个非空集合且𝒮 ⊆ 𝒫(𝑋). 如果𝒮满足下面三个条件

1. ∅ ∈ 𝒮;
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2. 若𝐴,𝐵 ∈ 𝒮, 则𝐴 ∩𝐵 ∈ 𝒮;

3. 若𝐴 ∈ 𝒮, 则存在𝑛 ∈ N和𝒮 中互不相交的集合𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 使得𝑋 ∖𝐴 =
⋃︀𝑛
𝑖=1𝐵𝑖,

则称𝒮是𝑋上的一个半代数(semi-algebra).

例如,对于闭区间[0, 1],其全体子区间为一个半代数；𝒮 = {[0, 𝑏], (𝑎, 𝑏], : 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 1]}也
是一个半代数.

定义 0.1.7 设𝑋是一个非空集合且𝒜 ⊆ 𝒫(𝑋). 如果𝒜满足下面三个条件

1. ∅ ∈ 𝒜;

2. 若𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, 则𝐴 ∩𝐵 ∈ 𝒜;

3. 如果𝐴 ∈ 𝒜, 则𝑋 ∖𝐴 ∈ 𝒜,

则称𝒜是𝑋上的一个代数(algebra).

上面的第2条可以换为：

2’: 如果𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 ∈ 𝒜, 则𝐴1 ∪ · · · ∪𝐴𝑛 ∈ 𝒜.

命题 0.1.8 设𝑋是一个非空集合且𝒮是𝑋上的一个半代数. 则包含𝒮最小的代数恰由𝑋中

能被表示成𝒮中有限个互不相交元素并的子集组成. 即{︂
𝐶 ⊆ 𝑋 : 存在𝑛 ∈ N和存在互不相交的集合𝐶1, . . . , 𝐶𝑖 ∈ 𝒮使得𝐶 =

𝑛⋃︁
𝑖=1

𝐶𝑖

}︂
是由𝒮生成的代数𝒜(𝒮).

定理 0.1.9 设𝑋是一个非空集合且𝒮是𝑋上的一个半代数. 若𝜇 : 𝒮 → R+ 是有限可加的,

那么存在唯一的扩充𝜇1 : 𝒜(𝒮)→ R+ (i.e. 𝜇1|𝒮 = 𝜇). 如果𝜇 为可数可加的, 那么𝜇1 亦然.

注意有可能𝑋 ̸∈ 𝒮,但是存在𝒮 中互不相交的集合𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 使得𝑋 =
⋃︀𝑛
𝑖=1𝐵𝑛. 于

是如果
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜇(𝐵𝑛) = 1, 那么在上面定理中我们有𝜇1(𝑋) = 1.

定理 0.1.10 设𝑋是一个非空集合且𝒜是𝑋上的一个代数. 若𝜇1 : 𝒜 → R+ 是可数可加的,

那么存在唯一的扩充𝜇2 : 𝜎(𝒜)→ R+ (i.e. 𝜇2|𝒜 = 𝜇1).

综合上面定理, 我们可以从半代数的可数可加测度扩充到一个𝜎代数上的测度. 即

定理 0.1.11 (Carathéodory 扩充定理（Carathéodory Extension Theorem）) 设𝑋 是一

个非空集合且𝒮 是𝑋 上的一个半代数. 若𝜇 : 𝒮 → R+是可数可加的,则存在测度̃︀𝜇 : 𝜎(𝒮)→
R+ 使得̃︀𝜇|𝒮 = 𝜇, 即̃︀𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴), ∀𝐴 ∈ 𝒮. 另外如果𝒮 中存在可数子集列{𝐵𝑛}𝑛∈N 使
得𝑋 =

⋃︀
𝑛∈N𝐵𝑛 且𝜇(𝐵𝑛) <∞, ∀𝑛 ∈ N, 那么̃︀𝜇 是唯一的.
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推论 0.1.12 设𝑋 是一个非空集合且𝒮是𝑋上的一个半代数. 若𝜇 : 𝒮 → [0, 1]是可数可加的,

并且存在𝑛 ∈ N 和𝒮 中互不相交的集合𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 使得𝑋 =
⋃︀𝑛
𝑖=1𝐵𝑛和

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜇(𝐵𝑛) = 1,

则存在唯一的一个概率测度̃︀𝜇 : 𝜎(𝒮)→ [0, 1] 满足̃︀𝜇|𝒮 = 𝜇, 即̃︀𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴), ∀𝐴 ∈ 𝒮.

例如,对于闭区间[0, 1], 𝒮 = {[0, 𝑏], (𝑎, 𝑏], : 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 1]}是一个半代数. 从区间长度出发

可以定义𝒮 上的可数可加函数, 由上结论, 我们可以得到[0, 1] 上的Lebesgue测度.

定义 0.1.13 设𝑋是一个集合且ℳ⊆ 𝒫(𝑋). 如果ℳ满足下面两个条件

1. 如果𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ · · · , 𝐴𝑛 ∈ℳ, 𝑛 ∈ N, 那么
⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛 ∈ℳ;

2. 如果𝐵1 ⊇ 𝐵2 ⊇ · · · , 𝐵𝑛 ∈ℳ, 𝑛 ∈ N, 那么
⋂︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ∈ℳ,

则称ℳ是𝑋上的一个单调类(monotone class).

定理 0.1.14 设𝑋是一个集合且𝒜是𝑋上的一个代数. 则𝜎(𝒜)是包含𝒜 的最小单调类.

下面命题表明, 𝜎-代数中的元素总是可以由其生成代数中的元素逼近.

命题 0.1.15 (近似引理（Approximation Lemma）) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个概率空间且𝒜 ⊆ 𝒳是
一个代数. 若𝜎(𝒜) = 𝒳 , 则对任意𝜀 > 0 和𝐵 ∈ 𝒳 , 存在𝐴 ∈ 𝒜 使得𝜇(𝐴Δ𝐵) < 𝜀.

定义 0.1.16 设𝒳是𝑋上的一个𝜎代数. 如果存在𝑋上的一个可数子集列{𝐴𝑖}∞𝑖=1 使得𝒳 =

𝜎({𝐴𝑖 : 𝑖 ∈ N}), 则称𝒳是可数生成的.

命题 0.1.17 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个概率空间且𝒳是可数生成的. 则存在𝑋上的一个可数子集

列{𝐴𝑖}∞𝑖=1 满足: 对任意𝜀 > 0 和𝐵 ∈ 𝒳 , 存在𝑖 ∈ N使得𝜇(𝐴𝑖Δ𝐵) < 𝜀.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间. 记

𝒳 = {𝐵Δ𝐹 : 𝐵 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐹 ) = 0},

定义𝜇 : 𝒳 → [0, 1] 使得𝜇(𝐵Δ𝐹 ) = 𝜇(𝐵). (𝑋,𝒳 , 𝜇) 称为(𝑋,𝒳 , 𝜇)的完备化. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇) =

(𝑋,𝒳 , 𝜇), 那么称(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为完备的.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个概率空间. 设𝐴 ∈ 𝒳 . 若𝜇(𝐴) > 0, 令𝒳𝐴 = {𝐴 ∩𝐵 : 𝐵 ∈ 𝒳} 以及𝜇|𝐴
为𝜇 在𝒳𝐴 上的限制(即𝜇|𝐴(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝜇(𝐴∩𝐵)

𝜇(𝐵) , ∀𝐵 ∈ 𝒳 ), 则(𝐴,𝒳𝐴, 𝜇|𝐴) 也是一个概率空间.

称之为(𝑋,𝒳 , 𝜇) 在𝐴上的限制.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇)和(𝑌,𝒴, 𝜈) 是两个概率空间. 令𝒞 = {𝐴 × 𝐵 : 𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐵 ∈ 𝒴}. 则𝒞 是𝑋 × 𝑌
上的一个半代数. 定义𝜇× 𝜈 : 𝒞 → [0, 1], 𝐴×𝐵 ↦→ 𝜇(𝐴)𝜈(𝐵). 则𝜇× 𝜈可以唯一延拓到𝜎(𝒞)上
成为一个概率测度,称之为𝜇和𝜈 的乘积测度.记为(𝑋 × 𝑌,𝒳 ×𝒴, 𝜇× 𝜈). 上述定义可以推

广如下.
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设(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖), 𝑖 ∈ Z 是一列概率空间. 令

𝑋 =
∞∏︁

𝑖=−∞
𝑋𝑖 = {(𝑥𝑖)∞𝑖=−∞ : 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, 𝑖 ∈ Z}.

令

𝒮 =

{︂−(𝑛+1)∏︁
𝑖=−∞

𝑋𝑖 ×
𝑛∏︁

𝑗=−𝑛
𝐴𝑗 ×

∞∏︁
𝑖=𝑛+1

𝑋𝑖 : 𝐴𝑗 ∈ 𝒳𝑗 , −𝑛 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ Z+

}︂
.

则𝒮是𝑋 =
∏︀∞
𝑖=−∞𝑋𝑖上的一个半代数,其中元素称为可测方体(measurable rectangle). 记𝒳 =⨂︀∞

𝑖=−∞𝒳𝑖 = 𝜎(𝒮), 则(𝑋,𝒳 ) 为可测空间.

定义

𝜇′ : 𝒮 → [0, 1],

−(𝑛+1)∏︁
𝑖=−∞

𝑋𝑖 ×
𝑛∏︁

𝑗=−𝑛
𝐴𝑗 ×

∞∏︁
𝑖=𝑛+1

𝑋𝑖 ↦→
𝑛∏︁

𝑗=−𝑛
𝜇𝑗(𝐴𝑗).

则𝜇′可以唯一延拓到𝒳上成为一个概率测度𝜇. 称(𝑋,𝒳 , 𝜇)是{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖)}∞𝑖=−∞ 的乘积概率
空间, 记为 (︂ ∞∏︁

𝑖=−∞
𝑋𝑖,

∞⨂︁
𝑖=−∞

𝒳𝑖, 𝜇
)︂

=
∞∏︁

𝑖=−∞
(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖).

乘积空间
∏︀∞
𝑖=0(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖),

∏︀∞
𝑖=1(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖)等可以类似定义, 我们不再重复描述. 当存

在𝑛 ∈ N使得对任意|𝑖| ≥ 𝑛, (𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖) 是平凡时, 上面的乘积测度退化成有限多个测度的

乘积.

下面我们考虑一种特殊情况. 设𝑘 ≥ 2 为自然数且记𝑌 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}. 设𝑝 =

(𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘−1) 是一个概率向量, 即𝑝𝑖 ≥ 0 且
∑︀𝑘−1

𝑖=0 𝑝𝑖 = 1. 定义(𝑌,𝒫(𝑌 )) 上的概率测度𝜈𝑝

使得

𝜈𝑝({𝑖}) = 𝑝𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1.

令(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖) = (𝑌,𝒫(𝑌 ), 𝜈𝑝), 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1. 由此得到乘积空间

(Σ𝑘,ℬ, 𝜇𝑝) =

∞∏︁
𝑖=−∞

(𝑌,𝒫(𝑌 ), 𝜈𝑝).

我们也经常记Σ𝑘 = 𝑌 Z = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}Z.

设ℎ ≤ 𝑙 ∈ Z, 𝑎ℎ, 𝑎ℎ+1, . . . , 𝑎𝑙 ∈ 𝑌 . 定义柱形集

ℎ[𝑎ℎ, 𝑎ℎ+1, . . . , 𝑎𝑙]𝑙 = {(𝑥𝑖)∞𝑖=−∞ ∈ Σ𝑘 : 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖, ℎ ≤ 𝑖 ≤ 𝑙}.

柱形集生成了Σ𝑘的乘积𝜎代数, 其测度由下式决定：

𝜇𝑝(ℎ[𝑎ℎ, 𝑎ℎ+1, . . . , 𝑎𝑙]𝑙) =
𝑙∏︁

𝑗=ℎ

𝑝𝑎𝑗 .

一个重要的特殊情况是等分布的时候, 即𝑝 = ( 1𝑘 ,
1
𝑘 , . . . ,

1
𝑘 ). 一般的, 我们有：
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定理 0.1.18 (Daniell-Kolmogorov定理) 设𝑘 ≥ 2为自然数, 𝑌 = {0, 1, . . . , 𝑘−1},令(Σ𝑘,ℬ) =∏︀∞
𝑖=−∞(𝑌,𝒫(𝑌 )). 对于每个𝑛 ≥ 0以及𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑌 ,给定了某个非负实值函数𝑝𝑛(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛)

满足条件 ∑︁
𝑎0∈𝑌

𝑝0(𝑎0) = 1, 𝑝𝑛(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) =
∑︁

𝑎𝑛+1∈𝑌
𝑝𝑛+1(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1).

那么在(Σ𝑘,ℬ) 上存在唯一的概率测度𝜇 使得对任意的ℎ ≤ 𝑙 有

𝜇(ℎ[𝑎ℎ, 𝑎ℎ+1, . . . , 𝑎𝑙]𝑙) = 𝑝𝑙−ℎ(𝑎ℎ, . . . , 𝑎𝑙), ∀𝑎𝑖 ∈ 𝑌, ℎ ≤ 𝑖 ≤ 𝑙.

S0.1.2 可测函数与积分

定义 0.1.19 设(𝑋,𝒳 ) 是一个可测空间且𝑓 : 𝑋 → R* = R ∪ {±∞}. 如果对任意的𝑐 ∈ R, 我
们有{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑐} ∈ 𝒳 , 则称𝑓 是一个可测函数.

注记 0.1.20 1. 𝑓 : 𝑋 → R*是可测的当且仅当对任意的𝑐 ∈ R, 𝑓−1((𝑐,∞)) ∈ 𝒳 以及𝑓−1(+∞) ∈
𝒳 .

2. 𝑓 : 𝑋 → R 是可测的当且仅当对任意的𝐵 ∈ ℬ(R), 𝑓−1(𝐵) ∈ 𝒳 .

3. 设𝑋 是一个拓扑空间. 若𝑓 : 𝑋 → R 连续, 则它是(𝑋,ℬ(𝑋)) 上的一个可测函数.

命题 0.1.21 设𝑓𝑛 : 𝑋 → R*, 𝑛 = 1, 2, . . . ,是一列可测函数. 则inf𝑛 𝑓𝑛, sup𝑛 𝑓𝑛, lim inf𝑛→∞ 𝑓𝑛,

lim sup𝑛→∞ 𝑓𝑛 都是可测函数.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个概率空间且𝑃 是关于𝑋中元素𝑥的一个命题.如果{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑃 (𝑥)不成立}
是可测的并且测度为0, 则称命题𝑃 对于𝜇 几乎处处的点𝑥 ∈ 𝑋 成立. 当不会引起混淆的

情况下, 简称命题𝑃 几乎处处成立.

定义 0.1.22 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个概率空间, 𝑓, 𝑔, 𝑓𝑛 都为可测函数.

1. 如果𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) =∞ 或−∞}) = 0, 则称𝑓是几乎处处有限的.

2. 如果存在𝑀 > 0 使得𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑓(𝑥)| ≥𝑀}) = 0, 则称𝑓 是几乎处处有界的.

3. 如果𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 0}) = 0, 则称𝑓 是几乎处处非负的.

4. 如果𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ̸= 𝑔(𝑥)}) = 0, 则称𝑓 和𝑔 是几乎处处相等的.

5. 如果𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓𝑛(𝑥) ̸→ 𝑓(𝑥), 𝑛 → ∞}) = 0, 则称𝑓𝑛 几乎处处收敛到𝑓 , 记为𝑓𝑛 → 𝑓 ,

𝜇-a.e. 或者𝑓𝑛
𝑎.𝑒.→ 𝑓, 𝑛→∞.

注记 0.1.23 在测度论中, 零测集往往不起作用, 我们经常可以在忽略一个零测集上讨论

问题, 甚至一个函数可以在一个零测集上没有定义.
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定义 0.1.24 设𝐴 ⊆ 𝑋. 定义𝐴 的特征函数 (characteristic function) 1𝐴 : 𝑋 → R 如下：

1𝐴(𝑥) =

⎧⎨⎩1, 𝑥 ∈ 𝐴,

0, 𝑥 ̸∈ 𝐴.

则1𝐴是可测的当且仅当𝐴 ∈ 𝒳 . 有时候也把1𝐴 记为𝜒𝐴.

在许多文献中，特征函数也称为指示函数 (indicator function).

定义 0.1.25 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个概率空间且𝑓 : 𝑋 → R是一个可测函数. 如果存在𝑛 ∈ N, 可
测集𝐴𝑖和实数𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 使得𝑓 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖1𝐴𝑖 , 则称𝑓是一个简单函数. 此时𝑓的积分定

义为 ∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜇(𝐴𝑖).

定义 0.1.26 设𝑓 : 𝑋 → R*是一个非负可测函数. 𝑓的积分定义为∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 = sup

{︂∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇 : 0 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥), 𝑔 是一个简单函数

}︂
.

注意
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇可以取∞. 如果

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 <∞, 则称𝑓是可积的.

定义 0.1.27 设𝑓 : 𝑋 → R*是一个可测函数. 定义

𝑓+(𝑥) = max{𝑓(𝑥), 0}, 𝑓−(𝑥) = max{−𝑓(𝑥), 0}.

则𝑓+和𝑓−都是非负可测函数且𝑓(𝑥) = 𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥).

如果
∫︀
𝑋 𝑓

+𝑑𝜇 <∞ 和
∫︀
𝑋 𝑓
−𝑑𝜇 <∞, 则称𝑓是可积的, 此时它的积分定义为∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓+𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓−𝑑𝜇.

若𝐴 ∈ 𝒳 , 𝑓在𝐴上的积分定义为 ∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓 · 1𝐴𝑑𝜇.

定理 0.1.28 (单调收敛定理) 设𝑓1 ≤ 𝑓2 ≤ . . .为概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇)上一列递增实值可积函

数. 如果
{︁∫︁

𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇

}︁
𝑛∈N
有界, 那么lim𝑛→∞ 𝑓𝑛 几乎处处存在, 可积并有

∫︁
𝑋

( lim
𝑛→∞

𝑓𝑛)𝑑𝜇 = lim
𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇.

如果
{︁∫︁

𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇

}︁
𝑛∈N
为无界的, 那么要么 lim

𝑛→∞
𝑓𝑛 在一个正测集上无限, 要么 lim

𝑛→∞
𝑓𝑛不可积.
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定理 0.1.29 (Fatou引理) 设{𝑓𝑛}𝑛∈N 为概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇) 上一列可测实值函数且下界被

一个可积函数控制. 如果lim inf
𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇 <∞, 则lim inf𝑛→∞ 𝑓𝑛 为可积的且∫︁

𝑋
lim inf
𝑛→∞

𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤ lim inf
𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇.

定理 0.1.30 (Lebesgue控制收敛定理) 如果𝑔 : 𝑋 → R 为可积的且函数列{𝑓𝑛} 满足|𝑓𝑛| ≤
𝑔 a.e. (𝑛 ≥ 1) 以及lim𝑛→∞ 𝑓𝑛 = 𝑓 a.e., 那么𝑓 是可积的并且

lim
𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

对于复数值函数也有类似结论, 我们不再重复论述. 设1 ≤ 𝑝 < ∞. 令ℒ𝑝(𝑋,𝜇) 是满

足
∫︀
𝑋 |𝑓 |

𝑝𝑑𝜇 <∞的所有可测函数𝑓 : 𝑋 → C的全体.在ℒ𝑝(𝑋,𝜇)中定义一个等价关系: 𝑓 ∼ 𝑔
当且仅当𝑓 = 𝑔 𝜇− 𝑎.𝑒.. 令

𝐿𝑝(𝑋,𝜇) = ℒ𝑝(𝑋,𝜇)/ ∼

是由等价类构成的集合. 注意到为了简便, 对于集合𝐿𝑝(𝑋,𝜇), 我们仍采用ℒ𝑝(𝑋,𝜇) 上关于

函数的各种运算. 在𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 上定义范数

‖𝑓‖𝑝 =

(︂∫︁
𝑋
|𝑓 |𝑝𝑑𝜇

)︂ 1
𝑝

.

则(𝐿𝑝(𝑋,𝜇), ‖ · ‖𝑝) 是一个Banach 空间. 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 也经常记为𝐿𝑝(𝑋,𝒳 , 𝜇) 或者𝐿𝑝(𝜇) 等, 而

但需要区分不同空间的范数时，‖𝑓‖𝑝 也记为‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 等.

当𝑝 =∞ 的时候定义稍微不同. 对于可测函数𝑓 , 定义它的本性上界为

‖𝑓‖∞ = inf
{︀
𝑀 ≥ 0: 𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑓(𝑥)| > 𝑀}) = 0

}︀
.

注意空集的上确界定义为∞. 令ℒ∞(𝑋,𝜇)是满足‖𝑓‖∞ <∞的所有可测函数𝑓 : 𝑋 → R* 的
全体. 事实上ℒ∞(𝑋,𝜇) 是几乎处处有限的可测函数的全体. 在ℒ∞(𝑋,𝜇) 定义一个等价关

系, 𝑓 ∼ 𝑔 当且仅当𝑓 和𝑔 几乎处处相等. 令𝐿∞(𝑋,𝜇) = ℒ∞(𝑋,𝜇)/ ∼ 是由等价类构成的集
合. (𝐿∞(𝑋,𝜇), ‖ · ‖∞) 是一个Banach空间.

命题 0.1.31 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个概率空间. 对任意的1 ≤ 𝑝 < 𝑞 ≤ ∞, 𝐿𝑞(𝑋,𝜇) ⊆ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇).

定理 0.1.32 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个概率空间且1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 如果𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 中的序列{𝑓𝑛} 依范
数收敛到𝑓 , 则存在一个子序列{𝑓𝑛𝑘

} 几乎处处收敛到𝑓 .

命题 0.1.33 如果概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇)是可数生成的,则对任意的1 ≤ 𝑝 <∞,
(︀
𝐿𝑝(𝑋,𝜇), ‖·‖𝑝

)︀
是一个可分Banach空间. 特别地𝐿2(𝑋,𝜇) 是一个可分Hilbert 空间, 其内积定义为

⟨𝑓, 𝑔⟩ =

∫︁
𝑋
𝑓 · 𝑔𝑑𝜇.



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第9页

第零章 预备知识 S0.2 一般拓扑

S0.2 一般拓扑

S0.2.1 拓扑空间

定义 0.2.1 设𝑋是一个非空集合且𝒯是𝑋的一个子集族. 如果𝒯满足下面三个性质:

1. 𝑋, ∅ ∈ 𝒯 ;

2. 若𝒰 ⊆ 𝒯 , 则
⋃︀
𝐴∈𝒰 𝐴 ∈ 𝒯 ;

3. 若𝑈, 𝑉 ∈ 𝒯 , 则𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝒯 ,

则称𝒯 是𝑋 上的一个拓扑. 此时称(𝑋, 𝒯 ) 是一个拓扑空间.

在拓扑𝒯 不会混淆的情况下, 直接称𝑋 是一个拓扑空间. 设(𝑋, 𝒯 ) 是一个拓扑空间

且𝐴 ⊆ 𝑋. 若𝐴 ∈ 𝒯 ,则称𝐴是一个开集. 若𝑋 ∖𝐴是一个开集,则称𝐴是一个闭集. 由定义

易见𝑋 和∅ 既是开集又是闭集.

定义 0.2.2 设𝑋是一个非空集合.

1. 令𝒯 = {𝑋, ∅}. 则𝒯是𝑋上的一个拓扑, 称之为𝑋上的平凡拓扑.

2. 令𝒫(𝑋)是由𝑋的所有子集构成的集族. 则𝒫(𝑋)是𝑋上的一个拓扑, 称之为𝑋上的离散

拓扑.

定义 0.2.3 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间且𝑌 ⊆ 𝑋. 则𝒯 |𝑌 = {𝑈 ∩ 𝑌 : 𝑈 ∈ 𝒯 }是𝑌上的一个拓

扑. 此时称(𝑌, 𝒯 |𝑌 )是拓扑空间(𝑋, 𝒯 )的一个子空间.

定义 0.2.4 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间且𝒜 ⊆ 𝒯 . 如果对任意的𝑈 ∈ 𝒯 ,

𝑈 =
⋃︁
{𝐴 ∈ 𝒜 : 𝐴 ⊆ 𝑈},

则称𝒜是𝒯的一个拓扑基.

设𝒞 ⊆ 𝒯 . 如果

{𝐶1 ∩ 𝐶2 ∩ · · · ∩ 𝐶𝑛 : 𝐶𝑖 ∈ 𝒞, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 ∈ N} ∪ {𝑋}

是𝒯的一个拓扑基, 则称𝒞是𝒯的一个拓扑子基.

如果拓扑空间(𝑋, 𝒯 )存在一个可数的拓扑基, 则称它是第二可数的.

命题 0.2.5 设𝑋是一个非空集合且𝒞是𝑋上的一个子集族. 则存在𝑋上的唯一一个拓扑𝒯使
得𝒞是𝒯的一个拓扑子基.
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定义 0.2.6 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间, 𝑥 ∈ 𝑋且𝑈 ⊆ 𝑋. 如果存在𝑉 ∈ 𝒯 使得𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑈 ,

则称𝑈是点𝑥的一个邻域. 点𝑥的所有邻域构成的𝑋的子集族称为𝑥的邻域系. 如果𝑈是包

含𝑥的开集, 则𝑈是点𝑥的一个邻域, 此时称𝑈是点𝑥的一个开邻域.

设𝒩𝑥是点𝑥的的一个邻域族. 如果对点𝑥的每个邻域𝑈 , 存在𝑉 ∈ 𝒩𝑥使得𝑉 ⊆ 𝑈 , 则

称𝒩𝑥是点𝑥的邻域系的一个基.

定义 0.2.7 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间, 𝑥 ∈ 𝑋和𝐴 ⊆ 𝑋.

1. 如果对𝑥的任意一个邻域𝑈 , 𝑈∩(𝐴∖{𝑥}) ̸= ∅,则称𝑥是𝐴的一个聚点或极限点. 集合𝐴的

所有聚点构成的集合称为𝐴的导集, 记为𝐴′.

2. 如果存在𝑥的一个邻域𝑈使得𝑈 ⊆ 𝐴, 则称𝑥是𝐴的一个内点. 集合𝐴的所有内点构成的

集合称为𝐴的内部, 记为int(𝐴) 或𝐴.

3. 如果𝑥 ∈ 𝐴且存在𝑥的一个邻域𝑈使得𝑈 ∩𝐴 = {𝑥}, 则称𝑥是𝐴的一个孤立点.

4. 如果对𝑥的任意一个邻域𝑈 , 有𝑈 ∩𝐴 ̸= ∅以及𝑈 ∩ (𝑋 ∖𝐴) ̸= ∅, 则称𝑥是𝐴的一个边界点.

集合𝐴的所有边界点构成的集合称为𝐴的边界, 记为𝜕(𝐴) 或𝐵𝑑(𝐴).

5. 称集合𝐴 ∪𝐴′是𝐴的闭包, 记为𝐴 或cl(𝐴).

命题 0.2.8 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间和𝐴 ⊆ 𝑋.

1. 𝐴′ 是一个闭集.

2. int(𝐴)是包含于𝐴的最大开集.

3. cl(𝐴)是包含𝐴的最小闭集.

4. 𝐴是闭集当且仅当𝐴 = cl(𝐴).

5. cl(𝐴) = int(𝐴) ∪ 𝜕(𝐴).

定义 0.2.9 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间和𝐴 ⊆ 𝑋. 如果cl(𝐴) = 𝑋,则称𝐴在𝑋中稠密.若(𝑋, 𝒯 )有

一个至多可数的稠密子集, 则称它为可分的.

定义 0.2.10 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间. 如果对𝑋中任意互异的两点𝑥和𝑦, 存在𝑥的一个邻

域𝑈和𝑦的一个邻域𝑉 使得𝑈∩𝑉 = ∅,则称(𝑋, 𝒯 )是一个Hausdorff空间,或者称(𝑋, 𝒯 )为𝑇2的.

设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间且𝐺 ⊆ 𝑋. 如果存在𝑋中一列开集{𝑈𝑛}∞𝑛=1使得
⋂︀∞
𝑛=1 𝑈𝑛 = 𝐺,

则称𝐺是𝑋的一个𝐺𝛿子集.

定义 0.2.11 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间.
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1. 设𝐴 ⊆ 𝑋. 如果对𝑋中任意一个非空开集𝑈 ,存在非空开集𝑉使得𝑉 ⊆ 𝑈 以及𝑉 ∩𝐴 = ∅,
则称𝐴在𝑋中是无处稠密的(nowhere dense).

2. 设𝐵 ⊆ 𝑋. 如果存在𝑋中一列无处稠密集{𝐴𝑛}∞𝑛=1使得𝐵 =
⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛, 则称𝐵是一个第

一纲集(a set of first category)或疏朗集(a meager set).

3. 设𝐶 ⊆ 𝑋. 如果𝐶不是一个第一纲集, 则称𝐶是一个第二纲集(a set of second category).

4. 设𝐷 ⊆ 𝑋. 如果𝑋 ∖𝐷是一个第一纲集,则称𝐷是一个剩余集(a residual set or a comeagre

set).

定理 0.2.12 设𝑋 为拓扑空间, 那么以下等价：

1. 𝑋 中每个非空开集为第二纲集；

2. 𝑋 的每个剩余集为稠密的；

3. 𝑋 中可数个稠密开集的交仍为稠密的.

满足上面条件的空间称为Baire 空间.

定理 0.2.13 每个完备度量空间为Baire空间；每个局部紧Hausdorff空间为Baire空间.

设𝑋是一个集合且𝒰是𝑋中一些子集构成的集合.如果
⋃︀
𝐴∈𝒰 𝐴 = 𝑋,则称𝒰是𝑋的一个

覆盖. 如果𝒱 ⊆ 𝒰且𝒱也是𝑋的一个覆盖, 则称𝒱是𝒰的一个子覆盖.

设𝑋是一个拓扑空间且𝒰是𝑋的一个覆盖. 如果𝒰中的每个元素都是𝑋中的开集, 则称

它是一个开覆盖. 如果覆盖个数有限, 那么称之为有限覆盖.

定义 0.2.14 如果拓扑空间𝑋中的任何开覆盖都有有限子覆盖, 则称𝑋是紧致的(compact).

设𝒜是𝑋上的一个子集族. 如果𝒜的每个有限子集族都有非空的交,则称𝒜具有有限交
性质.

命题 0.2.15 设𝑋是一个拓扑空间. 则𝑋是紧致的当且仅当𝑋中的每个具有有限交性质的

闭集族都有非空的交.

关于紧致性一个常用的性质是Lebesgue 覆盖引理：

定理 0.2.16 (Lebesgue 覆盖引理) 设(𝑋, 𝑑) 为一个紧致度量空间, 𝛼 为开覆盖. 那么存

在𝛿 > 0 使得任何直径小于等于𝛿 的子集都包含在𝛼 的某个元素中. 此𝛿 称为覆盖𝛼 的

Lebesgue 数.
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定义 0.2.17 设(𝑋, 𝒯 ) 和(𝑌,𝒮) 是两个拓扑空间且𝑓 : 𝑋 → 𝑌 是一个映射. 设𝑥 ∈ 𝑋. 如果

对任意𝑌 中𝑓(𝑥) 的邻域𝑉 , 𝑓−1(𝑉 ) 是𝑥 的一个邻域, 则称𝑥 是𝑓 的一个连续点, 或𝑓 在点𝑥

处连续.

如果𝑓 在𝑋 中的任何点处都连续, 则称𝑓 是一个连续映射. 如果𝑓 是一个连续的一一

映射并且它的逆也连续, 则称𝑓 是一个同胚.

命题 0.2.18 设(𝑋, 𝒯 ) 和(𝑌,𝒮) 是两个拓扑空间且𝑓 : 𝑋 → 𝑌 是一个映射. 则下列命题等

价:

1. 𝑓 连续;

2. 𝑓−1(𝒮) ⊆ 𝒯 , 即对𝑌 中任意一个开集𝑉 , 𝑓−1(𝑉 ) 是𝑋 中的一个开集;

3. 对𝑌 中任意一个闭集𝐴, 𝑓−1(𝐴) 是𝑋 中的一个闭集;

4. 对𝑋 中任意一个子集𝐵, 𝑓(cl(𝐵)) ⊆ cl(𝑓(𝐵));

5. 对𝑌 中任意一个子集𝐶, 𝑓−1(cl(𝐶)) ⊇ cl(𝑓−1(𝐶)).

定义 0.2.19 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间且𝐴 ⊆ 𝑋. 如果𝐴作为子空间是紧致的,则称𝐴是𝑋的

一个紧致子集. 如果𝑋中的每个点都有一个紧致的邻域, 则称𝑋是局部紧的.

定义 0.2.20 设𝑋和𝑌是两个拓扑空间且𝑓 : 𝑋 → 𝑌是一个映射. 如果𝑓是一个单射且𝑓是

从𝑋到𝑓(𝑋)的一个同胚, 则称𝑓是一个嵌入映射. 易见存在一个𝑋到𝑌的嵌入映射当且仅

当𝑋同胚于𝑌的一个子空间.

设(𝑋1, 𝒯1)和(𝑋2, 𝒯2)是两个拓扑空间. 则𝑋1×𝑋2上有唯一一个以{𝑈1×𝑈2 : 𝑈1 ∈ 𝒯1, 𝑈2 ∈
𝒯2} 为基的拓扑𝒯 . 此时称(𝑋1 ×𝑋2, 𝒯 )是(𝑋1, 𝒯1)和(𝑋2, 𝒯2)的乘积拓扑空间.

一般地, 设{(𝑋𝑖, 𝒯𝑖)}𝑖∈𝐼是一族拓扑空间. 则
∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖上有唯一一个以

{𝑝−1𝑖 (𝑈𝑖) : 𝑈𝑖 ∈ 𝒯𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}

为子基的拓扑𝒯 , 其中𝑝𝑖 :
∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 → 𝑋𝑖 是到第𝑖 个坐标的投射. 此时称

(
∏︁
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖, 𝒯 )

是{(𝑋𝑖, 𝒯𝑖)}𝑖∈𝐼的乘积拓扑空间, 𝒯为乘积拓扑.

当𝐼 = Z时, 令

𝒮 =

{︂−(𝑛+1)∏︁
𝑖=−∞

𝑋𝑖 ×
𝑛∏︁

𝑗=−𝑛
𝑈𝑗 ×

∞∏︁
𝑖=𝑛+1

𝑋𝑖 : 𝑈𝑗 ∈ 𝒯𝑗 ,−𝑛 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ Z+

}︂
.

则𝒮是𝑋 =
∏︀∞
𝑖=−∞𝑋𝑖 上的一个基.
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定理 0.2.21 (Tychonoff) 设{(𝑋𝑖, 𝒯𝑖)}𝑖∈𝐼是一族紧致Hausdorff空间. 则(
∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖, 𝒯 )是一个

紧致Hausdorff空间.

定义 0.2.22 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间, 𝑌是一个集合且𝑓 : 𝑋 → 𝑌 是一个满射. 则𝒮 =

{𝑈 ⊆ 𝑌 : 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝒯 } 是𝑌上的一个拓扑. 此时称𝒮是相对于𝑓的商拓扑.

设𝑅是𝑋上的一个等价关系. 商集𝑋/𝑅相对于商映射𝑝 : 𝑋 → 𝑋/𝑅, 𝑥 ↦→ [𝑥]𝑅 的商拓扑

为𝒯𝑅. 称(𝑋/𝑅, 𝒯𝑅)是相对于𝑅的商空间.

定理 0.2.23 设𝑋是一个紧致Hausdorff空间且𝑅是𝑋上的一个闭等价关系.则商空间𝑋/𝑅也

是一个紧致Hausdorff空间.

定义 0.2.24 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间. 如果𝑋中存在一个非空的真子集是既开又闭的,则

称𝑋是不连通, 否则称𝑋是连通的. 设𝐴 ⊆ 𝑋. 如果𝐴作为子空间是连通的, 则称𝐴是𝑋的

一个连通子集.

命题 0.2.25 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间.

1. 若𝐴 ⊆ 𝑋是连通的, 则cl(𝐴)也是连通的.

2. 设𝐴,𝐵 ⊆ 𝑋都是连通的且𝐴 ∩𝐵 ̸= ∅, 则𝐴 ∪𝐵也是连通的.

命题 0.2.26 设𝑋和𝑌是两个Hausdorff空间且𝑓 : 𝑋 → 𝑌是一个连续满射.

1. 如果𝑋是紧致的, 则𝑌也是紧致的.

2. 如果𝑋是连通的, 则𝑌也是连通的.

3. 如果𝑋是紧致的并且𝑓是一个一一映射, 则𝑓是一个同胚.

S0.2.2 Cantor集

定义 0.2.27 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间且𝑥 ∈ 𝑋. 定义𝑥的连通分支是包含𝑥的所有连通子

集的并. 易见𝑥的连通分支是包含𝑥的最大连通子集并且是闭的. 𝑋的所有连通分支构成

了𝑋上的一个闭剖分, 从而确定𝑋上的一个连通关系.

定义 0.2.28 设(𝑋, 𝒯 )是一个拓扑空间. 如果每个点的连通分支是单点集, 则称(𝑋, 𝒯 )是完

全不连通的.

设(𝑋, 𝒯 )是一个Hausdorff空间. 如果任意的𝑥 ∈ 𝑋和𝑥的任意一个邻域𝑈 , 存在一个既

开又闭的集𝑉使得𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑈 , 则称(𝑋, 𝒯 )是一个0维空间.

定理 0.2.29 设𝑋是一个紧致Hausdorff空间. 则𝑋是完全不连通的当且仅当它是一个0维空

间.
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定理 0.2.30 设𝑋是一个紧致Hausdorff空间且𝑅是𝑋上的连通关系.则商空间𝑋/𝑅是一个0维

紧致Hausdorff空间.

定义 0.2.31 设𝐶0 = [0, 1]. 对任意的𝑛 ∈ N, 令

𝐶𝑛 =
𝐶𝑛−1

3
∪
(︂

2

3
+
𝐶𝑛−1

3

)︂
.

标准Cantor三分集定义为

𝐶 =
∞⋂︁
𝑛=0

𝐶𝑛.

定义 0.2.32 设𝑋是一个拓扑空间且𝐴 ⊆ 𝑋. 如果𝐴作为子空间是紧致可度量化, 0-维和无

孤立点的, 则称𝐴是𝑋中的一个Cantor集.

定理 0.2.33 (Brouwer) 每个Cantor集合都同胚于标准三分Cantor集𝐶.

定理 0.2.34 (Alexandroff) 每个紧致可度量化空间是𝐶的连续像.

定理 0.2.35 设(𝑋, 𝑑)是一个完备可分度量空间. 若𝐴 ⊆ 𝑋是一个不可数的Borel集, 则𝐴包

含一个Cantor集.

命题 0.2.36 设𝐴 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1} (𝑘 ≥ 2), 并赋予其离散拓扑. 则乘积空间𝐴Z 同胚于标

准Cantor三分集.

S0.2.3 函数空间

定义 0.2.37 设𝑋是一个拓扑空间和𝐼是一个集合.从𝐼到𝑋的所有映射构成的集合记作𝑋𝐼 .

由笛卡尔积的定义, 𝑋𝐼是集族{𝑋}𝑖∈𝐼的笛卡尔积
∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋, 因此它有乘积拓扑. 习惯上称这

个拓扑为𝑋𝐼的点态收敛拓扑.

设𝑋和𝑌是两个拓扑空间. 记𝐶(𝑋,𝑌 )是从𝑋到𝑌的所有连续映射构成的集合. 因此

𝐶(𝑋,𝑌 ) ⊆ 𝑌 𝑋 . 𝐶(𝑋,𝑌 )作为𝑌 𝑋的子空间称为从𝑋到𝑌的具有点态收敛拓扑的连续映射

空间, 此时也记𝐶(𝑋,𝑌 ) 为𝐶𝑝(𝑋,𝑌 ).

定义 0.2.38 设(𝑋, 𝒯 )和(𝑌,𝒮)是两个拓扑空间. 记𝒞是𝑋的全体紧子集构成的集族. 则𝑌 𝑋上

有唯一一个以

{𝑊 (𝐸,𝑈) ⊆ 𝑌 𝑋 : 𝐸 ∈ 𝒞, 𝑈 ∈ 𝒮}

为子基的拓扑𝒯𝒞, 其中
𝑊 (𝐸,𝑈) = {𝑓 ∈ 𝑌 𝑋 : 𝑓(𝐸) ⊆ 𝑈}.

称𝒯𝒞是𝑌 𝑋上的紧开拓扑.

𝐶(𝑋,𝑌 )作为(𝑌 𝑋 , 𝒯𝒞)的子空间称为从𝑋到𝑌的具有紧开拓扑的连续映射空间, 此时也

记𝐶(𝑋,𝑌 ) 为𝐶𝑐(𝑋,𝑌 ).
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定义 0.2.39 设𝑋是一个集合且(𝑌, 𝑑)是一个度量空间. 定义𝑑𝑢 : 𝑌 𝑋 × 𝑌 𝑋 → R 使得对任意
的𝑓, 𝑔 ∈ 𝑌 𝑋 ,

𝑑𝑢(𝑓, 𝑔) =

⎧⎨⎩1, 存在𝑥 ∈ 𝑋使得𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) ≥ 1,

sup{𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋}, 其它情况.

则𝑑𝑢是𝑌 𝑋上的一个度量, 称之为𝑌 𝑋上的一致收敛度量. 由一致收敛度量𝑑𝑢诱导的拓扑称

为𝑌 𝑋上的一致收敛拓扑𝒯𝑢.
设𝑋是一个拓扑空间且(𝑌, 𝑑)是一个度量空间. 𝐶(𝑋,𝑌 )作为(𝑌 𝑋 , 𝒯𝑢)的子空间称为从𝑋

到𝑌的具有一致收敛拓扑的连续映射空间, 此时也记𝐶(𝑋,𝑌 ) 为𝐶𝑢(𝑋,𝑌 ).

若𝑋是紧致的, 则𝑌 𝑋上的紧开拓扑和一致收敛拓扑相等.

设𝑋是一个紧致度量空间. 记𝐶(𝑋) 或𝐶(𝑋,C) 为𝑋 上全体复值连续函数空间, 而

记𝐶(𝑋,R) 是𝑋 上实值连续函数空间. 对任意𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 定义

‖𝑓‖sup = sup{|𝑓(𝑥)| : 𝑥 ∈ 𝑋}.

则‖ · ‖sup 是一个范数并且(𝐶(𝑋), ‖ · ‖sup) 是一个Banach 空间. 由范数‖ · ‖sup诱导的拓扑与
一致收敛拓扑相等.

对任意𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋), 定义𝑓 与𝑔 的乘积为𝑓 · 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ 𝑋. 则𝑓 · 𝑔 ∈
𝐶(𝑋). 这个乘法下有单位元e (e(𝑥) ≡ 1, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋). 故(𝐶(𝑋), ‖ · ‖sup) 是一个Banach 代数,

且(𝐶(𝑋,R), ‖ · ‖sup) 是它的一个子Banach 代数.

设𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋). 定义𝒜 线性张成的子空间为

span(𝒜) =

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑓𝑖 : 𝑎𝑖 ∈ C, 𝑓𝑖 ∈ 𝒜, 𝑛 ∈ N
}︂
.

定义 0.2.40 设𝑋 为拓扑空间, 𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋,R). 如果

1. e ∈ 𝒜,

2. 对任意𝑓 ∈ 𝒜和𝑐 ∈ R, 𝑐𝑓 ∈ 𝒜,

3. 对任意𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜, 𝑓 + 𝑔, 𝑓 · 𝑔 ∈ 𝒜,

则称𝒜是一个子代数. 将R换为C便得到𝐶(𝑋)子代数的定义.如果对任意互异的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

存在𝑓 ∈ 𝒜使得𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑦), 则称𝒜分离点.

定理 0.2.41 (Stone–Weierstrass) 设𝑋是一个紧致可度量化空间且𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋,R)是一个

分离点的子代数, 则𝒜在𝐶(𝑋,R)中稠密.

下面是Stone–Weierstrass定理在复值函数空间上的版本.

定理 0.2.42 设𝑋是一个紧致可度量化空间. 设𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋) 满足
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1. e ∈ 𝒜;

2. 对任意𝑓 ∈ 𝒜和𝑎, 𝑏 ∈ R, 有(𝑎+ 𝑏𝑖)𝑓 ∈ 𝒜以及𝑓 ∈ 𝒜, 其中𝑖是虚数单位, 𝑓表示𝑓的共轭;

3. 对任意𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜, 有𝑓 + 𝑔, 𝑓 · 𝑔 ∈ 𝒜;

4. 对任意互异的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 存在𝑓 ∈ 𝒜使得𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑦).

则𝒜在𝐶(𝑋)中稠密.

定义 0.2.43 设(𝑋, 𝑑) 是一个紧致度量空间且𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋).

1. 如果存在𝑀 > 0 使得对任意𝑓 ∈ 𝒜 和𝑥 ∈ 𝑋, |𝑓(𝑥)| ≤𝑀 , 则称𝒜是一致有界的.

2. 如果对任意𝜀 > 0, 存在𝛿 > 0使得对任意的𝑓 ∈ 𝒜和满足𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| < 𝜀,

则称𝒜是等度连续的.

下面是Arzelá–Ascoli定理的经典形式.

定理 0.2.44 (Arzelá–Ascoli) 设(𝑋, 𝑑) 是一个紧致度量空间且𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋). 则𝒜 在𝐶(𝑋)

中的闭包是紧的当且仅当𝒜 是一致有界和等度连续的.

下面是Arzelá–Ascoli 定理的一般形式.

定理 0.2.45 (Arzelá–Ascoli) 设𝑋是一个紧致Hausdorff空间且𝑌是一个度量空间. 则一

个闭子集𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋,𝑌 )在紧开拓扑下是紧致的当且仅当它是等度连续和逐点相对紧, 即对

任意的𝑥 ∈ 𝑋, {𝑓(𝑥) : 𝑓 ∈ 𝒜}在𝑌中的闭包是紧的.

推论 0.2.46 设𝑋是一个紧致度量空间和𝒜 ⊆ 𝐶(𝑋,𝑋). 则𝒜在𝐶(𝑋,𝑋)上的一致收敛拓扑

下的闭包是紧的当且仅当𝒜是等度连续的.

一个关于常见的度量化定理为：

定理 0.2.47 设𝑋为紧致Hausdorff空间, 那么以下命题等价：

1. 𝑋 可度量；

2. 𝑋有可数基；

3. 𝐶(𝑋) 有可数稠密子集.
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S0.3 条件期望与测度分解

S0.3.1 Radon-Nikodym导数

定义 0.3.1 设𝜇 和𝜈 是可测空间(𝑋,𝒳 ) 上的两个概率测度.

1. 如果对任意𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) = 0 蕴含𝜈(𝐴) = 0, 则称𝜈 相对于𝜇 是绝对连续的, 记为𝜈 ≪ 𝜇.

2. 若𝜈 ≪ 𝜇 和𝜇≪ 𝜈, 则称𝜇 和𝜈 是等价的, 记为𝜇 ∼ 𝜈.

3. 如果存在𝒳 中互不相交的集合𝐴 和𝐵 使得𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵 并且𝜇(𝐴) = 𝜈(𝐵) = 0, 则称𝜇

和𝜈 是相互奇异的, 记为𝜇 ⊥ 𝜈.

定理 0.3.2 (Lebesgue 分解定理) 设𝜇,𝑚 为(𝑋,𝒳 ) 上两个概率测度, 则存在𝑝 ∈ [0, 1] 以及

概率测度𝜇1, 𝜇2 使得𝜇 = 𝑝𝜇1 + (1 − 𝑝)𝜇2 且𝜇1 ≪ 𝑚, 𝜇2 ⊥ 𝑚. 其中数𝑝 以及测度𝜇1, 𝜇2 是

由𝜇,𝑚 唯一决定的.

定理 0.3.3 (Radon-Nikodym定理) 设𝜇 和𝜈 是可测空间(𝑋,𝒳 ) 上的两个概率测度. 如

果𝜈 ≪ 𝜇, 则存在(𝑋,𝒳 ) 上唯一的非负可积函数𝑓 使得对任意的𝐴 ∈ 𝒳 ,

𝜈(𝐴) =

∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇.

此时称𝑓 是𝜈 相对于𝜇 的Radon-Nikodym导数, 记为
𝑑𝜈

𝑑𝜇
.

Radon–Nikodym导数满足链式法则：如果𝜂 ≪ 𝜈 ≪ 𝜇, 那么

𝑑𝜂

𝑑𝜇
=
𝑑𝜂

𝑑𝜈
· 𝑑𝜈
𝑑𝜇
.

定义 0.3.4 设(𝑋,𝒳 ,𝑚)为概率空间, 𝐴 ∈ 𝒳 且𝜇(𝐴) > 0. 定义

𝜇𝐴 : 𝒳 → [0, 1], 𝐵 ↦→ 𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐴)
.

则𝜇𝐴 为概率测度, 称𝜇𝐴是𝜇在𝐴上的条件概率测度.

注记 0.3.5 1. 𝜇𝐴 ≪ 𝜇且𝑑𝜇𝐴
𝑑𝜇 = 1

𝜇(𝐴)𝜒𝐴

2. 𝜇 = 𝜇(𝐴)𝜇𝐴 + (1− 𝜇(𝐴))𝜇𝑋∖𝐴.
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S0.3.2 条件期望

条件期望有许多种定义方式, 我们下面首先运用Radon-Nikodym定理定义条件期望,

然后用另一种更为直观的方式给出不同的定义方法.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 且𝒜 为𝒳 的子𝜎代数. 下面我们定义条件期望算子

E(·|𝒜) : 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇).

如果𝑓 ≡ 0, 则定义E(𝑓 |𝒜) ≡ 0. 如果𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)为非负实值函数且𝑎 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 > 0, 则

𝜇𝑓 (𝐶) = 𝑎−1
∫︁
𝐶
𝑓𝑑𝜇, ∀ 𝐶 ∈ 𝒜

定义了(𝑋,𝒜, 𝜇)上的一个概率测度,并且𝜇𝑓 相对于𝜇为绝对连续的. 由Radon-Nikodym定

理, 存在函数E(𝑓 |𝒜) ∈ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇) 使得E(𝑓 |𝒜) ≥ 0 且∫︁
𝐶
E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐶
𝑓𝑑𝜇, ∀𝐶 ∈ 𝒜.

并且E(𝑓 |𝒜)在几乎处处意义下是唯一的. 如果𝑓 为任意的实值函数,则分别考虑其正值与

负值部分且线性地定义E(𝑓 |𝒜). 对于𝑓 为复值函数的时候,将它按实部与虚部类似处理之.

这样, 对任意𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), 我们找到了唯一的一个𝒜 可测函数E(𝑓 |𝒜) ∈ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇) 满

足 ∫︁
𝐶
E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐶
𝑓𝑑𝜇, ∀ 𝐶 ∈ 𝒜.

如此我们就定义了条件期望.

下面我们介绍第二种定义条件期望的方法. 因为𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇) 为𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) 的闭子空

间, 所以存在投影算子

𝑃 : 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇)

具有性质: 对于任意𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
1𝐴𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
1𝐴𝑃𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑃𝑓𝑑𝜇, ∀𝐴 ∈ 𝒜. (0.3.1)

下面我们将𝑃 : 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇) 扩充到𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), 这个扩充就定义为条件期望

E( · |𝒜) : 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇).

注意到, 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) ⊆ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为稠密的, 并且对于𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇), 有

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑃𝑓(𝑥) > 0} ∈ 𝒜, {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑃𝑓(𝑥) < 0} ∈ 𝒜.

于是根据(0.3.1),

‖𝑃𝑓‖1 ≤ ‖𝑓‖1.
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对于复数值函数, 取实部虚部同样讨论, 就得到

‖𝑃𝑓‖1 ≤ 2‖𝑓‖1.

于是我们可以将𝑃 : 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇) 扩充到𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇),

E( · |𝒜) : 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇),

并且(0.3.1) 保持.

下面我们根据第一种方式给出具体性质.

定理 0.3.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间, 𝒜为𝒳的子𝜎代数. 则存在一个条件期望映射

E( · |𝒜) : 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇),

满足下面的性质:

1. 对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), E(𝑓 |𝒜)几乎处处由下面两个性质刻画

(a) E(𝑓 |𝒜)是𝒜-可测的;

(b) 对任意的𝐴 ∈ 𝒜,
∫︁
𝐴
E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇.

2. E( · |𝒜)是一个具有范数为1的线性算子,并且E( · |𝒜)是一个正算子,即若𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)

几乎处处非负, 则E(𝑓 |𝒜)也是几乎处处非负的.

3. 对任意𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)和𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒜, 𝜇), E(𝑔𝑓 |𝒜) = 𝑔E(𝑓 |𝒜) 几乎处处成立.

4. 如果𝒞 ⊆ 𝒜是一个子𝜎-代数, 则E(E(𝑓 |𝒜)|𝒞) = E(𝑓 |𝒞) 几乎处处成立.

5. 如果𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇), 则E(𝑓 |𝒜) = 𝑓 几乎处处成立.

6. 对任意𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), |E(𝑓 |𝒜)| ≤ E(|𝑓 ||𝒜) 几乎处处成立.

证明. (1) 设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 首先假设𝑓 ≥ 0且
∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇 > 0. 定义

𝜇𝑓 : 𝒳 → [0, 1], 𝐵 ↦→
∫︀
𝐵 𝑓𝑑𝜇∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇

.

则𝜇𝑓 为概率测度. 注意到𝜇𝑓 |𝒜 ≪ 𝜇|𝒜. 由Radon–Nikodym导数定理(0.3.3), 存在唯一的一

个𝑔 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇)使得对任意的𝐴 ∈ 𝒜,∫︁
𝐴
𝑔𝑑𝜇 = 𝜇𝑓 (𝐴) =

∫︀
𝐵 𝑓𝑑𝜇∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇

.

令E(𝑓 |𝒜) = 𝑔 ·
∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇. 当𝑓 = 0时, 令E(𝑓 |𝒜) = 0. 一般的, 若𝑓 = 𝑓+ − 𝑓−, 则令E(𝑓 |𝒜) =

E(𝑓+|𝒜)− E(𝑓−|𝒜); 对于复值函数, 考虑实部与虚部. 这就证明了存在性.
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设𝑔1和𝑔2都满足(a)和(b). 令𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑔1(𝑥) < 𝑔2(𝑥)}. 则𝐴 ∈ 𝒜. 根据(b)∫︁
𝐴
𝑔1𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑔2𝑑𝜇,

故𝜇(𝐴) = 0. 类似地可以证明𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑔1(𝑥) > 𝑔2(𝑥)}) = 0. 所以𝑔1与𝑔2几乎处处相等.

(2) 由于E(𝑓 |𝒜)由(a)和(b)决定, 易见E( · |𝒜)是一个有界线性算子并且范数为1.

设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)且𝑓 ≥ 0. 令𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 : E(𝑓 |𝒜) < 0}. 则𝐴 ∈ 𝒜 且

0 ≤
∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇.

这蕴含𝜇(𝐴) = 0.

(3) 设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)和𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒜, 𝜇). 则𝑔E(𝑓 |𝒜) ∈ 𝐿1(𝑋,𝒜, 𝜇). 如果存在𝐵 ∈ 𝒜使
得𝑔 = 1𝐵, 那么对任意的𝐴 ∈ 𝒜,∫︁

𝐴
𝑔E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴∩𝐵

E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴∩𝐵

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑔𝑓𝑑𝜇.

由(1), E(𝑔𝑓 |𝒜) = 𝑔E(𝑓 |𝒜). 由于E( · |𝒜)线性, 当𝑔是简单函数的时候也成立. 对于一般

的𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒜, 𝜇) 存在(𝑋,𝒜)上的一致有界的简单函数列{𝑔𝑛}几乎处处收敛到𝑔. 利用控

制收敛定理即得结论.

(4) 对任意得𝐶 ∈ 𝒞, 有𝐶 ∈ 𝒜, 从而∫︁
𝐶
E(E(𝑓 |𝒜)|𝒞)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐶
E(𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐶
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐶
E(𝑓 |𝒞)𝑑𝜇.

由(1), E(E(𝑓 |𝒜)|𝒞) = E(𝑓 |𝒞).
(5)是(1)得简单推论.

(6) 设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 那么存在𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒜, 𝜇)使得|𝑔(𝑥)| = 1, 𝑥 ∈ 𝑋并且

|E(𝑓 |𝒜)| = 𝑔E(𝑓 |𝒜).

由(3),

|E(𝑓 |𝒜)| = E(𝑔𝑓 |𝒜).

对任意得𝐴 ∈ 𝒜, ∫︁
𝐴
|E(𝑓 |𝒜)|𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
E(𝑔𝑓 |𝒜)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑔𝑓𝑑𝜇

≤
∫︁
𝐴
|𝑔𝑓 |𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
|𝑓 |𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
E(|𝑓 ||𝒜)𝑑𝜇.

所以|E(𝑓 |𝒜)| ≤ E(|𝑓 ||𝒜). �

例 0.3.7 1. 若𝒩 = {∅, 𝑋}, 则对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇),

E(𝑓 |𝒩 ) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.
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2. 若𝒜 = {∅, 𝐴,𝑋 ∖𝐴,𝑋} (其中0 < 𝜇(𝐴) < 1), 则对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇),

E(𝑓 |𝒜) =
1

𝜇(𝐴)

∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 · 𝜒𝐴 +

1

1− 𝜇(𝐴)

∫︁
𝑋∖𝐴

𝑓𝑑𝜇 · 𝜒𝑋∖𝐴.

3. 设𝑋 = [0, 1]2是单位正方形并赋予2-维的Lebesgue测度.令𝒜 = 𝒳 ×{∅, [0, 1]}, 即它是由
形如𝐵 × [0, 1]这样的集合生成的𝜎代数, 其中𝐵是[0, 1]上的可测集. 则

E(𝑓 |𝒜)(𝑥1, 𝑥2) =

∫︁
[0,1]

𝑓(𝑥1, 𝑡)𝑑𝑡.

我们也可以通过保测映射将条件期望定义到不同空间上. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)和(𝑌,𝒴, 𝜈)为测

度空间, 𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇)→ (𝑌,𝒴, 𝜈) 为保测映射. 我们定义

E(·|𝑌 ) : 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)→ 𝐿1(𝑌,𝒴, 𝜈)

为

E(𝑓 |𝑌 ) ∘ 𝜑 = E(𝑓 |𝜑−1𝒴), ∀𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇).

如果𝒴 为𝒳的子𝜎 代数, 那么对于id : (𝑋,𝒳 , 𝜇) → (𝑋,𝒴, 𝜇), 上面得到的就是条件期望. 这

种条件期望的推广可以参见Furtenberg 的专著[64].

下面我们简要给出[64] 中的处理方式. 设𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇)→ (𝑌,𝒴, 𝜈) 为一个保测映射, 我

们可以将(𝑌,𝒴, 𝜈) 上的可测函数通过𝑓 → 𝑓 ∘ 𝜑 = 𝑓𝜑 提升为(𝑋,𝒳 , 𝜇) 上的可测函数. 通过

映射𝑓 → 𝑓𝜑, 我们就把𝐿2(𝑌 ) 等同为闭子空间

𝐿2(𝑌 )𝜑 ⊆ 𝐿2(𝑋).

如果记𝑃 为从𝐿2(𝑋)到𝐿2(𝑌 )𝜑 的正交投影, 那么对𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋) 我们定义E(𝑓 |𝑌 ) 为

E(𝑓 |𝑌 ) ∈ 𝐿2(𝑌 ), E(𝑓 |𝑌 )𝜑 = 𝑃𝑓.

定理 0.3.8 在𝐿2(𝑋)上定义的条件期望算子𝑓 → E(𝑓 |𝑌 )可以延拓到𝐿1(𝑋)上且满足下面的

性质：

(i) 𝑓 → E(𝑓 |𝑌 )为从𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)到𝐿1(𝑌,𝒴, 𝜈) 的线性算子.

(ii) 如果𝑓 ≥ 0, 那么E(𝑓 |𝑌 ) ≥ 0.

(iii) 如果𝑓 ∈ 𝐿2(𝑌 ), 那么E(𝑓𝜑|𝑌 ) = 𝑓 .尤其E(1|𝑌 ) = 1.

(iv) 如果𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑌 ), 那么E(𝑔𝜑𝑓 |𝑌 ) = 𝑔(E(𝑓 |𝑌 )).

(v)

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑌
E(𝑓 |𝑌 )𝑑𝜈.
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S0.3.3 测度分解

对于概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇)以及子𝜎-代数𝒜 ⊆ 𝒳 ,根据条件期望,我们可以得到𝜇相对于𝒜
的条件测度.设(𝑋,𝒳 )是一个可测空间,如果存在Polish空间𝑌 使得(𝑋,𝒳 )同构于(𝑌,ℬ(𝑌 )),

那么称(𝑋,𝒳 ) 是一个标准Borel 空间. 标准Borel 空间上的概率空间称为标准Borel 概率空

间. 关于标准Borel 概率空间具体讨论参见第四章.

定理 0.3.9 [54, 定理5.14] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个标准Borel 概率空间, 𝒜 ⊆ 𝒳 为子𝜎代数. 则

存在一个𝒜 可测的𝜇 满测集𝑋0 和一族𝑋 上的测度{𝜇𝒜𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋0}（称为条件测度）满足下
面的性质:

1. 每个𝜇𝒜𝑥 为概率测度并且满足

E(𝑓 |𝒜)(𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓(𝑦)𝑑𝜇𝒜𝑥 (𝑦), 𝜇− 𝑎.𝑒. ∀𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇).

事实上,对于每个𝑓 ∈ ℒ1(𝑋,𝒳 , 𝜇)（注意不是𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)）,
∫︁
𝑋
𝑓(𝑦)𝑑𝜇𝒜𝑥 (𝑦)对于一个𝒜可

测的满测集中的任意𝑥 存在, 映射

𝑥 ↦→
∫︁
𝑋
𝑓(𝑦)𝑑𝜇𝒜𝑥 (𝑦)

为𝒜-可测的, 并且对任意的𝐴 ∈ 𝒜,∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴

(︂∫︁
𝑓(𝑦)𝑑𝜇𝒜𝑥 (𝑦)

)︂
𝑑𝜇(𝑥).

2. 如果𝒜是可数生成的, 则对任意的𝑥 ∈ 𝑋0, 𝜇
𝒜
𝑥 ([𝑥]𝒜) = 1, 其中

[𝑥]𝒜 =
⋂︁

𝑥∈𝐴∈𝒜
𝐴

为包含𝑥 的𝒜原子. 进一步, 对于𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋0, 若[𝑥]𝒜 = [𝑦]𝒜, 则𝜇𝒜𝑥 = 𝜇𝒜𝑦 .

3. 设 ̃︀𝒜 为满足 ̃︀𝒜 =
𝜇
𝒜 的子𝜎代数, 那么𝜇

̃︀𝒜
𝑥 = 𝜇𝒜𝑥 .

注记 0.3.10 设𝒜是可数生成的,即如果存在𝒜的一个至多可数子集{𝐴1, 𝐴2, . . . }使得𝒜 =

𝜎({𝐴1, 𝐴2, . . . }). 此时对任意的𝑥 ∈ 𝑋,

[𝑥]𝒜 =
⋂︁
𝑥∈𝐴𝑖

𝐴𝑖 ∩
⋂︁
�̸�∈𝐴𝑖

𝑋 ∖𝐴𝑖.

所以[𝑥]𝒜是𝒜中包含𝑥的最小集合.

对于紧致度量空间, 𝒳 (𝑋) 是可数生成的且[𝑥]𝒳 (𝑋) = {𝑥}.
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设(𝑋,𝒳 , 𝜇)和(𝑌,𝒜, 𝜈)为测度空间, 𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇)→ (𝑌,𝒜, 𝜈)为保测映射. 类似于E(·|𝒜)

与E(·|𝑌 )的关系, 条件测度也可以有类似的对应.对于紧致度量空间,记ℳ(𝑋)为(𝑋,𝒳 (𝑋))

上Borel概率测度全体.

定理 0.3.11 (测度分解(measure disintegration), [64]) 设(𝑋,ℬ(𝑋))和(𝑌,ℬ(𝑌 ))为标准Borel

概率空间, 𝜑 : 𝑋 → 𝑌 为Borel 映射. 设𝜇 ∈ ℳ(𝑋), 令𝜈 = 𝜑*𝜇 = 𝜇 ∘ 𝜑−1 ∈ ℳ(𝑌 ). 则存在

一个Borel 映射

𝑌 →ℳ(𝑋), 𝑦 ↦→ 𝜇𝑦

使得:

1. 对𝜈 几乎处处的𝑦 ∈ 𝑌 , 𝜇𝑦(𝜋
−1(𝑦)) = 1;

2. 对于任何𝐴 ∈ ℬ(𝑋), 有

𝜇(𝐴) =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦(𝐴)𝑑𝜈(𝑦),

等价的, 对于任何有界Borel 函数𝑓 : 𝑋 → R 有∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑌

(︂∫︁
𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑦(𝑥)

)︂
𝑑𝜈(𝑦).

把上面陈述的事实简记为

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦),

称之为𝜇 相对于𝜈 的测度分解. 事实上, 对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇), 𝐴 ∈ ℬ(𝑌 ),∫︁
𝜋−1(𝐴)

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴

(︂∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑦(𝑥)

)︂
𝑑𝜈(𝑦).

3.（2）中测度分解是唯一的,即如果𝑦 ↦→ 𝜇′𝑦 为满足条件的另一分解,那么𝜇𝑦 = 𝜇′𝑦, 𝜈−𝑎.𝑒.

4. 对于任何𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇), 那么对于𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 , 我们有𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇𝑦) 并且

E(𝑓 |𝑌 )(𝑦) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑦.

下面结论解释了两种定义之间的关联.

定理 0.3.12 [54, 推论5.22] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个标准Borel 概率空间, 𝒜 ⊆ 𝒳 为可数生成的
子𝜎 代数. 则存在一个𝒜 可测的𝜇 满测集𝑋0 和一个紧致度量空间𝑌 , 可测映射𝜑 : 𝑋0 → 𝑌

使得

𝒜 ∩𝑋0 = 𝜑−1(ℬ(𝑌 )),

并且

[𝑥]𝒜 = 𝜑−1(𝜑(𝑥)), ∀𝑥 ∈ 𝑋0.
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记𝜇𝜑(𝑥) = 𝜇𝒜𝑥 , 那么

𝑌 →ℳ(𝑋), 𝑦 ↦→ 𝜇𝑦

为定义在𝜈 = 𝜑*𝜇 满测集上的一个可测映射.

对于动力系统, 我们还有一个非常重要的性质：

定理 0.3.13 [64]设(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,ℬ(𝑌 ), 𝜈, 𝑆)为标准Borel空间上的系统, 𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)

为测度分解. 那么对于𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 , 我们有

𝑇*𝜇𝑦 = 𝜇𝑆𝑦.

S0.4 拓扑群

本节中我们约定所有的拓扑空间都是Hausdorff的

S0.4.1 拓扑群与Haar测度

定义 0.4.1 设(𝐺, · )是一个群且𝒯是𝐺上的一个拓扑. 如果群运算(𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎 · 𝑏和𝑎 ↦→ 𝑎−1 相

对于拓扑𝒯是连续的, 则称(𝐺, · , 𝒯 )是一个拓扑群.

当群运算和拓扑不会引起混淆的情况下, 直接称𝐺是一个拓扑群.

设𝑋是一个拓扑空间, ℬ(𝑋)为其上的Borel 𝜎-代数. 设𝜇为ℬ(𝑋)上的测度, 𝐸 ∈ ℬ(𝑋).

称𝜇在𝐸上为外正则的(outer regular)是指

𝜇(𝐸) = inf{𝜇(𝑈) : 𝑈 ⊇ 𝐸, 𝑈为开集}.

称𝜇在𝐸上为内正则的(inner regular)是指

𝜇(𝐸) = sup{𝜇(𝐾) : 𝐾 ⊆ 𝐸, 𝐾为紧集}.

如果𝜇在任何Borel子集上面是外正则且内正则的, 那么称𝜇为正则的. 任何度量空间上

的Borel 测度都是正则的.

对于𝜎有限的测度,要求它正则会比较苛刻.一个测度𝜇称为Radon测度,是指𝜇在任何

紧致子集上取值有限, 在任何Borel子集上外正则, 在任何开集上内正则. 可证Radon测度

在其任何𝜎 有限的Borel 子集上也是内正则的.

设𝐺是一个拓扑群, ℬ(𝐺)为其上的Borel 𝜎 代数. 称其上测度𝑚为左不变的是指对任

意𝑥 ∈ 𝐺和𝐸 ∈ ℬ(𝐺), 有

𝑚(𝑥𝐸) = 𝑚(𝐸).

如果上式换为𝑚(𝐸𝑥) = 𝑚(𝐸), 则称𝜇为右不变的. 易见左不变性等价于下式:∫︁
𝐺
𝑓(𝑥𝑦)𝑑𝑚(𝑦) =

∫︁
𝐺
𝑓(𝑦)𝑑𝑚(𝑦), ∀𝑓 ∈ 𝐿1(𝐺,𝑚), ∀𝑥 ∈ 𝐺.

对右不变有类似结果.
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定义 0.4.2 设𝐺是一个拓扑群, ℬ(𝐺)为其上的Borel 𝜎-代数. 𝐺 上非零的左（右）不变

的Radon测度称为左Haar测度(右Haar测度).

定理 0.4.3 设𝐺是一个局部紧拓扑群,那么𝐺上存在左Haar测度.设𝜇, 𝜈为𝐺的两个左Haar测

度, 那么存在𝑐 > 0 使得𝜇 = 𝑐𝜈.

在上定理中把“左”换为“右”结果仍成立. 一般而言, 左Haar测度与右Haar测度是不一

样, 但是对于交换群二者一致.

设𝐺𝑖为局部紧拓扑群, 𝑚𝑖为其上左Haar测度(𝑖 ∈ Z), 那么乘积测度𝑚 =
∏︀
𝑖∈Z𝑚𝑖为乘

积群
∏︀
𝑖∈Z𝐺𝑖上的左Haar测度.

一个拓扑群可度量化当且仅当它具有可数基. 在此情况下我们有更强的结果:

定理 0.4.4 (Birkhoff–Kakutani) 设𝐺是一个局部紧可度量化的拓扑群. 则存在𝐺上的

左不变度量𝑑, 即对任意的𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, 𝑑(𝑧𝑥, 𝑧𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦).

注记 0.4.5 设{𝑉𝑛}𝑛∈N 为单位元处的可数基, 𝑉1紧致, {𝑉𝑛}𝑛∈N单调递减, 那么左不变的度

量可以取

𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑛∈N

𝑚(𝑥𝑉𝑛Δ𝑦𝑉𝑛),

其中𝑚为左Haar测度.

对于紧致拓扑群, 有更多好的性质.

注记 0.4.6 设𝐺是一个紧致拓扑群.

1. 根据前面的定理,存在𝐺上的一个Borel概率测度𝑚使得对任意𝑥 ∈ 𝐺,𝐸 ∈ ℬ(𝐺), 𝑚(𝑥𝐸) =

𝑚(𝐸), 且𝑚 为正则的. 由于此时要求了𝑚(𝑋) = 1, 满足这种条件的测度是唯一的.

2. 𝐺上的左Haar概率测度和右Haar概率测度吻合.证明如下：设𝑚为左Haar概率测度, 对

于任何𝑥 ∈ 𝐺, 令𝑚𝑥(𝐸) = 𝑚(𝐸𝑥). 则𝑚𝑥也是左不变正则的, 根据唯一性𝑚𝑥 = 𝑚. 所

以𝑚右不变.

在本书中，紧致拓扑群𝐺 上的Haar 测度特指这个唯一的概率测度𝑚.

3. 局部紧群上的左Haar测度在非空开集上取值都是大于0的, 这点对于紧致群很容易说

明. 设𝑈 为𝐺 的非空开集, 则𝑈 的有限次平移覆盖𝐺, 于是𝑚(𝑈) > 0.

4. 设𝐺是一个紧致可度量化的拓扑群. 则存在𝐺上左不变且右不变度量𝑑,即对任意的𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈
𝐺, 𝑑(𝑥𝑧, 𝑦𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑧𝑥, 𝑧𝑦). 设𝜌为𝐺任何相容的度量, 那么

𝑑(𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝐺

(︂∫︁
𝐺
𝜌(𝑔𝑥ℎ, 𝑔𝑦ℎ)𝑑𝑚(𝑔)

)︂
𝑑𝑚(ℎ)

为满足条件的度量.
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下面是一些具体的例子.

例 0.4.7 1. 设𝑛 ∈ N, Z𝑛 为模𝑛 加法群. 其上Haar 测度为𝜈𝑝, 𝑝 = (1/𝑛, . . . , 1/𝑛), 即

𝜈𝑝({0̄}) = · · · = 𝜈𝑝(𝑛− 1) =
1

𝑛
.

2. 设Z2 = {0̄, 1̄}, 𝜈({0̄}) = 𝜈({1̄}) = 1
2 , 则𝜈为𝑌上的Haar测度, Σ2 = {0̄, 1̄}Z 的乘积测度为

其Haar测度.

3. R𝑛按照通常的加法和拓扑是一个局部紧可度量化的交换群. Lebesgue测度就是其一

个Haar测度.

4. Z按照通常的加法和作为R的子空间是一个离散交换群, 计数测度为Haar测度.

5. 令S1 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1}. 则S1 按照复数的乘法和C 的子拓扑是一个紧致可度量化的
交换群. Haar 测度为其上的Lebesgue测度.

6. 令T = R/Z. 按照R遗传的加法和商拓扑, T是一个紧致可度量化的交换群. 区间[0, 1)

到T = R/Z 与有一个自然的一一对应𝑥 ↦→ 𝑥+ Z. 设𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1),

𝑑(𝑥, 𝑦) = min(|𝑥− 𝑦|, |1− 𝑥+ 𝑦|)

是T 上的一个相容度量.

映射𝑒 : [0, 1) → S1, 𝑥 ↦→ 𝑒2𝜋𝑖𝑥 是一个同胚并且为群同构. 所以作为拓扑群, T
和S1 是同构的.

S0.4.2 特征与对偶群

定义 0.4.8 设𝐺是一个局部紧的交换群. 如果𝛾 : 𝐺→ S1是一个连续的群同态,则称𝛾是𝐺的

一个特征(character). 𝐺所有特征的全体记为 ̂︀𝐺, 称之为𝐺的对偶.

定理 0.4.9 ̂︀𝐺中群运算取其元素的逐点相乘成为一个交换群. 如果取𝐶(𝐺,S1)上紧开拓扑
诱导的拓扑, ̂︀𝐺成为一个局部紧的交换拓扑群.

例 0.4.10 以下“∼=”指同构:

1. ̂︁Z𝑛 ∼= Z𝑛, ∀𝑛 ∈ N.

2. ̂︀S1 ∼= Z 并且 ̂︀Z ∼= S1.

3. ̂︀R ∼= R.

设𝐺是一个局部紧的交换群. 我们罗列其特征群的主要结论如下:
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(1) 𝐺具有可数基当且仅当 ̂︀𝐺具有可数基.

(2) 𝐺是紧致的当且仅当 ̂︀𝐺是离散的. 于是𝐺为紧致可度量的当且仅当 ̂︀𝐺为可数离散群.

(3)（对偶定理）定义𝜑 :
̂︀̂︀𝐺→ 𝐺,𝛼 ↦→ 𝑎 为𝛼(𝛾) = 𝛾(𝑎), ∀𝛾 ∈ ̂︀𝐺. 此对应建立了̂︀̂︀𝐺与𝐺之间一

个自然的拓扑群同构.

(4) 设𝐺为紧致的, 那么𝐺为连通的当且仅当 ̂︀𝐺为无桡的(torsion free 的), 即除单位元外没

有有限阶的元素.

(5) 设𝐺1, 𝐺2为局部紧交换群, 则𝐺1 ×𝐺2
∼= ̂︁𝐺1 × ̂︁𝐺2.

于是对于任何𝜆 ∈ 𝐺1 ×𝐺2, 存在𝛾 ∈ ̂︁𝐺1和𝛿 ∈ ̂︁𝐺2 使得

𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝛾(𝑥)𝛿(𝑦), ∀ 𝑥 ∈ 𝐺1, 𝑦 ∈ 𝐺2.

(6) 设Γ < ̂︀𝐺, 则

𝐻 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝛾(𝑔) = 1, ∀𝛾 ∈ Γ}

为𝐺的闭子群, 并且

(̂𝐺/𝐻) ∼= Γ.

(7) 对任意𝐺的真闭子群𝐻, 存在𝛾 ∈ ̂︀𝐺, 𝛾 ̸= 1 使得𝛾(ℎ) = 1, ℎ ∈ 𝐻.

(8) 设𝐺为紧致的, 那么 ̂︀𝐺为𝐿2(𝐺,𝑚)的标准正交基, 其中𝑚为𝐺的Haar测度. 于是对于𝑓 ∈
𝐿2(𝐺,𝑚), 存在Fourier 展开：

𝑓 =
∑︁
𝛾∈ ̂︀𝐺

𝑎𝛾𝛾,

𝑎𝛾称为Fourier系数. 上式等号的意义是, 对于任何𝜀 > 0,存在有限集𝐽𝜀 ⊆ ̂︀𝐺 使得对于
任何包含𝐽𝜀的 ̂︀𝐺 的有限子集𝐽有

‖𝑓 −
∑︁
𝛾∈𝐽

𝑎𝛾𝛾‖2 < 𝜀.

例如当𝐺 = S1时, 上式即为经典的Fourier 级数展开:

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑎𝑛𝑧
𝑛.

(9) 设𝐴 : 𝐺→ 𝐺为自同态, 我们可以定义对偶自同态：

̂︀𝐴 : ̂︀𝐺→ ̂︀𝐺, 𝛾 ↦→ 𝛾 ∘𝐴,∀𝛾 ∈ ̂︀𝐺.
𝐴为单射当且仅当 ̂︀𝐴为满射；̂︀𝐴为单射当且仅当𝐴为满射. 于是𝐴为自同构当且仅当 ̂︀𝐴为
自同构.
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S0.4.3 环面的同态

对于𝑛维环面, 我们有两种经典的表述方式：

(1) (S1)𝑛 = S1 × . . .× S1;
(2) T𝑛 = R𝑛/Z𝑛.

通过映射

(S1)𝑛 → T𝑛, (𝑒2𝜋𝑖𝑥1 , . . . , 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝑛) ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) + Z𝑛

将二者等价视之.

下面的二个定理是经常要用到的, 为此我们给出详细的证明.

定理 0.4.11 1. 若𝐻是S1的闭子群, 则要么𝐻 = S1, 要么𝐻 为有限循环群, 即存在𝑝 ∈ N
使得𝐻 = 𝐻𝑝 = {1, 𝑎, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑝−1}, 其中𝑎 ∈ S1 为𝑝 阶单位根.

2. 若𝜒是S1的一个连续自同构, 则𝜒是恒同映射或映射𝑧 ↦→ 𝑧−1.

3. 若𝜒是S1的一个特征, 则存在𝑚 ∈ Z使得𝜒(𝑧) = 𝑧𝑚.

4. 设𝑛 ∈ N. 若𝜑是(S1)𝑛的一个特征, 则存在𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑛 ∈ Z 使得

𝜑(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧𝑚1
1 𝑧𝑚2

2 · · · 𝑧
𝑚𝑛
𝑛 .

证明. (1) 设𝐻为S1的一个闭子群. 如果𝐻无限, 那么它存在极限点. 于是对于任何𝜀 > 0,

存在两个不同点𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 使得𝑑(𝑎, 𝑏) < 𝜀. 于是𝑑(𝑏−1𝑎, 1) < 𝜀, 其中𝑑 为S1 上的度量. 尤

其⟨𝑏−1𝑎⟩ = {(𝑏−1𝑎)𝑛 : 𝑛 ∈ Z} 在S1 中为𝜀稠密的. 由此𝐻在S1中𝜀稠密. 因为𝜀任意以及𝐻为

闭的, 所以𝐻 = S1.
如果𝐻为有限的, 设只有𝑝个元素. 于是有𝑎𝑝 = 1,∀𝑎 ∈ 𝐻. 因为𝐻每个元素都是𝑝次单

位根, 而且𝐻个数为𝑝, 所以𝐻恰好为所有𝑝次单位根的全体.

(2) 设𝜒 : S1 → S1为连续自同构. 首先我们有𝜒(1) = 1. 因为−1为S1中唯一的阶数恰好
为2的元素, 所以𝜒(−1) = −1. 因为𝑖,−𝑖 为S1中阶数恰为4的所有元素, 所以有两种情况：

(I) 𝜒(𝑖) = 𝑖, 𝜒(−𝑖) = −𝑖;
(II) 𝜒(𝑖) = −𝑖, 𝜒(−𝑖) = 𝑖.

对于(I): 由连续性, 𝜒将区间映为区间. 记
−−→
[𝑎, 𝑏]为从𝑎到𝑏的逆时针区间. 于是𝜒将

−−→
[1, 𝑖]要

么映为自身要么映为
−−→
[𝑖, 1]. 因为

−−→
[1, 𝑖]不包含−1, 它不能映为

−−→
[𝑖, 1]. 于是𝜒(

−−→
[1, 𝑖]) =

−−→
[1, 𝑖].

在
−−→
[1, 𝑖]中唯一的阶为8的元素是𝑒𝜋𝑖/4, 于是𝜒(𝑒𝜋𝑖/4) = 𝑒𝜋𝑖/4. 由此得到𝜒(

−−−−−→
[1, 𝑒𝜋𝑖/4]) =

−−−−−→
[1, 𝑒𝜋𝑖/4].

根据同样的道理归纳就得到

𝜒(
−−−−−−→
[1, 𝑒2𝜋𝑖/2

𝑘
]) =
−−−−−−→
[1, 𝑒2𝜋𝑖/2

𝑘
], ∀𝑘 ∈ N.

由于𝜒为同态, 上式说明对于任何𝑘 ∈ N, 𝜒在所有2𝑘阶的单位根上恒同. 所有2𝑘阶的单位根

的全体是S1的稠密子集, 根据连续性就得到𝜒 = id.
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对于(II), 类似的分析得到𝜒(𝑒2𝜋𝑖/2
𝑘
) = 𝑒−2𝜋𝑖/2

𝑘
, ∀𝑘 ∈ N. 由此得到𝜒(𝑧) = 𝑧−1.

(3) 设𝜒 : S1 → S1为连续自同态. 如果𝜒非平凡, 则𝜒(S1)为S1的连通闭子群, 于是根

据(1)所证𝜒(S1) = S1. 先考虑Ker𝜒. Ker𝜒也是S1的闭子群, 根据(1), Ker𝜒 = S1或者存在𝑝 ∈
N使得Ker𝜒 = 𝐻𝑝. 如果Ker𝜒 = S1, 那么𝜒 = 1. 如果Ker𝜒 = 𝐻𝑝, 令𝜒1 : S1/𝐻𝑝 → S1 为由𝜒诱

导的映射, 即𝜒1(𝑧𝐻𝑝) = 𝜒(𝑧). 设

𝛼𝑝 : S1/𝐻𝑝 → S1, 𝑧𝐻𝑝 ↦→ 𝑧𝑝.

于是

𝜒1 ∘ 𝛼−1𝑝 : S1 → S1

为S1同构, 根据(2), 𝜒1 ∘ 𝛼−1𝑝 (𝑧) = 𝑧,∀𝑧 ∈ S1或者𝜒1 ∘ 𝛼−1𝑝 (𝑧) = 𝑧−1,∀𝑧 ∈ S1. 这样就有

𝜒(𝑧) = 𝜒1(𝑧𝐻𝑝) = 𝜒1 ∘ 𝛼−1𝑝 (𝑧𝑝) = 𝑧𝑝, ∀𝑧 ∈ S1,

或者

𝜒(𝑧) = 𝑧−𝑝, ∀𝑧 ∈ S1.

(4) 对𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, 设

𝛾𝑖 : S1 → (S1)𝑛, 𝑧 ↦→ (1, . . . , 1, 𝑧, 1, . . . , 1)

为到第𝑖个坐标的嵌入映射. 设𝜑 : (S1)𝑛 → S1为同态. 则𝜑 ∘ 𝛾𝑖 : S1 → S1为自同态, 由(3)就

有存在𝑚𝑖 ∈ Z使得𝜑 ∘ 𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧𝑚𝑖 . 综上就得到

𝜑(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝜑(𝛾1(𝑧1) · 𝛾2(𝑧2) · . . . · 𝛾𝑛(𝑧𝑛))

= 𝜑(𝛾1(𝑧1))𝜑(𝛾2(𝑧2)) . . . 𝜑(𝛾𝑛(𝑧𝑛))

= 𝑧𝑚1
1 𝑧𝑚2

2 . . . 𝑧𝑚𝑛
𝑛 .

定理证毕. �

推论 0.4.12 (̂S1)𝑛 = Z𝑛.

事实上, 若𝜑是(S1)𝑛的一个特征, 则存在𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑛 ∈ Z 使得

𝜑(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧𝑚1
1 𝑧𝑚2

2 · · · 𝑧
𝑚𝑛
𝑛 .

令

(̂S1)𝑛 → Z𝑛, 𝜑 ↦→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚1

𝑚2

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
此映射就是同构.
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定理 0.4.13 1. 每个自同态𝐴 : (S1)𝑛 → (S1)𝑛 形如

𝐴(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝑧𝑎111 𝑧𝑎122 . . . 𝑧𝑎1𝑛𝑛 , . . . , 𝑧𝑎𝑛1
1 𝑧𝑎𝑛2

2 . . . 𝑧𝑎𝑛𝑛
𝑛 ),

其中𝑎𝑖𝑗 ∈ Z. 等价的, 𝐴 : T𝑛 → T𝑛表达式为

𝐴

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ Z𝑛

⎞⎟⎟⎠ = [𝑎𝑖𝑗 ]

⎛⎜⎜⎝
𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ Z𝑛,

其中[𝑎𝑖𝑗 ] ∈ Z𝑛×𝑛为方阵, 第(𝑖, 𝑗)元素为𝑎𝑖𝑗.

2. 自同态𝐴 : (S1)𝑛 → (S1)𝑛为满射当且仅当det[𝑎𝑖𝑗 ] ̸= 0.

3. 自同态𝐴 : (S1)𝑛 → (S1)𝑛为自同构当且仅当det[𝑎𝑖𝑗 ] = ±1.

证明. (1) 根据定理0.4.11-4易得. (2)和(3)的证明是标准的, 留作习题. �

于是T𝑛上的满自同态与𝐺𝐿(Z, 𝑛)(Z上𝑛× 𝑛阶方阵的全体)之间一一对应.

在以后的讨论中, 如果𝐴 : T𝑛 → T𝑛为自同态, 那么我们用[𝐴]表示对应的方阵, 而

用 ̃︀𝐴 : R𝑛 → R𝑛表示由矩阵[𝐴]定义的线性映射. 设𝜋 : R𝑛 → T𝑛 = R𝑛/Z𝑛,x ↦→ x + Z𝑛 为自
然投射, 于是我们有下面的交换图标：

R𝑛

𝜋
��

̃︀𝐴 // R𝑛

𝜋
��

T𝑛
𝐴
// T𝑛.

设𝐴 : (S1)𝑛 → (S1)𝑛为自同态, 下面我们确定它的对偶自同态

̂︀𝐴 : (̂S1)𝑛 → (̂S1)𝑛.

如前所述, 若𝜑是(S1)𝑛的一个特征, 则存在𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑛 ∈ Z 使得

𝜑((𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧𝑚1
1 𝑧𝑚2

2 · · · 𝑧
𝑚𝑛
𝑛 .

令

(̂S1)𝑛 → Z𝑛, 𝜑 ↦→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚1

𝑚2

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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此映射就是同构. 于是

̂︀𝐴 : Z𝑛 → Z𝑛,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚1

𝑚2

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ↦→ [𝐴]𝑡

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚1

𝑚2

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
其中[𝐴]𝑡为转置.

S0.5 Perron-Frobenius 理论

因为在本书中讨论Markov 转移系统的时候需要用到非负矩阵的一些性质, 所以在这

里我们介绍非负矩阵的Perron-Frobenius 理论.

设𝑘 ∈ N且𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ R𝑘×𝑘 为矩阵. 对于𝑛 ∈ N 我们记𝑎
(𝑛)
𝑖𝑗 为𝐴𝑛 的(𝑖, 𝑗) 元素, ∀𝑖, 𝑗 ∈

{1, . . . , 𝑘}.

定义 0.5.1 设𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ R𝑘×𝑘 为矩阵.

1. 称𝐴为非负的(non-negative)是指𝑎𝑖𝑗 ≥ 0,∀𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

2. 称𝐴为不可约的(irreducible)是指对于任何𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 存在𝑛 > 0使得𝑎
(𝑛)
𝑖𝑗 > 0.

3. 称𝐴为非周期的(aperiodic)是指存在𝑛 > 0使得对于任何𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 有𝑎
(𝑛)
𝑖𝑗 > 0.

定理 0.5.2 (Perron-Frobeninus定理) 设𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ R𝑘×𝑘为非负矩阵, 𝑘 ∈ N.

1. 存在非负特征值𝜆使得𝐴的任何其它特征值的绝对值小于等于𝜆.

2. min
1≤𝑖≤𝑘

(

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗) ≤ 𝜆 ≤ max
1≤𝑖≤𝑘

(

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗)

3. 对应于𝜆存在非负左行特征向量

�⃗� = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘)

以及非负右列特征向量

�⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝑣1
...

𝑣𝑘

⎞⎟⎟⎠ .

即

�⃗�𝐴 = 𝜆�⃗�, 𝐴�⃗� = 𝜆�⃗�.
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第零章 预备知识 S0.5 Perron-Frobenius 理论

4. 如果𝐴为不可约的, 𝜆为简单的, 并且3中对应的特征向量为严格正的, 即𝑢𝑖 > 0, 𝑣𝑖 >

0, ∀𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}.

5. 如果𝐴为不可约的, 𝜆为唯一具有非负特征向量的特征值.

设𝐴为不可约非负矩阵, 𝜆, �⃗�, �⃗�如上定理所述. 定义𝑘 × 𝑘矩阵𝑃 = [𝑝𝑖𝑗 ]如下：

𝑝𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}

因为𝐴�⃗� = 𝜆�⃗�, 容易验证0 ≤ 𝑝𝑖𝑗 ≤ 1, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘, 且

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

=

∑︀𝑘
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗

𝜆𝑣𝑖
= 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

满足这种条件的𝑃称为随机矩阵(stochastic matrix). 令𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘)为

𝑝𝑖 = 𝑢𝑖𝑣𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

正规化�⃗�, �⃗�, 我们可以假设
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1.

即𝑝为概率向量. 对于𝑃, 𝑝 我们有:

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖
𝜆

𝑣𝑗 = 𝑢𝑗𝑣𝑗 = 𝑝𝑗 ,∀𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}.

即

𝑝𝑃 = 𝑝.

定理 0.5.3 设𝐴为不可约非周期的非负矩阵. 设𝜆, �⃗�, �⃗� 同Perron-Frobeninus定理所述, 此时

�⃗� = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘), �⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝑣1
...

𝑣𝑘

⎞⎟⎟⎠ .

为严格正的向量. 那么对于任何𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘},

lim
𝑛→∞

𝑎
(𝑛)
𝑖𝑗

𝜆𝑛
= 𝑣𝑖𝑢𝑗 .

即

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛

𝜆𝑛
= �⃗��⃗� =

⎛⎜⎜⎝
𝑣1
...

𝑣𝑘

⎞⎟⎟⎠ (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘).
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第零章 预备知识 S0.6 Furstenberg 族

定理 0.5.4 (更新定理(Renewal Theorem)) 设{𝑐𝑛}∞𝑛=0和{𝑑𝑛}∞𝑛=0为实值有界序列,其中0 ≤
𝑐𝑛 ≤ 1, 𝑑𝑛 ≥ 0,∀𝑛 ∈ Z+. 设使得𝑐𝑛 > 0 的所有𝑛 的最大公约数为1. 令

𝑢𝑛 = 𝑑𝑛 + 𝑐0𝑢𝑛 + 𝑐1𝑢𝑛−1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑢0, ∀𝑛 ∈ Z+.

如果
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛 = 1 且
∑︀∞

𝑛=0 𝑑𝑛 <∞, 那么

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 =

∑︀∞
𝑛=0 𝑑𝑛∑︀∞
𝑛=0 𝑛𝑐𝑛

,

在上式中, 如果
∑︀∞

𝑛=0 𝑛𝑐𝑛 =∞, 那么极限定义为0.

S0.6 Furstenberg 族

族的概念最早可以追述到在一般拓扑学与数理逻辑中滤子的使用. 但这种用族的观

点来研究系统的动力学性质的思想首先由Gottschalk和Hedlund (1955)引入的[84],之后有

许多数学工作者沿着这一思路进行了有意义的讨论.在Furstenberg经典著作[64]中将这一

思想进行了深刻而漂亮的阐述. 他的工作将拓扑动力系统与遍历论的应用深刻的植入组

合数论与Ramsey 理论之中, 对相应的数学分支有着广泛而深远的影响. Akin 在拓扑动力

系统这一范畴下, 在其专著[4]中系统总结和发展了Furstenberg 族的方法.

由于我们在本文中大多情况下只涉及到离散动力系统,即我们的作用半群是Z+,所以

为方便与利于理解我们只讨论Z+ 上的子集族,而将Z+ 换为一般作用群或半群𝐺时,以下

的讨论均是类似的.

设𝒫 为Z+ 的全体子集构成的集合. 如果𝒫 的子集ℱ 具有遗传向上性, 即若𝐹1 ⊂ 𝐹2

且𝐹1 ∈ ℱ 则𝐹2 ∈ ℱ , 那么我们就称ℱ 为Furstenberg 族或直接简称为族. 族ℱ 称为真族,

如果它是𝒫 的真子集, 即它既非空集又不为𝒫. 由遗传向上性, ℱ 为真族当且仅当∅ ̸∈ 𝒫
且Z+ ∈ ℱ .

一个真族ℱ 如果对集合的交运算封闭,则称之为滤子,即如𝐹1, 𝐹2 ∈ ℱ 则有𝐹1∩ℱ2 ∈ ℱ .

每个𝒫 的子集𝒜 均可生成一个族：

[𝒜] = {𝐹 ∈ 𝒫 : ∃𝐴 ∈ 𝒜 𝑠.𝑡. 𝐴 ⊆ 𝐹}.

易见[𝒜] 是包含𝒜 的最小的族. 如果[𝒜] 为滤子, 那么我们称𝒜 为滤子基.

如果ℱ为族, 则它的对偶

ℱ* = {𝐹 ∈ 𝒫 : 𝐹 ∩ 𝐹1 ̸= ∅ 对所有的𝐹1 ∈ ℱ成立}

也为族, 且若ℱ 为真子族则ℱ* 也为真子族. 不难证明：

ℱ* = {𝐹 ∈ 𝒫 : Z+ ∖ 𝐹 ̸∈ ℱ}.

𝒫 的最大的真子族为由Z+ 的所有非空子集构成的族𝒫+, 它的对偶族𝒫*+ 为最小的真子
族{Z+}.
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第零章 预备知识 S0.6 Furstenberg 族

性质 0.6.1 设ℱ , ℱ𝛼为真族,则

(1) (ℱ*)* = ℱ ;
(2) ℱ1 ⊂ ℱ2 ⇒ ℱ*2 ⊂ ℱ*1 ;
(3) (

⋃︀
𝛼ℱ𝛼)* =

⋂︀
𝛼ℱ*𝛼; (

⋂︀
𝛼ℱ𝛼)* =

⋃︀
𝛼ℱ*𝛼.

设ℱ1 与ℱ2 为族, 定义运算

ℱ1 · ℱ2 = {𝐹1 ∩ 𝐹2 : 𝐹1 ∈ ℱ1, 𝐹2 ∈ ℱ2}.

由定义易见ℱ1 ∪ ℱ2 ⊂ ℱ1 · ℱ2; ℱ1 · ℱ2 = ℱ2 · ℱ1; ℱ1 ⊆ ℱ2 ⇒ ℱ1 · ℱ ⊆ ℱ2 · ℱ 等等.

命题 0.6.2 设ℱ , ℱ1, ℱ2 为族,则

(1) ℱ1·ℱ2为真的当且仅当ℱ2 ⊂ ℱ*1 . 一般的,我们有：ℱ1·ℱ2 ⊆ ℱ 当且仅当ℱ1·ℱ* ⊆ ℱ*2 .
(2) 真族ℱ 是滤子当且仅当ℱ = ℱ · ℱ . 且如ℱ 是滤子, 则ℱ ⊂ ℱ · ℱ* = ℱ*.
(3)如ℱ 为真子族,则(ℱ ·ℱ*)*为包含在ℱ∩ℱ*中的滤子,且此滤子为满足关系ℱ1 ·ℱ ⊆

ℱ 的所有ℱ1 中最大的族.

证明. (1) 首先明显有Z+ ∈ ℱ1 · ℱ2, 于是ℱ1 · ℱ2 为真的当且仅当∅ ̸∈ ℱ1 · ℱ2. 即有, 对任

意𝐹1 ∈ ℱ1 及任意𝐹2 ∈ ℱ2, 𝐹1 ∩ 𝐹2 ̸= ∅ 成立. 由此式及对偶的定义马上就有ℱ1 · ℱ2 为真的

当且仅当ℱ1 ⊆ ℱ*2 当且仅当ℱ2 ⊆ ℱ*1 .

如果ℱ1 · ℱ2 ⊆ ℱ , 则

(ℱ1 · ℱ*) · ℱ2 = (ℱ1 · ℱ2) · ℱ* ⊆ ℱ · ℱ*.

于是(ℱ1 · ℱ*) · ℱ2 为真的, 由上已证结论就有ℱ1 · ℱ* ⊆ ℱ*2 . 反之设ℱ1 · ℱ* ⊆ ℱ*2 , 由上已证

结论就有(ℱ1 · ℱ2) · ℱ* 为真的, 继而再用一次上结论就有ℱ1 · ℱ2 ⊆ (ℱ*)* = ℱ .

(2)首先注意到ℱ · ℱ ⊆ ℱ 等价于ℱ · ℱ = ℱ . 如ℱ 为滤子,则ℱ · ℱ = ℱ . 由(1)我们就得

到ℱ ⊆ ℱ* 以及ℱ · ℱ* ⊆ ℱ*.
(3) 令ℱ̃ = (ℱ · ℱ*)*, 则ℱ · ℱ* = ℱ̃*. 由(1), ℱ · ℱ̃ ⊆ ℱ .

设族ℱ1 满足ℱ1 · ℱ ⊆ ℱ , 则ℱ1 · ℱ · 𝑘ℱ ⊆ ℱ · 𝑘ℱ . 又由(1)我们得到ℱ1 · ℱ̃ ⊆ ℱ̃ . 所

以ℱ1 ⊆ ℱ1 · ℱ̃ ⊆ ℱ̃ . 尤其当ℱ1 = ℱ̃ 时, 有ℱ̃ · ℱ̃ ⊆ ℱ̃ . 所以ℱ̃ 为滤子.

由于ℱ ∪ ℱ* ⊆ ℱ · ℱ*, 所以(ℱ · ℱ*)* ⊆ (ℱ ∪ ℱ*)* = ℱ* ∩ ℱ . �

令ℱinf 为Z+ 的全体无限子集组成的族,那么易见它为滤子并且它的对偶族ℱ*inf = ℱcf

为全体有限余集组成的族.

如果ℱ* 为滤子, 那么族ℱ 称为滤子对偶. 对于滤子对偶它的重要性在于它有Ramsey

性质：

命题 0.6.3 族ℱ 为滤子对偶当且仅当它有Ramsey 性质,即如𝐹1 ∪ 𝐹2 ∈ ℱ , 则有𝐹1 ∈ ℱ
或𝐹2 ∈ ℱ 成立.



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第35页

第零章 预备知识 S0.7 注记

证明. 设ℱ 为滤子对偶. 如果𝐹1 ̸∈ ℱ 且𝐹2 ̸∈ ℱ , 则𝐹 𝑐1 ∈ ℱ* 且𝐹 𝑐2 ∈ ℱ*. 于是𝐹 𝑐1 ∩ 𝐹 𝑐2 ∈ ℱ*,
所以(𝐹1 ∪ 𝐹2)

𝑐 ∈ ℱ*, 继而𝐹1 ∪ 𝐹2 ̸∈ ℱ .

反之,对任意𝐹1, 𝐹2 ∈ ℱ*,由定义有𝐹 𝑐1 ̸∈ ℱ及𝐹 𝑐2 ̸∈ ℱ . 所以𝐹 𝑐1∪𝐹 𝑐2 ̸∈ ℱ ,即(𝐹1∩𝐹2)
𝑐 ̸∈ ℱ .

从而𝐹1 ∩ 𝐹2 ∈ ℱ*. �

滤子对偶是一条重要的性质,正是由于这条性质使得族在Ramsey理论中有着特殊的

作用.

在正文中我们会介绍许多重要的族, 在这里我们作为例子介绍一类与密度有关的族.

设𝐴 为Z+ 或Z 的子集. 它的上Banach密度 定义为：

𝑑*(𝐴) = lim sup
|𝐼|→∞

|𝐴 ∩ 𝐼|
|𝐼|

,

其中𝐼 为Z+ 或Z 的区间段, 而| · | 表示集合的基数. 集合𝐴 的上密度定义为：

𝑑(𝐴) = lim sup
𝑁→∞

|𝐴 ∩ {0, 1, · · · , 𝑁 − 1}|
𝑁

.

(如𝐴为Z子集,则定义改为𝑑(𝐴) = lim sup
𝑁→∞

|𝐴 ∩ {−𝑁,−𝑁 + 1, · · · , 𝑁}|
2𝑁 + 1

). 同理定义下Banach密

度 𝑑*(𝐴)和下密度 𝑑(𝐴). 如果𝑑(𝐴) = 𝑑(𝐴), 那么称𝐴 有密度 𝑑(𝐴).

容易验证下面性质.

性质 0.6.4 设𝐸,𝐹 为Z+ 或Z 子集.则

(1) 𝑑*(𝐸) ≤ 𝑑(𝐸) ≤ 𝑑(𝐸) ≤ 𝑑*(𝐸);

(2) 𝑑*(𝐸 ∪𝐹 ) ≤ 𝑑*(𝐸) +𝑑*(𝐹 ); 如果𝐸 ∩𝐹 = ∅, 则𝑑*(𝐸 ∪𝐹 ) ≥ 𝑑*(𝐸) +𝑑*(𝐹 ). 将𝑑*, 𝑑*换

为𝑑, 𝑑 结论仍成立.

(3) 𝑑(𝐸) = 1− 𝑑(𝐸𝑐); 𝑑*(𝐸) = 1− 𝑑*(𝐸𝑐).

我们记ℱd1 = {𝐴 : 𝑑(𝐴) = 1} = {𝐴 : 𝑑(𝐴) = 1} 及ℱlbd1 = {𝐴 : 𝑑*(𝐴) = 1}, 它们为滤子.

并且我们有

ℱ*d1 = ℱ*d1 = {𝐴 : 𝐴𝑐 ̸∈ ℱd1} = {𝐴 : 𝑑(𝐴𝑐) < 1} = {𝐴 : 𝑑(𝐴) > 0}.

同理得到ℱ*lbd1 = {𝐴 : 𝑑*(𝐴) > 0}.

S0.7 注记

在Foland的[58], Royden的[171], Rudin的[172, 173]等中, 可以找到上面涉及测度、积分

和拓扑的大部分知识. 拓扑群理论可以参见[205, 94]. 测度论系统知识可以参见[32, 91],

一般拓扑学的知识可以参见[33, 127]. Perron-Frobeninus理论在许多矩阵论的书籍中能找

到证明, 也可以参见[182]. 关于族的介绍可以参见[64, 4, 207]等, 这部分内容也可参见[96].



第一章 保测系统

设𝑋为空间, 𝐺为群, 如果𝜑 : 𝐺×𝑋 → 𝑋满足：

1. 对任意𝑥 ∈ 𝑋有𝜑(𝑒, 𝑥) = 𝑥, 其中𝑒为𝐺的单位元,

2. 对任意𝑥 ∈ 𝑋和𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔1, 𝜑(𝑔2, 𝑥)) = 𝜑(𝑔1𝑔2, 𝑥)成立,

那么我们就称(𝑋,𝐺, 𝜑)为一个动力系统. 一般地, 我们也直接用(𝑋,𝐺)记一个动力系统. 易

见此时对于每个𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔, ·) : 𝑋 → 𝑋, 𝑥 ↦→ 𝜑(𝑔, 𝑥)为双射. 为方便计, 大多数情况下我们

将𝜑(𝑔, 𝑥)简记为𝑔𝑥. 当𝑋为独点集时, 我们称系统(𝑋,𝐺)为平凡系统.

如果𝐺 = R为实数加群, 我们也称(𝑋,R)为一个流. 如果𝐺 = Z为整数加群, 那么

称(𝑋,Z)为一个离散动力系统.

设𝑇 : 𝑋 → 𝑋为一个双射, 我们可以定义𝜑 : Z × 𝑋 → 𝑋 使得𝜑(𝑛, 𝑥) = 𝑇𝑛(𝑥). 于

是(𝑋,Z, 𝜑)成为一个离散动力系统.反之,如果(𝑋,Z, 𝜑)为一个离散动力系统,那么𝑇 : 𝑋 →
𝑋, 𝑥 ↦→ 𝜑(1, 𝑥)为一个双射且对任意𝑥 ∈ 𝑋 及𝑛 ∈ Z我们有𝜑(𝑛, 𝑥) = 𝑇𝑛(𝑥). 正因为如此,我

们一般直接以(𝑋,𝑇 ) 表示离散动力系统.

类似地, 在上面定义中我们可以取𝐺 为半群. 例如, 在上面的定义中我们以非负整数

加法半群Z+ 来替代𝐺,那么称(𝑋,Z+, 𝜑)为一个半离散动力系统.在本书中,这是我们讨论

的主要对象. 同样的对于半离散系统, 我们用(𝑋,𝑇 ) 表示它, 其中𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为映射.

在研究中, 我们会赋予(𝑋,𝐺, 𝜑) 更为具体的结构. 如果𝑋 为拓扑空间、𝐺 为拓扑群

且𝜑为连续的, 那么称(𝑋,𝐺)为拓扑动力系统. 如果𝑋 具有测度结构、𝐺为拓扑群且𝜑为可

测的, 那么称(𝑋,𝐺)为测度动力系统, 这就是本书需要研究的主要对象. 如果𝑋具有微分

结构, 那么(𝑋,𝐺)就是微分动力系统研究的对象等等. 遍历理论就是研究测度动力系统性

质的理论.

在本章中,我们将给出测度动力系统的基本概念和诸多例子,希望通过这些例子使得

读者对测度动力系统或遍历理论有一个初步印象.最后,我们将介绍Poincaré回复定理,这

是遍历论最早的经典结论之一.

S1.1 基本概念

在本小节我们介绍测度动力系统的一些基本概念.

S1.1.1 保测系统

定义 1.1.1 设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1)及(𝑋2,𝒳2, 𝜇2)为概率空间.

(a) 变换𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2称为可测的(measurable)是指它满足𝑇−1(𝒳2) ⊆ 𝒳1, 即对任意𝐵2 ∈
𝒳2有𝑇−1(𝐵2) ∈ 𝒳1.

(b) 变换𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2称为保测的(measure preserving)是指𝑇 为可测的且对任意𝐵2 ∈ 𝒳2有

𝜇1(𝑇
−1(𝐵2)) = 𝜇2(𝐵2).

36
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(c) 变换𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2称为可逆保测变换(invertible)是指𝑇为双射,并且𝑇和𝑇−1都是保测的.

由于我们主要讨论迭代𝑇𝑛, 所以多数情况下我们仅对(𝑋1,𝒳1, 𝜇1) = (𝑋2,𝒳2, 𝜇2)的情

形感兴趣.

定义 1.1.2 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间且𝑇 : (𝑋,𝒳 , 𝜇) → (𝑋,𝒳 , 𝜇)为保测变换, 那么我们称四

元组(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 此时称𝑇 保持𝜇 或者称𝜇 为𝑇 不变的.

在遍历论中有两种类型的问题. 第一种是所谓的“内在问题”, 主要研究保测变换本

身以及决定何时两个系统是“一样的”, 即同构的(分类问题). 第二种问题是它在别的数

学分支和其它自然科学中的应用. 现在我们先定义何时两个系统称为“一样的”.

定义 1.1.3 设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1)和(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2)为两个保测系统.如果存在𝑀𝑖 ∈ 𝒳𝑖使得𝜇𝑖(𝑀𝑖) =

1, 𝑇𝑖𝑀𝑖 ⊆ 𝑀𝑖 (𝑖 = 1, 2) 以及存在保测变换𝜑 : (𝑀1,𝒳1|𝑀1 , 𝜇1|𝑀1) → (𝑀2,𝒳2|𝑀2 , 𝜇2|𝑀2) 满

足𝜑 ∘ 𝑇1(𝑥) = 𝑇2 ∘ 𝜑(𝑥), ∀𝑥 ∈𝑀1,

𝑀1

𝜑
��

𝑇1 //𝑀1

𝜑
��

𝑀2
𝑇2
//𝑀2

那么我们称(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2)为(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1)的因子,或者称(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1)为(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2)的

扩充.

如果𝜑为一个可逆保测变换, 那么我们就称(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1) 和(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2) 同构, 或

者直接称𝑇1同构于𝑇2.

根据定义1.1.1去判定一个变换是否为保测的并非一件容易的事情. 在具体验证所涉

及的例子的时候, 我们经常使用下面的引理.

引理 1.1.4 设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1)和(𝑋2,𝒳2, 𝜇2)为概率空间, 𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2为变换且𝒮2为生成𝒳2的半

代数. 如果对每个𝐴2 ∈ 𝒮2, 都有𝑇−1(𝐴2) ∈ 𝒳1且𝜇1(𝑇
−1(𝐴2)) = 𝜇2(𝐴2), 那么𝑇为保测的.

证明. 设𝒞2 = {𝐵 ∈ 𝒳2 : 𝑇−1(𝐵) ∈ 𝒳1, 𝜇1(𝑇
−1𝐵) = 𝜇2(𝐵)}. 下证𝒞2 = 𝒳2. 因为𝒮2 ⊆ 𝒞2并且

由𝒮2 生成的代数𝒜(𝒮2)中的元为有限个𝒮2中元的无交并,所以我们有𝒜(𝑆2) ⊆ 𝒞2. 易见𝒞2为
单调类, 根据𝒜(𝒮2)生成的𝜎 代数为由𝒜(𝒮2)生成的单调类的事实, 我们易得结论. �

设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1)和(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2)为两个保测系统. 设(𝑋1 ×𝑋2,𝒳1 × 𝒳2, 𝜇1 × 𝜇2)为乘
积空间, 定义

𝑇1 × 𝑇2 : 𝑋1 ×𝑋2 → 𝑋1 ×𝑋2, (𝑥1, 𝑥2) ↦→ (𝑇1𝑥1, 𝑇2𝑥2).

我们易验证(𝑋1×𝑋2,𝒳1×𝒳2, 𝜇1×𝜇2, 𝑇1× 𝑇2)仍为一个保测系统,称之为两个系统的乘积

系统. 同理可以定义任意多个系统的乘积系统.
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S1.1.2 Koopman算子

设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间. 在本书中如不特别指出, 我们均假设𝒳 为可数生成的. 这等

价于作为度量空间, Hilbert空间𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)为可分的.

对任意概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇)和𝑝 ≥ 1, 都可定义相应的Banach空间

𝐿𝑝(𝜇) = 𝐿𝑝(𝑋,𝒳 , 𝜇) = {𝑓 : 𝑋 → C : 𝑓 可测且
∫︁
𝑋
|𝑓 |𝑝𝑑𝜇 <∞}.

这些空间上的理论是处理可测空间问题的一类重要工具. 设𝐿0(𝑋,𝒳 , 𝜇)为(𝑋,𝒳 , 𝜇)上可测

复值函数全体的集合(在涉及泛函空间的时候, 两个函数相等是指它们几乎处处相等) 并

且以𝐿0
R(𝑋,𝒳 , 𝜇)记𝐿0(𝑋,𝒳 , 𝜇)实值函数全体.

定义 1.1.5 设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1) 及(𝑋2,𝒳2, 𝜇2) 为概率空间, 𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2 为保测映射. 诱导算

子𝑈𝑇 : 𝐿0(𝑋2,𝒳2, 𝜇2)→ 𝐿0(𝑋1,𝒳1, 𝜇1)定义为

(𝑈𝑇 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑇𝑥), ∀𝑓 ∈ 𝐿0(𝑋2,𝒳2, 𝜇2), 𝑥 ∈ 𝑋1.

称𝑈𝑇为Koopman算子(Koopman operator).

我们首先罗列𝑈𝑇的一些简单的性质：

(1) 𝑈𝑇 为线性的且 𝑈𝑇𝐿
0
R(𝑋2,𝒳2, 𝜇2) ⊆ 𝐿0

R(𝑋1,𝒳1, 𝜇1).

(2) 𝑈𝑇 (𝑓 · 𝑔) = (𝑈𝑇 𝑓)(𝑈𝑇 𝑔), 𝑈𝑇 𝑐 = 𝑐, 其中𝑐 为常值函数.

(3) 𝑈𝑇 为正算子, 即如果𝑓 ≥ 0, 则𝑈𝑇 𝑓 ≥ 0.

(4) 𝑈𝑇1𝐵 = 1𝑇−1𝐵,∀𝐵 ∈ 𝒳2.

(5) 设𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2, 𝑆 : 𝑋2 → 𝑋3 为保测映射, 那么𝑈𝑆∘𝑇 = 𝑈𝑇 ∘ 𝑈𝑆 .
于是, 如果𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为保测的, 那么就有

𝑈𝑇𝑛 = 𝑈𝑛𝑇 , ∀𝑛 ∈ Z+.

引理 1.1.6 假设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1) 及(𝑋2,𝒳2, 𝜇2) 为概率空间, 𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2 为保测映射. 对

于𝐹 ∈ 𝐿0(𝑋2, 𝜇2), 我们有 ∫︁
𝑋1

𝑈𝑇𝐹𝑑𝜇1 =

∫︁
𝑋2

𝐹𝑑𝜇2.

在上面式子中, 如果一边积分不存在或者为无穷, 则另一边亦然.

证明. 首先设𝐹 = 1𝐵, 𝐵 ∈ 𝒳2, 则∫︁
𝑋1

𝑈𝑇𝐹𝑑𝜇1 =

∫︁
𝑋1

𝑈𝑇 1𝐵𝑑𝜇1 =

∫︁
𝑋1

1𝑇−1𝐵𝑑𝜇1 = 𝜇1(𝑇
−1𝐵) = 𝜇2(𝐵) =

∫︁
𝑋2

𝐹𝑑𝜇2.

由此命题对简单函数成立. 于是根据标准的逼近方法,我们可以证明引理,细节留给读者.

�

根据引理1.1.6, 我们有如下常用推论：
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推论 1.1.7 假设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为可测映射. 那么𝑇 为保持测度𝜇 的当

且仅当对于𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋, ,𝒳 , 𝜇), 我们有∫︁
𝑋
𝑈𝑇 𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

定理 1.1.8 假设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1) 及(𝑋2,𝒳2, 𝜇2) 为概率空间, 𝑇 : 𝑋1 → 𝑋2 为保测映射. 对任意

的𝑝 ≥ 1,

𝑈𝑇𝐿
𝑝(𝑋2, 𝜇2) ⊆ 𝐿𝑝(𝑋1, 𝜇1).

并且𝑈𝑇为等距算子, 即对任意的𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋2, 𝜇2),

‖𝑈𝑇 𝑓‖𝑝 = ‖𝑓‖𝑝.

同时还有

𝑈𝑇𝐿
𝑝
R(𝑋2, 𝜇2) ⊆ 𝐿𝑝R(𝑋1, 𝜇1).

证明. 设𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋2, 𝜇2), 在引理1.1.6中令𝐹 (𝑥) = |𝑓(𝑥)|𝑝就得到‖𝑈𝑇 𝑓‖𝑝 = ‖𝑓‖𝑝. 由此即得证
明. �

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测系统, 则Koopman算子𝑈𝑇 : 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) → 𝐿𝑝(𝑋,𝜇)为等距算子,

尤其当𝑝 = 2并且𝑇 为可逆保测的时候, 𝑈𝑇 是一个酉算子. 研究𝑈𝑇的理论称为𝑇的谱理论,

后面我们会继续研究它.

S1.1.3 逆极限与自然扩充

定义 1.1.9 (逆极限) 设{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}∞𝑖=0为保测系统族,对于任何𝑖 ≥ 𝑗存在因子映射𝜑𝑖𝑗 :

𝑋𝑖 → 𝑋𝑗 使得𝜑𝑖𝑖 = id 并且

𝜑𝑗𝑘 ∘ 𝜑𝑖𝑗 = 𝜑𝑖𝑘, ∀𝑖 ≥ 𝑗 ≥ 𝑘.

𝑋𝑖

𝜑𝑖𝑘

��

𝜑𝑖𝑗

$$
𝑋𝑗

𝜑𝑗𝑘zz
𝑋𝑘

定义
∏︀∞
𝑖=0𝑋𝑖 的子集𝑋 为

𝑋 =

{︃
𝑥 = (𝑥𝑖)

∞
𝑖=0 ∈

∞∏︁
𝑖=0

𝑋𝑖 : 𝜑𝑖𝑗𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 , ∀𝑖 ≥ 𝑗

}︃
.

对𝑖 ∈ Z+, 设𝜋𝑖 : 𝑋 → 𝑋𝑖, 𝜋𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 为投射. 易见它满足𝜑𝑖𝑗 ∘ 𝜋𝑖 = 𝜋𝑗 , ∀𝑖 ≥ 𝑗.

𝑋
𝜋𝑗

  

𝜋𝑖

~~
𝑋𝑖

𝜑𝑖𝑗 // 𝑋𝑗
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设𝒳 为由{𝜋−1𝑖 𝒳𝑖}∞𝑖=0生成的𝜎-代数. 定义𝜇 :
⋃︀∞
𝑖=0 𝜋

−1
𝑖 (𝒳𝑖)→ R+满足𝜇(𝜋−1𝑖 𝐸) = 𝜇𝑖(𝐸), ∀𝐸 ∈

𝒳𝑖, 𝑖 ∈ Z+. 再将𝜇 延拓到𝒳 上. 定义𝑇 : 𝑋 → 𝑋使得

𝑇
(︀
(𝑥𝑖)

∞
𝑖=0

)︀
= (𝑇𝑖𝑥𝑖)

∞
𝑖=0, ∀(𝑥𝑖)∞𝑖=0 ∈ 𝑋.

明显的,

𝜋𝑖 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)

为因子映射. 称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}∞𝑖=0 的逆极限系统(inverse limit). 记为

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) =
←−−
lim
𝑖→∞

(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖),

或

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) = inv lim
𝑖→∞

(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖).

以上构造也可推广到一般的有向集指标的系统族.

将半离散系统与离散系统联系在一起的一个桥梁是所谓的自然扩充.

定义 1.1.10 (自然扩充) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 如果𝑇 不可逆, 我们可以通过自然扩

充使其变成可逆系统的因子. 一个系统( ̃︀𝑋, ̃︀𝒳 , ̃︀𝜇, ̃︀𝑇 ) 称为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的自然扩充(natural

extension), 是指 ̃︀𝑇 可逆, 并且存在因子映射𝜑 : ( ̃︀𝑋, ̃︀𝒳 , ̃︀𝜇, ̃︀𝑇 )→ (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 使得𝜑−1𝒳 =̃︀𝜇 ̃︀𝒳 .
设(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖) = (𝑋,𝑇−𝑖𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 𝜑𝑖𝑗 = 𝑇 𝑖−𝑗 , 那么

←−−
lim
𝑖→∞

(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的

自然扩充. 具体地, 另

̃︀𝑋 =
{︁

(𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈
∞∏︁
𝑖=1

𝑋 : 𝑇𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖, 𝑖 ≥ 1
}︁
.

它为乘积空间
∏︀∞
𝑖=1𝑋 的子集. 定义

̃︀𝑇 : ̃︀𝑋 → ̃︀𝑋, ̃︀𝑇 (𝑥1, 𝑥2, . . .) = (𝑇𝑥1, 𝑇𝑥2, 𝑇𝑥3, . . .) = (𝑇𝑥1, 𝑥1, 𝑥2, . . .)

那么 ̃︀𝑇 为可逆保测变换. 事实上,

̃︀𝑇−1(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .) = (𝑥1, 𝑥2, . . .), ∀(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈ ̃︀𝑋.
易见对每个𝑛 ∈ N, 向第𝑛 分量的投影映射𝑝𝑛 : ̃︀𝑋 → 𝑋 为因子映射. 尤其𝑝1 为( ̃︀𝑋, ̃︀𝑇 )

到(𝑋,𝑇 ) 的因子映射. ̃︀𝑋
𝑝1
��

̃︀𝑇 // ̃︀𝑋
𝑝1
��

𝑋
𝑇
// 𝑋

习 题
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1. 给出引理1.1.4的完整证明.

2. 给出引理1.1.6的完整证明.

3. 设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1) 和(𝑋2,𝒳2, 𝜇2) 为两个概率空间，𝑇1 : 𝑋1 → 𝑋1, 𝑇2 : 𝑋2 → 𝑋2 为可测变换. 如果

存在𝑀𝑖 ∈ 𝒳𝑖 使得𝜇𝑖(𝑀𝑖) = 1, 𝑇𝑖𝑀𝑖 ⊆ 𝑀𝑖 (𝑖 = 1, 2) 以及存在可逆保测变换𝜑 : 𝑀1 → 𝑀2 满

足𝜑 ∘ 𝑇1(𝑥) = 𝑇2 ∘ 𝜑(𝑥), ∀𝑥 ∈𝑀1, 证明：(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1) 为保测系统但且仅当(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2) 为保

测系统.

S1.2 一些例子

在这一小节,我们介绍常见的一些保测动力系统,它们之中有些自然也为拓扑动力系

统. 所谓拓扑动力系统是指二元组(𝑋,𝑇 )，其中𝑋 为拓扑空间，𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为连续映射.

称(𝑋,𝑇 ) 为极小的是指任意𝑥 ∈ 𝑋 的轨道{𝑇𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ Z+} 都在𝑋中稠密. 我们在第五章详

细介绍拓扑动力系统.

S1.2.1 有限系统

例 1.2.1 (平凡系统) (𝑋,𝒩 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 其中𝒩 = {𝑋, ∅}, 𝑇 = id : 𝑋 → 𝑋. 对于平凡

系统, 空间的选取并不重要性, 主要在于𝜎代数的平凡.

例 1.2.2 (𝑛-周期系统) 设𝑛 ∈ N且Z𝑛 = Z/𝑛Z = {0, 1, . . . , 𝑛− 1}. 令𝑇 : Z𝑛 → Z𝑛, 𝑥 ↦→ 𝑥+ 1

(mod 𝑛). 取每个点测度为 1
𝑛的平均测度𝜇, 那么(Z𝑛,𝒫(Z𝑛), 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 此系统也称

为𝑛周期系统. 𝑛 = 1即为平凡系统.

S1.2.2 仿射系统

例 1.2.3 (圆周旋转) 设T = R/Z = [0, 1) (mod 1) 且𝛼 ∈ T. 令

𝑅𝛼 : T→ T, 𝑥 ↦→ 𝑥+ 𝛼 (mod 1).

因为平移不改变区间长度, 所以(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑅𝛼)为保测系统, 这里𝑚T为T上的Lebesque测

度.

设S1 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1}为复平面上的单位圆周, 𝛼为无理数, 𝑎 = 𝑒2𝜋𝑖𝛼. 定义

𝑇𝛼 : S1 → S1, 𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖𝜃 ↦→ 𝑎𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖(𝜃+𝛼), ∀𝑧 ∈ S1.

同样, (S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑇𝛼)为保测系统,这里𝑚S1为S1上的Lebesque测度.易见, 𝜑 : T→ S1, 𝑥 ↦→
𝑒𝑖2𝜋𝑥是同胚, 并且为(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑅𝛼) 和(S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑇𝛼)之间的同构.

另外圆周无理旋转系统为极小的拓扑动力系统,即每个点的轨道是稠密的. 因为𝛼为

无理数, 所以{𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} 为无穷集. S1 是紧致的, 所以{𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} 存在聚点. 于

是对于任何𝜀 > 0, 存在𝑛, 𝑘 ∈ N 使得|𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝑘| < 𝜀. 由于𝑧 ↦→ 𝑎𝑘𝑧 为等距映射, 我们

有|𝑎𝑛+(𝑚+1)𝑘 − 𝑎𝑛+𝑚𝑘| = |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝑘| < 𝜀, ∀𝑚 ∈ Z+. 由此, {𝑎𝑛+𝑚𝑘 : 𝑚 ∈ Z+} 在S1 中是𝜀-
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稠密的. 注意{𝑎𝑛+𝑚𝑘 : 𝑚 ∈ Z+} 包含在1 的轨道{𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} 中. 综上, 对于任何𝜀 > 0,

{𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} 在S1 中𝜀- 稠密, 所以在S1 中稠密. 因为是旋转作用, 根据此我们得到任何

点的轨道稠密, 即圆周无理旋转系统为极小的.

根据这个结论,我们实际得到如下常用结论的一个证明：{𝑛𝛼−[𝑛𝛼] : 𝑛 ∈ Z+}在[0, 1]中

稠密, 其中[·]指实数·的整数部分.

例 1.2.4 (加倍映射) 定义区间[0, 1] 上的映射 ̃︀𝑇2 : [0, 1]→ [0, 1] 如下:

̃︀𝑇2𝑥 =

{︃
2𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 1/2;

2𝑥− 1, 1/2 ≤ 𝑥 ≤ 1.

加倍映射

下证明([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚, ̃︀𝑇2)为保测系统，其中𝑚 为Lebesgue 测度. 设𝐵 = [𝑎, 𝑏), 则

̃︀𝑇−12 (𝐵) = [
𝑎

2
,
𝑏

2
) ∪ [

𝑎

2
+

1

2
,
𝑏

2
+

1

2
)

于是

𝑚( ̃︀𝑇−12 (𝐵)) =
1

2
(𝑏− 𝑎) +

1

2
(𝑏− 𝑎) = 𝑏− 𝑎 = 𝑚(𝐵).

根据引理1.1.4, ([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚, ̃︀𝑇2) 为保测系统. 因为 ̃︀𝑇2 : [0, 1]→ [0, 1] 不连续，所以它不

为拓扑动力系统.

但是如果我们将[0, 1] 换为T, 那么我们在不改变测度性质的同时将系统变为拓扑动
力系统.设𝑇2 : T→ T, 𝑥 ↦→ 2𝑥 (mod 1)，以及𝑚T 为T的Lebesgue测度.易见，在[0, 1)上，𝑇2

和 ̃︀𝑇2 吻合，于是(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑇2) 与([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚, 𝑇2) 同构，从而也为保测系统. 另外

作为映射𝑇2 : T→ T它为连续的, 所以(T, 𝑇2) 为拓扑动力系统.

一般地, 对于𝑛 ≥ 2可以定义𝑇𝑛 : T → T, 𝑥 ↦→ 𝑛𝑥 (mod 1). (T,ℬ(T),𝑚T, 𝑇𝑛)为保测系

统.
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例 1.2.5 (圆周自同态) 设𝑛 ∈ N, 令𝑆𝑛 : S1 → S1, 𝑧 ↦→ 𝑧𝑛. 容易验证𝜑 : T → S1, 𝑥 ↦→ 𝑒𝑖2𝜋𝑥

是(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑇𝑛) 与(S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑆𝑛) 的同构映射, 尤其(S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑆𝑛) 为保测系统,

其中𝑚S1 为S1 上的Haar 测度.

𝑆𝑛 为圆周上的自同态，并且根据定理0.4.11, ̂︀S1 = {𝑆𝑛 : 𝑛 ∈ Z}.

问题 1.2.6 (Furstengerg ×2,×3 猜测) 1967年Furstenberg提出了如下猜测(现称为Furstengerg

×2,×3猜测1): 设𝑛,𝑚为两个乘积独立的自然数（即log 𝑛/ log𝑚 为无理数）, 如果𝜇 是T 上
一个Borel概率测度且在×𝑛,×𝑚 生成的半群作用下遍历(遍历定义见第二章),则𝜇要么为T
上的Lebesgue 测度, 要么为等分布在有限个点上的离散测度[62].

例 1.2.7 (环面旋转) 对𝑘 ∈ N, 取𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) ∈ R𝑘. 令

𝑇
𝜃

: T𝑘 → T𝑘, �⃗� = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ↦→ �⃗�+ 𝜃 = (𝑥1 + 𝜃1, 𝑥2 + 𝜃2, . . . , 𝑥𝑘 + 𝜃𝑘).

T𝑘上的Lebesgue测度𝑚 是(T𝑘, 𝑇
𝜃
)的一个不变测度, (T𝑘,ℬ,𝑚, 𝑇

𝜃
) 为保测系统.

例 1.2.8 (加法机器) 设Σ2 = {0, 1}Z+,我们定义Σ2上的一个加法“+”运算.若𝑥 = (𝑥0, 𝑥1, . . .)

和𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, . . .),我们递归定义𝑧 = 𝑥+𝑦 = (𝑧0, 𝑧1, . . .)的每一个位置:令𝑐0 = 0. 若𝑥𝑛+𝑦𝑛+

𝑐𝑛 ≥ 2, 令𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑐𝑛 − 2 和𝑐𝑛+1 = 1, 否则令𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑐𝑛 和𝑐𝑛+1 = 0. 不难验

证(Σ2,+)是一个交换群. 进一步, 群的加法运算(𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥+ 𝑦和取逆运算𝑥 ↦→ −𝑥都是连续
的, 所以(Σ2,+)是一个紧致可度量化的交换群. 容易验证𝑚 = 𝜇( 1

2
, 1
2
) 为其上的Haar 测度.

令1 = (1, 0, 0, . . .) 和

𝑅1 : Σ2 → Σ2, 𝑥 ↦→ 𝑥+ 1.

则𝑅1是一个同胚. 称(Σ2, 𝑅1)是一个加法机器(adding machine或odometer). 因为𝑚为Haar测

度，(Σ2,ℬ(Σ2),𝑚,𝑅1) 为保测系统.

例 1.2.9 (群旋转) 设𝐺是一个紧致可度量群和𝑎 ∈ 𝐺. 定义群旋转

𝑅𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥.

则(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝑅𝑎)是一个可逆保测动力系统,其中𝑚为Haar测度.我们一般称(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝑅𝑎)

为Kroneker系统. 它也是一个拓扑动力系统.

例 1.2.10 (群自同态系统) 设𝐺为紧致可度量群, 𝐴 : 𝐺 → 𝐺为满的连续自同态映射, 𝑚为

其上Haar测度. 那么(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝐴)为保测映射.

1该猜测的第一个本质进展是Lyons [151]在1988 年获得的, 他证明了在Furstengerg ×2,×3 猜测的条件下, 如果

还要求𝜇 相对于×𝑛 具有Kolmogorov 属性（即(T, 𝜇,×𝑛) 没有非平凡的零熵因子), 则𝜇 为上的Lebesgue 测度. 随后,

1990 年Roudolph [174] 证明了：设𝑚,𝑛 为两个互素的自然数, 𝜇 是T 上一个Borel概率测度且在×𝑛,×𝑚 生成的半群

作用下遍历, 如果𝜇 相对于×𝑛 有正熵, 则𝜇 为T 上的Lebesgue 测度.
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下面我们证明𝐴为𝑚不变的. 即要证明𝑚(𝐴−1𝐸) = 𝑚(𝐸), ∀𝐸 ∈ ℬ(𝐺). 令𝜇 = 𝐴*𝑚,

即𝜇(𝐸) = 𝑚(𝐴−1(𝐸)). 首先因为𝑚正则, 𝜇 也正则. 因为𝐴 为满射, 所以对于任何𝑦 ∈ 𝐺 存
在𝑥 ∈ 𝐺 使得𝑦 = 𝐴𝑥. 设

𝑅𝑥 : 𝐺→ 𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑥𝑔, 𝑅𝑦 : 𝐺→ 𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑦𝑔

为旋转. 那么容易验证𝐴 ∘𝑅𝑥 = 𝑅𝑦 ∘𝐴, 即

𝐺

𝐴
��

𝑅𝑥 // 𝐺

𝐴
��

𝐺
𝑅𝑦

// 𝐺.

尤其, 对于𝐸 ∈ ℬ(𝐺), 有

𝑥−1𝐴−1𝐸 = (𝐴 ∘𝑅𝑥)−1(𝐸) = (𝑅𝑦 ∘𝐴)−1(𝐸) = 𝐴−1(𝑦−1𝐸).

所以

𝜇(𝑦−1𝐸) = 𝑚(𝐴−1(𝑦−1𝐸)) = 𝑚(𝑥−1𝐴−1𝐸) = 𝑚(𝐴−1𝐸) = 𝜇(𝐸).

所以𝜇为左不变的. 根据Haar测度唯一性, 我们得到𝜇 = 𝑚. 所以𝑚为𝐴不变的.

例 1.2.11 (仿射系统) 设𝐺为紧致度量群, 𝑎 ∈ 𝐺,𝐴 : 𝐺 → 𝐺为满的连续自同态映射, 𝑚 为

其上Haar测度. 令

𝑇 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑎 ·𝐴(𝑥).

则称𝑇为仿射变换(affine). 那么(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚, 𝑇 )为保测映射.

S1.2.3 斜积系统

在这里我们先介绍拓扑斜积系统，我们在后面第四章将详细介绍可测的斜积系统.

定义 1.2.12 设(𝑌, 𝑆)是一个拓扑动力系统. 设𝑍是一个紧致可度量化空间和令𝐶(𝑍,𝑍)表

示𝑍到自身所有连续映射的全体并赋予一致收敛拓扑. 设𝜑 : 𝑌 → 𝐶(𝑍,𝑍) 是一个连续映

射. 令𝑋 = 𝑌 × 𝑍和
𝑇 : 𝑋 → 𝑋, (𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑆𝑦, 𝜑(𝑦)(𝑧)).

则𝑇是连续的,从而(𝑋,𝑇 )成为一个拓扑动力系统.称之为(𝑌, 𝑆)与𝑍相对于𝜑的斜积系统(skew-

product system).

设𝐺是一个紧致可度量化的群和𝜑 : 𝑌 → 𝐺是一个连续映射. 令𝑋 = 𝑌 ×𝐺和

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, (𝑦, 𝑔) ↦→ (𝑆𝑦, 𝜑(𝑦)𝑔).

则𝑇是连续的. 从而(𝑋,𝑇 )成为一个拓扑动力系统.称之为(𝑌, 𝑆)相对于𝜑的𝐺-扩张(𝐺-extension).

易见𝐺-扩张是斜积系统的一种特殊情况.
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例 1.2.13 (环面映射) 设𝛼 ∈ R. 设

𝑇 : T2 → T2, (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥+ 𝛼, 𝑥+ 𝑦).

则(T2, 𝑇 )是(T, 𝑅𝛼)相对于𝜑 : T→ 𝐶(T,T), 𝑥 ↦→ 𝑅𝑥, 的T-扩张.

一般的, 设𝛼 ∈ R和𝑘 ≥ 2,

𝑇𝑘 : T𝑘 → T𝑘, (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ↦→ (𝑥1 + 𝛼, 𝑥2 + 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1).

记T上的Lebesgue测度为𝑚. 则T𝑘上的Lebesgue测度为𝑚与自身的𝑘次乘积,记为𝜇𝑘. 设𝐴𝑖是T上
的可测集, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘. 则

𝜇𝑘

(︂ 𝑘∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︂
=

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑚(𝐴𝑖).

和

𝜇𝑘

(︂
𝑇−1𝑘

(︂ 𝑘∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︂)︂
=

∫︁
T𝑘

(︂ 𝑘∏︁
𝑖=1

1𝐴𝑖

)︂
∘ 𝑇𝑘𝑑𝜇𝑘

=

∫︁
T𝑘−1

(︂𝑘−1∏︁
𝑖=1

1𝐴𝑖

)︂
∘ 𝑇𝑘−1 ·

(︂∫︁
T
1𝐴𝑘

(𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1)𝑑𝑚(𝑥𝑘)

)︂
𝑑𝜇𝑘−1

=

∫︁
T𝑘−1

(︂𝑘−1∏︁
𝑖=1

1𝐴𝑖

)︂
∘ 𝑇𝑘−1 ·

(︂∫︁
T
1𝐴𝑘

(𝑥𝑘)𝑑𝑚(𝑥𝑘)

)︂
𝑑𝜇𝑘−1

=

∫︁
T

∫︁
T
· · ·
∫︁
T

𝑘∏︁
𝑖=1

1𝐴𝑖(𝑥𝑖)𝑑𝑚(𝑥𝑘) . . . 𝑑𝑚(𝑥2)𝑑𝑚(𝑥1)

=
𝑘∏︁
𝑖=1

𝑚(𝐴𝑖) = 𝜇𝑘

(︂ 𝑘∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︂
.

由乘积测度的构造, 𝜇𝑘是𝑇𝑘-不变的.

S1.2.4 符号系统

例 1.2.14 (单边符号系统) 设𝑘 ≥ 2为自然数且记𝐴 = {0, 1, . . . , 𝑘−1}. 称𝐴为字母表和𝐴中

元素为字母. 令

Σ𝑘 = 𝐴Z+ = {(𝑥𝑖)𝑖∈Z+ = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .) : 𝑥𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 ∈ Z+}.

习惯上，我们也经常把Σ𝑘 中元素(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .) 直接写成𝑥0𝑥1𝑥2 · · · . 在本书中，我们经常
会混用两种记号.

赋予𝐴离散拓扑和Σ𝑘乘积拓扑. 则Σ𝑘是紧致可度量化空间, 其中一个相容的度量可定

义为:

𝑑(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩0, 如果𝑥 = 𝑦,

1
𝑛+1 , 如果𝑥 ̸= 𝑦, 𝑛 = min{𝑖 ∈ Z+ : 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖},
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其中𝑥 = 𝑥0𝑥1 . . . , 𝑦 = 𝑦0𝑦1 . . . .

定义转移映射

𝜎 : Σ𝑘 → Σ𝑘, 𝑥0𝑥1𝑥2 . . . ↦→ 𝑥1𝑥2𝑥3 . . .

则𝜎是一个连续满射, (Σ𝑘, 𝜎)为拓扑动力系统.称(Σ𝑘, 𝜎)是𝑘个符号上的全转移(full shift)或

符号系统(shift system). 如果𝑋 ⊆ Σ𝑘是一个𝜎不变非空闭子集(𝜎不变指𝜎𝑋 ⊆ 𝑋),则称(𝑋,𝜎)是

子转移(subshift)或符号子系统(shift subsystem).

设𝑛 ∈ N, 令

𝐴𝑛 = {𝑥0𝑥1 . . . 𝑥𝑛−1 : 𝑥𝑖 ∈ 𝐴, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1}.

称𝐴𝑛中元素为一个长为𝑛的词(word)或块(block). Σ𝑘 中元素也称为无穷词. 令

𝐴* =

∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛,

即𝐴*是所有有限词构成的集合.设𝑢 = 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑛−1和𝑣 = 𝑣0𝑣1 . . . 𝑣𝑚−1 是两个有限词,定义

它们的连接(concatenation)𝑢𝑣为词𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑛−1𝑣0𝑣1 . . . 𝑣𝑚−1. 一个词𝑢的长度(length)记为|𝑢|.
若|𝑢| = 𝑛和|𝑣| = 𝑚,则|𝑢𝑣| = 𝑛+𝑚. 为方便起见,分别记𝑢𝑢 · · ·𝑢(𝑚-个)和𝑢𝑢 · · ·𝑢 · · ·为𝑢𝑚和𝑢∞.

设𝑥 = 𝑥0𝑥1 . . .和0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, 令𝑥[𝑚,𝑛] = 𝑥𝑚𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛. 若𝑥[𝑖, 𝑖 + |𝑢| − 1] = 𝑢, 称

词𝑢在𝑥的第𝑖个位置出现.

设𝑢是一个有限词, 定义柱形集(cylinder)

[𝑢] = {𝑥 ∈ Σ𝑘 : 𝑥[0, |𝑢| − 1] = 𝑢}.

易见每个柱形集既是开集又是闭集, 并且不难验证{[𝑢] : 𝑢 ∈ 𝐴*}是Σ𝑘的一组拓扑基.

设𝑘 ≥ 2和𝑝 = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘−1)是一个概率向量. 下面验证𝜇𝑝是(Σ𝑘, 𝜎)上的一个不变测

度. 于是(Σ𝑘,ℬ, 𝜇𝑝, 𝜎)为保测系统. 称为单边𝑝-转移系统.

设𝑢 = 𝑢0𝑢1 . . . 𝑢𝑛−1是一个长为𝑛的有限词. 则

𝜇𝑝([𝑢]) =

𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝑝𝑢𝑖

和

𝜇𝑝(𝜎
−1([𝑢])) = 𝜇𝑝

(︂𝑘−1⋃︁
𝑗=0

[𝑗𝑢]

)︂
=

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜇𝑝([𝑗𝑢]) =

(︂𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗

)︂ 𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝑝𝑢𝑖 =

𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝑝𝑢𝑖 .

所有柱形集构成一个生成ℬ(Σ𝑘)的半代数, 所以𝜇𝑝是(Σ𝑘, 𝜎)上的一个不变测度.

定义

𝜑 : Σ2 → T, (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . .) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
2𝑛+1

.
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则𝜑为保测映射, 且图表交换.

Σ2

𝜑
��

𝜎 // Σ2

𝜑
��

T
𝑇2
// T.

𝜑−1仅在可数集合上没有定义,所以它为测度同构. 于是(Σ2,ℬ(Σ2), 𝜇(1/2,1/2), 𝜎)与(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑇2)

是同构的系统.

例 1.2.15 设

𝜇([𝑎, 𝑏]) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑑𝑥

𝜋(1 + 𝑥2)
.

令

𝑇 : R ∖ {0} → R, 𝑥 ↦→ 1

2

(︂
𝑥− 1

𝑥

)︂
,

以及𝑇 (0) = 0. 易见 ∫︁
R
𝑓(𝑇𝑥)𝑑𝜇 =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐿∞(R, 𝜇).

于是(R,ℬ(R), 𝜇, 𝑇 )为保测系统.

令

𝜓 : R→ T, 𝑥 ↦→ 1

𝜋
arctan(𝑥) +

1

2
.

则𝜓 : (R,ℬ(R), 𝜇, 𝑇 )→ (T,ℬ(T),𝑚T, 𝑇2)为测度同构.

R
𝜓
��

𝑇 // R
𝜓
��

T
𝑇2
// T.

注记 1.2.16 综合之前的例子，我们得到(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑇2), (S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑆2), (Σ2,ℬ(Σ2), 𝜇(1/2,1/2), 𝜎)

以及(R,ℬ(R), 𝜇, 𝑇 ) 是同构的系统. 由此可以看出，同构的系统形式上可以相差很大.

例 1.2.17 (双边符号系统) 设𝑘 ≥ 2 为自然数且记𝐴 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}. 仍记

Σ𝑘 = 𝐴Z = {(𝑥𝑖)𝑖∈Z = (. . . , 𝑥−2, 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ) : 𝑥𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 ∈ Z}.

我们经常会把Σ𝑘 中元素(. . . , 𝑥−2, 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ) 记为. . . 𝑥−2𝑥−1�̇�0𝑥1𝑥3 . . . , 其中在一个

字符上加“ · ”表示第0个坐标位置.

同样定义转移映射

𝜎 : Σ𝑘 → Σ𝑘, . . . 𝑥−2𝑥−1�̇�0𝑥1𝑥3 . . . ↦→ . . . 𝑥−1𝑥0�̇�1𝑥2𝑥3 . . .

则𝜎是一个同胚. 称(Σ𝑘, 𝜎)是𝑘个符号上的双边全转移或双边符号系统.

给定概率向量𝑝, 类似于单边符号系统,可验证双边转移系统(Σ𝑘,ℬ, 𝜇𝑝, 𝜎)为可逆保测

系统, 称为双边𝑝- 转移系统.
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例 1.2.18 (Markov转移) 设𝑘 ≥ 2为自然数, 𝐴 = {0, 1, . . . , 𝑘−1},令(Σ𝑘,ℬ) =
∏︀∞
𝑖=−∞(𝐴,𝒫(𝐴)).

对于每个𝑛 ≥ 0 以及𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴, 给定了某个非负实值函数𝑝𝑛(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) 满足条件∑︁
𝑎0∈𝑌

𝑝0(𝑎0) = 1,

𝑝𝑛(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) =
∑︁

𝑎𝑛+1∈𝑌
𝑝𝑛+1(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1).

那么在(Σ𝑘,ℬ)上存在唯一的概率测度𝜇使得对任意的ℎ ≤ 𝑙有

𝜇(ℎ[𝑎ℎ, 𝑎ℎ+1, . . . , 𝑎𝑙]𝑙) = 𝑝𝑙−ℎ(𝑎ℎ, . . . , 𝑎𝑙), ∀𝑎𝑖 ∈ 𝐴, ℎ ≤ 𝑖 ≤ 𝑙.

可以验证此时(Σ𝑘,ℬ, 𝜇, 𝜎)为保测系统.

对于概率向量𝑝 = (𝑝0, . . . , 𝑝𝑘−1), 令

𝑝𝑛(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑝𝑎0𝑝𝑎1 . . . 𝑝𝑎𝑛 ,

我们得到双边𝑝-转移系统.

设𝑃 = [𝑝𝑖𝑗 ] (𝑝𝑖𝑗 ≥ 0,
∑︀𝑘−1

𝑗=0 𝑝𝑖𝑗 = 1,∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘−1})为随机矩阵, 𝑝 = (𝑝0, . . . , 𝑝𝑘−1)为

概率向量, 并且𝑝𝑃 = 𝑝 (即
∑︀𝑘−1

𝑖=0 𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗). 我们令

𝑝𝑛(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑝𝑎0𝑝𝑎0𝑎1𝑝𝑎1𝑎2 . . . 𝑝𝑎𝑛−1𝑝𝑛 .

容易验证{𝑝𝑛}𝑛满足上面定理条件, 由此决定了一个测度𝜇, 此时我们称保测系统为 双

边(𝑝, 𝑃 )-Markov 转移.

注意如果根据𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 ,∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}定义随机矩阵, 那么此时双边(𝑝, 𝑃 )-

Markov 转移就是双边𝑝-转移.

根据上面的双边情况, 类似可以得到单边的系统, 我们不再敖述.

S1.2.5 保测系统与概率论

例 1.2.19 (平稳随机过程) 设(Ω,ℱ , 𝑃 ) 为概率空间, . . . , 𝑓−1, 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . . 为Ω 上一列可测

函数. 设{𝑓𝑛}𝑛∈Z 为平稳的(Stationary), 即对于任何𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑟 ∈ Z, 𝑟 ∈ N, 任何Borel 集

合𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑟 ⊆ R, 以及任何𝑘 ∈ Z, 有

𝑃{𝜔 : 𝑓𝑛1(𝜔) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑓𝑛𝑟(𝜔) ∈ 𝐵𝑟} = 𝑃{𝜔 : 𝑓𝑛1+𝑘(𝜔) ∈ 𝐵1, . . . , 𝑓𝑛𝑟+𝑘(𝜔) ∈ 𝐵𝑟}.

令RZ为乘积空间,

𝜑 : Ω→ RZ, 𝜔 ↦→ (. . . , 𝑓−1(𝜔), 𝑓0(𝑤), 𝑓1(𝑤), 𝑓2(𝜔), . . .),

即(𝜑(𝜔))𝑛 = 𝑓𝑛(𝜔),∀𝑛 ∈ Z. 取RZ上测度如下：

𝜇(𝐸) = 𝑃 (𝜑−1𝐸), ∀𝐸 ∈ ℬ(RZ).
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定义𝜎 : RZ → RZ 为转移变换：

(𝜎x)𝑛 = 𝑥𝑛+1, ∀x = (𝑥𝑛)𝑛∈Z ∈ RZ, 𝑛 ∈ Z.

由此得到的系统(RZ,ℬ(RZ), 𝜇, 𝜎) 为保测系统. 设𝜋𝑛 : RZ → R,x = (𝑥𝑗)𝑗∈Z ↦→ 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z 为到
第𝑛个坐标的投射, 那么{𝜋𝑛}𝑛∈Z 在RZ上的联合分布与{𝑓𝑛}𝑛∈Z 在Ω 上联合分布相同. 于是

每一个平稳随机过程可以从RZ的一个转移不变的测度中得到.

习 题

1. 设𝑓 : [0, 1]→ [0, 1], 𝑥 ↦→ 1− |2𝑥− 1|, 𝑚 为Lebesgue 测度. 则([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚, 𝑇 ) 为保测系统, 也

为拓扑动力系统. 此映射称为帐篷映射.

2. 称𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) ∈ R𝑘 为有理独立的, 是指对于任何𝑛0, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 ∈ Z,

𝑛0 + 𝑛1𝜃1 + . . .+ 𝑛𝑘𝜃𝑘 = 0⇒ 𝑛0 = 𝑛1 = . . . = 𝑛𝑘 = 0.

证明：当𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) ∈ R𝑘 为有理独立的, 那么(T𝑘, 𝑇𝜃) 为极小拓扑动力系统.

3. 对任意的𝑘 ≥ 2, 令

𝑇𝑘 : T𝑘 → T𝑘, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ↦→ (𝑥+ 𝛼, 𝑥2 + 𝑎2,1𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝑎𝑘,1𝑥1 + · · ·+ 𝑎𝑘,𝑘−1𝑥𝑘−1),

其中系数𝑎𝑖,𝑗 ∈ Z且𝑎𝑖,𝑖−1 ̸= 0. 则(T𝑘, 𝑇𝑘)是(T𝑘−1, 𝑇𝑘−1)的T-扩张. 证明：(T𝑘,ℬ(T𝑘),𝑚, 𝑇𝑘) 为保

测系统, 其中𝑚 为Lebesgue测度.

4. 设𝛽 ∈ (1, 2). 𝛽 变换是指映射𝑇 : [0, 1)→ [0, 1):

𝑇𝑥 = 𝛽𝑥 (mod 1) =

{︃
𝛽𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 1

𝛽 ;

𝛽𝑥− 1, 1
𝛽 ≤ 𝑥 < 1.

证明：Lebesgue 测度不是𝑇 不变的, 即([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚, 𝑇 ) 不为保测系统.

5. 设𝑇 : T2 → T2 如下：

𝑇 (𝑥, 𝑦) =

(︃
2 1

1 1

)︃(︃
𝑥

𝑦

)︃
(mod Z2)

证明: (T2,ℬ(T2),𝑚, 𝑇 ) 为保测系统, 其中𝑚 为Lebesgue测度. 𝑇 称为Arnold的猫映射(Arnold’s

cat map).

6. 设𝑇 : [0, 1)2 → [0, 1)2 定义如下：

𝑇 (𝑥, 𝑦) =

{︃
(2𝑥, 𝑦2 ), 0 ≤ 𝑥 < 1

2 ;

(2𝑥− 1, 𝑦+1
2 ), 1

2 ≤ 𝑥 < 1.

证明:

(a) ([0, 1)2,ℬ([0, 1)2),𝑚, 𝑇 ) 为保测系统，其中𝑚 为[0, 1)2 上Lebesgue 测度. 此映射称为Baker变

换.



第50页 遍 历 理 论 及 其 应 用 叶 向 东 黄 文 邵 松

第一章 保测系统 S1.3 Poincaré回复定理

(b) ([0, 1)2,ℬ([0, 1)2),𝑚, 𝑇 ) 同构于(Σ2,ℬ(Σ2), 𝜇(1/2,1/2), 𝜎)

7. 设Ω = {−1, 1}Z, 其上取测度𝜇(1/2,1/2), 𝜎 : Ω → Ω 为转移映射. 又设(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为可逆保测映射.

令𝑋 = Ω× 𝑌 , 以及

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, (𝜔, 𝑦) ↦→ (𝜎𝜔, 𝑆𝜔0𝑦).

证明：(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇(1/2,1/2) × 𝜈, 𝑇 ) 为可逆保测系统，称之为随机转移(random shift).

S1.3 Poincaré回复定理

Poincaré回复定理是一个非常重要的结论, 也是遍历论中最早的主要结果之一[164].

定理 1.3.1 (Poincaré 回复定理(形式1)) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.如果𝐴 ∈ 𝒳 满足𝜇(𝐴) >

0,那么存在𝑛 ∈ N 使得
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0.

证明. 如果存在𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0 使得𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) = 0. 那么𝐴, 𝑇−1𝐴, 𝑇−2𝐴, . . . 将互不相

交(在这里两个集合𝐴,𝐵 不交是指𝜇(𝐴 ∩𝐵) = 0). 这是因为根据𝜇 为𝑇不变的, 我们有

𝜇(𝑇−𝑖𝐴 ∩ 𝑇−𝑗𝐴) = 𝜇(𝑇−𝑖(𝐴 ∩ 𝑇−(𝑗−𝑖)𝐴)) = 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−(𝑗−𝑖)𝐴) = 0, ∀𝑖 < 𝑗.

于是

𝜇(
∞⋃︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝐴) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜇(𝑇−𝑛𝐴) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴) =∞.

于是存在𝑛 ∈ N 使得
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0.

证毕！ �

根据Poincaré 回复定理, 我们可以定义Poincaré序列：

定义 1.3.2 Z+的一个子集𝑆称为Poincaré 序列是指对任意保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )以及任意

满足𝜇(𝐴) > 0的𝐴 ∈ 𝒳 , 存在0 < 𝑛 ∈ 𝑆 使得𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0.

于是Poincaré回复定理可以重述为：Z+为Poincaré序列.

定义 1.3.3 设𝐹 ⊆ Z+. 称𝐹 − 𝐹 = {𝑎− 𝑏 : 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹, 𝑎 ≥ 𝑏} 为𝐹的差集或者Δ 集.

设𝐻 ⊆ Z+. 如果对任意的Z+的无限子集𝐹 , 𝐻 ∩ (𝐹 − 𝐹 ) ̸= ∅, 则称𝐻是一个Δ* 集.

定义 1.3.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 对任意的𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 , 定义

𝑁𝜇(𝐴,𝐵) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) > 0}.

命题 1.3.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 则对任意正测集𝐴, 𝑁𝜇(𝐴,𝐴)是一个Δ*-集. 即Δ 集

为Poincaré 序列.
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证明. 设𝐹 ⊆ Z+是一个无限集. 对任意的𝑖 ∈ 𝐹 , 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝑇−𝑖𝐴). 因此{𝑇−𝑖𝐴 : 𝑖 ∈ 𝐹}
是𝑋中一列测度值均为𝜇(𝐴)的集合.由于𝜇(𝑋) = 1,故存在𝑖 < 𝑗 ∈ 𝐹使得𝜇(𝑇−𝑖𝐴∩𝑇−𝑗𝐴) >

0. 从而

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−(𝑗−𝑖)𝐴) = 𝜇(𝑇−𝑖(𝐴 ∩ 𝑇−(𝑗−𝑖)𝐴)) = 𝜇(𝑇−𝑖𝐴 ∩ 𝑇−𝑗𝐴) > 0,

即

𝑗 − 𝑖 ∈ 𝑁𝜇(𝐴,𝐴) ∩ (𝐹 − 𝐹 ).

证毕！ �

定理 1.3.6 (Poincaré回复定理(形式2)) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝐴 ∈ 𝒳 . 那么𝐴 几乎

每个点都无穷次正向回复到本身, 即存在𝐵 ⊆ 𝐴 使得𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴), 并且对于每个𝑥 ∈ 𝐵,

存在递增自然数序列{𝑛𝑖}𝑖∈N 满足𝑇𝑛𝑖𝑥 ∈ 𝐵, ∀𝑖 ∈ N.

证明. 首先我们证明一个断言：

断言: 设𝐴 ∈ 𝒳和令

𝐴∞ =
∞⋂︁
𝑛=0

∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐴.

则𝐴∞ ∈ 𝒳 , 𝐴∞ = 𝑇−1𝐴∞ 和

𝜇(𝐴∞) = 𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐴

)︂
.

断言证明: 由于每个𝑇−𝑖𝐴 ∈ 𝒳 , 所以𝐴∞ ∈ 𝒳 . 由𝐴∞的定义可知

𝑇−1𝐴∞ =
∞⋂︁
𝑛=0

∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−(𝑖+1)𝐴 =
∞⋂︁
𝑛=0

∞⋃︁
𝑖=𝑛+1

𝑇−𝑖𝐴 = 𝐴∞.

对任意的𝑛 ≥ 0,
∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐴 ⊃
∞⋃︁

𝑖=𝑛+1

𝑇−𝑖𝐴

和

𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐴

)︂
= 𝜇

(︂
𝑇−1

∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐴

)︂
= 𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑖=𝑛+1

𝑇−𝑖𝐴

)︂
.

故

𝜇(𝐴∞) = lim
𝑛→∞

𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐴

)︂
= 𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐴

)︂
.

断言证毕. �

根据定义, 𝐴∞是所有轨道无穷次进入𝐴的点的全体. 令

𝐵 = 𝐴 ∩𝐴∞.
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则𝐵为𝐴中所有轨道无穷次进入𝐴的点的全体. 设𝑥 ∈ 𝐵, 则存在0 < 𝑛1 < 𝑛2 < . . .使

得𝑇𝑛𝑖𝑥 ∈ 𝐴. 对于任何取定𝑖 ∈ N, 以及对于任何𝑗 > 𝑖我们有

𝑇𝑛𝑗−𝑛𝑖(𝑇𝑛𝑖𝑥) = 𝑇𝑛𝑗𝑥 ∈ 𝐴.

即𝑇𝑛𝑖𝑥 ∈ 𝐴 并且此点轨道无穷次进入𝐴. 所以𝑇𝑛𝑖𝑥 ∈ 𝐵. 综上, 对于任何𝑥 ∈ 𝐵, 存

在0 < 𝑛1 < 𝑛2 < . . .使得𝑇𝑛𝑖𝑥 ∈ 𝐵.

由断言, 𝐴∞ ∈ 𝒳 , 从而𝐵 ∈ 𝒳 . 再由断言,

𝐴∞ ⊆
∞⋃︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐴 和𝜇(𝐴∞) = 𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐴

)︂
.

所以

𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴 ∩𝐴∞) = 𝜇

(︂
𝐴 ∩

∞⋃︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐴

)︂
= 𝜇(𝐴).

证毕！ �

注记 1.3.7 如果没有条件𝜇(𝑋) <∞, 那么回复定理可能不成立. 例如

𝑇 : R→ R, 𝑥 ↦→ 𝑥+ 1.

习 题

1. 设𝑎 ∈ N, 证明𝑎N 为Poincaré序列.

2. 集合𝐴 ⊆ N 称为thick的是指它包含任意长的区间, 即存在𝑎𝑖 ∈ N 使得[𝑎𝑖, 𝑎𝑖 + 𝑖] ⊆ 𝐴,∀𝑖 ∈ N. 证明

任何thick集合为Poincaré序列.

S1.4 注记

我们在书中没有介绍流形上的保测系统、区间交换变换、台球系统、Gauss系统等, 更

多的例子可以参见[43, 184, 123, 153, 191]等. 关于符号动力系统可以参见[147, 210].



第二章 遍历性与遍历定理

在本章中我们给出遍历性的定义和刻画, 并且介绍von Neumann 遍历定理和Birkhoff

遍历定理. von Neumann 遍历定理和Birkhoff 遍历定理是遍历论最基本的定理. 在介绍完

遍历性后, 我们给出各种混合的定义, 其中最为重要的是弱混合. 弱混合的谱刻画是指它

等价于连续谱, 我们在本章最后给出动力系统谱理论的一些基本知识.

S2.1 遍历性

遍历性是遍历论中核心概念和研究内容之一, 遍历性体现的是系统的一种不可分割

性. 我们会在后面解释为什么测度动力系统理论也称为遍历论.

S2.1.1 遍历性

定义 2.1.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 称𝑇 为遍历的, 指对任意满足𝑇−1𝐵 = 𝐵 的𝐵 ∈ 𝒳
必有𝜇(𝐵) = 0 或𝜇(𝐵) = 1 成立.

注记 2.1.2 对于非概率测度, 我们一般如下定义遍历：对任意满足𝑇−1𝐵 = 𝐵 的𝐵 ∈ 𝒳 必
有𝜇(𝐵) = 0 或𝜇(𝑋 ∖𝐵) = 0 成立.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为一个保测系统, 对任意满足𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) > 0的𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 , 之前我们定义

𝑁𝜇(𝐴,𝐵) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) > 0}.

关于遍历性, 我们有众多等价刻画：

定理 2.1.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统,则以下命题等价：

1. 𝑇 为遍历的;

2. 𝒳 中元𝐵 如满足𝜇(𝑇−1𝐵Δ𝐵) = 0（即𝑇−1𝐵 = 𝐵, 𝑎.𝑒.）,则必有𝜇(𝐵) = 0 或𝜇(𝐵) = 1;

3. 对任意满足𝜇(𝐴) > 0 的𝐴 ∈ 𝒳 有𝜇(
⋃︀∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝐴) = 1;

4. 对任意满足𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) > 0的𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 有𝑁𝜇(𝐴,𝐵) ̸= ∅,即存在𝑛 ∈ N使得𝜇(𝐴∩𝑇−𝑛𝐵) >

0.

证明. (1) ⇒ (2). 设𝐵 ∈ 𝒳满足𝜇(𝑇−1𝐵Δ𝐵) = 0. 下面我们构造集合𝐵∞ ∈ 𝒳 使
得𝑇−1(𝐵∞) = 𝐵∞ 且𝜇(𝐵Δ𝐵∞) = 0. 从而根据条件（1）完成证明.

令

𝐵∞ =

∞⋂︁
𝑛=0

∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐵.

53
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由Poincaré定理（定理1.3.6）断言证明, 𝑇−1(𝐵∞) = 𝐵∞ 和𝜇(𝐵∞) = 𝜇(
⋃︀∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝐵). 由遍历

性, 𝜇(𝐵∞) = 0或1. 对任意的𝑛 ∈ N,

𝜇(𝑇−𝑛𝐵Δ𝐵) ≤ 𝜇
(︂ 𝑛⋃︁
𝑖=1

(𝑇−𝑖+1𝐵Δ𝑇−𝑖𝐵)

)︂
≤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝑇−𝑖+1𝐵Δ𝑇−𝑖𝐵)

=
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝑇−𝑖+1(𝐵Δ𝑇−1𝐵)) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐵Δ𝑇−1𝐵) = 0.

故

𝜇

(︂
𝐵Δ

∞⋃︁
𝑖=𝑛

𝑇−𝑖𝐵

)︂
≤
∞∑︁
𝑖=𝑛

𝜇(𝐵Δ𝑇−𝑖𝐵) = 0,

因为对每个𝑛 ∈ N有(
⋃︀∞
𝑖=𝑛 𝑇

−𝑖𝐵)Δ𝐵测度为0,我们有𝜇(𝐵∞Δ𝐵) = 0,于是𝜇(𝐵∞) = 𝜇(𝐵). 所

以由𝜇(𝐵∞) = 0或1, 得到𝜇(𝐵) = 0或1.

(2) ⇒ (3). 设𝐴 ∈ 𝒳 满足𝜇(𝐴) > 0. 令𝐴1 =
⋃︀∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝐴. 因为𝑇−1𝐴1 ⊆ 𝐴1

及𝜇(𝑇−1𝐴1) = 𝜇(𝐴1), 所以

𝜇(𝑇−1𝐴1Δ𝐴1) = 0.

由(2), 我们得到𝜇(𝐴1) = 0 或1. 因为𝜇(𝐴) > 0, 所以𝜇(𝐴1) = 1.

(3)⇒ (4). 设𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) > 0. 由(3), 我们有𝜇(
⋃︀∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝐵) = 1, 于是

0 < 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴
⋂︁ ∞⋃︁

𝑛=1

𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(
∞⋃︁
𝑛=1

(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵)).

从而存在𝑛 ≥ 1 使得𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) > 0.

(4)⇒ (1). 设𝐵 ∈ 𝒳满足𝑇−1𝐵 = 𝐵. 如果0 < 𝜇(𝐵) < 1, 那么𝜇(𝑋 ∖𝐵) > 0且

𝜇(𝑇−𝑛𝐵 ∩ (𝑋 ∖𝐵)) = 𝜇(𝐵 ∩ (𝑋 ∖𝐵)) = 0, ∀𝑛 ≥ 1.

这与(4)矛盾. �

根据证明,我们知道(3)等价于对于任何满足𝜇(𝐴) > 0的𝐴 ∈ 𝒳和𝑁 ∈ N有𝜇(
⋃︀∞
𝑛=𝑁 𝑇

−𝑛𝐴) =

1. 另外根据证明,（4）中𝑁𝜇(𝐴,𝐵) 为无穷集. 对于𝑁𝜇(𝐴,𝐵) 我们可以说的更多.

定义 2.1.4 集合𝐴 = {𝑎1 < 𝑎2 < . . .} ⊆ Z+称为syndetic的是指它具有有界的间距,即存

在𝑁 > 0使得

𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 ≤ 𝑁, ∀𝑖 ∈ N.

记全体syndetic集为ℱs.

根据定义，容易验证集合𝐴 ⊆ Z+ 为syndetic 的当且仅当存在𝑁 ∈ N 使得对于任何𝑖 ∈
Z+, 𝐴 ∩ {𝑖, 𝑖+ 1, . . . , 𝑖+𝑁} ≠ ∅. Z,N 中的syndetic 子集类似定义.
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推论 2.1.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统,那么对任意满足𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) > 0的𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 , 𝑁𝜇(𝐴,𝐵)

为syndetic的.

证明. 因为𝜇(𝐵) > 0, 由𝑇的遍历性我们有𝜇(
⋃︀∞
𝑖=1 𝑇

−𝑖𝐵) = 1. 取𝑘使得

𝜇(

𝑘⋃︁
𝑖=1

𝑇−𝑖𝐵) > 1− 𝜇(𝐴)

2
.

根据𝜇 的不变性, 对每个𝑙 ∈ Z+ 有

𝜇(
𝑙+𝑘⋃︁
𝑖=𝑙+1

𝑇−𝑖𝐵) = 𝜇(
𝑘⋃︁
𝑖=1

𝑇−𝑖𝐵) > 1− 𝜇(𝐴)

2
.

这意味着对每个𝑙 ∈ Z+ 有

𝜇

(︃
𝐴 ∩ (

𝑙+𝑘⋃︁
𝑖=𝑙+1

𝑇−𝑖𝐵)

)︃
> 0,

亦即对每个𝑙 ∈ Z+, 存在𝑗 ∈ [𝑙 + 1, 𝑙 + 𝑘] 使得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑗𝐵) > 0.

从而𝑁𝜇(𝐴,𝐵)为syndetic的. �

S2.1.2 不变函数

我们已经定义了算子𝑈𝑇 , 由此自然地定义特征值与特征函数.

定义 2.1.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统,我们称复数𝜆为𝑇的特征值,如果它为算子𝑈𝑇的特征

值, 即存在非零可测函数𝑓使得

𝑈𝑇 𝑓 = 𝜆𝑓.

这个函数𝑓称为相应于特征值𝜆的特征函数.

下面的定理指出遍历性可以由𝑈𝑇谱的性质来刻画: 遍历性等价于1为𝑈𝑇简单特征值.

定理 2.1.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 则以下命题为等价的：

1. 𝑇为遍历的;

2. 如果𝑓可测并且𝑈𝑇 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥),∀𝑥 ∈ 𝑋, 那么𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 a.e.

3. 如果𝑓可测并且𝑈𝑇 𝑓 = 𝑓 𝑎.𝑒., 那么𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 a.e.

4. 如果𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇)满足𝑈𝑇 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋, 那么𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 a.e.

5. 如果𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇)满足𝑈𝑇 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝑎.𝑒., 那么𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 a.e.
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证明. (3) ⇒ (2), (2) ⇒ (4), (5) ⇒ (4), (3) ⇒ (5) 是平凡的. 我们只需证明(1) ⇒ (3)和(4) ⇒
(1).

(1) ⇒ (3). 假设𝑇为遍历的且𝑓可测. 不妨设𝑓为实值的（对于复值映射,我们可以分实

部与虚部讨论）. 对𝑘 ∈ Z及𝑛 > 0令

𝑋(𝑘, 𝑛) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑘/2𝑛 ≤ 𝑓(𝑥) < (𝑘 + 1)/2𝑛} = 𝑓−1([𝑘/2𝑛, (𝑘 + 1)/2𝑛+1)).

我们有

𝑇−1𝑋(𝑘, 𝑛)Δ𝑋(𝑘, 𝑛) ⊆ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓 ∘ 𝑇 (𝑥) ̸= 𝑓(𝑥)},

继而𝜇(𝑇−1𝑋(𝑘, 𝑛)Δ𝑋(𝑘, 𝑛)) = 0. 根据定理2.1.3就有𝜇(𝑋(𝑘, 𝑛)) = 0或1.

对每个𝑛 ∈ N,
⋃︀
𝑘∈Z𝑋(𝑘, 𝑛) = 𝑋为无交并, 于是存在唯一一个𝑘𝑛使得𝜇(𝑋(𝑘𝑛, 𝑛)) = 1.

令

𝑌 =

∞⋂︁
𝑛=1

𝑋(𝑘𝑛, 𝑛),

则𝜇(𝑌 ) = 1且𝑓在𝑌上为常数, 即𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 a.e.

(4)⇒ (1).假设𝐵 ∈ 𝒳及𝑇−1𝐵 = 𝐵. 因为𝑈𝑇1𝐵 = 1𝐵,我们有1𝐵 为几乎处处为常值.亦

即, 𝜇(𝐵) = 0或1. 所以𝑇为遍历的. �

注记 2.1.8 根据上面定理的证明, 在定理2.1.7中将𝐿2(𝜇) 换为𝐿𝑝(𝜇), 𝑝 ≥ 1, 结论是一样的.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统令

ℐ = ℐ(𝑇 ) = {𝐴 ∈ 𝒳 : 𝜇(𝐴Δ𝑇−1𝐴) = 0}. (2.1.1)

易见ℐ 是𝒳 的一个子𝜎 代数且𝑇−1ℐ ⊆ ℐ.

引理 2.1.9 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 则对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇),

E(𝑓 ∘ 𝑇 |ℐ) = E(𝑓 |ℐ).

证明. 设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇). 对任意的𝐴 ∈ ℐ,∫︁
𝐴
E(𝑓 ∘ 𝑇 |ℐ)𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇 =

∫︁
𝑇−1𝐴

𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇

=

∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
E(𝑓 |ℐ)𝑑𝜇.

所以E(𝑓 ∘ 𝑇 |ℐ) = E(𝑓 |ℐ). �

引理 2.1.10 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇). 则𝑓 ∘𝑇 = 𝑓 𝑎.𝑒.当且仅当𝑓 是ℐ 可
测的.
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证明. 设𝑓∘𝑇 = 𝑓 𝑎.𝑒.不妨设𝑓 为实值函数. 对任意的𝐴 ∈ ℬ(R), 𝜇(𝑓−1(𝐴)Δ(𝑓∘𝑇 )−1(𝐴)) = 0,

即𝜇(𝑓−1(𝐴)Δ𝑇−1(𝑓−1(𝐴))) = 0. 所以𝑓−1(𝐴) ∈ ℐ, 从而𝑓是ℐ 可测的.

设𝑓是ℐ 可测的. 对任意的𝐴 ∈ ℬ(R), 𝑓−1(𝐴) ∈ ℐ, 即𝜇(𝑓−1(𝐴)Δ𝑇−1(𝑓−1(𝐴))) = 0, 从

而𝜇(𝑓−1(𝐴)Δ(𝑓 ∘ 𝑇 )−1(𝐴)) = 0. 特别地, 对任意的𝑎 ∈ Q,

𝜇
(︀
𝑓−1((−∞, 𝑎)) ∩ (𝑓 ∘ 𝑇 )−1([𝑎,+∞))

)︀
= 0

和

𝜇
(︀
𝑓−1((𝑎,+∞)) ∩ (𝑓 ∘ 𝑇 )−1((−∞, 𝑎])

)︀
= 0.

所以𝑓 ∘ 𝑇 = 𝑓 几乎处处成立. �

S2.1.3 一些例子

例 2.1.11 (𝑛-周期系统) 设𝑛 ∈ N和Z𝑛 = Z/𝑛Z = {0, 1, . . . , 𝑛−1}. 令𝑇 : Z𝑛 → Z𝑛, 𝑥 ↦→ 𝑥+1

(mod 𝑛). 测度取每个点测度为 1
𝑛 的平均测度𝜇, 那么(Z𝑛,𝒫(Z𝑛), 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统.

例 2.1.12 (圆周旋转) 设S1为复平面上的单位圆周,𝛼 ∈ R, 𝑎 = 𝑒2𝜋𝑖𝛼, 𝑚S1 为S1上的Haar测

度. 定义

𝑇𝑎 : S1 → S1, 𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖𝜃 ↦→ 𝑎𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖(𝜃+𝛼), ∀𝑧 ∈ S1.

则系统(S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑇𝑎)为遍历的当且仅当𝛼为无理数, 即𝑎 不为单位根.

证明.设𝑎 为单位根, 那么存在𝑝 ̸= 0 使得𝑎𝑝 = 1. 令𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝. 则𝑈𝑇𝑎𝑓 = 𝑓 ∘ 𝑇 = 𝑓 , 但是𝑓

不是常值函数, 根据定理2.1.7, 𝑇𝑎 不是遍历的.

反之, 设𝑓 ∈ 𝐿2(S1,𝑚S1) 满足𝑈𝑇𝑎𝑓 = 𝑓 . 令𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=−∞ 𝑏𝑛𝑧
𝑛 为其Fourier 级数. 则

𝑈𝑇𝑎𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑎𝑧) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑏𝑛𝑎
𝑛𝑧𝑛,

于是由表示的唯一性,

𝑏𝑛(𝑎𝑛 − 1) = 0, ∀𝑛 ∈ Z.

如果𝑛 ̸= 0, 那么𝑏𝑛 = 0, 继而𝑓 = 𝑏0 为常值函数. 根据定理2.1.7, 𝑇𝑎为遍历的. �

下面我们给出另外一个证明.

证明. 设T = R/Z = [0, 1) (mod 1) 和𝛼 ∈ T. 令

𝑅𝛼 : T→ T, 𝑥 ↦→ 𝑥+ 𝛼 (mod 1).

那么(T,ℬ(T),𝑚T, 𝑅𝛼) 为遍历的当且仅当𝛼 为无理数.

如果𝛼 ∈ Q, 设𝛼 = 𝑝
𝑞 , 𝑝, 𝑞 ∈ N, (𝑝, 𝑞) = 1. 于是𝑅𝑞𝛼 = id. 取子集𝐴 ⊆ T 使得1 < 𝑚T(𝐴) <

1
𝑞 . 那么

𝐵 = 𝐴 ∪𝑅𝛼𝐴 ∪ . . . ∪𝑅𝑞−1𝛼 𝐴
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满足𝑅−1𝛼 𝐵 = 𝐵, 但是𝑚T(𝐵) ∈ (0, 1). 所以𝑅𝛼 不遍历.

如果𝛼 ̸∈ Q. 那么𝑅𝛼 为极小作用. 设𝐵 ⊆ T 为𝑅𝛼 不变的. 对于任何𝜀 > 0, 取连续函

数𝑓 ∈ 𝐶(T) 使得‖𝑓 − 1𝐵‖1 < 𝜀. 因为1𝐵 ∘𝑅𝛼 = 1𝐵, 我们有

‖𝑓 ∘𝑅𝑛𝛼 − 𝑓‖1 < 2𝜀, ∀𝑛 ∈ Z.

因为𝑓 连续以及𝑅𝛼 极小, 所以根据上式容易得到

‖𝑓 ∘𝑅𝑡 − 𝑓‖1 < 2𝜀, ∀𝑡 ∈ R.

于是根据𝑚T 的平移不变性,⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∫︁
T
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
1

=

∫︁
T

⃒⃒⃒⃒∫︁
T
(𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥

≤
∫︁
T

∫︁
T
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)| 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 2𝜀.

于是

‖1𝐵 −𝑚T(𝐵)‖1 = ‖1𝐵 −
∫︁
T
1𝐵𝑑𝑡‖1

≤ ‖1𝐵 − 𝑓‖1 +

⃦⃦⃦⃦
𝑓 −

∫︁
T
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
1

+

⃦⃦⃦⃦∫︁
T
𝑓(𝑡)𝑑𝑡−

∫︁
T
1𝐵𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
1

< 4𝜀.

根据𝜀 的任意性, ‖1𝐵 −𝑚T(𝐵)‖1 = 0. 于是1𝐵 为常数, 𝑚T(𝐵) = 0 或1. 所以𝑅𝛼 遍历. �

例 2.1.13 (群旋转) 设𝐺是一个紧致可度量化的群和𝑎 ∈ 𝐺. 定义群旋转

𝑅𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥.

则(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝑅𝑎)是一个保测动力系统, 其中𝑚为Haar测度. 𝑅𝑎 为遍历的当且仅当⟨𝑎⟩ =

{𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z}在𝐺中稠密.

尤其如果(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝑅𝑎)是遍历的, 那么𝐺为交换群.

证明.如果⟨𝑎⟩ = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z}不在𝐺中稠密.设𝐻 = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z}, 则𝐻 ̸= 𝐺为𝐺闭子群. 于

是存在𝛾 ∈ ̂︀𝐺 使得𝛾 ̸= 1并且𝛾(𝐻) = 1. 由此

𝑈𝑅𝑎𝛾(𝑥) = 𝛾(𝑅𝑎𝑥) = 𝛾(𝑎𝑥) = 𝛾(𝑎)𝛾(𝑥) = 𝛾(𝑥).

所以根据定理2.1.7 𝑅𝑎 不为遍历的.

反之, 设⟨𝑎⟩ = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z}在𝐺中稠密. 于是𝐺为交换群. 设𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇)满足𝑈𝑅𝑎𝑓 = 𝑓 .

令𝑓(𝑥) =
∑︀

𝛾∈ ̂︀𝐺 𝑏𝛾𝛾(𝑥)为其Fourier 级数. 则

𝑈𝑅𝑎𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎𝑥) =
∑︁
𝛾∈ ̂︀𝐺

𝑏𝛾𝛾(𝑎)𝛾(𝑥),
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于是由表示的唯一性,

𝑏𝛾(𝛾(𝑎)− 1) = 0, ∀𝛾 ∈ ̂︀𝐺.
如果𝑏𝛾 ̸= 0, 那么𝛾(𝑎) = 1. 从而

𝛾(𝑎𝑛) = 𝛾(𝑎)𝑛 = 1, ∀𝑛 ∈ Z.

由𝛾 的连续性, 𝛾|𝐺 = 𝛾|{𝑎𝑛:𝑛∈Z} = 1, 即𝛾 = 1. 所以𝑏𝛾 = 0, ∀𝛾 ̸= 1. 继而𝑓 = 𝑏1为常值函数.

根据定理2.1.7, 𝑅𝑎为遍历的. �

例 2.1.14 (圆周自同态) 设𝑛 ∈ N, 令𝑆𝑛 : S1 → S1, 𝑧 ↦→ 𝑧𝑛. 那么(S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑆𝑛)为保测

系统. 下面证明当𝑛 ≥ 2时它为遍历的. 我们以𝑛 = 2为例, 一般情况的证明是完全类似的.

设𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇)满足𝑈𝑆2𝑓 = 𝑓 . 令𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=−∞ 𝑏𝑛𝑧
𝑛为其Fourier 级数. 则

𝑈𝑆2𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧2) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑏𝑛𝑧
2𝑛,

于是由表示的唯一性,如果𝑛 ̸= 0, 则

𝑏𝑛 = 𝑏2𝑛 = 𝑏22𝑛 = 𝑏23𝑛 = . . . .

因为
∑︀∞

𝑗=−∞ |𝑏𝑗 |2 = ‖𝑓‖22 < ∞, 所以𝑏𝑛 = 0. 综上, 如果𝑛 ̸= 0, 那么𝑏𝑛 = 0, 继而𝑓(𝑧) = 𝑏0为

常值函数.根据定理2.1.7, 𝑆𝑛为遍历的.

例 2.1.15 (群自同态系统) 设𝐺为紧致度量群, 𝐴 : 𝐺 → 𝐺为满的连续自同态映射, 𝑚为其

上Haar测度. 那么(𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝐴) 为保测映射. (𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝐴)为遍历的当且仅当平凡的特

征𝛾 = 1为唯一满足存在𝑛 ∈ N 使得𝛾 ∘𝐴𝑛 = 𝛾成立的特征.

证明.设存在非平凡𝛾 ∈ ̂︀𝐺以及𝑛 ∈ N使得𝛾 ∘𝐴𝑛 = 𝛾. 不妨设𝑛为满足上式最小的自然数. 令

𝑓 = 𝛾 + 𝛾 ∘𝐴+ . . .+ 𝛾 ∘𝐴𝑛−1.

因为𝛾, 𝛾 ∘𝐴, . . . , 𝛾 ∘𝐴𝑛−1 ∈ ̂︀𝐺互异,所以互相垂直,尤其𝑓 ̸= const. 但是𝑓 ∘𝐴 = 𝑓 ,所以根据

定理2.1.7, 𝐴不为遍历的.

反之, 假设如存在𝑛 ∈ N使得𝛾 ∘ 𝐴𝑛 = 𝛾, 则𝛾 = 1. 设𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇) 满足𝑈𝐴𝑓 = 𝑓 ∘ 𝐴 = 𝑓 .

令𝑓(𝑥) =
∑︀

𝛾∈ ̂︀𝐺 𝑏𝛾𝛾(𝑥)为其Fourier 级数. 则

𝑈𝐴𝑓(𝑥) = 𝑓(𝐴𝑥) =
∑︁
𝛾∈ ̂︀𝐺

𝑏𝛾𝛾(𝐴𝑥),

于是由表示的唯一性,

𝑏𝛾 = 𝑏𝛾∘𝐴 = 𝑏𝛾∘𝐴2 = . . . .

根据条件, 如果𝛾 ̸= 1, 𝛾, 𝛾 ∘ 𝐴, 𝛾 ∘ 𝐴2, . . . 为互异的特征. 由于
∑︀

𝛾∈ ̂︀𝐺 |𝑏𝛾 |2 < ∞, 所以只能

是𝑏𝛾 = 0. 继而𝑓 = 𝑏1为常值函数. 根据定理2.1.7, 𝐴为遍历的. �
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例 2.1.16 (环面自同态) 根据定理0.4.13, 每个自同态𝐴 : (S1)𝑛 → (S1)𝑛 形如

𝐴(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝑧𝑎111 𝑧𝑎122 . . . 𝑧𝑎1𝑛𝑛 , . . . , 𝑧𝑎𝑛1
1 𝑧𝑎𝑛2

2 . . . 𝑧𝑎𝑛𝑛
𝑛 ),

其中𝑎𝑖𝑗 ∈ Z. 等价的, 𝐴 : T𝑛 → T𝑛表达式为

𝐴

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ Z𝑛

⎞⎟⎟⎠ = [𝑎𝑖𝑗 ]

⎛⎜⎜⎝
𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ Z𝑛,

其中[𝑎𝑖𝑗 ] ∈ Z𝑛×𝑛为方阵, 第(𝑖, 𝑗)元素为𝑎𝑖𝑗. 如果𝐴为满自同态, 那么𝐴为遍历的当且仅当矩

阵[𝐴]没有单位根作为它的特征值.

证明.根据S0.4小节知识,

̂︀𝐴 : Z𝑛 → Z𝑛,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚1

𝑚2

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ↦→ [𝐴]𝑡

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚1

𝑚2

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
其中[𝐴]𝑡为转置. 根据例子2.1.15, 如果𝐴 不是遍历的, 那么存在�⃗� ∈ Z𝑛, �⃗� ̸= 0 以及𝑘 ∈ N 使
得([𝐴]𝑡)𝑘�⃗� = �⃗�. 于是1 为([𝐴]𝑡)𝑘 的特征值. 所以1 为[𝐴]𝑘 的特征值, 从而存在单位根为[𝐴]

的特征值.

反之, 如果存在单位根为[𝐴] 的特征值, 那么存在𝑘 ∈ N 使得1 为([𝐴]𝑡)𝑘 的特征值. 于

是存在非零向量�⃗� ∈ R𝑛 使得 (︁
([𝐴]𝑡)𝑘 − 𝐼

)︁
�⃗� = 0.

因为[𝐴]𝑡为整数值矩阵, 所以可以设�⃗� ∈ Z𝑛. 于是([𝐴]𝑡)𝑘�⃗� = �⃗�. 根据例子2.1.15, 𝐴不是遍历

的. �

例 2.1.17 (转移系统) 双边（单边）⃗𝑝-转移系统(Σ𝑘,ℬ, 𝜇𝑝, 𝜎)为遍历的.

例 2.1.18 (Markov转移) 双边（单边）(𝑝, 𝑃 )-Markov转移系统(Σ𝑘,ℬ, 𝜇, 𝜎) 为遍历的当且

仅当𝑃为不可约的.

𝑝-转移系统是遍历的证明不难, 请读者自己完成. 但是Markov 转移系统的情况要复

杂些, 我们把证明留在给出遍历定理之后（定理2.3.15）.

习 题

1. 证明：双边（单边）⃗𝑝-转移系统(Σ𝑘,ℬ, 𝜇𝑝, 𝜎)为遍历的.
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2. 设𝑇 : [0, 1]→ [0, 1] 定义如下:

𝑇 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 1

4 ;

2𝑥− 1
2 ,

1
4 ≤ 𝑥 <

3
4 ;

2𝑥− 1, 3
4 ≤ 𝑥 ≤ 1.

证明: ([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚, 𝑇 ) 为保测但是不遍历的系统, 其中𝑚 为Lebesgue 测度.

3. 设𝐺为紧致连通度量交换群𝑎 ∈ 𝐺,𝐴 : 𝐺 → 𝐺为满的连续自同态映射, 𝑚 为其上Haar测度. 令𝑇 :

𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑎 ·𝐴(𝑥) 为仿射变换. 则以下等价：

(a) (𝐺,ℬ(𝐺),𝑚, 𝑇 )为遍历的.

(b) 如存在𝑛 ∈ N使得𝛾 ∘ 𝐴𝑛 = 𝛾, 则𝛾 ∘ 𝐴 = 𝛾, 并且包含𝑎和𝐵𝐺 的最小闭子群为𝐺, 其中𝐵 : 𝐺→
𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑥−1 ·𝐴(𝑥).

(c) 存在𝑥0 ∈ 𝐺使得{𝑇𝑛𝑥0 : 𝑛 ≥ 0} = 𝐺.

(d) 𝑚({𝑥 : {𝑇𝑛𝑥 : 𝑛 ≥ 0} = 𝐺}) = 1.

4. 对𝑘 ∈ N, 取𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) ∈ R𝑘. 令

𝑇𝜃 : T𝑘 → T𝑘, �⃗� = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ↦→ �⃗�+ 𝜃 = (𝑥1 + 𝜃1, 𝑥2 + 𝜃2, . . . , 𝑥𝑘 + 𝜃𝑘).

T𝑘上的Lebesgue测度𝑚 是(T𝑘, 𝑇𝜃)的一个不变测度.

证明：(T𝑘,ℬ,𝑚, 𝑇𝜃) 为遍历的当且仅当𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) ∈ R𝑘 为有理独立的.

5. 设𝛼 ∈ (0, 1) ∖ Q和𝑘 ≥ 2, 𝑇𝑘 : T𝑘 → T𝑘, (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ↦→ (𝑥1 + 𝛼, 𝑥2 + 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1). T𝑘上

的Lebesgue测度是(T𝑘, 𝑇𝑘)的一个遍历测度.

6. 设 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 我们称 𝑇 为完全遍历的, 指对于任意的整数 𝑛 ≥ 1, 𝑇𝑛 为遍历的. 给

定 𝐾 ≥ 1, 定义空间

𝑋(𝐾) = 𝑋 × {1, 2, . . . ,𝐾},

𝒳 (𝐾) 为其上乘积 𝜎 代数, 𝜇(𝐾) = 𝜇 × 𝜈 为乘积测度 (𝜈 为 {1, 2, . . . ,𝐾} 上计数测度, 即对于

任何子集 𝐴 ⊆ {1, 2, . . . ,𝐾}, 𝜈(𝐴) = |𝐴|
𝐾 , |𝐴| 为集合 𝐴 基数). 定义 𝑇 (𝐾) : 𝑋(𝐾) → 𝑋(𝐾) 为:

∀(𝑥, 𝑖) ∈ 𝑋(𝐾).

𝑇 (𝐾)(𝑥, 𝑖) =

{︃
(𝑥, 𝑖+ 1), 如果 1 ≤ 𝑖 < 𝐾;

(𝑇𝑥, 1), 如果 𝑖 = 𝐾.

证明:

(1) (𝑋(𝐾),𝒳 (𝐾), 𝜇(𝐾), 𝑇 (𝐾)) 为保测系统.

(2) (𝑋(𝐾),𝒳 (𝐾), 𝜇(𝐾), 𝑇 (𝐾)) 为遍历的当且仅当 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历的. 如果 𝐾 > 1, 那么

(𝑋(𝐾),𝒳 (𝐾), 𝜇(𝐾), 𝑇 (𝐾)) 不是完全遍历的.

(3) 如果 (𝑌,𝒴,𝑚, 𝑆) 不是完全遍历的系统, 那么存在保测系统 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 以及 𝐾 > 1 使

得(𝑌,𝒴,𝑚, 𝑆) 同构于 (𝑋(𝐾),𝒳 (𝐾), 𝜇(𝐾), 𝑇 (𝐾)).
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S2.2 von Neumann 遍历定理

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 则Koopman算子𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇) → 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑓 ↦→ 𝑓 ∘ 𝑇 , 是一

个等距算子. 一般我们也经常记

𝑇𝑓 = 𝑈𝑇 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝑇.

对𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇), 称

A𝑛𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓(𝑥)

为 遍历平均. von Neumann遍历定理断言遍历平均在范数下收敛, 而Birkhoff遍历定理表

明遍历平均几乎处处收敛. 这一节我们先证明von Neumann 遍历定理. 首先我们给出von

Neumann 遍历定理的Hilbert空间形式.

S2.2.1 von Neumann 遍历定理（Hilbert空间形式）

首先回顾一些基本概念. 设𝑈 : ℋ1 → ℋ2 为Hilbert 空间上的线性算子, 那么根据

⟨𝑈𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑈*𝑔⟩

定义了关联算子𝑈* : ℋ2 → ℋ1, 称之为𝑈 的伴随算子. 𝑈 为等距算子（指‖𝑈𝑓‖ℋ2 =

‖𝑓‖ℋ1 ,∀𝑓 ∈ ℋ1）当且仅当

𝑈*𝑈 = idℋ1 ,

且

𝑈𝑈* = 𝑃Im𝑈 ,

其中𝑃Im𝑈 为到𝑈 值域Im𝑈 的投射. 𝑈 称为酉算子是指它为可逆等距的, 这等价于可逆并

且𝑈−1 = 𝑈*, 也等价于可逆且保内积⟨𝑈𝑓,𝑈𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑔⟩, ∀𝑓, 𝑔 ∈ ℋ1.

定理 2.2.1 (von Neumann 遍历定理（Hilbert空间形式）) 设ℋ是一个Hilbert空间和𝑈 :

ℋ → ℋ是一个收缩算子(即‖𝑈𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ ℋ). 令𝑃是从𝐻到I𝑈 := {𝑥 ∈ ℋ : 𝑈𝑥 = 𝑥}
的投影算子. 则对任意的𝑥 ∈ ℋ,

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥− 𝑃𝑥
⃦⃦⃦⃦

= 0.

证明. 首先我们证明下面的断言

断言：

ℋ = I𝑈
⨁︁

Range(𝐼 − 𝑈).
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断言证明. 如果𝑢 ⊥ Range(𝐼 − 𝑈), 即对任意的𝑣 ∈ ℋ, ⟨𝑢, (𝐼 − 𝑈)𝑣⟩ = 0, 则

0 = ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑢, 𝑈𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑈*𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢− 𝑈*𝑢, 𝑣⟩,∀𝑣 ∈ ℋ.

所以𝑈*𝑢 = 𝑢. 我们需要证明𝑈𝑢 = 𝑢.

‖𝑈𝑢− 𝑢‖2 = ⟨𝑈𝑢− 𝑢, 𝑈𝑢− 𝑢⟩

= ⟨𝑈𝑢,𝑈𝑢⟩ − ⟨𝑈𝑢, 𝑢⟩ − ⟨𝑢, 𝑈𝑢⟩+ ⟨𝑢, 𝑢⟩

= ‖𝑈𝑢‖2 − ⟨𝑢, 𝑈*𝑢⟩ − ⟨𝑈*𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2

≤ ‖𝑢‖2 − ⟨𝑢, 𝑢⟩ − ⟨𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2 = 0.

故𝑈𝑢 = 𝑢, 即𝑢 ∈ I𝑈 .

反之, 设𝑢 ∈ I𝑈 , 则𝑈𝑢 = 𝑢. 因为

‖𝑈*𝑣‖2 = |⟨𝑈*𝑣, 𝑈*𝑣⟩| = |⟨𝑈𝑈*𝑣, 𝑣⟩|

≤ ‖𝑈𝑈*𝑣‖‖𝑣‖ ≤ ‖𝑈*𝑣‖‖𝑣‖.

所以𝑈* 也为收缩算子. 根据上面证明, 根据𝑈𝑢 = 𝑢 以及𝑈* 收缩, 得到𝑈*𝑢 = 𝑢.

于是我们有

⟨𝑢, 𝑣 − 𝑈𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑢, 𝑈𝑣⟩ = ⟨𝑢− 𝑈*𝑢, 𝑣⟩ = 0, ∀𝑣 ∈ ℋ.

所以𝑢 ⊥ Range(𝐼 − 𝑈). 断言证毕. �

我们分三种情况讨论：

（1）如果𝑥 ∈ I𝑈 , 则𝑈𝑥 = 𝑥和𝑃𝑥 = 𝑥, 从而⃦⃦⃦⃦
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥− 𝑃𝑥
⃦⃦⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥− 𝑥
⃦⃦⃦⃦

= 0.

（2）如果𝑥 ∈ Range(𝐼 − 𝑈), 则存在𝑦 ∈ ℋ 使得𝑥 = 𝑦 − 𝑈𝑦. 从而

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥

⃦⃦⃦⃦
= lim

𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛(𝑦 − 𝑈𝑦)

⃦⃦⃦⃦
= lim

𝑁→∞

1

𝑁

⃦⃦
𝑦 − 𝑈𝑁𝑦

⃦⃦
≤ lim

𝑁→∞

‖𝑦‖+ ‖𝑈𝑁𝑦‖
𝑁

≤ lim
𝑁→∞

2‖𝑦‖
𝑁

= 0.

如果𝑥 ∈ Range(𝐼 − 𝑈), 则存在𝑦𝑖 ∈ ℋ使得𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑈𝑦𝑖 → 𝑥, 𝑖 → ∞. 对于任何𝜀 > 0,

取𝑖使得‖𝑥𝑖 − 𝑥‖ < 𝜀
2 , 并且取𝑀使得当𝑁 > 𝑀时有⃦⃦⃦⃦

⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 𝜀

2
.
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于是𝑁 > 𝑀时有⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛(𝑥− 𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀.

（3）一般地, 根据断言, 𝑥 = 𝑦 + 𝑧, 其中𝑦 = 𝑃𝑥 ∈ I𝑈 , 𝑧 ∈ Range(𝐼 − 𝑈). 故根据(1)(2)

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑈𝑛𝑥− 𝑃𝑥
⃦⃦⃦⃦

= 0.

定理证毕！ �

注记 2.2.2 如果𝑈 为等距算子, 那么断言证明会略微简单些：

设𝑢 ∈ ℋ. 如果𝑢 ∈ Range(𝐼 − 𝑈), 即存在𝑣 ∈ ℋ使得𝑢 = 𝑣 − 𝑈𝑣, 则对任意的𝑤 ∈ I𝑈有,

⟨𝑢,𝑤⟩ = ⟨𝑣 − 𝑈𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝑤⟩ − ⟨𝑈𝑣,𝑤⟩

= ⟨𝑣, 𝑤⟩ − ⟨𝑈𝑣,𝑈𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝑤⟩ − ⟨𝑣, 𝑤⟩ = 0.

故𝑢 ⊥ I𝑈 .

如果𝑢 ⊥ Range(𝐼 − 𝑈), 即对任意的𝑣 ∈ ℋ, ⟨𝑢, (𝐼 − 𝑈)𝑣⟩ = 0, 则⟨𝑢, 𝑈𝑢⟩ = ⟨𝑢, 𝑢⟩ =

⟨𝑢, 𝑢⟩ = ⟨𝑢, 𝑈𝑢⟩ = ⟨𝑈𝑢, 𝑢⟩. 由于𝑈是一个等距算子, ⟨𝑈𝑢,𝑈𝑢⟩ = ⟨𝑢, 𝑢⟩. 所以

⟨𝑈𝑢− 𝑢, 𝑈𝑢− 𝑢⟩ = ⟨𝑈𝑢,𝑈𝑢⟩ − ⟨𝑈𝑢, 𝑢⟩ − ⟨𝑢, 𝑈𝑢⟩+ ⟨𝑢, 𝑢⟩

= ⟨𝑢, 𝑢⟩ − ⟨𝑢, 𝑢⟩ − ⟨𝑢, 𝑢⟩+ ⟨𝑢, 𝑢⟩ = 0.

故𝑈𝑢 = 𝑢, 即𝑢 ∈ I𝑈 .

S2.2.2 von Neumann 遍历定理（𝐿𝑝空间形式）

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测动力系统, 则Koopman算子

𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑓 ↦→ 𝑓 ∘ 𝑇

是一个等距算子. 将定理2.2.1应用到𝑈𝑇 , 我们得到下面的von Neumann平均遍历定理.

定理 2.2.3 (von Neumann平均遍历定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测系统,设𝑃𝑇 是从𝐿2(𝑋,𝜇)

到{𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) : 𝑈𝑇 𝑓 = 𝑓}的投影映射. 则对任意的𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇).

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
A𝑛𝑓 − 𝑃𝑇 𝑓

⃦⃦⃦⃦
2

= lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓 − 𝑃𝑇 𝑓
⃦⃦⃦⃦
2

= 0.

当𝜇是遍历时, 𝑃𝑇 𝑓 =
∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇.
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注记 2.2.4 之前我们定义了ℐ = ℐ(𝑇 ) = {𝐴 ∈ 𝒳 : 𝜇(𝐴Δ𝑇−1𝐴) = 0}. 易见

𝑃𝑇 𝑓 = E(𝑓 |ℐ).

所以平均遍历定理可以陈述为：

A𝑛𝑓
𝐿2

−→ E(𝑓 |ℐ), 𝑛→∞.

在给出下面定理之前, 我们先回顾一个关于𝐿𝑝 空间的一个结果.

定理 2.2.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为测度空间, 𝜇(𝑋) < ∞, 并且0 < 𝑝 < 𝑞 ≤ ∞, 那么有𝐿𝑞(𝜇) ⊆ 𝐿𝑝(𝜇),

并且

‖𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑞𝜇(𝑋)
1
𝑝
− 1

𝑞 .

定理 2.2.6 (𝐿1-平均遍历定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测动力系统.对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇),

存在一个𝑇不变的函数𝑓* ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) 使得
∫︀
𝑓𝑑𝜇 =

∫︀
𝑓*𝑑𝜇 且

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓 − 𝑓*
⃦⃦⃦⃦
1

= 0.

当𝜇是遍历时, 𝑓* =
∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇.

证明. 设𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) ⊆ 𝐿2(𝑋,𝜇), 由von Neumann 平均遍历定理存在𝑔* ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) 使得

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑔
𝐿2

−→ 𝑔*, 𝑛→∞.

因为‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖2, 我们得到 ⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑔 − 𝑔*
⃦⃦⃦⃦
1

→ 0, 𝑛→∞.

设𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇) 和𝜀 > 0. 选取𝑔 ∈ 𝐿∞(𝜇) 使得‖𝑓 − 𝑔‖1 < 𝜀. 则对任意的𝑛 ∈ N,⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓 − 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑔

⃦⃦⃦⃦
1

≤ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

‖𝑇 𝑖𝑓 − 𝑇 𝑖𝑔‖1

=
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

‖𝑓 − 𝑔‖1 < 𝜀.

另一方面存在𝑁 ∈ N 使得对任意的𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 ,⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑔 − 1

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑔

⃦⃦⃦⃦
1

< 𝜀.



第66页 遍 历 理 论 及 其 应 用 叶 向 东 黄 文 邵 松

第二章 遍历性与遍历定理 S2.2 von Neumann 遍历定理

故对任意的𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 , ⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓 − 1

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓

⃦⃦⃦⃦
1

≤ 3𝜀.

这说明{ 1𝑛
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑇
𝑖𝑓}𝑛 是𝐿1(𝑋,𝜇)中的一个Cauchy列,从而存在极限,记之为𝑓* ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇).

由于对任意的𝑛 ≥ 1, ⃦⃦⃦⃦
𝑇

(︂
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓

)︂
− 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓

⃦⃦⃦⃦
1

≤ 2

𝑛
‖𝑓‖1,

故𝑓* 是𝑇 不变的.

根据 ⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇−

∫︁
𝑋

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒

≤
∫︁
𝑋

⃒⃒⃒
𝑓* − 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓
⃒⃒⃒
𝑑𝜇

=

⃦⃦⃦⃦
𝑓* − 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓

⃦⃦⃦⃦
1

→ 0, 𝑛→∞,

有 ∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

当𝜇是遍历时, 𝑓*几乎处处为常值, 故𝑓* =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇. �

注记 2.2.7 实际上对于𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 可以证明𝑔* ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇).

首先易见‖ 1𝑛
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑇
𝑖𝑔‖∞ ≤ ‖𝑔‖∞ 和对任意的𝐵 ∈ 𝒳 ,⃒⃒⃒⃒⟨

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑔, 1𝐵

⟩⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑔‖∞𝜇(𝐵).

则对任意的𝐵 ∈ 𝒳 ,
|⟨𝑔*, 1𝐵⟩| ≤ ‖𝑔‖∞𝜇(𝐵).

于是‖𝑔*‖∞ ≤ ‖𝑔‖∞.

也可以如下证明：因为 1
𝑛

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

𝑖𝑔
𝐿2

−→ 𝑔*, 𝑛 → ∞, 于是存在子列 1
𝑛𝑘

∑︀𝑛𝑘−1
𝑖=0 𝑇 𝑖𝑔 → 𝑔*

几乎处处成立. 于是根据‖ 1𝑛
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑇
𝑖𝑔‖∞ ≤ ‖𝑔‖∞ 得到‖𝑔*‖∞ ≤ ‖𝑔‖∞.

类似地, 我们可以证明下面定理：

定理 2.2.8 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测动力系统和1 ≤ 𝑝 < ∞. 证明对任意的𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇),

存在一个𝑇 不变的函数𝑓* ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 使得

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝑓 − 𝑓*
⃦⃦⃦⃦
𝑝

= 0.

我们在下一节会给出这个定理的另一个证明.
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S2.2.3 Khintchine 定理

根据推论2.1.5 ，如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 那么对任意满足𝜇(𝐴) > 0 的𝐴 ∈ 𝒳 ,

𝑁𝜇(𝐴,𝐴) = {𝑛 ∈ N : 𝜇(𝐴∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0}为syndetic的. 实际上根据Poincaré回复定理，上述

结论对于非遍历保测系统仍成立(S1.3 习题2). Khintchine 定理加强了上述命题.

定理 2.2.9 (Khintchine, 1934) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0. 则对于任

何𝜀 > 0,

{𝑛 ∈ N : 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 𝜇(𝐴)2 − 𝜀}

为syndetic的.

证明. 设𝜀 > 0. 根据von Neunmann 遍历定理, 存在𝑁 ∈ N 使得⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛1𝐴 − 𝑃1𝐴

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

<

√︂
𝜀

2
,

其中𝑃 为到不变函数空间的投射. 因为𝑃1𝐴 为𝑇 不变的, 所以对于任何𝑙 ∈ N 我们有⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛+𝑙1𝐴 − 𝑃1𝐴

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

<

√︂
𝜀

2
.

记𝑆𝑁 = 1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 𝑇

𝑛1𝐴, 则根据上面两个不等式有⃦⃦⃦
𝑇 𝑙𝑆𝑁 − 𝑆𝑁

⃦⃦⃦
2
< 2

√︂
𝜀

2
, ∀𝑙 ∈ N.

平方之,

⟨𝑇 𝑙𝑆𝑁 − 𝑆𝑁 , 𝑇 𝑙𝑆𝑁 − 𝑆𝑁 ⟩ < 4
𝜀

2
= 2𝜀.

展开约化得到：

‖𝑆𝑁‖22 − ⟨𝑆𝑁 , 𝑇 𝑙𝑆𝑁 ⟩ < 𝜀, ∀𝑙 ∈ N.

上式结合

0 ≤ ‖𝑆𝑁 − 𝜇(𝐴)‖22 = ⟨𝑆𝑁 − 𝜇(𝐴), 𝑆𝑁 − 𝜇(𝐴)⟩ = ‖𝑆𝑁‖22 − 𝜇(𝐴)2,

我们得到

⟨𝑆𝑁 , 𝑇 𝑙𝑆𝑁 ⟩ > ‖𝑆𝑁‖22 − 𝜀 ≥ 𝜇(𝐴)2 − 𝜀, ∀𝑙 ∈ N.

但是,

⟨𝑆𝑁 , 𝑇 𝑙𝑆𝑁 ⟩ =

⟨
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛1𝐴,
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝑇𝑚+𝑙1𝐴

⟩

=
1

𝑁2

𝑁−1∑︁
𝑛,𝑚=0

𝜇(𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−𝑚−𝑙𝐴)

=
1

𝑁2

𝑁−1∑︁
𝑛,𝑚=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−(𝑚−𝑛+𝑙)𝐴),
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所以存在𝑛,𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1} 使得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−(𝑚−𝑛+𝑙)𝐴) > 𝜇(𝐴)2 − 𝜀.

由−𝑁 < 𝑚− 𝑛 < 𝑁 以及𝑙 ∈ N 任意, 我们得到对于长为2𝑁 的区间内必存在𝑘 使得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑘𝐴) > 𝜇(𝐴)2 − 𝜀.

即{𝑛 ∈ N : 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 𝜇(𝐴)2 − 𝜀} 为syndetic的. 证毕！ �

注记 2.2.10 Bergelson-Host-Kra（2005）[16] 证明了如下结论: 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统,

𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0. 则对于任何𝜀 > 0,

{𝑛 ∈ N : 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴) > 𝜇(𝐴)3 − 𝜀}

以及

{𝑛 ∈ N : 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴 ∩ 𝑇−3𝑛𝐴) > 𝜇(𝐴)4 − 𝜀}

为syndetic的.

但是更高阶项没有类似结论：存在遍历系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 对于任何𝑙 ∈ N, 存在𝐴 =

𝐴(𝑙) ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0 使得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴 ∩ 𝑇−3𝑛𝐴 ∩ 𝑇−4𝑛𝐴) ≤ 𝜇(𝐴)𝑙, ∀𝑛 ∈ N.

对于非遍历系统Khintchine 是最佳结论：存在非遍历系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 对于任何𝑙 ∈ N,
存在𝐴 = 𝐴(𝑙) ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0 使得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴) ≤ 𝜇(𝐴)𝑙, ∀𝑛 ∈ N.

习 题

1. 证明定理2.2.8.

2. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测系统, 设𝑃𝑇 是从𝐿2(𝑋,𝜇) 到{𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) : 𝑈𝑇 𝑓 = 𝑓}的投影映射. 则对

任意的𝑓 ∈ 𝐿2(𝜇).

lim
𝑛−𝑚→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑇 𝑖𝑓 − 𝑃𝑇 𝑓

⃦⃦⃦⃦
2

= 0.

S2.3 Birkhoff 遍历定理

在本节中我们介绍著名的Birkhoff 遍历定理, 目前关于这个定理的证明很多, 我们在

这里给出三个证明, 前两个是目前教材中标准的证明,第三个是[1]中介绍的简短证明. 之

后我们给出定理的一些应用.
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S2.3.1 Birkhoff 逐点遍历定理

下面我们给出著名的Birkhoff遍历定理, 注意在表述和证明这个定理的时候我们假设

空间是𝜎 有限的.

定理 2.3.1 (Birkhoff 逐点遍历定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个保测系统（此处我们假设(𝑋,𝒳 , 𝜇)

为𝜎 有限的）. 对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇), 遍历平均

A𝑛𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

几乎处处收敛于函数𝑓*(𝑥), 其中𝑓*(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) 且满足𝑓* ∘ 𝑇 = 𝑓* 𝑎.𝑒.

如果𝜇(𝑋) <∞,那么
∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇;如果𝜇还为遍历的,则𝑓*(𝑥) =

1

𝜇(𝑋)

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, 𝑎.𝑒..

注记 2.3.2 1. 遍历性的原始定义是依据遍历性假设给出的. 所谓遍历假设就是指“时间

平均=空间平均”. 对于函数𝑓 ,时间平均是指
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥),而空间平均是指 1
𝜇(𝑋)

∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇.

于是遍历性假设就是指

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) =
1

𝜇(𝑋)

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

2. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝐴 ∈ 𝒳 . 对𝑥 ∈ 𝑋, 一个自然的问题是：其轨道orb(𝑥, 𝑇 )将

以何种频率进入集合𝐴? 明显地, 𝑇 𝑖𝑥 ∈ 𝐴 当且仅当1𝐴(𝑇 𝑖𝑥) = 1, 于是𝑥, 𝑇𝑥, . . . , 𝑇𝑛−1𝑥

在𝐴 中的个数就等于
𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐴(𝑇 𝑖𝑥). 取平均即为
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐴(𝑇 𝑖𝑥), 如果此时𝑇 为遍历的, 那

么由遍历定理就有
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐴(𝑇 𝑖𝑥)→ 𝜇(𝐴) a.e..

3. 根据定理容易看出遍历定理比回复定理提供了的更多的信息, 由Birkhoff 遍历定理可

以直接推导出Poincaré 回复定理.

下面我们给出证明, 首先需要几个引理.

定理 2.3.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 是一个保测系统. 设𝑈 : 𝐿1
R(𝑋,𝜇)→ 𝐿1

R(𝑋,𝜇) 是一个正的线性算

子且‖𝑈‖ ≤ 1. 设𝑁 ∈ N, 𝑓 ∈ 𝐿1
R(𝑋,𝜇). 递归定义

𝑓0 = 0, 𝑓1 = 𝑓, 𝑓2 = 𝑓 + 𝑈𝑓,

𝑓𝑛 = 𝑓 + 𝑈𝑓 + . . .+ 𝑈𝑛−1𝑓, ∀𝑛 ≥ 1

和𝐹𝑁 = max
0≤𝑛≤𝑁

𝑓𝑛 ≥ 0. 则 ∫︁
{𝑥∈𝑋:𝐹𝑁 (𝑥)>0}

𝑓𝑑𝜇 ≥ 0.
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证明. 首先𝐹𝑁 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇), 且对于任意0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 , 𝐹𝑁 ≥ 𝑓𝑛. 由于𝑈是一个正线性算子, 我

们有

𝑈𝐹𝑁 + 𝑓 ≥ 𝑈𝑓𝑛 + 𝑓 = 𝑓𝑛+1.

故

𝑈𝐹𝑁 + 𝑓 ≥ max
1≤𝑛≤𝑁

𝑓𝑛.

令𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝐹𝑁 (𝑥) > 0}. 由于𝑓0 = 0, 当𝑥 ∈ 𝐴时, 有

𝐹𝑁 (𝑥) = max
0≤𝑛≤𝑁

𝑓𝑛(𝑥) = max
1≤𝑛≤𝑁

𝑓𝑛(𝑥).

因此, 当𝑥 ∈ 𝐴时, 有

𝑈𝐹𝑁 (𝑥) + 𝑓(𝑥) ≥ 𝐹𝑁 (𝑥),

即

𝑓(𝑥) ≥ 𝐹𝑁 (𝑥)− 𝑈𝐹𝑁 (𝑥).

对任意的𝑥 ∈ 𝑋, 由于𝐹𝑁 (𝑥) ≥ 0, 所以𝑈𝐹𝑁 (𝑥) ≥ 0. 由于‖𝑈‖ ≤ 1, 有∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 ≥

∫︁
𝐴
𝐹𝑁𝑑𝜇−

∫︁
𝐴
𝑈𝐹𝑁𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋
𝐹𝑁𝑑𝜇−

∫︁
𝐴
𝑈𝐹𝑁𝑑𝜇

≥
∫︁
𝑋
𝐹𝑁𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑈𝐹𝑁𝑑𝜇

= ‖𝐹𝑁‖1 − ‖𝑈𝐹𝑁‖1 ≥ 0.

证毕！ �

定理 2.3.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 是一个保测系统, 且𝑔 ∈ 𝐿1
R(𝑋,𝜇). 对于𝛼 ∈ R, 定义

𝐵𝛼 =

{︂
𝑥 ∈ 𝑋 : sup

𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖𝑥) > 𝛼

}︂
.

则

𝛼𝜇(𝐵𝛼) ≤
∫︁
𝐵𝛼

𝑔𝑑𝜇 ≤ ‖𝑔‖1.

进一步, 如果𝐴 ∈ 𝒳 满足𝑇−1𝐴 = 𝐴, 则

𝛼𝜇(𝐵𝛼 ∩𝐴) ≤
∫︁
𝐵𝛼∩𝐴

𝑔𝑑𝜇.

证明. 设𝑈𝑇 : 𝐿1(𝑋,𝜇)→ 𝐿1(𝑋,𝜇), 𝑓 ↦→ 𝑓 ∘ 𝑇 . 令𝑓 = 𝑔 − 𝛼. 容易验证：

𝐵𝛼 =
∞⋃︁
𝑁=0

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝐹𝑁 (𝑥) > 0}.
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由定理2.3.3
∫︀
𝐵𝛼
𝑓𝑑𝜇 ≥ 0, 即 ∫︁

𝐵𝛼

𝑔𝑑𝜇(𝑥) ≥ 𝛼𝜇(𝐵𝛼).

如果𝑇−1𝐴 = 𝐴, 我们将前一部分的结论用于系统(𝐴,𝒳 ∩𝐴,𝜇𝐴, 𝑇 |𝐴) 即可. �

注记 2.3.5 根据类似的证明, 可以证明对于任何𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇), 𝛼 > 0,

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝛼}) ≤ 𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : sup

𝑛≥1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝛼}) ≤ ‖𝑓‖1

𝛼
.

定理2.3.3 或定理2.3.4 经常被称为最大遍历定理（Maximal Ergodic Theorem）.

Birkhoff 定理证明. 我们通过分解为实部和虚部, 仅需考虑𝑓 ∈ 𝐿1
R(𝑋,𝜇), 即考虑实值函

数. 令

𝑓*(𝑥) = lim sup
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥), 𝑓*(𝑥) = lim inf
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥).

易见

𝑛+ 1

𝑛

(︂
1

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

)︂
=

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑇𝑥)) +
1

𝑛
𝑓(𝑥).

即
𝑛+ 1

𝑛
A𝑛+1𝑓(𝑥) = A𝑛𝑓(𝑇𝑥) +

𝑓(𝑥)

𝑛
.

由此我们得到

𝑓* = 𝑓* ∘ 𝑇 和 𝑓* = 𝑓* ∘ 𝑇.

第(i)步：如果𝜇(𝑋) <∞，那么𝑓* = 𝑓* 𝑎.𝑒，进而
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
𝑎.𝑒−→ 𝑓*, 𝑛→∞.

对于任何两个实数𝛼, 𝛽, 令

𝐸𝛼,𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓*(𝑥) < 𝛽 并且 𝛼 < 𝑓*(𝑥)}.

于是

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓*(𝑥) < 𝑓*(𝑥)} =
⋃︁

𝛽<𝛼,𝛼,𝛽∈Q
𝐸𝛼,𝛽.

于是为证𝑓* = 𝑓* 𝑎.𝑒., 我们仅需证明对于𝛽 < 𝛼, 𝜇(𝐸𝛼,𝛽) = 0.

因为𝑓* = 𝑓* ∘ 𝑇 和 𝑓* = 𝑓* ∘ 𝑇 , 所以𝑇−1𝐸𝛼,𝛽 = 𝐸𝛼,𝛽. 令

𝐵𝛼 =

{︂
𝑥 ∈ 𝑋 : sup

𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) > 𝛼

}︂
.
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因为sup
𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) ≥ inf
𝑘≥1

sup
𝑛≥𝑘

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) = 𝑓*(𝑥), 所以𝐸𝛼,𝛽 ⊆ 𝐵𝛼, 即𝐸𝛼,𝛽 ∩ 𝐵𝛼 = 𝐸𝛼,𝛽.

由定理2.3.4得到

𝛼𝜇(𝐸𝛼,𝛽) = 𝛼𝜇(𝐸𝛼,𝛽 ∩𝐵𝛼) ≤
∫︁
𝐸𝛼,𝛽∩𝐵𝛼

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐸𝛼,𝛽

𝑓𝑑𝜇. (2.3.1)

即𝛼𝜇(𝐸𝛼,𝛽) ≤
∫︀
𝐸𝛼,𝛽

𝑓𝑑𝜇.

将𝑓 , 𝛼, 𝛽 分别替换成−𝑓 , −𝛽, −𝛼, 此时(−𝑓)* = −(𝑓*), (−𝑓)* = −(𝑓*) 和

𝐸𝛼,𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑋 : (−𝑓)*(𝑥) > −𝛽 并且(−𝑓)*(𝑥) < −𝛼}.

再次利用定理2.3.4,

−𝛽𝜇(𝐸𝛼,𝛽) ≤
∫︁
𝐸𝛼,𝛽

(−𝑓)𝑑𝜇,

即 ∫︁
𝐸𝛼,𝛽

𝑓𝑑𝜇 ≤ 𝛽𝜇(𝐸𝛼,𝛽). (2.3.2)

综上, 根据(2.3.1)和(2.3.2)我们得到

𝛼𝜇(𝐸𝛼,𝛽) ≤
∫︁
𝐸𝛼,𝛽

𝑓𝑑𝜇 ≤ 𝛽𝜇(𝐸𝛼,𝛽).

因为𝛼 > 𝛽 以及𝜇(𝐸𝛼,𝛽) < 𝜇(𝑋) <∞, 故𝜇(𝐸𝛼,𝛽) = 0. 所以

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓*(𝑥) < 𝑓*(𝑥)}) = 0,

这也就是说𝑓*(𝑥) = 𝑓*(𝑥) 几乎处处成立, 即

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
𝑎.𝑒−→ 𝑓*, 𝑛→∞.

第(ii)步：𝑓* ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇).

由Fatou引理∫︁
𝑋
|𝑓*(𝑥)|𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑋

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜇(𝑥)

≤ lim inf
𝑛→∞

∫︁
𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜇(𝑥)

≤ lim inf
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

∫︁
𝑋
|𝑓(𝑇 𝑖𝑥)|𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑋
|𝑓(𝑥)|𝑑𝜇(𝑥).

故𝑓* ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇).
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第(iii)步：如果𝜇(𝑋) <∞, 那么
∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

下面我们证明
∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇. 对任意的𝑘 ∈ Z和𝑛 ∈ N, 令

𝐷𝑛
𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 :

𝑘

𝑛
≤ 𝑓*(𝑥) <

𝑘 + 1

𝑛
}.

对充分小的𝜀 > 0, 𝐷𝑛
𝑘 ∩𝐵 𝑘

𝑛
−𝜀 = 𝐷𝑛

𝑘 . 因为𝑓* 是不变函数，所以𝑇−1𝐷𝑛
𝑘 = 𝐷𝑛

𝑘 . 根据定理2.3.4,

(︁𝑘
𝑛
− 𝜀
)︁
𝜇(𝐷𝑛

𝑘 ) ≤
∫︁
𝐷𝑛

𝑘

𝑓𝑑𝜇,

从而由𝜀 任意性，我们有
𝑘

𝑛
𝜇(𝐷𝑛

𝑘 ) ≤
∫︁
𝐷𝑛

𝑘

𝑓𝑑𝜇.

于是 ∫︁
𝐷𝑛

𝑘

𝑓*𝑑𝜇 ≤ 𝑘 + 1

𝑛
𝜇(𝐷𝑛

𝑘 ) ≤ 1

𝑛
𝜇(𝐷𝑛

𝑘 ) +

∫︁
𝐷𝑛

𝑘

𝑓𝑑𝜇.

上式对𝑘 ∈ Z进行求和得到 ∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 ≤ 𝜇(𝑋)

𝑛
+

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

令𝑛→∞ 就有： ∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 ≤

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

用−𝑓 替代𝑓 重复上面的讨论得
∫︁
𝑋

(−𝑓)*𝑑𝜇 ≤
∫︁
𝑋

(−𝑓)𝑑𝜇, 从而有

∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 ≥

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

再根据𝑓* = 𝑓* 得
∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

第(iv)步：当𝜇(𝑋) =∞ 时，第(i)步的结论仍成立.

当𝜇(𝑋) = ∞ 时, 一旦我们证明对于𝛽 < 𝛼, 𝜇(𝐸𝛼,𝛽) < ∞, 那么上面第(i)步的证明仍然

可行. 于是我们仅需证明：对于𝛽 < 𝛼, 𝜇(𝐸𝛼,𝛽) <∞.

首先假设𝛼 > 0. 根据𝜇 为𝜎有限的, 取𝐶 ∈ 𝒳 使得𝐶 ⊆ 𝐸𝛼,𝛽 并且𝜇(𝐶) <∞. 令

ℎ = 𝑓 − 𝛼1𝐶 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇).

由定理2.3.3, ∫︁
{𝑥∈𝑋:𝐻𝑁 (𝑥)>0}

(𝑓 − 𝛼1𝐶)𝑑𝜇 ≥ 0, (2.3.3)
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其中𝐻𝑁 为如定理2.3.3中ℎ对应的函数. 设𝑥 ∈ 𝐸𝛼,𝛽,则𝑓*(𝑥) > 𝛼. 于是sup𝑛≥1
1
𝑛

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝑓(𝑇 𝑖𝑥) >

𝛼. 继而

sup
𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

ℎ(𝑇 𝑖𝑥) = sup
𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝑓 − 𝛼𝐶

)︀
(𝑇 𝑖𝑥) ≥ sup

𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝑓 − 𝛼

)︀
(𝑇 𝑖𝑥) > 0.

即𝐸𝛼,𝛽 ⊆ {𝑥 ∈ 𝑋 : sup𝑛≥1
1
𝑛

∑︀𝑛−1
𝑖=0 ℎ(𝑇 𝑖𝑥) > 0}. 于是根据(2.3.3) 以及

𝐶 ⊆ 𝐸𝛼,𝛽 ⊆ {𝑥 ∈ 𝑋 : sup
𝑛≥1

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

ℎ(𝑇 𝑖𝑥) > 0} =

∞⋃︁
𝑁=0

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝐻𝑁 (𝑥) > 0},

我们得到𝛼𝜇(𝐶) ≤
∫︁
𝑋
|𝑓 |𝑑𝜇 = ‖𝑓‖1.

综上，对于任何满足𝐶 ⊆ 𝐸𝛼,𝛽 和𝜇(𝐶) <∞ 的𝐶 ∈ 𝒳 我们有

𝜇(𝐶) ≤ 1

𝛼
‖𝑓‖1.

因为𝑋 为𝜎有限的, 根据上面事实我们容易得到𝜇(𝐸𝛼,𝛽) <∞.
如果𝛼 ≤ 0, 则𝛽 < 0, 我们用−𝑓 , −𝛽 和−𝛼 替代上面的𝑓 , 𝛼 和𝛽, 可以得到: 对于任何

满足𝐶 ⊆ 𝐸𝛼,𝛽 和𝜇(𝐶) < ∞ 的𝐶 ∈ 𝒳 我们有𝜇(𝐶) ≤ 1

−𝛽
‖𝑓‖1. 进而同样推出𝜇(𝐸𝛼,𝛽) < ∞.

整个证明结束. �

注记 2.3.6 在定理2.3.1的证明过程中, 我们也可以使用𝐿1 平均遍历定理(定理2.2.6) 来证

明𝑓* ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) 和
∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇. 根据定理2.2.6 存在𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) 使得

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =∫︁

𝑋
𝑓𝑑𝜇 和

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓 ∘ 𝑇 𝑖 − 𝑓
⃦⃦⃦⃦
1

= 0.

由定理0.1.32, 存在一个子序列{𝑛𝑘} 使得
1

𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑓 ∘ 𝑇 𝑖几乎处处收敛到𝑓 . 故由唯一性𝑓* =

𝑓 .

S2.3.2 第二个证明

在上面证明中，我们看到困难的地方在于证明
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
𝑎.𝑒−→ 𝑓*, 𝑛 → ∞. 在这里我

们给出另外一个证明, 这个证明十分类似于von Neumann 遍历定理的证明.

定理 2.3.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 那么𝐵 = {𝑓 ∘ 𝑇 − 𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇)} 在

KerE(·|I) = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) : E(𝑓 |I) = 0}

中稠密.
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尤其, 我们有

𝐿1(𝑋,𝜇) = 𝐵 + 𝐼,

其中𝐵 ∩ 𝐼 = {0}, 𝐼 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) : 𝑓 ∘ 𝑇 = 𝑓}.

证明. 因为

E(𝑓 ∘ 𝑇 − 𝑓 |I) = E(𝑓 ∘ 𝑇 |I)− E(𝑓 |I) = E(𝑓 |I) ∘ 𝑇 − E(𝑓 |I) = 0,

所以𝐵 ⊆ KerE(·|I). 为了证明𝐵 在KerE(·|I) 中稠密, 由𝐿∞ = (𝐿1)*, 我们仅需证明对任

何ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 如果
∫︀
𝑋 𝑔ℎ𝑑𝜇 = 0,∀𝑔 ∈ 𝐵, 那么

∫︀
𝑋 𝑔ℎ𝑑𝜇 = 0,∀𝑔 ∈ KerE(·|I).

设ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 并且 ∫︁
𝑋

(𝑓 ∘ 𝑇 − 𝑓)ℎ𝑑𝜇 = 0, ∀𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇).

因为ℎ ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇), 所以在上式中令𝑓 = ℎ 得到∫︁
𝑋

(ℎ ∘ 𝑇 − ℎ)ℎ𝑑𝜇 = 0.

由此式容易得到
∫︀
𝑋(ℎ ∘ 𝑇 − ℎ)ℎ ∘ 𝑇𝑑𝜇 = 0, 于是二式相减就有∫︁

𝑋
(ℎ ∘ 𝑇 − ℎ)2𝑑𝜇 = 0.

即ℎ ∘ 𝑇 = ℎ 𝑎.𝑒. 由此对于任何𝑔 ∈ KerE(·|I) (即E(𝑔|I) = 0), 我们有∫︁
𝑋
𝑔ℎ𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
E(𝑔ℎ|I)𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
ℎE(𝑔|I)𝑑𝜇 = 0.

综上我们证明了𝐵 在KerE(·|I) 中稠密. 根据

𝑓 = (𝑓 − E(𝑓 |I)) + E(𝑓 |I), ∀𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇)

我们得到𝐿1(𝑋,𝜇) = 𝐵 + 𝐼. 而𝐵 ∩ 𝐼 = {0} 是显然的, 于是整个证明完毕！ �

Birkhoff 定理证明. 设

𝐵0 = {𝑔 ∘ 𝑇 − 𝑔 : 𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇)}.

易见𝐵0 = 𝐵,闭包在𝐿1(𝑋,𝜇)中取. 首先易验证对于任何𝑔 ∈ 𝐵0 + 𝐼, 1
𝑛

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝑔(𝑇 𝑖𝑥)几乎处

处收敛.

根据定理2.3.7, 𝐿1(𝑋,𝜇) = 𝐵 + 𝐼 = 𝐵0 + 𝐼, 我们仅需证明对于任何𝑓 ∈ 𝐵0 = KerE(·|I),

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
𝑎.𝑒→ 0, 𝑛→∞.
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设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) 满足E(𝑓 |I) = 0, 令

𝑅(𝑓, 𝑥) = lim sup
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

因为对于任何𝑔 ∈ 𝐵0, 𝑅(𝑔, 𝑥) = 0,容易验证𝑅(𝑓, 𝑥) = 𝑅(𝑓−𝑔, 𝑥),∀𝑔 ∈ 𝐵0. 设𝜀 > 0,取𝑔 ∈ 𝐵0

使得‖𝑓 − 𝑔‖1 < 𝜀2. 根据注记2.3.5,

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑅(𝑓, 𝑥) > 𝜀}) = 𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑅(𝑓 − 𝑔, 𝑥) > 𝜀}) ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖1
𝜀

< 𝜀.

由此𝑅(𝑓, 𝑥) = 0, 𝑎.𝑒. 证毕！ �

S2.3.3 一个简短证明

下面我们引用[1]中给出的Birkhoff 定理简短证明. 我们证明：设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 是一个保

测系统, 对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇),

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
𝑎.𝑒−→ 𝑓*, 𝑛→∞.

Birkhoff 定理的简短证明: 设A𝑛𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)). 对𝜑 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇), 令

𝑀𝑛𝜑 = max

⎧⎨⎩
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜑 ∘ 𝑇 𝑗 : 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

⎫⎬⎭ ,

此时易见,A𝑛𝜑 ≤ 1
𝑛𝑀𝑛𝜑.设

𝐴 = 𝐴(𝜑) = {𝑥 ∈ 𝑋 : sup
𝑛
𝑀𝑛𝜑(𝑥) =∞} ∈ ℐ𝑇 .

对于任意𝑥 ∈ 𝐴𝑐, 有
lim sup
𝑛→∞

A𝑛𝜑(𝑥) ≤ 0.

注意𝑀𝑛𝜑为递增函数列, 并且

𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥) = max

⎧⎨⎩
𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜑(𝑇 𝑗𝑥) : 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1

⎫⎬⎭ .

于是有

𝑀𝑛+1𝜑(𝑥)−𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥) = 𝜑(𝑥)−min{0,𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥)} ≥ 𝜑(𝑥).

这样, 𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥)与𝑀𝑛+1𝜑(𝑥)在同一𝑘值取到时, 此时它们相差一个𝜑(𝑥); 或者

𝑀𝑛+1𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥) > 𝜑(𝑥) +𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥),
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后者当且仅当𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥) < 0时成立.

于是在集合𝐴上,序列𝑀𝑛+1𝜑(𝑥)−𝑀𝑛𝜑(𝑇𝑥)递减趋于𝜑, 且由Lebesgue 控制收敛定理有

0 ≤
∫︁
𝐴

(𝑀𝑛+1𝜑−𝑀𝑛𝜑)𝑑𝜇 ≤
∫︁
𝐴

(𝑀𝑛+1𝜑−𝑀𝑛𝜑 ∘ 𝑇 )𝑑𝜇→
∫︁
𝐴
𝜑𝑑𝜇.

设𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇)且𝜖 > 0取定,且令𝜑 = 𝑓 −𝑓*−𝜀. 因为𝐴 = 𝐴(𝜑) ∈ ℐ𝑇 ,我们有
∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴
𝑓*𝑑𝜇,

于是 ∫︁
𝐴
𝜑𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴

(𝑓 − 𝑓* − 𝜀)𝑑𝜇 = −𝜀𝜇(𝐴) ≤ 0,

这样
∫︁
𝐴
𝜑𝑑𝜇 = 0, 从而𝜇(𝐴(𝜑)) = 0. 所以

lim sup
𝑛→∞

A𝑛𝜑(𝑥) ≤ 0,∀𝑥 ∈ 𝑋 𝑎.𝑒..

由于𝑓*为𝑇不变的, A𝑛𝜑 = A𝑛𝑓 − 𝑓* − 𝜀, 我们有

lim sup
𝑛→∞

A𝑛𝑓(𝑥) ≤ 𝑓* + 𝜀.

最后, 对−𝑓同样讨论可得
lim inf
𝑛→∞

A𝑛𝑓(𝑥) ≥ 𝑓* − 𝜀.

这样我们完成了整个证明. �

S2.3.4 一些应用

根据定理2.3.1, 我们也可以证明von Neumann 的𝐿𝑝遍历定理

定理 2.3.8 (von Neumann的𝐿𝑝遍历定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 1 ≤ 𝑝 < ∞. 如

果𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇), 那么存在𝑓* ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 满足𝑓* ∘ 𝑇 = 𝑓* a.e. 且⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥))− 𝑓*(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

→ 0, 𝑛→∞.

证明. 设𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇). 我们首先证明{A𝑛𝑓}𝑛∈N 为𝐿𝑝(𝑋,𝜇)的Cauchy 列, 从而存在𝑓* ∈
𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 使得‖ lim𝑛A𝑛𝑓 − 𝑓*‖𝑝 = 0. 再根据

𝑛+ 1

𝑛
A𝑛+1𝑓(𝑥) = A𝑛𝑓(𝑇𝑥) +

𝑓(𝑥)

𝑛

得到𝑓* ∘ 𝑇 = 𝑓*.

下证明{A𝑛𝑓}𝑛∈N 为𝐿𝑝(𝑋,𝜇)的Cauchy 列. 首先注意‖A𝑛𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑝. 对于任何𝜀 > 0,

取𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) 使得

‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 < 𝜀/3.
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由𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 知𝑔 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇). 根据Birkhoff 遍历定理,

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖(𝑥))
𝑎.𝑒.−→ 𝑔*(𝑥), 𝑛→∞.

易见𝑔* ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 从而𝑔* ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝜇). 另外我们有⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖(𝑥))− 𝑔*(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

𝑎.𝑒.−→ 0, 𝑛→∞.

于是 ⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖(𝑥))− 𝑔*(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

→ 0, 𝑛→∞.

下面的证明与定理2.2.6证明类似. 取𝑁 = 𝑁(𝜀, 𝑔) ∈ N 使得𝑛 > 𝑁时, 对于任何𝑘 ∈ N有

‖A𝑛𝑔 − A𝑛+𝑘𝑔‖𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖(𝑥))− 1

𝑛+ 𝑘

𝑛+𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖(𝑥))

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

< 𝜀/3.

于是对于任何𝑛 > 𝑁以及𝑘 ∈ N,

‖A𝑛𝑓 − A𝑛+𝑘𝑓‖𝑝 ≤ ‖A𝑛𝑓 − A𝑛𝑔‖𝑝 + ‖A𝑛𝑔 − A𝑛+𝑘𝑔‖𝑝 + ‖A𝑛+𝑘𝑔 − A𝑛+𝑘𝑓‖𝑝

≤ 𝜀/3 + 𝜀/3 + 𝜀/3 = 𝜀.

即{A𝑛𝑓}𝑛∈N 为𝐿𝑝(𝑋,𝜇) 的Cauchy 列. �

回顾非负整数子集密度的定义. 设𝐹 ⊆ Z+. 𝐹的上密度(upper density)和下密度(lower

density)定义为

𝑑(𝐹 ) = lim sup
𝑛→∞

|𝐹 ∩ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}|
𝑛

; 𝑑(𝐹 ) = lim inf
𝑛→∞

|𝐹 ∩ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}|
𝑛

.

如果𝑑(𝐹 ) = 𝑑(𝐹 ), 则称𝐹的密度(density)存在, 它的密度记为𝑑(𝐹 ) = 𝑑(𝐹 ) = 𝑑(𝐹 ).

推论 2.3.9 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统, 𝐴 ∈ 𝒳 . 则对几乎所有点𝑥 ∈ 𝑋,

𝑁(𝑥,𝐴) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝑇𝑛𝑥 ∈ 𝐴}

的密度为𝜇(𝐴).

证明. 设𝐴 ∈ 𝒳 . 对𝐴 的特征函数1𝐴 应用逐点遍历定理2.3.1, 对于几乎所有点𝑥 ∈ 𝑋,

𝜇(𝐴) = lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐴(𝑇 𝑖𝑥) = lim
𝑛→∞

|𝑁(𝑥,𝐴) ∩ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}|
𝑛

.

证毕！ �
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定理 2.3.10 (Borel正则数定理) Lebsgue测度下几乎处处所有的𝑥 ∈ (0, 1), 它的二进制展

开中数字0 和1 出现的频率均为1
2 .

证明. 根据例子2.1.14, 加倍映射

𝑇2 : T→ T, 𝑥 ↦→ 2𝑥 (mod 1)

关于的Lebesgue 测度𝑚T 是遍历的. 设𝑌 是(0, 1)中所有具有唯一二进制展开点的全体.

则(0, 1) ∖ 𝑌是一个可数集, 从而𝑚T(𝑌 ) = 1. 对任意𝑥 ∈ 𝑌 , 令

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
2𝑛
.

则

𝑇2𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛+1

2𝑛
.

设𝑓(𝑥) = 1[ 1
2
,1)(𝑥). 则

𝑓(𝑇 𝑖2𝑥) =

⎧⎨⎩1, 如果𝑎𝑖+1 = 1

0, 如果𝑎𝑖+1 = 0.

对𝑓(𝑥)应用逐点遍历定理2.3.1, 对于𝑚T几乎所有点𝑥 ∈ 𝑌 ,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖2𝑥) =

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑚T(𝑥) =

1

2
,

即几乎处处得点二进制展示中1出现得频率为1
2 . �

下面定理给出了一个遍历性的等价刻画.

定理 2.3.11 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 𝑇 为遍历的当且仅当对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 有

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

证明. 设𝑇为遍历的. 令𝑓 = 1𝐵, 运用定理2.3.1, 我们得到

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐵(𝑇 𝑖(𝑥))
𝑎.𝑒.−→ 𝜇(𝐵), 𝑛→∞.

两边乘上1𝐴即为

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐵(𝑇 𝑖(𝑥))1𝐴
𝑎.𝑒.−→ 𝜇(𝐵)1𝐴, 𝑛→∞.
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由控制收敛定理得到

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

反之, 设𝑇−1𝐸 = 𝐸, 𝐸 ∈ 𝒳 . 令𝐴 = 𝐵 = 𝐸, 由条件即有

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐸)→ 𝜇(𝐸)2.

于是𝜇(𝐸) = 𝜇(𝐸)2. 这样就有𝜇(𝐸) = 0或1. 所以𝑇为遍历的. �

为方便应用上面结论, 我们可以约化到仅验证半代数, 即：

定理 2.3.12 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝒮为生成𝒳的半代数. 则𝑇 为遍历的当且仅当对任

意𝐴,𝐵 ∈ 𝒮

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

证明. 仅需证明上面右边推出左边即可. 因为𝒮生成的代数𝒜(𝒮)的元素由𝒮中有限个元素
无交并组成, 所以对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒜(𝒮)

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

下面我们需要把上式中𝒜(𝒮)换为𝒳 .

对于任何𝜀 > 0, 任何𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 , 存在𝐴0, 𝐵0 ∈ 𝒜(𝒮) 使得

𝜇(𝐴Δ𝐴0) < 𝜀, 且 𝜇(𝐵Δ𝐵0) < 𝜀.

对于任何𝑖 ≥ 0,

(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)Δ(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0) ⊆ (𝐴Δ𝐴0) ∪ (𝑇−𝑖𝐵Δ𝑇−𝑖𝐵0).

于是𝜇
(︀
(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)Δ(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)

)︀
< 2𝜀. 从而

|𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)| < 2𝜀.

另外,

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)

=
(︀
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)

)︀
+
(︀
𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)− 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐵0)

)︀
+ (𝜇(𝐴0)𝜇(𝐵0)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵0)) + (𝜇(𝐴)𝜇(𝐵0)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)) .
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于是易得⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)

⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)

)︀⃒⃒⃒⃒⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)− 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐵0)

)︀⃒⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝜇(𝐴0)𝜇(𝐵0)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵0))

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝜇(𝐴)𝜇(𝐵0)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵))

⃒⃒⃒⃒
⃒

<

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑖𝐵0)− 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐵0)

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 4𝜀.

由此容易完成整个证明. �

下面我们运用Birkhoff 定理证明独立等分布的Kolmogorov 强大数定理.

定理 2.3.13 (Kolmogorov 强大数定理) 设(Ω,ℱ , 𝑃 ) 为概率空间，𝑋1, 𝑋2, . . . 为相互独立

且等分布的随机变量序列. 那么

1

𝑛

(︁
𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛

)︁
𝑎.𝑒−→ E(𝑋1), 𝑛→∞. (2.3.4)

证明. 由于𝑋1, 𝑋2, . . . 为等分布的, 设𝜈 为其分布, 即𝜈 = (𝑋𝑗)*𝑃 = 𝑃 ∘𝑋−1𝑗 为R 上的Borel

概率测度(𝜈 与𝑗 ∈ N 无关). 另外

E(𝑋𝑗) =

∫︁
R
𝑡𝑑𝜈(𝑡)

与𝑗 选取无关. 设

(𝑋,𝒳 , 𝜇) = (R𝑁 ,ℬ(RN), 𝜈N)

以及𝜎 : 𝑋 → 𝑋 为转移映射. 则容易验证(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝜎) 为遍历系统.

对于𝑛 ∈ N, 设𝑌𝑛 : 𝑋 = R𝑁 → R 为到𝑛 坐标的投射. 记𝑔 = 𝑌1, 那么我们有𝑌𝑗+1 =

𝑔 ∘ 𝜎𝑗 ,∀𝑗 ≥ 0. 根据Birkhoff 遍历定理,

1

𝑛

(︁
𝑌1 + 𝑌2 + . . .+ 𝑌𝑛

)︁
=

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔 ∘ 𝜎𝑗 𝑎.𝑒−→
∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇, 𝑛→∞. (2.3.5)

注意到𝑔*𝜇 = 𝜈, 我们有 ∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇 =

∫︁
R
𝑡𝑑𝜈(𝑡) = E(𝑋1).

设

𝜑 : Ω→ 𝑋, 𝜑(𝜔) = (𝑋𝑛(𝜔))𝑛∈N, ∀𝜔 ∈ Ω.

因为𝑋1, 𝑋2, . . . 为相互独立的，所以𝜑*𝑃 = 𝜇. 于是𝜑 诱导了Koopman 算子

Φ : 𝐿0(𝑋,𝜇)→ 𝐿0(Ω, 𝑃 ), 𝑓 ↦→ 𝑓 ∘ 𝜑.
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根据定义，我们有对于任何𝑛 ∈ N, Φ𝑌𝑛 = 𝑌𝑛 ∘ 𝜑 = 𝑋𝑛. 容易验证：

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = 𝑓, 𝜇− 𝑎.𝑒. =⇒ lim
𝑛→∞

Φ(𝑓𝑛) = Φ(𝑓), 𝑃 − 𝑎.𝑒.

令𝑓𝑛 = 1
𝑛

(︁
𝑌1 + 𝑌2 + . . .+ 𝑌𝑛

)︁
. 那么根据(2.3.5), 我们得到(2.3.4). 证明完毕！ �

S2.3.5 Markov转移的遍历性条件

下面我们运用定理2.3.12来给出Markov转移遍历的条件.

引理 2.3.14 设𝑃为随机矩阵, 𝑝为严格正的概率向量, 且𝑝𝑃 = 𝑝. 则

𝑄 = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛

存在. 并且

1. 𝑄 也为随机矩阵；

2. 𝑄𝑃 = 𝑃𝑄 = 𝑄;

3. 𝑃的特征值1对应的特征向量也为𝑄的特征向量；

4. 𝑄2 = 𝑄.

证明. 设(Σ𝑘,ℬ, 𝜇, 𝜎)为双边(𝑝, 𝑃 )-Markov系统. 令

𝜒𝑖 = 1
0[𝑖]0 = {(𝑥𝑗)𝑗∈Z : 𝑥0 = 𝑖}, 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}.

根据Birkhoff遍历定理, 对于𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜒𝑗(𝜎
𝑛𝑥)

𝑎.𝑒.−→ 𝜒*𝑗 (𝑥), 𝑁 →∞.

两边同时乘以𝜒𝑖, 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, 再由控制收敛定理, 得到

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
Σ𝑘

𝜒𝑗(𝜎
𝑛𝑥)𝜒𝑖(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)−→

∫︁
Σ𝑘

𝜒*𝑗 (𝑥)𝜒𝑖(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), 𝑁 →∞.

注意到 ∫︁
Σ𝑘

𝜒𝑗(𝜎
𝑛𝑥)𝜒𝑖(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = 𝜇(𝜎−𝑛0[𝑗]0 ∩ 0[𝑖]0)

= 𝜇 ({(𝑥𝑘)𝑘∈Z ∈ Σ𝑘 : 𝑥0 = 𝑖, 𝑥𝑛 = 𝑗})

=
∑︁

0≤𝑎1,...,𝑎𝑛−1≤𝑘−1
𝑝𝑖𝑝𝑖𝑎1𝑝𝑎1𝑎2 . . . 𝑝𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1𝑝𝑎𝑛−1𝑗

= 𝑝𝑖𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 .
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所以对𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑝𝑖𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 −→

∫︁
Σ𝑘

𝜒*𝑗 (𝑥)𝜒𝑖(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), 𝑁 →∞.

令𝑞𝑖𝑗 =
1

𝑝𝑖

∫︁
Σ𝑘

𝜒*𝑗 (𝑥)𝜒𝑖(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), 𝑄 = [𝑞𝑖𝑗 ] ∈ R𝑘×𝑘. 则我们得到

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 → 𝑞𝑖𝑗 , 𝑁 →∞,

即

𝑄 = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛.

其余性质是容易验证的. �

定理 2.3.15 设(Σ𝑘,ℬ, 𝜇, 𝜎) 为（双边或者单边）(𝑝, 𝑃 )-Markov 转移. 设𝑝 为严格正概率向

量, 𝑄 同引理2.3.14. 则以下等价

1. 𝜎 是遍历的.

2. 𝑄 任何两行是一样的.

3. 𝑄 > 0, 即𝑄 每个值都是正的.

4. 𝑃 是不可约的.

5. 1 为𝑃 的简单特征值.

证明. 所有符号同引理2.3.14.

(1)⇒ (2). 如果𝜎为遍历的, 那么根据定理2.3.12, 我们得到对于𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝜎−𝑛0[𝑗]0 ∩ 0[𝑖]0)→ 𝜇(0[𝑖]0)𝜇(0[𝑗]0), N→∞.

注意到

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝜎−𝑛0[𝑗]0 ∩ 0[𝑖]0) = 𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗 ,

以及

𝜇(0[𝑖]0)𝜇(0[𝑗]0) = 𝑝𝑖𝑝𝑗 ,

我们得到𝑝𝑖𝑞𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑝𝑗 . 所以

𝑞𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 , ∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}.
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即𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1
...

...
...

...

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠任何两行是一样的.

(2)⇒ (3). 如果𝑄每行是一样的, 那么𝑝𝑄 = 𝑝推出𝑞𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 , 即

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1
...

...
...

...

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

尤其𝑄 > 0.

(3)⇒ (4). 因为𝑄 > 0以及对于𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 → 𝑞𝑖𝑗 , 𝑁 →∞,

对于任何取定𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, 𝑛充分大时就有𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 > 0, 即𝑃为不可约的.

(4)⇒ (3). 因为𝑄 = 𝑄𝑃 , 所以𝑄 = 𝑄𝑃𝑛,∀𝑛 ∈ N. 于是

𝑞𝑖𝑗 =

𝑘−1∑︁
𝑠=0

𝑞𝑖𝑠𝑝
(𝑛)
𝑠𝑗 ≥ 𝑞𝑖𝑡𝑝

(𝑛)
𝑡𝑗 ,∀𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, ∀𝑛 ∈ N.

对𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, 令

𝐸𝑖 = {𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1} : 𝑞𝑖𝑗 > 0}.

因为
∑︀

𝑗 𝑞𝑖𝑗 = 1, 所以𝐸𝑖 ̸= ∅. 设𝑡 ∈ 𝐸𝑖. 对于任何𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, 因为𝑃为不可约的, 存

在𝑛 使得𝑝
(𝑛)
𝑡𝑗 > 0. 于是

𝑞𝑖𝑗 ≥ 𝑞𝑖𝑡𝑝(𝑛)𝑡𝑗 > 0.

即𝑗 ∈ 𝐸𝑖, 𝐸𝑖 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}. 所以𝑞𝑖𝑗 > 0,∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}.

(3)⇒ (2). 对于固定的𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, 令

𝑞𝑗 = max
0≤𝑖≤𝑘−1

𝑞𝑖𝑗 .

因为𝑄2 = 𝑄, 如果存在𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}使得𝑞𝑖𝑗 < 𝑞𝑗 , 那么对于任何𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}

𝑞𝑡𝑗 =

𝑘−1∑︁
ℎ=0

𝑞𝑡ℎ𝑞ℎ𝑗 <

𝑘−1∑︁
ℎ=0

𝑞𝑡ℎ𝑞𝑗 = 𝑞𝑗

𝑘−1∑︁
ℎ=0

𝑞𝑡ℎ = 𝑞𝑗 .
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此与𝑞𝑗定义矛盾! 所以任何𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}都有𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑗 , 即𝑄每一行都是一样的. 因

为𝑝𝑄 = 𝑝, 我们有

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1
...

...
...

...

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(2)⇒ (1). 根据定理2.3.12, 我们仅需对于

𝐴 = 𝑎[𝑖0, . . . , 𝑖𝑟]𝑎+𝑟, 𝐵 = 𝑏[𝑗0, . . . , 𝑗𝑠]𝑏+𝑠, 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+,

证明

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝜎−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

对于𝑛 > 𝑎+ 𝑟 − 𝑏 且𝑛 > 0, 我们有

𝜇(𝐴 ∩ 𝜎−𝑛𝐵) = 𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑟−1𝑖𝑟𝑝
(𝑛−(𝑎+𝑟−𝑏))
𝑖𝑟𝑗0

𝑝𝑗0𝑗1𝑝𝑗1𝑗2 . . . 𝑝𝑗𝑠−1𝑗𝑠 .

根据(2), 𝑞𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 ,∀𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}. 所以

lim
𝑛→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝜎−𝑛𝐵)

= lim
𝑛→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑟−1𝑖𝑟𝑝
(𝑛−(𝑎+𝑟−𝑏))
𝑖𝑟𝑗0

𝑝𝑗0𝑗1𝑝𝑗1𝑗2 . . . 𝑝𝑗𝑠−1𝑗𝑠

= 𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑟−1𝑖𝑟 lim
𝑁→∞

(︃
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑝
(𝑛−(𝑎+𝑟−𝑏))
𝑖𝑟𝑗0

)︃
𝑝𝑗0𝑗1𝑝𝑗1𝑗2 . . . 𝑝𝑗𝑠−1𝑗𝑠

= 𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑟−1𝑖𝑟𝑞𝑖𝑟𝑗0𝑝𝑗0𝑗1𝑝𝑗1𝑗2 . . . 𝑝𝑗𝑠−1𝑗𝑠

= 𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑟−1𝑖𝑟𝑝𝑗0𝑝𝑗0𝑗1𝑝𝑗1𝑗2 . . . 𝑝𝑗𝑠−1𝑗𝑠

= 𝜇(𝑎[𝑖0, . . . , 𝑖𝑟]𝑎+𝑟)𝜇(𝑏[𝑗0, . . . , 𝑗𝑠]𝑏+𝑠)

= 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

(2) ⇒ (5). 因为𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1
...

...
...

...

𝑝0 𝑝1 · · · 𝑝𝑘−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 所以对应于特征值1 的𝑄 的唯一左特征

向量为𝑝 的数乘, 由引理2.3.14, 它们也是𝑃 对应于特征值1 的所有左特征向量.

(5) ⇒ (2). 设1 为𝑃 简单特征值, 那么由于𝑄 = 𝑄𝑃 , 𝑄 的每行对应的向量是𝑃 特征向

量, 所以它们是一样的. �
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习 题

1. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 是一个可逆保测系统. 证明对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇),

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) = lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇−𝑖𝑥) = lim
𝑛→∞

1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑖=−𝑛

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)

几乎处处成立.

2. 给出Borel正则数定理对于十进制数的版本.

3. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 是一个保测系统. 证明对任意的𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇),

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑇𝑛𝑥)

𝑛
= 0

几乎处处成立.

4. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是一个遍历动力系统. 设𝐴 ∈ 𝒳且𝜇(𝐴) > 0. 证明𝐴的第一返回时间函数

𝑛𝐴 : 𝐴→ N ∪ {∞}

𝑥 ↦→ min{𝑛 > 0 : 𝑇𝑛𝑥 ∈ 𝐴},

是几乎处处有限的并且满足 ∫︁
𝐴

𝑛𝐴(𝑥)𝑑𝜇𝐴(𝑥) =
1

𝜇(𝐴)
.

S2.4 混合性

我们已经看到遍历系统为“不可分割”的,并且对任意正测集其轨道将覆盖几乎整个

空间. 本节将介绍一些比遍历性更强的性质,具有这些性质的系统将有更为复杂的动力学

性状.

S2.4.1 混合性的定义

首先根据定理2.3.11, 保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历的当且仅当对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)) = 0.

定义 2.4.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为一个保测系统.

1 如果对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳有

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)| = 0,

那么称𝑇为(测度)弱混合的;
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2 如果对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳有
lim
𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵),

那么称𝑇为(测度)强混合的.

3 设𝑘 ∈ N, 如果对于任何𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 ∈ 𝒳 , 有

lim
𝑛1,...,𝑛𝑘→∞

𝜇(𝐴0∩𝑇−𝑛1𝐴1∩𝑇−(𝑛1+𝑛2)𝐴2∩ . . .∩𝑇−(𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑘)𝐴𝑘) = 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1) . . . 𝜇(𝐴𝑘),

那么称𝑇为𝑘-阶混合的.

4 设ℱ(𝐵1, . . . , 𝐵𝑘;𝑛) 为由{𝑇−𝑗𝐵𝑖 : 𝑗 ≥ 𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘} 生成的𝜎-代数, 如果对于任何𝐴

,𝐵1, . . ., 𝐵𝑘 ∈ 𝒳 , 有

lim
𝑛→∞

sup
𝐶∈ℱ(𝐵1,...,𝐵𝑘;𝑛)

|𝜇(𝐴 ∩ 𝐶)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐶)| = 0,

那么称𝑇为一致混合的.

注记 2.4.2 1. 遍历性、弱混合、混合的比较：对于任何数列{𝑎𝑛}𝑛∈N, 我们有

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑛| = 0 ⇒ lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑛 = 0.

于是根据定义我们得出

强混合 ⇒ 弱混合 ⇒ 遍历性.

2. 后面我们会证明圆周无理旋转是遍历但不是弱混合的.

3. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间,记Aut(𝑋,𝜇)为(𝑋,𝒳 , 𝜇)上全体可逆保测映射,赋予Aut(𝑋,𝜇)弱

拓扑：𝑇𝑛, 𝑇 ∈ Aut(𝑋,𝜇),

𝑇𝑛 → 𝑇, 𝑛→∞⇔ 𝜇(𝑇𝑛𝐴Δ𝑇𝐴)→ 0, ∀𝐴 ∈ 𝒳 .

Halmos (1944) 证明了在赋予弱拓扑的Aut(𝑋,𝜇) 中, 弱混合系统的全体包含了稠密𝐺𝛿

集; Rohlin (1948) 证明了强混合系统全体是第一纲集[92]. 于是一定存在弱混合但是不

是强混合的例子.

4. 根据定义, 强混合等价于1阶混合. 如果𝑛 < 𝑚, 那么𝑚阶混合蕴含𝑛阶混合. 我们不知

道反过来是否成立, 参见下面的Rohlin问题.

5. 容易看出一致混合蕴含任意阶的混合. 在定义中取𝐴 = 𝐴0, 𝐵1 = 𝐴1, 那么就得到强

混合, 即1-阶混合. 下面证明2-阶混合. 设𝐴0, 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝒳 , 由1- 阶混合, 存在𝑛
(0)
2 使

得𝑛2 ≥ 𝑛(0)2 时

|𝜇(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛2𝐴2)− 𝜇(𝐴1)𝜇(𝐴2)| < 𝜀.
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在一致混合定义中取𝐴 = 𝐴0, 𝐵1 = 𝐴1, 𝐵2 = 𝐴2, 取𝑛
(0)
1 使得𝑛1 ≥ 𝑛(0)1 时有⃒⃒

𝜇
(︀
𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛1(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛2𝐴2)

)︀
− 𝜇(𝐴0)𝜇

(︀
𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛2𝐴2

)︀⃒⃒
< 𝜀.

于是 ⃒⃒
𝜇
(︀
𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛1𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛1−𝑛2𝐴2

)︀
− 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1)𝜇(𝐴2)

⃒⃒
< 2𝜀.

归纳地, 可以证明一致混合混合蕴含任意阶的混合.

但是反之不对. 因为可以证明𝑇为一致混合等价于𝑇为K-系统（定理7.11.8）. 可

以找到非K- 系统的强混合系统, 例如Horocycle 流.

问题 2.4.3 (Rohlin, 1949) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为一个保测系统, 强混合是否蕴含2阶混合？强

混合是否蕴含了任何阶的混合？

注记 2.4.4 这个问题的高维群作用情况是不正确的, Ledrappier 指出在Z2 的作用下, 存

在1阶混合但不是2 混合的例子[141]. Rohlin 问题的相对化问题也是不正确的, 最近de La

Rue 指出了此点[176].

S2.4.2 混合性的刻画

类似于定理2.3.12, 下面的定理提供了一种验证一个保测系统为弱混合、强混合的方

法.

定理 2.4.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝒮 为生成𝒳 的半代数. 则

1. 𝑇为弱混合的当且仅当对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒮

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)| = 0.

2. 𝑇为强混合的当且仅当对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒮

lim
𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

证明. 完全类似于定理2.3.12的证明, 请读者自己完成. �

在刻画弱混合前, 我们回顾一些概念. 设𝑆为Z+的子集, 如果𝑆的上密度和下密度

𝑑(𝑆) = lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
|𝑆 ∩ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}|

及

𝑑(𝑆) = lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
|𝑆 ∩ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}|.

相等且等于𝑎，那么我们称𝑆具有密度𝑎，记为𝑑(𝑆) = 𝑎. 记ℱd1 为Z+中密度为1的子集全体

组成的集合.
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引理 2.4.6 (Koopman-von Neumann, 1932) 设{𝑎𝑛}∞𝑛=0为有界序列,则以下等价：

1. lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖| = 0.

2. 存在Z+的零密度集𝐽使得 lim
𝐽 ̸∋𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0.

3. lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖|2 = 0.

证明. 对于𝑚 < 𝑛, 我们记[𝑚,𝑛] = {𝑚,𝑚+ 1, . . . , 𝑛} 为整数区间.

(1)⇒ (2). 设

𝐽𝑘 = {𝑛 ∈ Z+ : |𝑎𝑛| ≥
1

𝑘
}, 𝑘 ∈ N.

则

𝐽1 ⊆ 𝐽2 ⊆ 𝐽3 ⊆ . . . .

因为

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖| ≥
1

𝑛

1

𝑘
|𝐽𝑘 ∩ [0, 𝑛− 1]| ,

所以

lim
𝑛→∞

|𝐽𝑘 ∩ [0, 𝑛− 1]|
𝑛

= 0,

即𝑑(𝐽𝑘) = 0,∀𝑘 ∈ N. 于是存在整数列0 = 𝑙0 < 𝑙1 < 𝑙2 < . . . 使得𝑛 ≥ 𝑙𝑘 时有

|𝐽𝑘+1 ∩ [0, 𝑛− 1]|
𝑛

<
1

𝑘 + 1
.

令

𝐽 =
∞⋃︁
𝑘=0

𝐽𝑘+1 ∩ [𝑙𝑘, 𝑙𝑘+1 − 1].

我们下面证明𝑑(𝐽) = 0.

因为𝐽1 ⊆ 𝐽2 ⊆ 𝐽3 ⊆ . . ., 如果𝑙𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 𝑙𝑘+1 − 1, 则

𝐽 ∩ [0, 𝑛− 1] =
(︀
𝐽 ∩ [0, 𝑙𝑘 − 1]

)︀
∪
(︀
𝐽 ∩ [𝑙𝑘, 𝑛− 1]

)︀
⊆
(︀
𝐽𝑘 ∩ [0, 𝑙𝑘 − 1]

)︀
∪
(︀
𝐽𝑘+1 ∩ [0, 𝑛− 1]

)︀
.

于是

|𝐽 ∩ [0, 𝑛− 1]|
𝑛

≤ |𝐽𝑘 ∩ [0, 𝑙𝑘 − 1]|+ |𝐽𝑘+1 ∩ [0, 𝑛− 1]|
𝑛

≤ |𝐽𝑘 ∩ [0, 𝑛− 1]|+ |𝐽𝑘+1 ∩ [0, 𝑛− 1]|
𝑛

<
1

𝑘
+

1

𝑘 + 1
.
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于是
|𝐽 ∩ [0, 𝑛− 1]|

𝑛
→ 0, 𝑛→∞,

即𝑑(𝐽) = 0.

如果𝑛 > 𝑙𝑘 并且𝑛 ̸∈ 𝐽 , 则𝑛 ̸∈ 𝐽𝑘+1, 于是|𝑎𝑛| < 1
𝑘+1 . 由此得到

lim
𝐽 ̸∋𝑛→∞

|𝑎𝑛| = 0.

(2) ⇒ (1). 因为{𝑎𝑛}𝑛∈Z+ 有界, 存在𝑀 > 0 使得|𝑎𝑛| ≤ 𝑀,∀𝑛 ∈ Z+. 根据条件, 对于任

何𝜀 > 0, 存在𝑁𝜀 ∈ N 使得
|𝑎𝑛| < 𝜀, ∀𝑛 > 𝑁𝜀 且 𝑛 ̸∈ 𝐽.

再取𝑁 ≥ 𝑁𝜀 使得𝑛 ≥ 𝑁时有
|𝐽 ∩ [0, 𝑛− 1]|

𝑛
< 𝜀.

于是𝑛 ≥ 1
𝜀𝑁 时, 我们有

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖| =
1

𝑛

⎡⎣𝑁−1∑︁
𝑖=0

|𝑎𝑖|+
∑︁

𝑖∈𝐽∩[𝑁,𝑛−1]

|𝑎𝑖|+
∑︁

𝑖∈[𝑁,𝑛−1]∖𝐽

|𝑎𝑖|

⎤⎦
<

1

𝑛
(𝑀𝑁 +𝑀 |𝐽 ∩ [0, 𝑛− 1]|+ 𝑛𝜀)

< 𝑀𝜀+𝑀𝜀+ 𝜀 = (2𝑀 + 1)𝜀.

最后, 因为对于零密度集合𝐽 ,

lim
𝐽 ̸∋𝑛→∞

|𝑎𝑛| = 0

当且仅当

lim
𝐽 ̸∋𝑛→∞

|𝑎𝑛|2 = 0.

我们得到(3)与(1), (2)等价. �

因为零密度集的补集为密度为1的集合，所以引理2.4.6-2等价于：存在Z+ 密度为1的

子集𝐼 使得 lim
𝐼∋𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0. 根据引理2.4.6, 我们马上得到下面定理：

定理 2.4.7 设 (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统.则下列命题等价：

1. 𝑇为弱混合的.

2. 对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 , 存在𝐽 ∈ ℱd1 使得

lim
𝐽∋𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第91页

第二章 遍历性与遍历定理 S2.4 混合性

3. 对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 ,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)|2 = 0.

我们把下面定理证明留作习题：

定理 2.4.8 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 那么我们有：

1. 以下等价

(a) 𝑇遍历.

(b) lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⟨𝑈 𝑖𝑇 𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

(c) lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⟨𝑈 𝑖𝑇 𝑓, 𝑓⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑓⟩, ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

2. 以下等价

(a) 𝑇弱混合.

(b) lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒
⟨𝑈 𝑖𝑇 𝑓, 𝑔⟩ − ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩

⃒⃒
= 0,∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

(c) lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒
⟨𝑈 𝑖𝑇 𝑓, 𝑓⟩ − ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑓⟩

⃒⃒
= 0,∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

(d) lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒
⟨𝑈 𝑖𝑇 𝑓, 𝑓⟩ − ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑓⟩

⃒⃒2
= 0, ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

3. 以下等价

(a) 𝑇强混合.

(b) lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝑇 𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

(c) lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝑇 𝑓, 𝑓⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑓⟩, ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

定义 2.4.9 两个保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)称为弱不交的是指它们的乘积系统(𝑋×
𝑌,𝒳 × 𝒴, 𝜇× 𝜈, 𝑇 × 𝑆) 为遍历的.

现在我们有

定理 2.4.10 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 则下列命题等价：

1. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为弱混合的.

2. (𝑋 ×𝑋,𝒳 × 𝒳 , 𝜇× 𝜇, 𝑇 × 𝑇 ) 为遍历的.
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3. (𝑋 ×𝑋,𝒳 × 𝒳 , 𝜇× 𝜇, 𝑇 × 𝑇 ) 为弱混合的.

4. 𝑇 弱不交于任意遍历系统.

证明. (1) ⇒ (3) 对正测集𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ 𝒳 ,存在密度为1的集合𝐽1, 𝐽2 ⊆ Z+使得

lim
𝐽1∋𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) > 0

lim
𝐽2∋𝑛→∞

𝜇(𝐶 ∩ 𝑇−𝑛𝐷) = 𝜇(𝐶)𝜇(𝐷) > 0.

于是

lim
𝐽1∩𝐽2∋𝑛→∞

(𝜇× 𝜇)
(︀
(𝐴× 𝐶) ∩ (𝑇 × 𝑇 )−𝑛(𝐵 ×𝐷)

)︀
= lim

𝐽1∩𝐽2∋𝑛→∞
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵)𝜇(𝐶 ∩ 𝑇−𝑛𝐷)

= 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)𝜇(𝐶)𝜇(𝐷)

= (𝜇× 𝜇)(𝐴× 𝐶)(𝜇× 𝜇)(𝐵 ×𝐷).

由引理2.4.6, 我们有

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|(𝜇× 𝜇)
(︀
(𝐴× 𝐶) ∩ (𝑇 × 𝑇 )−𝑛(𝐵 ×𝐷)

)︀
− (𝜇× 𝜇)(𝐴× 𝐶)(𝜇× 𝜇)(𝐵 ×𝐷)| = 0.

因为可测方体组成𝒳 × 𝒳的半代数, 由定理2.4.5, 这意味着𝑇 × 𝑇 为弱混合的.

(3) ⇒ (2) 是显然的.

(2) ⇒ (1) 设𝑇 × 𝑇为遍历的, 我们要证明对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 ,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)|2 = 0

成立.

根据𝑇 × 𝑇遍历, 我们有

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝜇× 𝜇)
(︀
(𝐴×𝑋) ∩ (𝑇 × 𝑇 )−𝑖(𝐵 ×𝑋)

)︀
→ (𝜇× 𝜇)(𝐴×𝑋)(𝜇× 𝜇)(𝐵 ×𝑋)

= 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), 𝑛→∞.

并且

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)

)︀2
=

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝜇× 𝜇)
(︀
(𝐴×𝐴) ∩ (𝑇 × 𝑇 )−𝑖(𝐵 ×𝐵)

)︀
→ (𝜇× 𝜇)(𝐴×𝐴)(𝜇× 𝜇)(𝐵 ×𝐵)

= 𝜇(𝐴)2𝜇(𝐵)2, 𝑛→∞.
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这样

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)

⃒⃒2
=

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)2 − 2𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑖𝐵)𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) + 𝜇(𝐴)2𝜇(𝐵)2

)︀
→ 2𝜇(𝐴)2𝜇(𝐵)2 − 2𝜇(𝐴)2𝜇(𝐵)2 = 0, 𝑛→∞.

于是由定理2.4.7, 𝑇为弱混合的.

(4) ⇒ (2) 是显然的, 我们证明(1) ⇒ (4). 设(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为遍历的, 我们要证明(𝑋 ×
𝑌,𝒳 × 𝒴, 𝜇× 𝜈, 𝑇 × 𝑆) 为遍历的. 为此我们证明, 对于任何𝐴1, 𝐵1 ∈ 𝒳 , 𝐴2, 𝐵2 ∈ 𝒴, 成立

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇× 𝜈
(︀
(𝐴1 ×𝐴2) ∩ (𝑇 × 𝑆)−𝑖(𝐵1 ×𝐵2)

)︀
= 𝜇× 𝜈(𝐴1 ×𝐴2)𝜇× 𝜈(𝐵1 ×𝐵2). (2.4.1)

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇× 𝜈
(︀
(𝐴1 ×𝐴2) ∩ (𝑇 × 𝑆)−𝑖(𝐵1 ×𝐵2)

)︀
= lim

𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑖𝐵1)𝜈(𝐴2 ∩ 𝑆−𝑖𝐵2)

= lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴1)𝜇(𝐵1)𝜈(𝐴2 ∩ 𝑆−𝑖𝐵2) + lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

[︀
𝜇(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑖𝐵1)− 𝜇(𝐴1)𝜇(𝐵1)

]︀
𝜈(𝐴2 ∩ 𝑆−𝑖𝐵2).

因为𝑆 遍历,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇(𝐴1)𝜇(𝐵1)𝜈(𝐴2 ∩ 𝑆−𝑖𝐵2) = 𝜇(𝐴1)𝜇(𝐵1)𝜈(𝐴2)𝜈(𝐵2).

因为𝑇 弱混合,

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

[︀
𝜇(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑖𝐵1)− 𝜇(𝐴1)𝜇(𝐵1)

]︀
𝜈(𝐴2 ∩ 𝑆−𝑖𝐵2)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒
𝜇(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑖𝐵1)− 𝜇(𝐴1)𝜇(𝐵1)

⃒⃒
= 0.

综合上面两个式子, 我们得到(2.4.1). �

下面我们讨论弱混合系统谱方面的性质.

定义 2.4.11 我们称保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 具有连续谱是指1为𝑈𝑇唯一的特征值, 而它唯一

的特征函数是常值函数.

注记 2.4.12 1. 因为对于任何常值函数𝑐, 我们有𝑈𝑇 𝑐 = 𝑐. 所以对于𝑈𝑇 , 𝜆 = 1总是它的特

征值, 常值函数总是它的特征函数.
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2. 易见, 𝑇为遍历的当且仅当1为𝑈𝑇简单特征值.

3. 保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 具有连续谱当且仅当1为𝑈𝑇唯一特征值并且𝑇为遍历的.

对弱混合系统,我们有

定理 2.4.13 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统,则𝑇为弱混合的当且仅当𝑇有连续谱.

这个定理的证明我们会在S2.5中给出.

下面介绍一些例子

命题 2.4.14 紧致度量交换群上旋转不是弱混合的, 尤其圆周旋转不是弱混合的.

证明. 设𝑇𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥 为紧致度量交换群𝐺上旋转. 令𝛾 ∈ ̂︀𝐺. 则

𝑈𝑇𝑎𝛾(𝑥) = 𝛾(𝑎𝑥) = 𝛾(𝑎)𝛾(𝑥).

所以𝛾为𝑇𝑎 以𝛾(𝑎)为特征值的特征函数. 根据定理2.4.13, 𝑈𝑇𝑎 不是连续谱的, 进而非弱混

合的.

另一个证明方法如下：取𝛾 ∈ ̂︀𝐺 ∖ {1}. 则
𝑈𝑇𝑎×𝑇𝑎𝛾(𝑥)𝛾(𝑦) = 𝛾(𝑎𝑥)𝛾(𝑎𝑦) = 𝛾(𝑥)𝛾(𝑦).

即𝛾(𝑥)𝛾(𝑦) 为非平凡的𝑇𝑎 × 𝑇𝑎 不变函数, 所以𝑇𝑎 × 𝑇𝑎 不遍历, 即非弱混合的. �

定理 2.4.15 对于紧致交换度量群上的连续满自同态, 遍历、弱混合和强混合等价.

证明. 我们仅需要证明, 如果紧致交换度量群𝐺上的满自同态𝐴 : 𝐺 → 𝐺 为遍历的, 那

么它为强混合的. 注意到 ̂︀𝐺中元素组成了𝐿2(𝐺,𝑚) 的标准正交基, 对于𝛾, 𝛿 ∈ ̂︀𝐺, 如果不

是𝛾 = 𝛿 = 1, 那么对于充分大𝑛, 有⟨𝑈𝑛𝐴𝛾, 𝛿⟩ = 0. 于是我们总是有

lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝐴𝛾, 𝛿⟩ = ⟨𝛾, 1⟩⟨1, 𝛿⟩.

取定𝛿 ∈ ̂︀𝐺, 令

𝐻𝛿 = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚) : lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝛿⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝛿⟩}.

则𝐻𝛿 为𝐿2(𝐺,𝑚) 的子空间. 因为 ̂︀𝐺 ⊆ 𝐻𝛿, 如果𝐻𝛿 为闭的, 那么𝐻𝛿 = 𝐿2(𝐺,𝑚).

下面证明𝐻𝛿 为闭的. 如果𝛿 = 1, 那么易见𝐻𝛿 = 𝐿2(𝐺,𝑚), 所以自然为闭的. 下

设𝛿 ̸= 1. 此时⟨1, 𝛿⟩ = 0, 于是𝐻𝛿 = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚) : lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝛿⟩ = 0}. 设{𝑓𝑘}𝑘 ⊆ 𝐻𝛿,

𝑓𝑘 → 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚), 𝑘 →∞. 于是

|⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝛿⟩| ≤ |⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝛿⟩ − ⟨𝑈𝑛𝐴𝑓𝑘, 𝛿⟩|+ |⟨𝑈𝑛𝐴𝑓𝑘, 𝛿⟩|

≤ ‖𝑓 − 𝑓𝑘‖2‖𝛿‖2 + |⟨𝑈𝑛𝐴𝑓𝑘, 𝛿⟩|

= ‖𝑓 − 𝑓𝑘‖2 + |⟨𝑈𝑛𝐴𝑓𝑘, 𝛿⟩|
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由此易得 lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝛿⟩ = 0, 从而𝑓 ∈ 𝐻𝛿.

现在取定𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚), 令

𝐹𝑓 = {𝑔 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚) : lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩}.

易见𝐹𝑓为𝐿2(𝐺,𝑚)闭子空间. 由上结论, ̂︀𝐺 ⊆ 𝐹𝑓 , 所以𝐹𝑓 = 𝐿2(𝐺,𝑚),∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚).

综上, 我们得到对于任何𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚),

lim
𝑛→∞

⟨𝑈𝑛𝐴𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩.

所以𝐴为强混合的. �

定理 2.4.16 双边（单边）⃗𝑝-转移为强混合的.

证明. 根据定理2.4.5易证. �

定理 2.4.17 设(𝜎𝑘,ℬ, 𝜇, 𝜎)为(𝑝, 𝑃 )-Markov转移, 则以下等价

1. 𝑇弱混合.

2. 𝑇强混合.

3. 𝑃为不可约且非周期的.

4. lim𝑛→∞ 𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 , ∀𝑖, 𝑗.

证明. 根据定理0.5.4, (3) 与(4) 等价.

(1)⇒ (3). 因为

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⃒⃒
𝜇(0[𝑖]0 ∩ 𝑇−𝑛0[𝑗]0)− 𝜇(0[𝑖]0)𝜇(0[𝑗]0)

⃒⃒
→ 0, 𝑁 →∞,

我们得到

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⃒⃒⃒
𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 − 𝑝𝑗

⃒⃒⃒
→ 0, 𝑁 →∞.

根据引理2.4.6, 存在零密度集𝐽 ⊆ Z+ 使得

lim
𝐽 ̸∋→∞

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 , ∀𝑖, 𝑗.

于是𝑃 为不可约且非周期的.

(4) ⇒ (2). 根据定理2.4.5, 我们仅需对于𝐴 = 𝑎[𝑖0, . . . , 𝑖𝑟]𝑎+𝑟, 𝐵 = 𝑏[𝑗0, . . . , 𝑗𝑠]𝑏+𝑠 验

证lim𝑛→∞ 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵). 这与定理2.3.15 类似, 从略. �
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S2.4.3 mild混合

定义 2.4.18 设𝑋为拓扑空间, ℱ为Z+的子集族. 序列{𝑥𝑛}𝑛 ⊆ 𝑋 依ℱ 收敛于𝑥 ∈ 𝑋 是指
对𝑥的任意邻域𝑈有

{𝑖 : 𝑥𝑖 ∈ 𝑈} ∈ ℱ

成立.

如果序列{𝑥𝑛} 依ℱ 收敛于𝑥 ∈ 𝑋, 那么记之为

ℱ − lim𝑥𝑛 = 𝑥.

设ℱ𝑐𝑓 为全体有限余集合的全体, 即

ℱ𝑐𝑓 = {𝐴 ⊆ Z+ : |Z+ ∖𝐴| <∞}.

那么容易得到

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 当且仅当 ℱ𝑐𝑓 − lim𝑥𝑛 = 𝑥.

于是族收敛是一般收敛的推广.

定理 2.4.19 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 那么

1. 𝑇 为弱混合的当且仅当

ℱ𝑑1 − lim𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 .

2. 𝑇 为强混合的当且仅当

ℱ𝑐𝑓 − lim𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵),∀𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 .

最后我们讨论mild混合. 我们需要如下概念：

定义 2.4.20 𝐴 ⊆ Z+为IP集是指存在正整数序列𝑝1, 𝑝2, . . .使得

𝐴 = {𝑝𝑖1 + . . .+ 𝑝𝑖𝑘 : 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑘, 𝑘 ∈ N}.

此时称𝐴 为由𝑝1, 𝑝2, . . . 生成的, 记为FS({𝑝𝑖}) . 记集合{𝐴 ⊆ Z+ : 𝐴 包含一个IP集} 为ℱip .

𝐴 ⊆ Z+ 称为IP*集是指𝐴 与任何IP 集相交非空, 全体IP*集的集合记为ℱ*𝑖𝑝.

定义 2.4.21 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 称𝑇 为mild 混合的是指对任意𝐴, 𝐵 ∈ 𝒳有

ℱ𝑖𝑝* − lim𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

上式经常也记为

IP* − lim𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

我们称可测函数𝑓为刚性的 是指存在序列𝑛𝑘 ≥ 1 使得𝑇𝑛𝑘𝑓 → 𝑓（在𝐿2(𝑋)中）.
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可以证明：保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为mild混合的但且仅当对于任何遍历系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆),

𝜈(𝑌 ) ≤ ∞,我们有(𝑋 × 𝑌,𝒳 ×𝒴, 𝜇× 𝜈, 𝑇 ×𝑆)为遍历的[70]. 由此易见mild混合介于强弱混

合之间. 类似于系统为弱混合当且仅当它没有非常值特征函数, 可以证明,一个保测系统

为mild 混合的当且仅当它在𝐿2(𝑋,𝜇)中没有非常值刚性函数[64, 65].

习 题

1. 完成定理2.4.5的证明.

2. 完成定理2.4.8的证明.

3. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为弱混合的保测系统. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇)具有可数基, 那么存在𝐽 ⊆ Z+, 𝑑(𝐽) = 0, 使得

lim
𝐽 ̸∋𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵),

对任意𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 成立.

4. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 证明：

(a) 如果𝑇 为弱混合, 根据上面证明可以证明对于任何𝑘, (𝑋𝑘,𝒳 𝑘, 𝜇𝑘, 𝑇 (𝑘)) 为弱混合的.

(b) 如果𝑇 为弱混合, 对于任何𝑘, (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 𝑘) 为弱混合的.

5. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.证明：𝑇 为弱混合的当且仅当对于任何满足𝜇(𝐴)𝜇(𝐵) > 0的𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 ,

我们有

𝑁𝜇(𝐴,𝐵) ∩𝑁𝜇(𝐴,𝐴) ̸= ∅.

6. 设𝐺为紧致交换度量群, 𝑇 (𝑥) = 𝑎 ·𝐴(𝑥) 为仿射. 证明以下等价：

(a) 𝑇为强混合.

(b) 𝑇为弱混合.

(c) 𝐴是遍历的.

S2.5 Koopman-von Neumann谱混合定理

S2.5.1 特征值与特征函数

首先回顾一些基本概念. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统,

𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇).

如果存在非零可测函数𝑓 使得

𝑈𝑇 𝑓 = 𝜆𝑓,

复数𝜆 称为𝑇 的特征值, 这个函数𝑓 称为相应于特征值𝜆 的特征函数.

定理 2.5.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统. 我们有如下结论:
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1. 如果𝑈𝑇 𝑓 = 𝜆𝑓, 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑓 ̸= 0, 那么|𝜆| = 1 并且|𝑓 | = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑎.𝑒.

2. 对应于不同特征值的特征函数互相垂直.

3. 如𝑓, 𝑔 为同一特征值对应的特征函数, 那么存在𝑐 ∈ C 使得𝑓 = 𝑐𝑔, 即特征值为简单的.

4. 𝑈𝑇 所有特征值组成了S1 的一个子群, 记为Λ𝑇 .

证明. (1)由‖𝑈𝑇 𝑓‖ = |𝜆|‖𝑓‖以及𝑈𝑇等距性,我们有‖𝑓‖ = |𝜆|‖𝑓‖. 因为‖𝑓‖ ≠ 0,所以|𝜆| = 1.

由此又有

|𝑈𝑇 𝑓 | = |𝜆𝑓 | = |𝑓 |.

根据遍历性, |𝑓 | 几乎处处为常数.

(2) 设𝜆 ̸= 𝜉 ∈ S1, 𝑈𝑇 𝑓 = 𝜆𝑓, 𝑈𝑇 𝑔 = 𝜉𝑔. 于是

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑈𝑇 𝑓, 𝑈𝑇 𝑔⟩ = ⟨𝜆𝑓, 𝜉𝑔⟩ = 𝜆𝜉⟨𝑓, 𝑔⟩.

因为𝜆𝜉 ̸= 1, 所以⟨𝑓, 𝑔⟩ = 0.

(3) 设𝑈𝑇 𝑓 = 𝜆𝑓, 𝑈𝑇 𝑔 = 𝜆𝑔. 由(1), |𝑔| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑎.𝑒. 尤其𝑔 ̸= 0, 𝑎.𝑒. 由此𝑓/𝑔 可定义, 并

且有𝑈𝑇 𝑓/𝑔 = 𝑓/𝑔. 根据遍历性, 我们得到𝑓/𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

(4) 设𝜆 ̸= 𝜉 ∈ S1, 𝑈𝑇 𝑓 = 𝜆𝑓, 𝑈𝑇 𝑔 = 𝜉𝑔. 由𝑓, 𝑔 非零, 我们得到

𝑈𝑇 (𝑓𝑔) = 𝑈𝑇 𝑓𝑈𝑇 𝑔 = (𝜆𝜉)(𝑓𝑔).

即𝜆𝜉−1 = 𝜆𝜉 为𝑈𝑇 的特征值. 所以特征值全体组成一个S1 的子群. �

注记 2.5.2 1. 因为我们总是假设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是可数生成的，所以Hilbert空间ℋ = 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)

为可分的. 于是根据（2）（3）每个特征空间是一维的且互相垂直, 于是特征值组成的

群Λ𝑇 为可数群.

2. 设𝑈 为一般Hilbert 空间ℋ 上的酉算子. 如果存在𝜆 ∈ C 满足𝑈𝑥 = 𝜆𝑥, 那么𝑥 ∈ ℋ ∖ {0}
称为特征向量, 而𝜆 称为相对于𝑥的特征值. 不难看出定理2.5.1 的结论仍然是成立的.

S2.5.2 Koopman-von Neumann谱混合定理

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统.如果𝑓 ∈ ℋ = 𝐿2(𝑋,𝜇)为系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )的特征函数,

则容易知道{𝑈𝑛𝑇 𝑓 : 𝑛 ∈ Z} 为ℋ 的紧子集. 一般地,

定义 2.5.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统. 我们称使得

{𝑈𝑛𝑇 𝑓 : 𝑛 ∈ Z}

为ℋ的紧子集的函数𝑓 为几乎周期函数 或者紧函数.
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ℋ的子集ℋ1 称为代数,如果ℋ1 为𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇)的线性子空间且对任意𝑓, 𝑔 ∈ ℋ1,我们

有𝑓𝑔 ∈ ℋ1. 显然系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )所有有界的几乎周期函数全体(定义为𝒜𝑑)形成了ℋ的一
个𝑈𝑇 不变和复共轭不变的代数, 即𝒜𝑑 为ℋ 的线性子空间且对任意𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜𝑑, 我们有𝑈𝑇 𝑓 ,

𝑓𝑔 和𝑓 均属于𝒜𝑑. 对实的几乎周期函数𝑓 和𝑀 > 0, 𝑓 的截断函数

𝑓𝑀 (𝑥) =

⎧⎨⎩𝑓(𝑥), 如果|𝑓(𝑥)| < 𝑀

sign(𝑓(𝑥)) ·𝑀, 如果|𝑓(𝑥)| ≥𝑀

为有界的几乎周期函数. 这说明𝒜𝑑 在ℋ 中的闭包包含了全体实的几乎周期函数. 进而由

于几乎周期函数的实部和虚部仍为几乎周期函数, 𝒜𝑑 在ℋ中的闭包(定义为ℋ𝑑)恰为几乎
周期函数全体.

显然ℋ中特征函数的线性组合全体的闭包包含于ℋ𝑑,事实上ℋ𝑑恰为特征函数的线性
组合全体的闭包且我们可以将ℋ⊥𝑑 的元素刻划出来. 这就是著名的Koopman-von Neumann

谱混合定理.

定理 2.5.4 (Koopman-von Neumann谱混合定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, ℋ =

𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇). 则

ℋ = ℋ𝑑
⨁︁
ℋ𝑐,

其中

ℋ𝑑 = {𝑓 ∈ ℋ : 𝑓是几乎周期函数} = span{𝑓 ∈ ℋ : ∃𝜆 ∈ C,使得 𝑈𝑇 (𝑓) = 𝜆𝑓},

ℋ𝑐 = {𝑓 ∈ ℋ : ∃𝑆 ⊆ N, 𝑑(𝑆) = 1使得对任意𝑔 ∈ ℋ有 lim
𝑆∋𝑛→+∞

⟨𝑈𝑛𝑇 𝑓, 𝑔⟩ = 0},
(2.5.1)

这里𝑑(𝑆)为𝑆的密度以及⟨·, ·⟩为ℋ的内积.

在Koopman-von Neumann 谱混合定理中, 如果ℋ = ℋ𝑑, 则称系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 或𝑇 为

离散谱的,此时系统的特征函数的线性组合张成了整个Hilbert空间ℋ.由于非零常值函数

为𝑇的特征函数,所以ℋ𝑑 至少为ℋ的一维线性子空间. 我们也用复数集合C来表示所有常
值函数组成的空间. 如果ℋ𝑑 = C,那么称系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )或𝑇 为连续谱的. 由Koopman-von

Neumann 谱混合定理, 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为弱混合的当且仅当它为连续谱的（定理2.4.13）.

事实上，对于一般Hilbert空间上的酉算子，Koopman-von Neumann谱混合定理仍然成

立，我们在下面给出的就是一般意义下Koopman-von Neumann谱混合定理的证明.

S2.5.3 Herglotz定理以及谱测度

下面给出Koopman-von Neumann谱混合定理的证明,为此我们首先简要介绍一些谱理

论的基本知识. 在本节中出现的Hilbert 空间我们均假设为可分的.

定义 2.5.5 函数𝜑 : Z→ C 称为正定的, 如果对每个有限的复数序列{𝑎𝑛}𝑁𝑛=0 有

𝑁∑︁
𝑚=0

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑚𝑎𝑛𝜑(𝑚− 𝑛) ≥ 0.
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我们给出两个正定的函数的例子：

1. 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上的酉算子和𝑥 ∈ ℋ. 因对每个有限的复数序列{𝑎𝑛}𝑁𝑛=0 有

𝑁∑︁
𝑛,𝑚=0

⟨𝑈𝑚−𝑛𝑥, 𝑥⟩𝑎𝑚𝑎𝑛 = ⟨
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑈
𝑛𝑥,

𝑁∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚𝑈
𝑚𝑥⟩ ≥ 0,

函数𝜑(𝑛) = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩ 是正定的.

2. 设𝜇 为S1 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1} 上的非负Borel 有限测度, 该测度的Fourier 变换: 函数

̂︀𝜇(𝑛) =

∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜇(𝑧)

是正定的.

上面例(2)的逆命题也是成立的, 这就是著名的Herglotz定理. 为了完整起见，我们给

出这个定理的证明，对证明不感兴趣的读者可以跳过这个证明.

定理 2.5.6 (Herglotz定理) 对给定正定函数𝜑 : Z → C, 存在S1 上唯一的非负Borel 有限

测度𝜇 使得 ̂︀𝜇(𝑛) = 𝜑(𝑛), ∀𝑛 ∈ Z.

证明. 由于𝜑为正定函数, 我们不难看出𝜑(0) ≥ 0以及对每个𝜆 ∈ C,

(1 + |𝜆|2)𝜑(0) + 𝜑(𝑛)𝜆+ 𝜑(−𝑛)𝜆 ≥ 0.

因此对每个𝜆 ∈ C我们有
𝜑(𝑛)𝜆+ 𝜑(−𝑛)𝜆

为实数, 这说明𝜑(−𝑛) = 𝜑(𝑛). 令𝜆 = 𝜃𝜑(𝑛) 于是

(1 + |𝜃|2|𝜑(𝑛)|2)𝜑(0) + 𝜃|𝜑(𝑛)|2 + 𝜃|𝜑(𝑛)|2 ≥ 0

对每个𝜃 ∈ C成立.

特别地, 当𝜃为实数时, 上式表明

(1 + 𝜃2|𝜑(𝑛)|2)𝜑(0) + 2𝜃|𝜑(𝑛)|2 ≥ 0

对全体实数𝜃成立, 由此可推得

|𝜑(𝑛)| ≤ 𝜑(0), ∀𝑛 ∈ Z.

这说明函数𝜑(𝑛)是有界的. 如果𝜑(0) = 0, 则𝜑(𝑛) ≡ 0, 此时唯一非负测度为在每个Borel集

上取零值的测度.
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以下设𝜑(0) > 0, 不失一般性, 不妨设𝜑(0) = 1. 对𝑠 ∈ (0, 1), 从正定性可以推出对所

有|𝑧| = 1有

𝑓𝑠(𝑧) =
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

𝜑(𝑛−𝑚)𝑠𝑛+𝑚𝑧𝑚−𝑛 ≥ 0.

注意到

∞∑︁
𝑛,𝑚=0

𝜑(𝑚− 𝑛)𝑠𝑛+𝑚𝑧𝑛−𝑚 =

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝜑(𝑛)𝑧−𝑛
∞∑︁
𝑚=0

𝑠|𝑛|+2𝑚

=
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝜑(𝑛)𝑧−𝑛𝑠|𝑛|

1

1− 𝑠2
.

因此 ∫︁
S1
𝑓𝑠(𝑧)𝑧−𝑛𝑑𝑧 =

𝜑(−𝑛)𝑠|𝑛|

1− 𝑠2
. (2.5.2)

现在定义S1上的非负Borel测度𝜇𝑠使得

𝑑𝜇𝑠
𝑑𝑧

= (1− 𝑠2)𝑓𝑠(𝑧) ≥ 0.

由等式(2.5.2)知 ∫︁
S1
𝑧−𝑛𝑑𝜇𝑠 = 𝜑(−𝑛)𝑠|𝑛|, 𝜇𝑠(S1) = 𝜑(0) = 1, (2.5.3)

这说明𝜇𝑠 ∈ℳ(S1), 这里ℳ(S1)为S1上Borel概率测度全体.

选择序列𝑠𝑚 → 1(0 < 𝑠𝑚 < 1), 使得𝜇𝑠𝑚 → 𝜇在ℳ(S1)的弱*拓扑意义下成立. 在等

式(2.5.3)中取𝑠 = 𝑠𝑚, 再让𝑚 → ∞我们有̂︀𝜇(𝑛) = 𝜑(𝑛), ∀𝑛 ∈ Z. 至此, 定理的存在性部分得

证.

以下说明唯一性, 设𝜈为S1上使得

̂︀𝜈(𝑛) = 𝜑(𝑛), ∀𝑛 ∈ Z

非负的有限Borel测度.则对{𝑧𝑘}∞𝑘=0的任意有限的线性组合𝑝(𝑧), 我们有∫︁
S1
𝑝(𝑧)𝑑𝜈 =

∫︁
S1
𝑝(𝑧)𝑑𝜇.

因如此的函数在𝐶(S1)中稠密, 所以∫︁
S1
𝑓(𝑧)𝑑𝜈 =

∫︁
S1
𝑓(𝑧)𝑑𝜇

对所有𝑓 ∈ 𝐶(S1)成立, 这就说明𝜈 = 𝜇. �

设𝑈 为Hilbert空间ℋ 上的酉算子和𝑥 ∈ ℋ. 我们用𝑍(𝑥) 表示由𝑥 生成的循环子空间,

即𝑍(𝑥) 是ℋ 的包含{𝑈𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ Z} 的最小的闭子空间. 因函数𝜑(𝑛) = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩ 是正定的,

由Herglotz 定理知存在S1 上唯一的非负Borel 测度𝜎𝑥 使得

̂︁𝜎𝑥(𝑛) = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩.
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特别地,

𝜎𝑥(S1) = ̂︁𝜎𝑥(0) =

∫︁
S1

1𝑑𝜎𝑥 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ = ||𝑥||2.

我们称𝜎𝑥 为𝑥 (相对于𝑈)的谱测度. 不难看出𝑥 = 0 当且仅当𝜎𝑥 为零测度.

命题 2.5.7 设𝑈为Hilbert空间ℋ上的酉算子和𝑥 ∈ ℋ ∖ {0}. 定义

𝑉 : 𝐿2(S1, 𝜎𝑥)→ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥) 使得 𝑉 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑓(𝑧) (𝑧 ∈ S1),

则𝑉为酉算子且𝑊−1𝑥 𝑉𝑊𝑥 = 𝑈 , 其中𝑊𝑥 : 𝑍(𝑥)→ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥)为映射𝑈𝑛𝑥 ↦→ 𝑧𝑛 ∈ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥)的

唯一线性等距扩张.

𝑍(𝑥)

𝑊𝑥

��

𝑈 // 𝑍(𝑥)

𝑊𝑥

��
𝐿2(S1, 𝜎𝑥)

𝑉
// 𝐿2(S1, 𝜎𝑥).

证明. 如果𝑝(𝑧) =
∑︀𝑚

𝑗=−𝑚 𝑎𝑗𝑧
𝑗 和𝑞(𝑧) =

∑︀𝑛
𝑙=−𝑛 𝑏𝑙𝑧

𝑙 为三角多项式, 则

⟨𝑝(𝑈)𝑥, 𝑞(𝑈)𝑥⟩𝑍(𝑥)

=

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

𝑛∑︁
𝑙=−𝑛

𝑎𝑗𝑏𝑙⟨𝑈 𝑗−𝑙𝑥, 𝑥⟩𝑍(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑗=−𝑚

𝑛∑︁
𝑙=−𝑛

𝑎𝑗𝑏𝑙̂︁𝜎𝑥(𝑗 − 𝑙)

=
𝑚∑︁

𝑗=−𝑚

𝑛∑︁
𝑙=−𝑛

𝑎𝑗𝑏𝑙

∫︁
S1
𝑧𝑗−𝑙𝑑𝜎𝑥 = ⟨𝑝(𝑧), 𝑞(𝑧)⟩𝐿2(S1,𝜎𝑥).

因为形如𝑝(𝑈)𝑥的向量在𝑍(𝑥)中稠密,与此同时三角多项式𝑝(𝑧)在𝐿2(S1, 𝜎𝑥)中稠密,这就

完成了证明. �

命题 2.5.8 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上的酉算子和𝑥 ∈ ℋ.

1. 设𝜇 为S1 上非负的有限Borel 测度, 如果𝜇≪ 𝜎𝑥, 则存在𝑦 ∈ 𝑍(𝑥) 使得𝜎𝑦 = 𝜇.

2. 设𝑦 ∈ ℋ, 如果𝑍(𝑦) ⊥ 𝑍(𝑥), 则𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦.

证明. (1). 如果𝜎𝑥 为零测度, 这是明显地. 以下假设𝜎𝑥 不为零测度, 即𝑥 ̸= 0. 设𝑓 =
√︁

𝑑𝜇
𝑑𝜎𝑥

,

则𝑓 ∈ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥). 取𝑦 = 𝑊−1𝑥 𝑓 , 其中𝑊𝑥 如命题2.5.7所定义. 则𝑦 ∈ 𝑍(𝑥) 且

̂︁𝜎𝑦(𝑛) = ⟨𝑈𝑛𝑦, 𝑦⟩𝑍(𝑥) = ⟨𝑊𝑥𝑈
𝑛𝑦,𝑊𝑥𝑦⟩𝐿2(S1,𝜎𝑥)

= ⟨𝑉 𝑛𝑓, 𝑓⟩𝐿2(S1,𝜎𝑥) =

∫︁
S1
𝑧𝑛

𝑑𝜇

𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥

= ̂︀𝜇(𝑛)

这说明𝜎𝑦 = 𝜇.

(2). 设𝑦 ∈ ℋ, 如果𝑍(𝑦) ⊥ 𝑍(𝑥), 则

𝜎𝑥+𝑦(𝑛) = ⟨𝑈𝑛(𝑥+ 𝑦), 𝑥+ 𝑦⟩ = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩+ ⟨𝑈𝑛𝑦, 𝑦⟩ = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦(𝑛).

于是𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦. �
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S2.5.4 离散谱与连续谱

定义 2.5.9 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上的酉算子. 我们用ℋ𝑑表示ℋ的所有特征向量线性组合
的闭包, ℋ𝑑 为ℋ的子空间, 称之为ℋ的离散谱空间. 称ℋ𝑐 , ℋ⊥𝑑 为连续谱空间.

显然𝑈ℋ𝑑 = ℋ𝑑 和𝑈ℋ𝑐 = 𝑈ℋ⊥𝑑 = ℋ⊥𝑑 = ℋ𝑐.
设𝜇 为S1 上的正的Borel 测度, 如果存在S1 的可数子集𝐴 满足𝜇(T ∖ 𝐴) = 0, 则称𝜇 是

离散的或者纯原子的; 如果对每个点𝑧 ∈ S1 有𝜇({𝑧}) = 0, 则称𝜇 是连续的. 易见，测度𝜇

为离散的当且仅当存在𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑥𝑖 ∈ S1, 𝑖 ∈ N 使得𝜇 =
∑︀

𝑖∈N 𝑎𝑖𝛿𝑥𝑖 ,
∑︀

𝑖∈N 𝑎𝑖 <∞.

命题 2.5.10 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上的酉算子, ℋ𝑑 为ℋ 的离散谱空间. 则

1. 对𝑥 ∈ ℋ ∖ {0}, 𝑥 ∈ ℋ𝑑 当且仅当𝜎𝑥 为离散的.

2. 对𝑥 ∈ ℋ ∖ {0}, 𝑥 ∈ ℋ𝑐 当且仅当𝜎𝑥 为连续的.

证明. (i) 首先,我们说明如果𝑥 ∈ ℋ𝑑, 则𝜎𝑥为离散的. 设𝑥 ∈ ℋ𝑑,则𝑥可以写为

𝑥 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝑥𝑖,

其中𝐼为可数集, 𝑎(𝑖) ∈ C, 𝑥𝑖为具有特征值𝜆𝑖的特征向量且⟨𝑥𝑖, 𝑥𝑗⟩ = 0当𝑖 ̸= 𝑗 ∈ 𝐼, 以及∑︁
𝑖∈𝐼
|𝑎(𝑖)|2||𝑥𝑖||2 < +∞.

因此𝑈𝑛𝑥 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎(𝑖)𝜆𝑛𝑖 𝑥𝑖以及

∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜎𝑥(𝑧) = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩ =

∑︁
𝑖∈𝐼
|𝑎(𝑖)|2𝜆𝑛𝑖 ||𝑥𝑖||2.

这样由Herglotz定理可得

𝜎𝑥 =
∑︁
𝑖∈𝐼
|𝑎(𝑖)|2||𝑥𝑖||2𝛿𝜆𝑖 ,

其中𝛿𝑧, 𝑧 ∈ S1 表示集中在𝑧上的点测度(即对S1 的每个Borel集𝐴,如果𝑧 ∈ 𝐴则𝛿𝑧(𝐴) = 1,否

则𝛿𝑧(𝐴) = 0). 这样𝜎𝑥是为离散的.

(ii) 其次, 如果𝑥 ∈ ℋ𝑐 = ℋ⊥𝑑 , 则𝜎𝑥 为连续的. 如若不然, 存在𝜆 ∈ S1 使得𝜎𝑥({𝜆}) > 0,

这说明𝛿𝜆 ≪ 𝜎𝑥, 因此由命题2.5.8知存在𝑦 ∈ 𝑍(𝑥) 使得𝜎𝑦 = 𝛿𝜆. 于是

⟨𝑈𝑛𝑦, 𝑦⟩ =

∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝛿𝜆(𝑧) = 𝜆𝑛, ∀𝑛 ∈ Z.

尤其‖𝑦‖2 = ⟨𝑦, 𝑦⟩ = 1, ⟨𝑈𝑦, 𝑦⟩ = 𝜆. 进而

⟨𝑈𝑦 − 𝜆𝑦, 𝑈𝑦 − 𝜆𝑦⟩ = ⟨𝑈𝑦,𝑈𝑦⟩ − 𝜆⟨𝑈𝑦, 𝑦⟩ − 𝜆⟨𝑈𝑦, 𝑦⟩+ ⟨𝑦, 𝑦⟩

= 2⟨𝑦, 𝑦⟩ − 2|𝜆|2 = 2− 2 = 0.
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即𝑈𝑦 = 𝜆𝑦. 于是

𝑦 ∈ ℋ𝑑 ∩ 𝑍(𝑥) ⊆ ℋ𝑑 ∩ℋ⊥𝑑 = {0}.

因此𝑦 = 0, 这与𝜎𝑦 = 𝛿𝜆不为零测度相矛盾.

(iii) 设𝑥 ∈ ℋ, 则存在𝑥𝑑 ∈ ℋ𝑑, 𝑥𝑐 ∈ ℋ⊥𝑑 使得𝑥 = 𝑥𝑑 + 𝑥𝑐. 由于𝑍(𝑥𝑑) ⊥ 𝑍(𝑥𝑐), 从命

题2.5.8的性质(2)知𝜎𝑥 = 𝜎𝑥𝑑 + 𝜎𝑥𝑐 .现在,由上面的(i)和(ii)知：如果𝑥𝑑 ̸= 0则𝜎𝑥𝑑 为离散的;

如果𝑥𝑐 ̸= 0 则𝜎𝑥𝑐 为连续的.

因此如果𝜎𝑥 为离散的,则𝜎𝑥𝑐 为零测度,即𝑥𝑐 = 0和𝑥 = 𝑥𝑑 ∈ ℋ𝑑;同理,如果𝜎𝑥 为连续

的, 则𝑥 ∈ ℋ⊥𝑑 . 这就完成了命题的证明. �

注记 2.5.11 从上面定理证明可以看出, 𝑥为以𝜆为特征值的特征向量当且仅当𝜎𝑥 = ||𝑥||2𝛿𝜆.

定理 2.5.12 (Wiener定理) 设𝑈 为Hilbert空间ℋ 上的酉算子, 𝑥 ∈ ℋ. 则以下陈述彼此等
价

1. 𝑥 ∈ ℋ𝑐.

2. lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩|2 = 0.

3. 对每个𝑦 ∈ ℋ, lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑦⟩|2 = 0.

4. 存在𝑆 ⊆ Z+, 𝑑(𝑆) = 1 使得对每个𝑦 ∈ ℋ, lim
𝑆∋𝑛→+∞

⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑦⟩ = 0.

证明. (4)⇒ (3)⇒ (2) 是明显成立的.

(2)⇔ (1) 首先, 对每个𝑧 ∈ T我们有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛 = 𝛿1({𝑧}).

因此

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩|2

= lim
𝑁→∞

∫︁
S1×S1

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

(𝑧1𝑧2)
𝑛𝑑𝜎𝑥 × 𝜎𝑥(𝑧1, 𝑧2)

=

∫︁
S1×S1

𝛿1({𝑧1𝑧2})𝑑𝜎𝑥 × 𝜎𝑥(𝑧1, 𝑧2)

=

∫︁
S1

∫︁
S1
𝛿1({𝑧1𝑧2})𝑑𝜎𝑥(𝑧1)𝑑𝜎𝑥(𝑧2)

=

∫︁
S1
𝜎𝑥({𝑧2})𝑑𝜎𝑥(𝑧2).

(2.5.4)
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这就说明

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩|2 = 0

当且仅当𝜎𝑥({𝑧2}) = 0对每个𝑧2 ∈ S1成立, 即(1)⇔ (2).

(2)⇒ (4) 假设(2)成立.令

ℋ𝑥 = {𝑦 ∈ ℋ : lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑦⟩|2 = 0}

则容易验证ℋ𝑥 为ℋ的𝑈不变的闭子空间. 因𝑥 ∈ ℋ𝑥, 𝑍(𝑥) ⊆ ℋ𝑥. 显然𝑍(𝑥)⊥ ⊆ ℋ𝑥. 这说

明ℋ𝑥 = ℋ.

由于ℋ 为可分空间, 取ℋ 的可数稠密子集{𝑦′𝑗}𝑗∈N. 令𝑦𝑗 =
𝑦′𝑗
||𝑦′𝑗 ||

, 如果𝑦′𝑗 ̸= 0, 否则

令𝑦𝑗 = 0. 设

𝑎𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

2𝑗
|⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑦𝑗⟩|2, ∀𝑛 ∈ Z+.

因ℋ𝑥 = ℋ, lim
𝑁→+∞

1
𝑁

∑︀𝑁
𝑛=1 |𝑎𝑛| = 0. 现在利用引理2.4.6知存在𝑆 ⊆ N, 𝑑(𝑆) = 1 使得

lim
𝑆 ̸∋𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0.

通过简单的逼近讨论, 便可获得(4). �

S2.5.5 几乎周期向量

定义 2.5.13 设𝑈为Hilbert空间ℋ上的酉算子, 我们把满足{𝑈𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ Z}为ℋ的紧子集的向
量𝑥 称为几乎周期向量或者紧向量.

我们用ℋ𝑎𝑝 记全体的几乎周期向量组成的集合. 注意到两个几乎周期向量的线性组

合仍为几乎周期向量,我们不难说明ℋ𝑎𝑝 为ℋ的闭子空间. 显然特征向量为几乎周期向量,

进而ℋ𝑑 ⊆ ℋ𝑎𝑝. 事实上, 以下定理说明相反的包含关系也是成立的.

定理 2.5.14 设𝑈为Hilbert空间ℋ上的酉算子.则ℋ𝑎𝑝 = ℋ𝑑.

证明. 我们只需证明ℋ𝑎𝑝 ⊆ ℋ𝑑. 任取𝑥 ∈ ℋ𝑎𝑝, 将𝑥 分解为𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 满足𝑥1 ∈ ℋ𝑑 ⊆ ℋ𝑎𝑝
和𝑥2 ∈ ℋ⊥𝑑 . 显然也有𝑥2 = 𝑥− 𝑥1 ∈ ℋ𝑎𝑝. 如果我们能说明𝑥2 = 0, 则𝑥 = 𝑥1 ∈ ℋ𝑑, 这就完成
了证明.

如果𝑥2 ̸= 0, 则𝜖 = ||𝑥2||
2 > 0. 因{𝑈𝑛𝑥2 : 𝑛 ∈ Z} 为ℋ 的紧子集, 存在𝑁 ∈ N 使得对每

个𝑛 ∈ N 有
min

𝑘∈{0,1,··· ,𝑁}
||𝑈𝑛𝑥2 − 𝑈𝑘𝑥2|| < 𝜖. (2.5.5)

进而, 我们能够找到𝑘 ∈ {0, 1, · · · , 𝑁} 使得集合

𝐹 = {𝑛 ∈ Z+ : ||𝑈𝑛𝑥2 − 𝑈𝑘𝑥2|| < 𝜖}
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满足𝑑(𝐹 ) = lim inf
𝑚→∞

|𝐹 ∩ [0,𝑚− 1]|
𝑚

> 0.

注意到当𝑛 ∈ 𝐹 ,

|⟨𝑈𝑛𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩|

= |⟨𝑈𝑘𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩+ ⟨𝑈𝑛𝑥2 − 𝑈𝑘𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩|

= |||𝑥2||2 + ⟨𝑈𝑛𝑥2 − 𝑈𝑘𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩|

≥ ||𝑥2||2 − |⟨𝑈𝑛𝑥2 − 𝑈𝑛𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩|

≥ ||𝑥2||2 − ||𝑈𝑛𝑥2 − 𝑈𝑘𝑥2|| · ||𝑈𝑘𝑥2||

≥ ||𝑥2||2 − 𝜖||𝑥2|| = 𝜖||𝑥2||,

(2.5.6)

我们有

lim sup
𝑚→∞

1

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑛=0

|⟨𝑈𝑛𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩|2

≥ lim inf
𝑚→∞

1

𝑚

∑︁
𝑛∈𝐹∩[0,𝑚−1]

|⟨𝑈𝑛𝑥2, 𝑈𝑘𝑥2⟩|2

≥ lim inf
𝑚→∞

1

𝑚

∑︁
𝑛∈𝐹∩[0,𝑚−1]

𝜖2||𝑥2||2 (由(2.5.6))

= 𝑑(𝐹 )𝜖2||𝑥2||2 > 0.

(2.5.7)

这与𝑥2 ∈ ℋ⊥𝑑相矛盾(参见定理2.5.12的性质(3)). �

下面我们回到Koopman-von Neumann谱混合定理（定理2.5.4）. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆

保测系统. 在可分的复Hilbert空间ℋ = 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) 上, 对酉算子𝑈𝑇 : ℋ → ℋ, 𝑓 ↦→ 𝑓 ∘ 𝑇 运
用定理2.5.12和定理2.5.14即可得Koopman-von Neumann谱混合定理.

S2.5.6 Kronecker 代数

下面我们进一步研究ℋ𝑑. 首先我们需要一个经典结论(参见[203, 定理1.2])：

定理 2.5.15 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, ℋ1是由𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)中有界函数构成的复共轭不变

的代数.则存在𝒳 的子𝜎代数𝒜 使得ℋ1 = 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇). 进而如果𝑇可逆且ℋ1 为𝑈𝑇 不变的,

则𝒜 为𝑇 不变的.

证明. 设𝒜为𝒳中由

𝒟 = {𝑓−1(𝐵) : 𝑓 ∈ ℋ1, 𝐵为R 的Borel 子集}

生成的最小的𝜎代数. 显然, ℋ1 ⊆ 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇). 由于𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇)为𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)的闭线性子空

间, cl(ℋ1) ⊆ 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇).
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对于反向的包含关系𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇) ⊆ ℋ1,由于ℋ1为𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)的闭线性子空间以及𝒜可
测的特征函数的线性组合在𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇)中稠密, 我们只需证明：如果𝐴 ∈ 𝒜, 则特征函

数1𝐴 ∈ ℋ1. 设

𝒟1 = {𝐴1 ∩ · · · ∩𝐴𝑛 : 𝐴1, · · · , 𝐴𝑛 ∈ 𝒟}

和𝒟0为𝒟1中有限个互不相交元素的并构成的集族.则𝒟0为由𝒟生成的代数.

因代数𝒟0生成了𝜎代数𝒜,我们只需证明：如果𝐴 ∈ 𝒟0,则特征函数1𝐴 ∈ ℋ1即可.进而,

因𝒟0的每个元素可以表示为𝒟1中有限个互不相交元素的并, 我们只需证明：如果𝐴 ∈ 𝒟1,

则特征函数1𝐴 ∈ ℋ1 即可.

设𝑓𝑖 ∈ ℋ1, 𝑅𝑖 = ||𝑓𝑖||∞以及𝐵𝑖 ⊆ [−𝑅𝑖, 𝑅𝑖]为R的Borel子集, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘. 设𝑔𝑖(𝑥) =

1𝐵𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘. 则对每个𝑔𝑖, 存在R 上的多项式序列𝑃𝑖,𝑛使得

lim
𝑛→+∞

𝑃𝑖,𝑛(𝑥) = 1𝐵𝑖(𝑥)

对𝑥 ∈ [−𝑅𝑖, 𝑅𝑖]成立. 现在, 因ℋ1为代数,易见
∏︀𝑘
𝑖=1 𝑃𝑖,𝑛 ∘ 𝑓𝑖 ∈ ℋ1. 令𝑛→ +∞, 我们有

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑃𝑖,𝑛 ∘ 𝑓𝑖(𝑥)→
𝑘∏︁
𝑖=1

𝑔𝑖 ∘ 𝑓𝑖(𝑥)

对𝜇-a.e. 𝑥 ∈ 𝑋. 当然上述收敛也在𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) 意义下成立, 因此
∏︀𝑘
𝑖=1 𝑔𝑖 ∘ 𝑓𝑖 ∈ ℋ1. 即

1∩𝑘𝑖=1𝑓
−1
𝑖 (𝐵𝑖)

=

𝑘∏︁
𝑖=1

1𝑓−1
𝑖 (𝐵𝑖)

=

𝑘∏︁
𝑖=1

1𝐵𝑖 ∘ 𝑓𝑖 ∈ ℋ1,

这就完成了证明. �

注意到ℋ𝑑 为𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) 的𝑈𝑇 不变和共轭不变的代数𝒜𝑐 的闭包, 从引理2.5.15 我们

知道存在𝒳 的𝑇 不变的子𝜎 代数𝒦𝜇 使得ℋ𝑑 = 𝐿2(𝑋,𝒦𝜇, 𝜇).

定义 2.5.16 我们称𝒦𝜇 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的Kronecker 代数. 对应的系统称为Kronecker 因

子.

由Koopman-von Neumann谱混合定理,我们知系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为离散谱的当且仅当𝒦𝜇 =

𝒳 ; 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为弱混合的当且仅当𝒦𝜇 = 𝒩 = {𝑋, ∅}.

S2.5.7 一些补充

设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 为概率空间, 𝐻(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2(𝑋 × 𝑌, 𝜇× 𝜈). 定义算子

𝐿𝐻 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝜑 ↦→ 𝐻 * 𝜑

𝐻 * 𝜑 =

∫︁
𝑌

𝐻(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝜈(𝑦).

这个算子是紧算子. 如果𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑦, 𝑥),那么算子𝐿𝐻为Hermitian的. 一般把这个算子称为Hilbert-

Schmidt 算子.

在最后一章我们会证明下面定理的推广，在本处我们不再给出证明.
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定理 2.5.17 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统. 那么

1. 如果𝐻 ∈ 𝐿2(𝑋 × 𝑋,𝜇 × 𝜇) 为非常值𝑇 × 𝑇 的函数, 那么𝐿𝐻 的值域有一组𝑇的特征函数组成的

基, 至少有一个是非常值的.

2. 如果𝑓为非零的紧函数, 且设𝑓 ⊗ 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋 ×𝑋.𝜇× 𝜇). 那么E(𝑓 ⊗ 𝑓 |ℐ(𝑇 × 𝑇 )) ̸= 0.

3. 如果紧函数全体是稠密的, 那么{𝐻 * 𝜑 : 𝐻 ∈ 𝐿∞(𝑋 ×𝑋,𝜇× 𝜇), 𝜑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇)} 也是稠密的.

根据上面定理可以得到

定理 2.5.18 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统. 那么

∙ (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是紧的当且仅当(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )具有离散谱.

∙ (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为弱混合当且仅当𝑇 有连续谱.

习 题

1. 运用本节知识证明von Neumann 遍历定理.

2. 完成定理2.5.17的证明.

S2.6 动力系统谱理论简介

S2.6.1 ℳ(S1)概念回顾

设ℳ(S1) 为S1 上全体Borel（复）测度全体. 其上卷积定义为：

𝜇 * 𝜈(𝐸) =

∫︁
S1
𝜇(𝐸 − 𝑡)𝑑𝜈(𝑡)𝑚, 𝜇, 𝜈 ∈ℳ(S1), 𝐸 ∈ ℬ(S1),

模定义为‖𝜇‖ =
∫︀
S1 𝑑|𝜇|, 由此

(︀
ℳ(S1), *, ‖ · ‖

)︀
成为一个代数. 对于𝜇, 其Fourier 系数定义为

�̂�(𝑛) =

∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜇(𝑧), ∀𝑛 ∈ Z.

一个重要的性质是：

𝜇 * 𝜈(𝑛) = �̂�(𝑛)𝜈(𝑛), ∀𝑛 ∈ Z.

把全体离散测度集合记为ℳ𝑑(S1);全体连续测度集合记为ℳ𝑐(S1). 对于任何𝜇 ∈ℳ(S1),
存在唯一的𝜇𝑑 ∈ℳ𝑑(S1) 和𝜇𝑐 ∈ℳ𝑐(S1) 使得

𝜇 = 𝜇𝑑 + 𝜇𝑐.

定义 2.6.1 设𝑚 为S1 上的Lebesgue测度, 如果𝜇 ∈ ℳ(S1) 与𝑚 为奇异的, 那么就称𝜇 为奇

异的；如果𝜇≪ 𝑚, 那么就称𝜇 为绝对连续的.

令𝜇 := 𝜇 * 𝜇 * . . . * 𝜇 (𝑛 次), 如果𝜇𝑛 ⊥ 𝜇𝑚, ∀𝑛 ̸= 𝑚 ∈ N, 那么就称𝜇 具有独立幂

(independent powers).
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根据Riemann-Lebesgue 引理, 我们有：

命题 2.6.2 如果𝜇 ∈ℳ(S1) 为绝对连续的, 那么lim𝑛→∞ �̂�(𝑛) = 0.

定理 2.6.3 (Wiener) 设𝜇 ∈ℳ(S1) 为有限Borel测度. 如果𝐻 为𝐿2(S1, 𝜇) 的𝑉 不变闭子空

间(𝑉 𝐻 = 𝐻)：

𝑉 : 𝐿2(S1, 𝜇)→ 𝐿2(S1, 𝜇), 𝑓(𝑧) ↦→ 𝑧𝑓(𝑧).

那么存在𝐵 ∈ ℬ(S1) 使得

𝐻 = 1𝐵𝐿
2(S1, 𝜇) = {𝑓 ∈ 𝐿2(S1, 𝜇) : 𝑓 |𝐵𝑐 = 0}.

证明. 设

1 = 𝑘 + ℎ, 𝑘 ∈ 𝐻⊥, ℎ ∈ 𝐻.

因为𝐻 为𝑉 不变的, 那么𝑘 ⊥ 𝑉 𝑛ℎ,∀𝑛 ∈ Z, 即∫︁
S1
𝑘(𝑧)ℎ(𝑧)𝑧𝑛𝑑𝜇(𝑧) = 0, ∀𝑛 ∈ Z.

于是𝑘ℎ = 0, 𝑎.𝑒.. 根据1 = 𝑘 + ℎ, 我们有1 = |𝑘|2 + |ℎ|2, 𝑎.𝑒. 由此二式, 存在𝐵 ∈ ℬ(S1) 使
得|𝑘| = 1𝐵𝑐 , |ℎ| = 1𝐵. 但是1 = 𝑘 + ℎ, 我们又得到𝑘 = 1𝐵𝑐 , ℎ = 1𝐵.

由1𝐵 ∈ 𝐻, 我们得到𝑧𝑛1𝐵(𝑧) ∈ 𝐻,∀𝑛 ∈ Z. 由此我们就有

1𝐵𝐿
2(S1, 𝜇) ⊆ 𝐻.

同理

1𝐵𝑐𝐿2(S1, 𝜇) ⊆ 𝐻⊥.

于是𝐻 = 1𝐵𝐿
2(S1, 𝜇). 证毕！ �

S2.6.2 酉算子的谱分解定理

设ℋ 为（可分）Hilbert空间, 𝑈 : ℋ → ℋ上的酉算子. 对于任何𝑥 ∈ ℋ, 因函数𝜑(𝑛) =

⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩ 是正定的, 由Herglotz定理知存在S1 上唯一的非负Borel测度𝜎𝑥 使得

̂︁𝜎𝑥(𝑛) = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩.

我们称𝜎𝑥为𝑥(相对于𝑈)的谱测度. 注意

‖𝜎𝑥‖ = 𝜎𝑥(S1) = ̂︁𝜎𝑥(0) =

∫︁
S1

1𝑑𝜎𝑥 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ = ||𝑥||2.

对于𝑥 ∈ ℋ, 我们用𝑍(𝑥)表示由𝑥生成的循环子空间, 即𝑍(𝑥) 是ℋ 的包含{𝑈𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ Z}
的最小的闭子空间.
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定义 2.6.4 设𝑈𝑖 : ℋ𝑖 → ℋ𝑖, 𝑖 = 1, 2 为Hilbert空间上的酉算子, 如果存在等距满算子𝑊 :

ℋ1 → ℋ2 使得𝑊𝑈1 = 𝑈2𝑊 ,

ℋ1

𝑊
��

𝑈1 // ℋ1

𝑊
��

ℋ2
𝑈2

// ℋ2.

那么我们就称𝑈1, 𝑈2 为酉等价的(unitarily equivalent), 记为𝑈1 ≃ 𝑈2.

根据命题2.5.7, 设𝑈 为Hilbert空间ℋ 上的酉算子和𝑥 ∈ ℋ ∖ {0}. 定义

𝑉𝑥 : 𝐿2(S1, 𝜎𝑥)→ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥) 使得 𝑉𝑥𝑓(𝑧) = 𝑧𝑓(𝑧) (𝑧 ∈ S1),

则𝑉𝑥 为酉算子且𝑊−1𝑥 𝑉𝑥𝑊𝑥 = 𝑈 , 其中𝑊𝑥 : 𝑍(𝑥)→ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥) 为映射𝑈𝑛𝑥 ↦→ 𝑧𝑛 ∈ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥)

的唯一线性等距扩张.

𝑍(𝑥)

𝑊𝑥

��

𝑈 // 𝑍(𝑥)

𝑊𝑥

��
𝐿2(S1, 𝜎𝑥)

𝑉𝑥
// 𝐿2(S1, 𝜎𝑥).

即

𝑈 |𝑍(𝑥) ≃ 𝑉𝑥.

在命题2.5.8 中，我们证明了：

∙ 设𝑥 ∈ ℋ, 如果𝜇 ∈ ℳ(S1) 满足𝜇 ≪ 𝜎𝑥 的有限非负Borel 测度, 那么存在𝑦 ∈ 𝑍(𝑥) 使

得𝜇 = 𝜎𝑦.

∙ 设𝑦 ∈ ℋ, 如果𝑍(𝑦) ⊥ 𝑍(𝑥), 则𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦.

下面我们给出更多性质.

命题 2.6.5 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上酉算子.

1. 设𝑥, 𝑦 ∈ ℋ, 那么𝑈 |𝑍(𝑥) ≃ 𝑈 |𝑍(𝑦) 当且仅当𝜎𝑥 ∼ 𝜎𝑦.

2. 设𝑥, 𝑦 ∈ ℋ, 如果𝑦 ∈ 𝑍(𝑥), 那么𝜎𝑦 ≪ 𝜎𝑥. 其中𝜎𝑦 ∼ 𝜎𝑥 当且仅当𝑍(𝑦) = 𝑍(𝑥) 成立.

3. 设𝑥, 𝑦 ∈ ℋ, 那么𝜎𝑥 ⊥ 𝜎𝑦 蕴含𝑍(𝑥) ⊥ 𝑍(𝑦).

4. 设𝑥, 𝑦 ∈ ℋ, 那么𝜎𝑥 ⊥ 𝜎𝑦 蕴含𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦, 并且

𝑍(𝑥+ 𝑦) = 𝑍(𝑥)
⨁︁

𝑍(𝑦).

5. 设𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℋ. 如果𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍(𝑧), 那么𝑍(𝑥) ⊥ 𝑍(𝑦) 蕴含𝜎𝑥 ⊥ 𝜎𝑦.
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6. 设𝑈𝑖 为ℋ𝑖 上酉算子（𝑖 = 1, 2）, 𝑥𝑖 ∈ ℋ𝑖. 如果𝑈1 ≃ 𝑈2 并且𝑈1|𝑍(𝑥1) ≃ 𝑈2|𝑍(𝑥2), 那么

𝑈1|𝑍(𝑥1)⊥ ≃ 𝑈2|𝑍(𝑥2)⊥ .

证明. (1) 由𝑈 |𝑍(𝑥) ≃ 𝑉𝑥 以及𝑈 |𝑍(𝑦) ≃ 𝑉𝑦. 我们仅需证明𝑉𝑥 ≃ 𝑉𝑦 当且仅当𝜎𝑥 ∼ 𝜎𝑦. 设

𝑊 : (𝐿2(S1, 𝜎𝑥), 𝑉𝑥)→ (𝐿2(S1, 𝜎𝑦), 𝑉𝑦)

为酉同构的等距算子. 令𝑓(𝑧) = 𝑊 (1), 那么𝑊𝑉 𝑛
𝑥 1 = 𝑉 𝑛

𝑦 𝑓 , 即

𝑊 (𝑧𝑛) = 𝑓(𝑧)𝑧𝑛, ∀𝑛 ∈ Z.

由此我们得到

𝑊 (𝑔) = 𝑓𝑔, ∀𝑔 ∈ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥).

尤其对于任何𝐴 ∈ ℬ(S1), 𝑊 (1𝐴) = 𝑓1𝐴. 因为𝑊 等距, 所以

𝜎𝑥(𝐴) =

∫︁
𝐴
|𝑓 |2𝑑𝜎𝑦.

这样就有𝜎𝑥 ≪ 𝜎𝑦. 同理𝜎𝑦 ≪ 𝜎𝑥. 于是就有𝜎𝑥 ∼ 𝜎𝑦.
反之, 设𝜎𝑥 ∼ 𝜎𝑦. 令

𝑊 : (𝐿2(S1, 𝜎𝑥), 𝑉𝑥)→ (𝐿2(S1, 𝜎𝑦), 𝑉𝑦), 𝑔 ↦→ 𝑔

√︃
𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑦

.

容易验证在𝑊 下, 𝑉𝑥 ≃ 𝑉𝑦.

(2) 设𝑊𝑥 : (𝑍(𝑥), 𝑈) → (𝐿2(S1, 𝜎𝑥), 𝑉𝑥) 为前面定义的酉等价, 即𝑈𝑛𝑥 ↦→ 𝑧𝑛. 我们将

问题转换到(𝐿2(S1, 𝜎𝑥), 𝑉𝑥) 上处理. 设𝑓 = 𝑊𝑥(𝑦). 因为1 = 𝑊𝑥(𝑥), 于是命题等价于证

明：𝜎𝑓 ≪ 𝜎𝑥, 并且𝜎𝑓 ∼ 𝜎𝑥 当且仅当𝑍(𝑓) = 𝑍(1) (在空间𝐿2(S1, 𝜎𝑥) 中). 因为∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜎𝑓 = ̂︁𝜎𝑓 (𝑛) = ⟨𝑉 𝑛

𝑥 𝑓, 𝑓⟩ =

∫︁
S1
𝑧𝑛|𝑓 |2𝑑𝜎𝑥,

所以𝑑𝜎𝑓 = |𝑓 |2𝑑𝜎𝑥 ≪ 𝑑𝜎𝑥.

如果𝑍(𝑓) = 𝑍(1), 那么根据（1）𝜎𝑓 ∼ 𝜎𝑥. 如果𝑍(𝑓) 为𝑍(1) = 𝐿2(S1, 𝜎𝑥) 的真子空间,

由它为𝑉𝑥 不变的, 根据Wiener 定理存在𝐵 ∈ ℬ(S1) 使得

𝑍(𝑓) = 1𝐵𝐿
2(S1, 𝜎𝑥), 且 𝜎𝑥(𝐵) < 𝜎𝑥(S1).

于是有𝜎𝑥(S1 ∖𝐵) > 0 且𝜎𝑓 (S1 ∖𝐵) = 0, 即𝜎𝑓 ̸∼ 𝜎𝑥.

(3) 设𝑦 = 𝑦1 + 𝑦2, 其中𝑦2 ∈ 𝑍(𝑥), 𝑦1 ⊥ 𝑍(𝑥). 根据𝑦1 ⊥ 𝑍(𝑥), 易见𝑍(𝑦1) ⊥ 𝑍(𝑥). 由此

易得

⟨𝑈𝑛𝑦, 𝑦⟩ = ⟨𝑈𝑛𝑦1, 𝑦1⟩+ ⟨𝑈𝑛𝑦2, 𝑦2⟩, ∀𝑛 ∈ Z,
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即 ∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜎𝑦 =

∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜎𝑦1 +

∫︁
S1
𝑧𝑛𝑑𝜎𝑦2 , ∀𝑛 ∈ Z.

于是𝜎𝑦 = (𝜎𝑦1 + 𝜎𝑦2) ⊥ 𝜎𝑥. 由𝑦2 ∈ 𝑍(𝑥) 以及(3), 𝜎𝑦2 ≪ 𝜎𝑥. 于是𝜎𝑦2 = 0. 所以𝑦2 = 0, 𝑦 = 𝑦1

且𝑍(𝑦) ⊥ 𝑍(𝑥).

(4) 根据(3), 𝑍(𝑥) ⊥ 𝑍(𝑦). 于是

⟨𝑈𝑛(𝑥+ 𝑦), (𝑥+ 𝑦)⟩ = ⟨𝑈𝑛𝑥, 𝑥⟩+ ⟨𝑈𝑛𝑦, 𝑦⟩, ∀𝑛 ∈ Z.

即
∫︀
S1 𝑧

𝑛𝑑𝜎𝑥+𝑦 =
∫︀
S1 𝑧

𝑛𝑑𝜎𝑥 +
∫︀
S1 𝑧

𝑛𝑑𝜎𝑦, ∀𝑛 ∈ Z. 所以

𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦.

下证明𝑍(𝑥 + 𝑦) = 𝑍(𝑥)
⨁︀
𝑍(𝑦). 因为𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 以及𝜎𝑥 ⊥ 𝜎𝑦, 我们有

𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

∈

𝐿1(S1, 𝜎𝑥+𝑦) 为特征函数，并且易见
∫︁
S1

𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

𝑑𝜎𝑥 =

∫︁
S1

1𝑑𝜎𝑥.

对于任何𝜀 > 0, 取多项式𝑝(𝑧) 使得⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

− 𝑝(𝑧)

⃦⃦⃦⃦2
2

=

∫︁
S1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

− 𝑝(𝑧)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑥+𝑦 < 𝜀.

注意 ∫︁
S1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

− 𝑝(𝑧)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑥+𝑦

=

∫︁
S1

(︀ 𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

)︀2
𝑑𝜎𝑥+𝑦 − 2Re

∫︁
S1
𝑝(𝑧)

𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

𝑑𝜎𝑥+𝑦 +

∫︁
S1
|𝑝(𝑧)|2𝑑𝜎𝑥+𝑦

=

∫︁
S1

1𝑑𝜎𝑥 − 2Re

∫︁
S1
𝑝(𝑧)𝑑𝜎𝑥 +

∫︁
S1
|𝑝(𝑧)|2𝑑𝜎𝑥+𝑦.

于是

‖𝑥− 𝑝(𝑈)(𝑥+ 𝑦)‖2

= ⟨𝑥, 𝑥⟩ − 2Re⟨𝑥, 𝑝(𝑈)(𝑥+ 𝑦)⟩+ ‖𝑝(𝑈)(𝑥+ 𝑦)‖2

=

∫︁
S1

1𝑑𝜎𝑥 − 2Re⟨𝑥, 𝑝(𝑈)𝑥⟩+

∫︁
S1
|𝑝(𝑧)|2𝑑𝜎𝑥+𝑦

=

∫︁
S1

1𝑑𝜎𝑥 − 2Re

∫︁
S1
𝑝(𝑧)𝑑𝜎𝑥 +

∫︁
S1
|𝑝(𝑧)|2𝑑𝜎𝑥+𝑦

=

∫︁
S1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜎𝑥
𝑑𝜎𝑥+𝑦

− 𝑝(𝑧)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑥+𝑦 < 𝜀.

由于𝜀 任意, 所以𝑥 ∈ 𝑍(𝑥+ 𝑦). 同理得到𝑦 ∈ 𝑍(𝑥+ 𝑦). 于是𝑍(𝑥)
⨁︀
𝑍(𝑦) ⊆ 𝑍(𝑥+ 𝑦).

反之, 如果存在𝑣 ∈ 𝑍(𝑥+ 𝑦) 且𝑣 ⊥
(︁
𝑍(𝑥)

⨁︀
𝑍(𝑦)

)︁
, 那么对于任何𝜀 > 0, 取多项式𝑝(𝑧)

使得‖𝑣 − 𝑝(𝑈)(𝑥+ 𝑦)‖2 < 𝜀. 根据𝑣 ⊥
(︁
𝑍(𝑥)

⨁︀
𝑍(𝑦)

)︁
, 上式化为

‖𝑣‖2 + ‖𝑝(𝑈)(𝑥+ 𝑦)‖2 < 𝜀.
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尤其‖𝑣‖2 < 𝜀. 因为𝜀 任意, 所以𝑣 = 0. 所以𝑍(𝑥+ 𝑦) = 𝑍(𝑥)
⨁︀
𝑍(𝑦).

(5) 设𝑊𝑧 : (𝑍(𝑧), 𝑈)→ (𝐿2(S1, 𝜎𝑧), 𝑉𝑧) 为酉等价的同构, 设𝑓 = 𝑊𝑧(𝑥), 𝑔 = 𝑊𝑧(𝑦). 等价

地, 我们需要证明：𝑍(𝑓) ⊥ 𝑍(𝑔), 那么𝜎𝑓 ⊥ 𝜎𝑔. 根据Wiener 定理, 存在𝐴,𝐵 ∈ ℬ(S1) 使得

𝑍(𝑓) = 1𝐴𝐿
2(S2, 𝜎𝑧), 𝑍(𝑔) = 1𝐵𝐿

2(S2, 𝜎𝑧).

因为𝑍(𝑓) ⊥ 𝑍(𝑔), 𝜎𝑧(𝐴 ∩𝐵) = 0. 因为𝑑𝜎𝑓 = |𝑓 |2𝑑𝜎𝑧, 𝑑𝜎𝑔 = |𝑔|2𝑑𝜎𝑧, 我们就得到𝜎𝑓 ⊥ 𝜎𝑔.

(6) 因为酉等价为等价关系, 我们不妨设ℋ1 = ℋ2 = ℋ且𝑈1 = 𝑈2 = 𝑈 . 于是我们需要

证明：设𝑥, 𝑦 ∈ ℋ, 如果𝑈 |𝑍(𝑥) ≃ 𝑈 |𝑍(𝑦), 那么𝑈 |𝑍(𝑥)⊥ ≃ 𝑈 |𝑍(𝑦)⊥
因为𝑈 |

𝑍(𝑥)+𝑍(𝑦)
≃ 𝑈 |

𝑍(𝑥)+𝑍(𝑦)
, 我们可以假设ℋ = 𝑍(𝑥) + 𝑍(𝑦). 取𝑦0, 𝑦1 ∈ 𝑍(𝑦) 使得

𝜎𝑦 = 𝜎𝑦0 + 𝜎𝑦1 , 𝜎𝑦0 ≪ 𝜎𝑥, 𝜎𝑦1 ⊥ 𝜎𝑥.

于是𝑍(𝑦) = 𝑍(𝑦0)
⨁︀
𝑍(𝑦1).

接着我们分解𝜎𝑥. 如果𝜎𝑥 = 𝜇 + 𝜈 使得𝜇 ≪ 𝜎𝑦0 , 𝜈 ⊥ 𝜎𝑦0，那么由𝜎𝑦0 ≪ 𝜎𝑥 有𝜎𝑦0 ≪ 𝜇,

继而𝜇 ∼ 𝜎𝑦0 . 这就意味着存在𝜑 ∈ 𝐿2(𝜎𝑦0) 使得𝜇 = |𝜑|2𝜎𝑦0 = 𝜎𝜑(𝑈)𝑦0 . 令𝑦′0 = 𝜑(𝑈)𝑦0. 那么

我们有𝜎𝑦′0 ≪ 𝜎𝑥 并且𝑍(𝑦′0) = 𝑍(𝑦0). 由此分析，我们可以取𝑦0 ∈ 𝑍(𝑦) 使得存在𝑥0 ∈ 𝑍(𝑥)

满足

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦0 + 𝜎𝑥0 , 𝜎𝑥0 ⊥ 𝜎𝑦0 ,

并且𝑍(𝑥) = 𝑍(𝑦0)
⨁︀
𝑍(𝑥0). 于是我们得到分解

ℋ = 𝑍(𝑥0)
⨁︁

𝑍(𝑦0)
⨁︁

𝑍(𝑦1).

由假设以及(1)我们有𝑈 |𝑍(𝑥) ≃ 𝑈 |𝑍(𝑦) ⇔ 𝜎𝑥 ∼ 𝜎𝑦. 根据构造

𝜎𝑥 ∼ 𝜎𝑦 ⇔ 𝜎𝑥0 ∼ 𝜎𝑦1 .

根据(1), 这意味着

𝑈 |𝑍(𝑥0) ≃ 𝑈 |𝑍(𝑦1),

此即为所需证明的. �

注记 2.6.6 𝑍(𝑥) ⊥ 𝑍(𝑦) 能蕴含𝜎𝑥+𝑦 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦, 但是推不出𝜎𝑥 ⊥ 𝜎𝑦.

定义 2.6.7 设𝜇 ∈ℳ(S1), 称{𝜈 ∈ℳ(S1) : 𝜈 ∼ 𝜇} 为𝜇 的型 (type of 𝜇).

定理 2.6.8 (谱分解定理形式I) 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上的酉算子, 那么存在{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℋ
使得

1. ℋ =
⨁︀∞

𝑛=1 𝑍(𝑥𝑛), 并且𝑍(𝑥𝑖) ⊥ 𝑍(𝑥𝑗), ∀𝑖 ̸= 𝑗 ∈ N;

2. 𝜎𝑥1 ≫ 𝜎𝑥2 ≫ 𝜎𝑥3 ≫ . . . .
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对于任何满足条件的另外一组{𝑥′𝑛}∞𝑛=1, 我们有𝜎𝑥𝑛 ∼ 𝜎𝑥′𝑛 ,∀𝑛 ∈ N.

注记 2.6.9 在定理表述中, 为了简单起见我们直接使用可数序列{𝑥𝑛}∞𝑛=1, 并且要求𝑥𝑖 ̸=
𝑥𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗 ∈ N. 事实上, 可能出现序列是有限的, 此时我们不再引入新的记号, 直接按照有

限序列理解定理.

证明.一个循环子空间𝑍(𝑥) 称为最大的, 是指它不真包含在更大的循环子空间中. 易见

(1) 根据命题2.6.5-(5), 𝑍(𝑥) 为最大的当且仅当对于任何𝑦 ∈ ℋ 成立𝜎𝑦 ≪ 𝜎𝑥.

(2) 根据Zorn 引理, 对于任何𝑥 ∈ ℋ 存在一个最大循环子空间包含它.

下面开始证明定理. 首先取ℋ的可数集稠密子集{𝑦𝑛}𝑛∈N. 取最大循环子空间𝑍(𝑥1)包

含𝑦1. 如果ℋ = 𝑍(𝑥1), 则证明结束, 否则设

𝑛2 = min{𝑛 ∈ N : 𝑦𝑛 ̸∈ 𝑍(𝑥1)} ≥ 2.

设𝑦⊥𝑛2
为𝑦𝑛1 在𝑍(𝑥1)

⊥ 上投射,取(𝑍(𝑥1)
⊥, 𝑈 |𝑍(𝑥1)⊥)中包含𝑦⊥𝑛2

的最大循环子空间𝑍(𝑥2). 则

𝑦1, . . . , 𝑦𝑛2 ∈ 𝑍(𝑥1)
⨁︁

𝑍(𝑥2), 𝜎𝑥1 ≫ 𝜎𝑥2 .

如果ℋ = 𝑍(𝑥1)
⨁︀
𝑍(𝑥2) 则证明结束, 否则取

𝑛3 = min{𝑛 ∈ N : 𝑦𝑛 ̸∈ 𝑍(𝑥1)
⨁︁

𝑍(𝑥2)} ≥ 3.

设𝑦⊥𝑛3
为𝑦𝑛3 在

(︀
𝑍(𝑥1)

⨁︀
𝑍(𝑥2)

)︀⊥
上投射, 取

(︂(︀
𝑍(𝑥1)

⨁︀
𝑍(𝑥2)

)︀⊥
, 𝑈 |(︀

𝑍(𝑥1)
⨁︀
𝑍(𝑥2)

)︀⊥)︂ 中包
含𝑦⊥𝑛3

的最大循环子空间𝑍(𝑥3). 于是

𝑦1, . . . , 𝑦𝑛3 ∈ 𝑍(𝑥1)
⨁︁

𝑍(𝑥2)
⨁︁

𝑍(𝑥3), 𝜎𝑥1 ≫ 𝜎𝑥2 ≫ 𝜎𝑥3 .

归纳的, 设𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, 𝑛𝑘 ≥ 𝑘 已经确定使得

𝑦1, . . . , 𝑦𝑛𝑘
∈ 𝑍(𝑥1)

⨁︁
. . .
⨁︁

𝑍(𝑥𝑘), 𝜎𝑥1 ≫ 𝜎𝑥2 ≫ . . .≫ 𝜎𝑥𝑘 .

如果ℋ = 𝑍(𝑥1)
⨁︀
. . .
⨁︀
𝑍(𝑥𝑘) 则证明结束, 否则取

𝑛𝑘+1 = min{𝑛 ∈ N : 𝑦𝑛 ̸∈ 𝑍(𝑥1)
⨁︁

. . .
⨁︁

𝑍(𝑥𝑘)} ≥ 𝑘 + 1.

设𝑦⊥𝑛𝑘+1
为𝑦𝑛𝑘+1

在
(︀
𝑍(𝑥1)

⨁︀
. . .
⨁︀
𝑍(𝑥𝑘)

)︀⊥
上投射,取

(︂(︀⨁︀𝑘
𝑗=1 𝑍(𝑥𝑗)

)︀⊥
, 𝑈 |(︀⨁︀𝑘

𝑗=1 𝑍(𝑥𝑗)
)︀⊥)︂中

包含𝑦⊥𝑛𝑘+1
的最大循环子空间𝑍(𝑥𝑘+1). 于是

𝑦1, . . . , 𝑦𝑛𝑘+1
∈ 𝑍(𝑥1)

⨁︁
. . .
⨁︁

𝑍(𝑥𝑘+1), 𝜎𝑥1 ≫ 𝜎𝑥2 ≫ . . .≫ 𝜎𝑥𝑘+1
.

根据归纳法, 我们得到序列{𝑥𝑛}∞𝑛=1 (有可能只有有限项), 使得

{𝑦𝑛}∞𝑛=1 ⊆
∞⨁︁
𝑛=1

𝑍(𝑥𝑛), 𝜎𝑥1 ≫ 𝜎𝑥2 ≫ 𝜎𝑥3 ≫ . . . ,
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并且𝑍(𝑥𝑖) ⊥ 𝑍(𝑥𝑗), ∀𝑖 ̸= 𝑗 ∈ N. 因为{𝑦𝑛}∞𝑛=1 为ℋ 稠密子集, 所以ℋ =
⨁︀∞

𝑛=1 𝑍(𝑥𝑛).

下证唯一性. 设{𝑥′𝑛}∞𝑛=1 为满足条件的另外一组向量. 因为𝑍(𝑥1) 与𝑍(𝑥2) 都是最大

循环子空间, 所以𝜎𝑥1 ∼ 𝜎𝑥′1 . 于是根据命题2.6.5-(1), 𝑈 |𝑍(𝑥1) ≃ 𝑈 |𝑍(𝑥′1). 根据命题2.6.5-(7),

𝑈 |𝑍(𝑥1)⊥ ≃ 𝑈 |𝑍(𝑥′1)⊥ . 对于(𝑍(𝑥1)
⊥, 𝑈 |𝑍(𝑥1)⊥) 和(𝑍(𝑥′1)

⊥, 𝑈 |𝑍(𝑥′1)⊥) 重复上面论证, 可以得

到𝜎𝑥2 ∼ 𝜎𝑥′2 , 以及𝑈 |(𝑍(𝑥1)⊕𝑍(𝑥2))⊥ ≃ 𝑈 |(𝑍(𝑥′1)⊕𝑍(𝑥′2))⊥ . 归纳地就可以证明{𝑥𝑛} 与{𝑥
′
𝑛} 个数

一致, 且𝜎𝑥𝑛 ∼ 𝜎𝑥′𝑛 ,∀𝑛 ∈ N. �

注记 2.6.10 根据定理2.6.8, (ℋ, 𝑈) 酉等价于(
⨁︀∞

𝑛=1 𝐿
2(S1, 𝜎𝑥𝑛), 𝑉 ):

𝑉 (𝑓1, 𝑓2, . . .)(𝑧1, 𝑧2, . . .) = (𝑧1𝑓1(𝑧1), 𝑧2𝑓2(𝑧2), . . .), ∀(𝑓𝑛)𝑛 ∈
∞⨁︁
𝑛=1

𝐿2(S1, 𝜎𝑥𝑛).

定义 2.6.11 设𝑈 为Hilbert 空间上的酉算子, 定理2.6.8 中𝜎𝑥1 的谱型[𝜎𝑥1 ] 称为算子𝑈 的

最大谱型（maximal spectral type）, 也把它记为[𝜎𝑈 ]. {[𝜎𝑥𝑛 ]}∞𝑛=1 称为𝑈 的谱序列 (spectral

sequence).

设{[𝜎𝑥𝑛 ]}∞𝑛=1 为𝑈 的谱序列, 令

𝐴𝑛 = supp
𝑑𝜎𝑥𝑛
𝑑𝜎𝑈

.

那么我们得到Borel集序列：

𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ . . . .

令

𝑀𝑈 =
∞∑︁
𝑛=1

1𝐴𝑛 : S1 → N ∪ {∞},

称之为重数函数 (multiplicity function).

定理 2.6.12 在酉等价意义下, 𝑈 : ℋ → ℋ 由它的最大谱型[𝜎𝑈 ] 和重数函数𝑀𝑈 唯一决定.

证明. 已知𝜎𝑈 ,𝑀𝑈 , 令

𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ S1 : 𝑀𝑈 (𝑥) ≥ 𝑛}.

则

𝜇𝑛 =

∫︁
S1

1𝐴𝑛𝑑𝜎𝑈 ∼ 𝜎𝑥𝑛 .

于是(ℋ, 𝑈) 酉等价于(
⨁︀∞

𝑛=1 𝐿
2(S1, 𝜇𝑛), 𝑉 ), 𝑉 的定义见注记2.6.10. �

定义 2.6.13 称算子𝑈 为离散/ 连续/ 奇异/ 绝对连续/ Lebesgue 的,是指𝜎𝑈 为离散/连

续/ 𝜎𝑈 ⊥ 𝑚 / 𝜎𝑈 ≪ 𝑚 / 𝜎𝑈 ∼ 𝑚, 其中𝑚 为Lebsgue 测度.
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定义 2.6.14 设𝑈 为酉算子, 称esssup𝑀𝑈 为𝑈 的谱重数(spectral multiplicity of 𝑈). 如果谱

重数有限, 那么称𝑈 具有有限谱重数；如果存在𝑁 ∈ N ∪ {∞} 使得𝑀𝑈 ≡ 𝑁 , 那么称𝑈 具

有𝑁 重齐性谱(homogeneous spectrum of multiplicity 𝑁). 特别地, 如果𝑀𝑈 ≡ 1, 那么称𝑈 具

有简单谱 (simple spectrum).

𝑈 具有可数Lebesgue 谱是指它具有无穷重齐性谱, 并且𝜎𝑈 ∼ 𝑚.

具有有限谱重数当且仅当ℋ =
⨁︀𝑁

𝑛=1 𝑍(𝑥𝑛); 具有𝑁 重齐性谱当且仅当

ℋ =
𝑁⨁︁
𝑛=1

𝑍(𝑥𝑛), 𝜎𝑥1 ∼ . . . ∼ 𝜎𝑥𝑁 .

定理 2.6.15 (谱分解定理形式II) 设𝑈 为Hilbert 空间ℋ 上的酉算子, 那么存在𝐵𝑛 ∈ ℬ(S1)
以及序列𝑥

(𝑘)
𝑛 ∈ ℋ, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 ∈ N ∪ {∞}, 使得

1. {𝐵𝑛}𝑛∈N 为S1 的剖分；

2. ℋ =
⨁︀∞

𝑛=1

⨁︀𝑛
𝑘=1 𝑍(𝑥

(𝑘)
𝑛 ), 其中𝑍(𝑥

(𝑘)
𝑛 ) ⊥ 𝑍(𝑥𝑘

′
𝑛′), (𝑛, 𝑘) ̸= (𝑛′, 𝑘′);

3. 𝜎
𝑥
(1)
𝑛

= 𝜎
𝑥
(2)
𝑛

= . . . = 𝜎
𝑥
(𝑛)
𝑛

:= 𝜎(𝑛), 并且𝜎(𝑛)(S1 ∖𝐵𝑛) = 0;

4.
∑︀∞

𝑛=1 ‖𝜎(𝑛)‖ <∞.

对于任何满足条件的另外一组{𝑦(𝑘)𝑛 }, 我们有𝜎
𝑥
(𝑘)
𝑛
∼ 𝜎

𝑦
(𝑘)
𝑛
,∀𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 ∈ N.

证明. 如果定理成立, 令

𝑥𝑛 =

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑥(𝑘)𝑛 .

那么就得到定理2.6.8.

反之, 设定理2.6.8 成立. 设𝐴𝑛 = supp𝑑𝜎𝑥𝑛𝑑𝜎𝑈
则存在𝑓𝑛 ∈ ℋ 使得

ℋ =

∞⨁︁
𝑛=1

𝑍(𝑓𝑛), 𝜎𝑓𝑛 = 1𝐴𝑛𝜎𝑈 .

令

𝐵𝑛 = 𝐴𝑛 ∖𝐴𝑛+1, 𝐵∞ =

∞⋂︁
𝑛=1

𝐴𝑛.

则{𝐵𝑛}𝑛∈N∪{∞} 为S1 的剖分.

设𝑛 ∈ N ∪ {∞}. 对于1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 取𝑥
(𝑘)
𝑛 ∈ 𝑍(𝑓𝑘) 使得𝜎

𝑥
(𝑘)
𝑛

= 1𝐵𝑛𝜎𝑓𝑘 . 因为𝐴𝑘 ⊃ 𝐴𝑛,

𝜎
𝑥
(𝑘)
𝑛

= 1𝐴𝑛∖𝐴𝑛+1
1𝐴𝑘

𝜎𝑈 = 1𝐴𝑛∖𝐴𝑛+1
𝜎𝑈 ,

并且𝜎
𝑥
(𝑘)
𝑛
不依赖于𝑘. 从而设𝜎(𝑛) = 𝜎

𝑥
(𝑘)
𝑛
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
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根据构造, 对于𝑘 ∈ N
𝑍(𝑥𝑘) =

⨁︁
𝑛≥𝑘

𝑍(𝑥(𝑘)𝑛 ).

于是

ℋ =

∞⨁︁
𝑛=1

𝑍(𝑓𝑛) =

∞⨁︁
𝑛=1

𝑛⨁︁
𝑘=1

𝑍(𝑥(𝑘)𝑛 ).

证毕！ �

根据定理2.6.15, 重数函数为: 当𝑡 ∈ 𝐵𝑛, 则𝑀(𝑡) = 𝑛. 𝑈 具有有限谱重数当且仅当存

在𝑁 ∈ N 使得𝜎(𝑛) = 0, ∀𝑛 ≥ 𝑁 ; 𝑈 具有𝑁 重齐性谱当且仅当𝜎(𝑛) = 0, ∀𝑛 ̸= 𝑁 .

S2.6.3 动力系统的谱

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 那么𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇) 为酉算子. 因为常值函

数总是𝑈𝑇 关于1的特征函数,所以𝑈𝑇 总有离散谱部分,为此一般讨论𝑈𝑇 的谱性质主要针

对下面空间

𝐿2
0(𝑋,𝜇) := C⊥ = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) : ⟨𝑓, 1⟩ =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 = 0}.

定理 2.6.16 1. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历的当且仅当1 为𝑈𝑇 简单特征值, 当且仅当𝜎𝑓 ({0}) =

0, ∀𝑓 ∈ 𝐿2
0(𝑋,𝜇), 即lim𝑁→∞

1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 𝜎𝑓 (𝑛) = 0, ∀𝑓 ∈ 𝐿2

0(𝑋,𝜇).

2. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为弱混合的当且仅当𝜎𝑓 ∈ℳ𝑐(S1),∀𝑓 ∈ 𝐿2
0(𝑋,𝜇),即lim𝑁→∞

1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 |𝜎𝑓 (𝑛)| =

0, ∀𝑓 ∈ 𝐿2
0(𝑋,𝜇).

3. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为强混合的当且仅当lim𝑛→∞ |𝜎𝑓 (𝑛)| = 0,∀𝑓 ∈ 𝐿2
0(𝑋,𝜇).

一个著名的问题是：

问题 2.6.17 (Banach) 是否存在具有简单Lebesgue谱的遍历系统?

S2.7 注记

本章介绍遍历论中最基本的概念和性质,在各种专著中都可以找到相关内容.对于遍

历性、混合性等内容我们采取了[195]中的处理方式. Birkhoff定理的简短证明来自[1],原始

证明参见[22, 23],更多关于Birkhoff定理的证明参见[54, 125, 136]等. 一般群作用下Birkhoff

定理参见Lindenstrauss的工作[148]. Mild 混合是由Furstenberg 和Weiss 引入的, 关于这个

性质的更多性质参见[64, 65, 70, 76]. 关于谱理论参见[82, 145, 161, 156, 165] 等. 更多关

于ℳ(S1) 的性质参见[124, 165]等.



第三章 连分数简介

在这一章中,我们介绍连分数,希望通过这个具体例子更好地解释遍历论如何运用到

其它数学分支中. 在本章中为了简单起, 我们仅考虑非负实数.

S3.1 连分数基本概念

在这一节我们先介绍连分数的基本概念, 在这一节不涉及其上的动力系统性质.

S3.1.1 连分数的定义

如下形式的数称为连分数(continued fraction):

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

𝑎3 +
1

𝑎4 + . . .

(3.1.1)

我们将(3.1.1) 记为

[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . .],

其中𝑎𝑛 ∈ N, ∀𝑛 ≥ 1, 𝑎0 ∈ Z+. 对于有限的情况, 我们用

[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]

来记

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + · · ·
1

𝑎𝑛−1 +
1

𝑎𝑛
.

于是, 我们有

[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] = 𝑎0 +
1

[𝑎1; 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]
.

注意如果𝑎𝑛 ≥ 2, 那么

[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 − 1, 1].

在本节中,我们主要要说明非负实数总是可以连分数展开的. 尤其要证明：非负实数

为有理数当且仅当它的连分数展开是有限的；实数为无理数当且仅当它有(3.1.1) 的展开.

在本节中, 我们还要说明连分数展开提供了很好的有理数逼近无理数的方法.

118
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S3.1.2 基本性质

首先我们有下面重要的命题：

命题 3.1.1 设{𝑎𝑛}𝑛≥0 为满足𝑎0 ∈ Z+, 𝑎𝑛 ∈ N,∀𝑛 ≥ 1. 设

𝑝𝑛

𝑞𝑛
= [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛], 𝑛 ≥ 0, (3.1.2)

其中𝑝𝑛 ≥ 1, 𝑞𝑛 ≥ 1, (𝑝𝑛, 𝑞𝑛) = 1 可以根据下式归纳得到：(︃
𝑝𝑛 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛 𝑞𝑛−1

)︃
=

(︃
𝑎0 1

1 0

)︃(︃
𝑎1 1

1 0

)︃
· · ·

(︃
𝑎𝑛 1

1 0

)︃
,∀𝑛 ≥ 0. (3.1.3)

我们约定𝑝−1 = 1, 𝑞−1 = 0, 𝑝0 = 𝑎0, 𝑞0 = 1.

一般称
𝑝𝑛

𝑞𝑛
为第𝑛 个渐近分数 或第𝑛 个渐近值

证明. 对𝑛进行归纳证明. 𝑛 = 0 是显然的. 假设(3.1.3) 对于0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 − 1 和任何序

列{𝑎𝑗}𝑗≥0 都成立. 对于序列{𝑎𝑗}𝑗≥1 用归纳假设𝑘 − 1 的情况, 我们有

𝑥

𝑦
= [𝑎1; 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑘],

以及 (︃
𝑥 𝑥′

𝑦 𝑦′

)︃
=

(︃
𝑎1 1

1 0

)︃(︃
𝑎2 1

1 0

)︃
· · ·

(︃
𝑎𝑘 1

1 0

)︃
.

于是 (︃
𝑎0 1

1 0

)︃(︃
𝑥 𝑥′

𝑦 𝑦′

)︃
=

(︃
𝑎0 1

1 0

)︃(︃
𝑎1 1

1 0

)︃(︃
𝑎2 1

1 0

)︃
· · ·

(︃
𝑎𝑘 1

1 0

)︃
=

(︃
𝑝𝑘 𝑝𝑘−1

𝑞𝑘 𝑞𝑘−1

)︃
.

即 (︃
𝑎0𝑥+ 𝑦 𝑎0𝑥

′ + 𝑦′

𝑥 𝑥′

)︃
=

(︃
𝑝𝑘 𝑝𝑘−1

𝑞𝑘 𝑞𝑘−1

)︃
.

于是
𝑝𝑘
𝑞𝑘

=
𝑎0𝑥+ 𝑦

𝑥
= 𝑎0 +

𝑦

𝑥
= 𝑎0 +

1

[𝑎1; 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘]
= [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘].

所以结论对于𝑛 = 𝑘 成立. 根据数学归纳法, 结论证毕. �

根据命题3.1.1,(︃
𝑝𝑛+1 𝑝𝑛

𝑞𝑛+1 𝑞𝑛

)︃
=

(︃
𝑝𝑛 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛 𝑞𝑛−1

)︃(︃
𝑎𝑛+1 1

1 0

)︃
=

(︃
𝑎𝑛+1𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1 𝑝𝑛

𝑎𝑛+1𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1 𝑞𝑛

)︃
,
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我们得到

𝑝𝑛+1 = 𝑎𝑛+1𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛+1 = 𝑎𝑛+1𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1, ∀𝑛 ≥ 1.
(3.1.4)

因为𝑎𝑛 ≥ 1,∀𝑛 ≥ 1, 所以

1 = 𝑞0 ≤ 𝑞1 < 𝑞2 < 𝑞3 < . . . . (3.1.5)

由此我们得到

𝑞𝑛 ≥ 2
𝑛−2
2 , ∀𝑛 ≥ 1. (3.1.6)

类似得到

𝑝𝑛 ≥ 2
𝑛−2
2 , ∀𝑛 ≥ 1. (3.1.7)

在(3.1.3)中行列式, 就有

𝑝𝑛𝑞𝑛−1 − 𝑝𝑛−1𝑞𝑛 = (−1)𝑛+1. (3.1.8)

于是得到
𝑝1
𝑞1

= 𝑎0 +
1

𝑞0𝑞1
,

𝑝2
𝑞2

=
𝑝1
𝑞1
− 1

𝑞1𝑞2
= 𝑎0 +

1

𝑞0𝑞1
− 1

𝑞1𝑞2
,

以及

𝑝𝑛
𝑞𝑛

=
𝑝𝑛−1
𝑞𝑛−1

+ (−1)𝑛+1 1

𝑞𝑛−1𝑞𝑛

= 𝑎0 +
1

𝑞0𝑞1
− 1

𝑞1𝑞2
+ . . .+ (−1)𝑛+1 1

𝑞𝑛−1𝑞𝑛
, ∀𝑛 ≥ 1.

(3.1.9)

根据(3.1.9)以及(3.1.6) 我们得到连分数总是绝对收敛到一个实数的：

𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] = lim
𝑛→∞

[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]

= lim
𝑛→∞

𝑝𝑛
𝑞𝑛

= 𝑎0 +

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 1

𝑞𝑛−1𝑞𝑛
, ∀𝑛 ≥ 1.

(3.1.10)

根据(3.1.5), 我们观察到:

𝑝0
𝑞0
<
𝑝2
𝑞2
< . . . <

𝑝2𝑛
𝑞2𝑛

< . . . < 𝑢 < . . . <
𝑝2𝑛+1

𝑞2𝑛+1
< . . . <

𝑝3
𝑞3
<
𝑝1
𝑞1
. (3.1.11)

定义 3.1.2 我们称[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] 为𝑢 的连分数展开.

我们马上会说明任何实数都可以连分数展开, 对于无理数连分数展开是唯一的.
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定理 3.1.3 如果𝑎𝑛 ∈ N, ∀𝑛 ≥ 1, 𝑎0 ∈ Z+, 那么

𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] = lim
𝑛→∞

[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] = lim
𝑛→∞

𝑝𝑛
𝑞𝑛

为无理数.

证明. 否则, 设𝑢 = 𝑎
𝑏 ∈ Q. 根据(3.1.14),

|𝑞𝑛𝑎− 𝑏𝑝𝑛| <
𝑏

𝑎𝑛+1𝑞𝑛
≤ 𝑏

𝑞𝑛
.

因为𝑞𝑛 →∞, 𝑛→∞, 以及𝑞𝑛𝑎− 𝑏𝑝𝑛 ∈ Z, 所以对于充分大的𝑛 有

𝑞𝑛𝑎− 𝑏𝑝𝑛 = 0.

即对于充分大的𝑛,

𝑢 =
𝑎

𝑏
=
𝑝𝑛
𝑞𝑛
.

但是根据引理3.1.1, (𝑝𝑛, 𝑞𝑛) = 1, 以及lim𝑛→∞ 𝑞𝑛 =∞, 这是不可能的.

所以𝑢 ̸∈ Q. �

命题 3.1.4 任何非负无理数𝑢 具有连分数展开[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .], 其中𝑎0 ∈ Z+, 𝑎𝑛 ∈ N, ∀𝑛 ∈ N.
并且映射

𝜑 : Z+ × NN → R, (𝑎0, 𝑎1, . . .) ↦→ 𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .]

是单射，尤其非负无理数连分数展开唯一.

证明. 设(𝑎0, 𝑎1, . . .) ∈ Z+ × NN, 那么𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] > 0. 因为

𝑢 = 𝑎0 +
1

[𝑎1; 𝑎2, 𝑎3, . . .]
,

我们得到

𝑢 ∈ (𝑎0, 𝑎0 +
1

𝑎1
) ⊆ (𝑎0, 𝑎0 + 1).

于是𝑎0 由𝑢 唯一决定. 令𝑢1 =
1

𝑢− 𝑎0
, 则

𝑢1 = 𝑎1 +
1

[𝑎2; 𝑎3, 𝑎4, . . .]
.

所以

𝑢1 ∈ (𝑎1, 𝑎1 +
1

𝑎2
) ⊆ (𝑎1, 𝑎1 + 1).

于是𝑎1 由𝑢1 =
1

𝑢− 𝑎0
, 即由𝑢 唯一决定. 根据此归纳下去, 我们得到𝑎0, 𝑎1, . . . 由𝑢 唯一决

定, 即映射是单射.

根据上面的做法，对于任何非负无理数𝑢 均可以连分数展开. 我们在下一小节引

理3.2.2 中将给出更为严格的证明. �
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注记 3.1.5 1. 根据命题3.1.4的证明,实际提供了一种方法去给出一个数𝑢的连分数展开.

即首先取𝑢 的整数部分[𝑢], 即为𝑎0; 再取𝑎1 =
[︁

1
{𝑢}

]︁
, 其中[·] 表示取整, {·} 表示取小数

部分. 接着往下做就可以得到𝑎2, 𝑎3, . . .. 虽然命题3.1.4是对非负实数进行陈述，但是

根据其证明可以知道任何实数可以连分数展开.

2. 设𝑢 为有理数, 那么它的连分数必为有限项的, 否则与定理3.1.3 矛盾. 于是一个数是

有理数当且仅当连分数展开是有限项的；一个数为无理数当且仅当连分数展开是无

限的. 注意有理数的连分数展开不一定为唯一的；而命题3.1.4 告诉我们无理数的连

分数展开是唯一的.

例 3.1.6 设

𝑢 =

√
5− 1

2
.

注意到
2√

5− 1
=

√
5 + 1

2
∈ (1, 2),

√
5 + 1

2
− 1 =

√
5− 1

2
.

于是如果设

𝑢 =

√
5− 1

2
= [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .]

则𝑎0 = 0, 并且由
2

√
5− 1

=

√
5 + 1

2
∈ (1, 2), 知𝑎1 = 1.

于是

[0; 𝑎2, 𝑎3, . . .] =

√
5 + 1

2
− 1 =

√
5− 1

2
= [0; 𝑎1, 𝑎2, . . .].

于是1 = 𝑎1 = 𝑎2 = . . ., 即

𝑢 =

√
5− 1

2
= [0; 1, 1, 1, . . .].

对于无理数𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .], 有理数
𝑝𝑛
𝑞𝑛
提供了一个快速的有理逼近：

𝑢− 𝑝𝑛
𝑞𝑛

= (−1)𝑛
[︂

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
− 1

𝑞𝑛+1𝑞𝑛+2
+ . . .

]︂
, (3.1.12)

于是结合(3.1.5), ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
. (3.1.13)

由(3.1.4), ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑎𝑛+1𝑞2𝑛
≤ 1

𝑞2𝑛
. (3.1.14)

对于𝑡 ∈ R, 我们记

⟨𝑡⟩ = min
𝑛∈Z
|𝑡− 𝑛|.

根据(3.1.14), 我们得到：
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命题 3.1.7 对于任何𝑢 ∈ R, 存在序列{𝑞𝑛}𝑛∈N 使得𝑞𝑛 →∞, 并且

𝑞𝑛⟨𝑞𝑛𝑢⟩ < 1.

一般而言我们没有

lim inf
𝑛→∞

𝑛⟨𝑛𝑢⟩ = 0.

问题 3.1.8 (Littlewood猜测) 对于任何𝑢, 𝑣 ∈ R,

lim inf
𝑛→∞

𝑛⟨𝑛𝑢⟩⟨𝑛𝑣⟩ = 0.

注记 3.1.9 关于Littlewood猜测最好的结果是2003年Einsiedler, Katok 和Lindenstrauss 给出

的：

Θ = {(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : lim inf
𝑛→∞

𝑛⟨𝑛𝑢⟩⟨𝑛𝑣⟩ > 0}

的Hausdorff 维数为0.

下面命题指出
{︁𝑝𝑛
𝑞𝑛

}︁
𝑛∈N
给出了𝑢 很好的逼近.

命题 3.1.10 设𝑎𝑛 ∈ N, ∀𝑛 ≥ 0, 𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .]. 对于任何𝑛 > 1 以及𝑝, 𝑞 ∈ Z, 0 < 𝑞 ≤ 𝑞𝑛,

如果
𝑝

𝑞
̸=
𝑝𝑛

𝑞𝑛
, 那么

|𝑝𝑛 − 𝑞𝑛𝑢| < |𝑝− 𝑞𝑢|. (3.1.15)

尤其 ⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛
𝑞𝑛
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
<

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
. (3.1.16)

即分母不大于𝑞𝑛 的所有分数中, 𝑝𝑛
𝑞𝑛
与𝑢 最接近.

证明. 首先如果已证(3.1.15), 那么就有

1

𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛
𝑞𝑛
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
,

就得到(3.1.16). 于是仅需要证明(3.1.15).

根据(3.1.13), ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
,

以及 ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛+1

𝑞𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛+1𝑞𝑛+2
.

因为(3.1.11), 下面小括号中的值都是正的, 或者都是负的：(︂
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

)︂
=

(︂
𝑝𝑛+1

𝑞𝑛+1
− 𝑝𝑛
𝑞𝑛

)︂
−
(︂
𝑝𝑛+1

𝑞𝑛+1
− 𝑢
)︂
,
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所以有 ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛+1

𝑞𝑛+1
− 𝑝𝑛
𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛+1

𝑞𝑛+1
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
.

由(3.1.4)(3.1.14), ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
− 1

𝑞𝑛+1𝑞𝑛+2
=

𝑞𝑛+2 − 𝑞𝑛
𝑞𝑛𝑞𝑛+1𝑞𝑛+2

=
𝑎𝑛+2

𝑞𝑛𝑞𝑛+2
.

我们就有
1

𝑞𝑛+2
< |𝑝𝑛 − 𝑞𝑛𝑢| <

1

𝑞𝑛+1
, ∀𝑛 ≥ 1. (3.1.17)

根据上式,

|𝑝𝑛 − 𝑞𝑛𝑢| <
1

𝑞𝑛+1
< |𝑞𝑛−1𝑢− 𝑝𝑛−1|,

我们可以不妨设𝑞𝑛−1 < 𝑞 ≤ 𝑞𝑛.

如果𝑞 = 𝑞𝑛, 那么

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝𝑛𝑞𝑛 − 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≥ 1

𝑞𝑛
, 以及

⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
≤ 1

2𝑞𝑛
, (𝑞𝑛 ≥ 2, 𝑛 ≥ 2).

由此 ⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≥ 1

2𝑞𝑛
=

1

2𝑞
,

以及

|𝑞𝑛𝑢− 𝑝𝑛| <
1

2
≤ |𝑞𝑢− 𝑝|.

现在设𝑞𝑛−1 < 𝑞 < 𝑞𝑛, 记 (︃
𝑝𝑛 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛 𝑞𝑛−1

)︃(︃
𝑎

𝑏

)︃
=

(︃
𝑝

𝑞

)︃
.

由(3.1.8), 𝑎, 𝑏 ∈ Z. 明显𝑎𝑏 ̸= 0, 否则𝑞 = 𝑞𝑛−1 或者𝑞 = 𝑞𝑛. 现在𝑞 = 𝑎𝑞𝑛 + 𝑏𝑞𝑛−1 < 𝑞𝑛, 所

以𝑎𝑏 < 0. 根据(3.1.11), 𝑝𝑛−𝑞𝑛𝑢和𝑝𝑛−1−𝑞𝑛−1𝑢符号相反, 所以𝑎(𝑝𝑛−𝑞𝑛𝑢)和𝑏(𝑝𝑛−1−𝑞𝑛−1𝑢)

符号相同. 这样式子

𝑝− 𝑞𝑢 = 𝑎(𝑝𝑛 − 𝑞𝑛𝑢) + 𝑏(𝑝𝑛−1 − 𝑞𝑛−1𝑢)

蕴含

|𝑝− 𝑞𝑢| > |𝑝𝑛−1 − 𝑞𝑛−1𝑢| > |𝑝𝑛 − 𝑞𝑛𝑢|.

证毕！ �

例如

𝜋 = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 21, 31, 14, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 84, 2, 1, 1, 15, . . .]
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的渐近分数分别为
3

1
,

22

7
,

333

106
,

355

113
,

103993

33102
,

104348

33215
, . . . .

祖冲之得到的渐近值为22
7 ,

355
113 都在上面最佳渐近数之列.

习 题

1. 设𝑢 = [0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] ∈ (0, 1), 𝑛 ∈ N. 令

𝑢𝑛 =
1

[0; 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, . . .]
, 𝑠𝑛 =

𝑞𝑛−1

𝑞𝑛
.

证明:

(a) 𝑠𝑛 = [0; 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1, . . . , 𝑎1];

(b) 𝑢 =
𝑝𝑛𝑢𝑛+1 + 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛𝑢𝑛+1 + 𝑞𝑛−1
.

2. 满足𝑏1 = 𝑏2 = 1, 𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛, 𝑛 ≥ 2 的数列称为Fibonacci 数列. 证明：

(a) 1+
√
5

2 的第𝑛 个渐近分数为 𝑏𝑛+2

𝑏𝑛+1
.

(b) 设连分数[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .], 𝑖 ∈ 𝑁 . 如果𝑎𝑖 = 2, 𝑎𝑛 = 1, 𝑛 ̸= 𝑖, 那么证明：𝑚 > 𝑖

𝑝𝑚
𝑞𝑚

=
𝑏𝑖+1𝑏𝑚−𝑖+3 + 𝑏𝑖𝑏𝑚−𝑖+1

𝑏𝑖𝑏𝑚−𝑖+3 + 𝑏𝑖−1𝑏𝑚−𝑖+1
.

S3.2 连分数映射与高斯测度

在本节我们将定义连分数上的动力系统, 以此为出发点来研究连分数. 因为我们在

本节仅考虑𝑥 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] ∈ (0, 1), 此时𝑎0 = 0, 所以约定

[𝑎1, 𝑎2, . . .] = [0; 𝑎1, 𝑎2, . . .].

S3.2.1 高斯映射与高斯测度

定义区间[0, 1] 上映射𝑇 : [0, 1]→ [0, 1] 如下

𝑇 (𝑥) =

{︃
1
𝑥 −

[︀
1
𝑥

]︀
=
{︀
1
𝑥

}︀
, 0 < 𝑥 ≤ 1;

0, 𝑥 = 0,
(3.2.1)

其中[·] 表示取整, {·} 表示取小数部分. 𝑇 称为连分数映射(continued fraction) 或高斯映

射(Gauss map).
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高斯映射图像

根据定义，我们马上得到如下观察：设𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . .] ∈ [0, 1]为连分数表示，如果𝑥为

无理数，那么𝑎𝑛 ≥ 1, ∀𝑛 ∈ 𝑁 , 那么

𝑇 (𝑥) = 𝑇 ([𝑎1, 𝑎2, . . .]) = [𝑎2, 𝑎3, . . .].

如果𝑥 为有理数, 那么𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]. 此时如果𝑛 ≥ 2, 那么𝑇 (𝑥) = 𝑇 ([𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]) =

[𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛]; 如果𝑛 = 1，那么𝑇 (𝑥) = 𝑇 ([𝑎1]) = 0. 一般我们对有理数的连分数展开兴趣

不大，所以后面我们主要考虑无理数集合𝑌 = [0, 1] ∖Q 上的连分数展开.

对于𝑥 ∈ 𝑌 , 根据定义我们有：

𝑥 =
1

𝑎1 + 𝑇 (𝑥)
=

1

𝑎1 +
1

𝑎2 + 𝑇 2(𝑥)

= . . . =
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + · · ·
1

𝑎𝑛−1 +
1

𝑎𝑛 + 𝑇𝑛(𝑥)
.

定义高斯测度如下：

𝜇(𝐴) =
1

log 2

∫︁
𝐴

1

1 + 𝑥
𝑑𝑥, ∀𝐴 ∈ ℬ([0, 1]).

因为如此定义的测度为无原子的, 所以𝜇([0, 1] ∩Q) = 0.

命题 3.2.1 连分数系统([0, 1],ℬ([0, 1]), 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统.

证明. 显然𝑇 为可测的, 我们仅需要证明

𝜇(𝑇−1[0, 𝑠]) = 𝜇([0, 𝑠]), ∀𝑠 > 0.
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首先易见

𝑇−1[0, 𝑠] = {𝑥 : 0 ≤ 𝑇𝑥 ≤ 𝑠} =
∞⨆︁
𝑛=1

[︂
1

𝑠+ 𝑛
,

1

𝑛

]︂
,

其中
⨆︀
表示无交并. 注意到恒等式

1 + 𝑠
𝑛

1 + 𝑠
𝑛+1

=
1 + 1

𝑛

1 + 1
𝑠+𝑛

,

我们得到

𝜇(𝑇−1[0, 𝑠]) =
1

log 2

∞∑︁
𝑛=1

∫︁ 1
𝑛

1
𝑠+𝑛

1

1 + 𝑥
𝑑𝑥

=
1

log 2

∞∑︁
𝑛=1

(︂
log(1 +

1

𝑛
)− log(1 +

1

𝑠+ 𝑛
)

)︂

=
1

log 2

∞∑︁
𝑛=1

(︂
log(1 +

𝑠

𝑛
)− log(1 +

𝑠

1 + 𝑛
)

)︂

=
1

log 2

∞∑︁
𝑛=1

∫︁ 𝑠
𝑛

𝑠
𝑛+1

1

1 + 𝑥
𝑑𝑥

= 𝜇([0, 𝑠]).

(3.2.2)

即𝜇 为𝑇 不变的. 所以连分数系统([0, 1],ℬ([0, 1]), 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. �

结合注记3.1.5,我们可以发现运用连分数映射可以对实数进行连分数展开. 设𝑥 ∈ 𝑌 =

[0, 1] ∖Q, 定义数列{𝑎𝑛}𝑛∈N = {𝑎𝑛(𝑥)}𝑛∈N 如下

1

1 + 𝑎𝑛
< 𝑇𝑛−1(𝑥) <

1

𝑎𝑛
, (3.2.3)

即

𝑎𝑛(𝑥) =

[︂
1

𝑇𝑛−1𝑥

]︂
∈ N. (3.2.4)

于是得到连分数

[𝑎1, 𝑎2, . . .].

或者如下刻画：设𝐼𝑘 = ( 1
𝑘+1 ,

1
𝑘 ], 于是根据𝑇𝑛−1𝑥 ∈ 𝐼𝑎𝑛 确定𝑎𝑛.

引理 3.2.2 对于任何𝑥 ∈ 𝑌 = [0, 1] ∖Q, 设{𝑎𝑛}𝑛∈N = {𝑎𝑛(𝑥)}𝑛∈N 如(3.2.4) 定义, 那么

𝑥 = [𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . .].

证明. 根据注记3.1.5, 我们实际已经知道𝑥 = [𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . .]. 下面给出严格证明.

设{𝑎𝑛}𝑛∈N = {𝑎𝑛(𝑥)}𝑛∈N 如(3.2.4) 定义, 设

𝑢 = [𝑎1, 𝑎2, . . .].
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下证𝑥 = 𝑢. 根据(3.1.11),
𝑝2𝑛
𝑞2𝑛

< 𝑢 <
𝑝2𝑛+1

𝑞2𝑛+1
.

由(3.1.8)(3.1.6), 我们有

𝑝2𝑛+1

𝑞2𝑛+1
− 𝑝2𝑛
𝑞2𝑛

=
1

𝑞2𝑛𝑞2𝑛−1
≤ 1

22𝑛−2
→ 0, 𝑛→∞.

下面我们归纳证明

[𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛] =
𝑝2𝑛
𝑞2𝑛

< 𝑥 <
𝑝2𝑛+1

𝑞2𝑛+1
= [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛+1]. (3.2.5)

由此即有𝑢 = 𝑥.

𝑛 = 0时,
𝑝0

𝑞0
= 0,

𝑝1

𝑞1
=

1

𝑎1
, 所以根据𝑎1 定义(3.2.5) 成立. 下面我们假设(3.2.5) 对𝑛 和

对于任何𝑥 ∈ 𝑌 成立. 尤其对于𝑇𝑥 ∈ 𝑌 有

[𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑛+1] < 𝑇𝑥 < [𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑛+2].

因为𝑇𝑥 = 1
𝑥 − 𝑎1, 带入上式

𝑎1 + [𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑛+1] <
1

𝑥
< 𝑎1 + [𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑛+2].

于是

[𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛+2] =
1

𝑎1 + [𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑛+2]
< 𝑥 <

1

𝑎1 + [𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑛+1]
= [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛+1].

所以(3.2.5)对𝑛+ 1 成立. 证毕！ �

注记 3.2.3 设

𝜑 : NN → [0, 1], (𝑎1, 𝑎2, . . .) ↦→ 𝑢 = [𝑎1, 𝑎2, . . .]

𝜎 为NN 上的转移映射, 那么我们得到交换图表

NN

𝜑
��

𝜎 // NN

𝜑
��

[0, 1]
𝑇
// [0, 1].

尤其对于(𝑎1, 𝑎2, . . .) ∈ NN, 𝑇 ([𝑎1, 𝑎2, . . .]) = [𝑎2, 𝑎3, . . .].

注意前面对于二进制展开我们也得到类似交换图表：

Σ2

𝜓
��

𝜎 // Σ2

𝜓
��

[0, 1]
𝑇2
// [0, 1].

其中

𝜓 : Σ2 = {0, 1}N → [0, 1], (𝑎1, 𝑎2, . . .) ↦→
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
2𝑛
.
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S3.2.2 高斯测度的遍历性

下面我们将证明高斯测度𝜇为遍历的. 我们需要一些准备. 因为经常会对不同的𝑥用

到命题3.1.1 中的𝑝𝑛, 𝑞𝑛, 所以有时为了避免混淆我们记

𝑝𝑛(𝑥)

𝑞𝑛(𝑥)
= [𝑎0(𝑥); 𝑎1(𝑥), . . . , 𝑎𝑛(𝑥)] = 𝑎0(𝑥) +

1

𝑎1(𝑥) +
1

𝑎2(𝑥) + · · ·
1

𝑎𝑛−1(𝑥) +
1

𝑎𝑛(𝑥)
.

, 𝑛 ≥ 0.

(3.2.6)

设𝑢 ̸∈ Q, 其连分数展开为

𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .].

令

𝑢𝑛 = [𝑎𝑛; 𝑎𝑛+1, 𝑎𝑛+2, . . .]. (3.2.7)

即

𝑢 = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + · · ·
1

𝑎𝑛−1 +
1

𝑢𝑛
.

, ∀𝑛 ∈ N.

𝑢𝑛 称为[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .]的第𝑛+ 1 个完全商（Complete quotient）. 对照高斯映射的定义，容

易看出

𝑢𝑛 =
1

𝑇𝑛−1(𝑢)
, ∀𝑛 ≥ 2. (3.2.8)

用两次命题3.1.1,(︃
𝑝𝑛+𝑘

𝑞𝑛+𝑘

)︃
=

(︃
𝑎0 1

1 0

)︃(︃
𝑎1 1

1 0

)︃
· · ·

(︃
𝑎𝑛+𝑘 1

1 0

)︃(︃
1

0

)︃

=

(︃
𝑝𝑛 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛 𝑞𝑛−1

)︃(︃
𝑎𝑛+1 1

1 0

)︃(︃
𝑎𝑛+2 1

1 0

)︃
· · ·

(︃
𝑎𝑛+𝑘 1

1 0

)︃(︃
1

0

)︃

运用(3.2.6)和(3.2.7)的符号约定, 我们有(︃
𝑝𝑛+𝑘

𝑞𝑛+𝑘

)︃
=

(︃
𝑝𝑛 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛 𝑞𝑛−1

)︃(︃
𝑝𝑘−1(𝑢𝑛+1) 𝑝𝑘−2(𝑢𝑛+1)

𝑞𝑘−1(𝑢𝑛+1) 𝑞𝑘−2(𝑢𝑛+1)

)︃(︃
1

0

)︃
, ∀𝑛, 𝑘 ∈ N.
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于是有

𝑝𝑛+𝑘

𝑞𝑛+𝑘
=

𝑝𝑛
𝑝𝑘−1(𝑢𝑛+1)

𝑞𝑘−1(𝑢𝑛+1)
+ 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛
𝑝𝑘−1(𝑢𝑛+1)

𝑞𝑘−1(𝑢𝑛+1)
+ 𝑞𝑛−1

.

令𝑘 →∞, 就得到

𝑢 =
𝑝𝑛𝑢𝑛+1 + 𝑝𝑛−1
𝑞𝑛𝑢𝑛+1 + 𝑞𝑛−1

. (3.2.9)

根据𝑢𝑛+1 = 1
𝑇𝑛(𝑢) 就得到

𝑢 =
𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑇

𝑛(𝑢)

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑇𝑛(𝑢)
. (3.2.10)

定理 3.2.4 连分数系统([0, 1],ℬ([0, 1]), 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统.

证明. 设

𝜑 : NN → R, (𝑎1, 𝑎2, . . .) ↦→ 𝑢 = [𝑎1, 𝑎2, . . .]

𝜎 为NN 上的转移映射, 那么我们得到图表

NN

𝜑
��

𝜎 // NN

𝜑
��

[0, 1]
𝑇
// [0, 1].

我们将结合上面图表对定理进行证明. 注意𝜇 在NN 中的拉回测度比较复杂, 我们希望对

其上的可测方体进行估计. 在证明中我们用符号𝑓 ≍ 𝑔表示存在常数𝐶1, 𝐶2 > 0 使得

𝐶1𝑓 ≤ 𝑔 ≤ 𝐶2𝑓.

取定a = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ∈ N𝑛, 其长度|a| = 𝑛. 定义NN 中的方体的像集

𝐼(a) = {[𝑥1, 𝑥2, . . .] ∈ [0, 1] : 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}.

注意𝐼(a) 为以[𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛], [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 + 1] 为端点的区间与𝑌 = [0, 1] ∖Q 的交集.

我们下面要证明

𝜇(𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝐼(a)) ≍ 𝜇(𝐴)𝜇(𝐼(a)), ∀𝐴 ∈ ℬ([0, 1]). (3.2.11)

为此我们仅需要对形如𝐴 = [𝑑, 𝑒] ⊆ [0, 1] 的𝐴 证明即可.

令
𝑝𝑛
𝑞𝑛

= [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛],
𝑝𝑛−1
𝑞𝑛−1

= [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1].
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则

𝑢 ∈ 𝐼(a)⇔ 𝑢 = [𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1(𝑢), 𝑎𝑛+1(𝑢), . . .].

于是由(3.2.10)

𝑢 ∈ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝐼(a)⇔ 𝑢 =
𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑇

𝑛(𝑢)

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑇𝑛(𝑢)
且 𝑇𝑛(𝑢) ∈ 𝐴 = [𝑑, 𝑒].

因为𝑇𝑛 限制在𝐼(a)是连续且单调的（如𝑛为偶数时为单调增；𝑛为奇数时为单调减）, 所

以𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝐼(a) 为以下面两点为端点的区间：

𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑑

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑
,

𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑒

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒
.

设𝑚 为[0, 1] 上的Lebesgue 测度, 那么就有

𝑚(𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝐼(a)) =

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑑

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑
− 𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑒

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒

⃒⃒⃒⃒
.

化简上式, ⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑑

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑
− 𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑒

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
(𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑑)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒)− (𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑒)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑)

(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛𝑞𝑛−1𝑒+ 𝑝𝑛−1𝑞𝑛𝑑− 𝑝𝑛𝑞𝑛−1𝑑− 𝑝𝑛−1𝑞𝑛𝑒

(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒)

⃒⃒⃒⃒
= (𝑒− 𝑑)

|𝑝𝑛𝑞𝑛−1 − 𝑝𝑛−1𝑞𝑛|
(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒)

= (𝑒− 𝑑)
1

(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒)
(根据 (3.1.8)).

另外在上面取𝑑 = 0, 𝑒 = 1就得到

𝜇(𝐼(a)) =

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛
𝑞𝑛
− 𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1
𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
=

1

𝑞𝑛(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1)
. (3.2.12)

于是我们就得到

𝑚(𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝐼(a)) = 𝑚(𝐴)𝑚(𝐼(a))
𝑞𝑛(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1)

(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑑)(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1𝑒)

≍ 𝑚(𝐴)𝑚(𝐼(a)).

(3.2.13)

因为
𝑚(𝐵)

2 log 2
≤ 𝜇(𝐵) ≤ 𝑚(𝐵)

log 2
, ∀𝐵 ∈ ℬ([0, 1]),

根据(3.2.13), 我们得到(3.2.11), 即

𝜇(𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝐼(a)) ≍ 𝜇(𝐴)𝜇(𝐼(a)), ∀𝐴 ∈ ℬ([0, 1]).
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另外注意到对于𝑛 ∈ N, {𝐼(a) : a ∈ N𝑛} 为[0, 1] 的剖分, 并且由(3.2.12)和(3.1.6),

diam(𝐼(a)) =
1

𝑞𝑛(𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1)
≤ 1

2𝑛−2
.

因此

{𝐼(a) : a ∈ N𝑛, 𝑛 ∈ N}

生成了ℬ([0, 1]). 于是根据(3.2.11)就有

𝜇(𝑇−𝑛𝐴 ∩𝐵) ≍ 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), ∀𝐴,𝐵 ∈ ℬ([0, 1]).

所以根据定理2.1.3-4, 𝑇 为遍历的. �

S3.2.3 遍历性的应用

作为上面定理的应用, 我们得到：

定理 3.2.5 对于𝑚几乎处处的𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . .] ∈ [0, 1], 自然数𝑗 出现在连分数展开中的频率

为
2 log(1 + 𝑗)− log 𝑗 − log(2 + 𝑗)

log 2
, (3.2.14)

lim
𝑛→∞

(𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛)
1
𝑛 =

∞∏︁
𝑎=1

(︂
(𝑎+ 1)2

𝑎(𝑎+ 2)

)︂ log 𝑎
log 2

, (3.2.15)

lim
𝑛→∞

1

𝑛
(𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛) =∞, (3.2.16)

lim
𝑛→∞

1

𝑛
log 𝑞𝑛(𝑥) =

𝜋2

12 log 2
, (3.2.17)

以及

lim
𝑛→∞

1

𝑛
log

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝𝑛(𝑥)

𝑞𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= − 𝜋2

6 log 2
. (3.2.18)

证明. (1) 设𝑗 ∈ N, 那么对于几乎处处的𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . .], 数字𝑗 出现的频率为

lim
𝑁→∞

1

𝑁
|{𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, 𝑎𝑖 = 𝑗}|

= lim
𝑁→∞

1

𝑁
|{𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁,𝑇 𝑖−1𝑥 ∈ (

1

𝑗 + 1
,

1

𝑗
]}|

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑖=0

1( 1
𝑗+1

, 1
𝑗
](𝑇

𝑖𝑥) =
1

log 2

∫︁ 1
𝑗

1
𝑗+1

1

1 + 𝑦
𝑑𝑦

=
2 log(1 + 𝑗)− log 𝑗 − log(2 + 𝑗)

log 2
.
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(2)定义函数𝑓 : (0, 1) =
⋃︀∞
𝑎=1(

1
𝑎+1 ,

1
𝑎 ]→ R如下,如果𝑥 ∈ ( 1

𝑎+1 ,
1
𝑎 ],那么定义𝑓(𝑥) = log 𝑎.

首先由 ∫︁ 1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑎=1

(︂
1

𝑎
− 1

𝑎+ 1

)︂
log 𝑎

≤
∞∑︁
𝑎=1

1

𝑎2
log 𝑎 <∞,

以及
𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

1

(1 + 𝑥) log 2

知道
∫︁ 1

0
𝑓𝑑𝜇 <∞, 即𝑓 ∈ 𝐿1([0, 1], 𝜇). 所以由Birkhoff 逐点收敛定理,

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

log 𝑎𝑗 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑇 𝑗𝑥)

𝑎.𝑒−→
∫︁ 1

0
𝑓𝑑𝜇 =

∞∑︁
𝑎=1

log 𝑎

log 2

∫︁ 1
𝑎

1
1+𝑎

1

1 + 𝑥
𝑑𝑥

=

∞∑︁
𝑎=1

log 𝑎

log 2

(︁
log(1 +

1

𝑎
)− log(1 +

1

𝑎+ 1
)
)︁
, 𝑛→∞.

即lim𝑛→∞(𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛)
1
𝑛 =

∏︀∞
𝑎=1

(︁
(𝑎+1)2

𝑎(𝑎+2)

)︁ log 𝑎
log 2

.

(3) 设𝑔 : (0, 1) → R, 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑓(𝑥), 即𝑔(𝑥) = 𝑎1(𝑥), 其中𝑎1(𝑥) 为𝑥 = [𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . .] 连

分数展开的第1 项系数. 于是

𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛
𝑛

=
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑇 𝑗𝑥).

但是因为
∫︀ 1
0 𝑔𝑑𝜇 =∞, 所以不能直接用Birkhoff 遍历定理.

对于𝑁 > 0, 令

𝑔𝑁 (𝑥) =

{︃
𝑔(𝑥), 如果𝑔(𝑥) ≤ 𝑁 ;

0, 否则.

因为 ∫︁ 1

0
𝑔𝑁𝑑𝜇 =

1

log 2

𝑁∑︁
𝑎=1

∫︁ 1
𝑎

1
𝑎+1

𝑎𝑑𝑥 =
1

log 2

𝑁∑︁
𝑎=1

1

𝑎+ 1
<∞.

注意lim𝑁→∞
∫︀ 1
0 𝑔𝑁𝑑𝜇 =∞. 对𝑔𝑁 用遍历定理,

lim inf
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑇 𝑗𝑥) ≥ lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔𝑁 (𝑇 𝑗𝑥)

=

∫︁ 1

0
𝑔𝑁𝑑𝜇→∞, 𝑁 →∞.
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于是我们有(3.2.16).

(4) 首先注意到

𝑝𝑛(𝑥)

𝑞𝑛(𝑥)
=

1

𝑎1 + [𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]

=
1

𝑎1 +
𝑝𝑛−1(𝑇𝑥)

𝑞𝑛−1(𝑇𝑥)

=
𝑞𝑛−1(𝑇𝑥)

𝑝𝑛−1(𝑇𝑥) + 𝑞𝑛−1(𝑇𝑥)𝑎1
.

于是根据𝑝𝑛, 𝑞𝑛定义约定我们有

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑞𝑛−1(𝑇𝑥).

注意约定𝑝1 = 𝑞0 = 1, 我们得到

1

𝑞𝑛(𝑥)
=
𝑝𝑛(𝑥)

𝑞𝑛(𝑥)
· 𝑝𝑛−1(𝑇𝑥)

𝑞𝑛−1(𝑇𝑥)
· · · 𝑝1(𝑇

𝑛−1𝑥)

𝑞1(𝑇𝑛−1𝑥)
.

即有

− 1

𝑛
log 𝑞𝑛(𝑥) =

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

log

(︂
𝑝𝑛−𝑗(𝑇

𝑗𝑥)

𝑞𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)

)︂
.

令ℎ(𝑥) = log 𝑥 ∈ 𝐿1([0, 1], 𝜇). 则

− 1

𝑛
log 𝑞𝑛(𝑥) =

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

ℎ(𝑇 𝑗𝑥)− 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

[︂
log(𝑇 𝑗𝑥)− log

(︂
𝑝𝑛−𝑗(𝑇

𝑗𝑥)

𝑞𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)

)︂]︂
.

令

𝑆𝑛 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

ℎ(𝑇 𝑗𝑥),

𝑅𝑛 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

[︂
log(𝑇 𝑗𝑥)− log

(︂
𝑝𝑛−𝑗(𝑇

𝑗𝑥)

𝑞𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)

)︂]︂
.

下面我们分别计算𝑆𝑛, 𝑅𝑛. 首先由遍历定理, 我们有

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑆𝑛 =

1

log 2

∫︁ 1

0

log 𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥 = − 𝜋2

12 log 2
.

下面我们证明

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑅𝑛 = 0,

从而完成证明. 根据(3.1.6)(3.1.7)(3.1.13), 我们有⃒⃒⃒⃒
𝑥

𝑝𝑘/𝑞𝑘
− 1

⃒⃒⃒⃒
=
𝑞𝑘
𝑝𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝𝑘

𝑞𝑘

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑝𝑘𝑞𝑘+1
≤ 1

2𝑘−1
.
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运用不等式

| log 𝑢| ≤ 2|𝑢− 1|, 𝑢 ∈ [1/2, 3/2],

我们得到

|𝑅𝑛| ≤
𝑛−1∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒⃒
log

𝑇 𝑗𝑥

𝑝𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)/𝑞𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)

⃒⃒⃒⃒

≤ 2

𝑛−2∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒⃒
𝑇 𝑗𝑥

𝑝𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)/𝑞𝑛−𝑗(𝑇 𝑗𝑥)
− 1

⃒⃒⃒⃒
⏟  ⏞  

𝑇𝑛

+

⃒⃒⃒⃒
log

𝑇𝑛−1𝑥

𝑝1(𝑇𝑛−1𝑥)/𝑞1(𝑇𝑛−1𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⏟  ⏞  

𝑈𝑛

下面估计𝑇𝑛, 𝑈𝑛.

𝑇𝑛 ≤
𝑛−2∑︁
𝑗=0

2

2𝑛−𝑗−1
≤ 2, ∀𝑛.

注意到

𝑈𝑛 =
⃒⃒
log[(𝑇𝑛−1𝑥)]𝑎1(𝑇

𝑛−1𝑥)
⃒⃒
,

由(3.2.3) 以及𝑎1(𝑇
𝑛−1𝑥) ≥ 1,

1 ≥ (𝑇𝑛−1𝑥)]𝑎1(𝑇
𝑛−1𝑥) ≥ 𝑎1(𝑇

𝑛−1𝑥)

1 + 𝑎1(𝑇𝑛−1𝑥)
≥ 1

2
.

所以

𝑈𝑛 =
⃒⃒
log[(𝑇𝑛−1𝑥)]𝑎1(𝑇

𝑛−1𝑥)
⃒⃒
≤ log 2.

综合上面所得, 我们得到

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑅𝑛 = 0.

(5) 根据(3.1.13)(3.1.17), 我们有

log 𝑞𝑛 + log 𝑞𝑛+1 ≤ − log

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
≤ log 𝑞𝑛 + log 𝑞𝑛+2.

于是根据(3.2.17)得到(3.2.18). �

习 题

1. 证明𝜑 : NN → [0, 1] ∖ Q, (𝑎1, 𝑎2, . . .) ↦→ 𝑢 = [𝑎1, 𝑎2, . . .] 为同胚, 其中N 取离散拓扑, NN 取乘积拓

扑.

S3.3 坏逼近数与Lagrange定理

本节介绍著名的Lagrange定理.
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S3.3.1 坏逼近数

一个数𝑥为代数数是指它为某个整系数多项式的根,其中满足条件多项式的最小阶数

称为代数数的阶. 例如任何有理数为代数数, 其阶为1；
√

2,
√

3 为阶2的代数数；
√

2 +
√

3

为阶4的代数数. 一个不是代数数的实数称为超越数(transcendental). 容易证明代数数全

体是可数的, 所以超越数总是存在的. Liouville 给出了一个超越数存在的简单证明. 一个

实数𝑥 称为Liouville 数, 是指它为无理数, 并且对于每个𝑛 ∈ N, 存在𝑝 ∈ Z, 𝑞 ∈ N 使得⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛
.

例如𝑥 =

∞∑︁
𝑘=1

1

10𝑘!
为Liouville 数（取𝑞 = 10𝑛!）. Liouville 证明了任何Liouville数为超越的.

从而证明了超越数的存在性. 在他的证明中, 他还指出了一个有趣的结论：对于𝑛 阶代数

数𝑥, 存在𝑀 ∈ N 使得 ⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑀𝑞𝑛
, ∀𝑝 ∈ Z, 𝑞 ∈ N.

在这里我们不讨论超越数的问题, 我们在本节介绍Lagrange的一个漂亮定理, 指出连

分数可以刻画2阶无理数.

定义 3.3.1 一个数𝑢 = [𝑎1, 𝑎2, . . .] ∈ [0, 1]称为坏逼近的(badly approximable)是指存在𝑀 > 0

使得𝑎𝑛 ≤𝑀, ∀𝑛 ∈ N.

例如,

√
5− 1

2
= [1, 1, 1, . . .] 为坏逼近的. 根据(3.2.16), 我们知道坏逼近数的全体是𝑚

零测集.

命题 3.3.2 一个数𝑢 ∈ [0, 1] 为坏逼近的当且仅当存在𝜀 > 0 使得对于任何有理数
𝑝

𝑞
有⃒⃒⃒⃒

𝑢− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜀

𝑞2
.

证明. 设𝑢 ∈ [0, 1] 为坏逼近的, 那么存在𝑀 > 0 使得𝑎𝑛 ≤𝑀, ∀𝑛 ∈ N. 根据(3.1.4),

𝑞𝑛+1 ≤ (𝑀 + 1)𝑞𝑛, ∀𝑛 ≥ 0.

对于任何𝑞, 存在𝑛 使得𝑞 ∈ (𝑞𝑛−1, 𝑞𝑛]. 根据命题3.1.10 以及(3.1.17),⃒⃒⃒⃒
𝑝

𝑞
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛
𝑞𝑛
− 𝑢
⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+2
>

1

(𝑀 + 1)2𝑞2
.

反之, 设存在𝜀 > 0 使得对于任何有理数
𝑝

𝑞
有⃒⃒⃒⃒

𝑢− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜀

𝑞2
.
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尤其由(3.1.13), 就有
𝜀

𝑞2𝑛
≤
⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝𝑛

𝑞𝑛

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
.

于是

𝑎𝑛+1𝑞𝑛 < 𝑎𝑛+1𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1 = 𝑞𝑛+1 <
1

𝜀
𝑞𝑛,

即

𝑎𝑛 ≤
1

𝜀
, ∀𝑛 ≥ 1

证毕！ �

S3.3.2 二次无理数与Lagrange定理

定义 3.3.3 𝑢 ∈ R 称为二次无理的(quadratic irrational) 是指𝑢 ̸∈ Q, 并且存在𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z 使
得𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢+ 𝑐 = 0. 即𝑢 ∈ R 为二次无理的当且仅当Q(𝑢) 为相对于Q 的二次扩张域.

定义 3.3.4 连分数[𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] 称为最终周期的(eventually periodic) 指存在数𝑁 ≥ 0 以

及𝑘 ≥ 1 使得

𝑎𝑛+𝑘 = 𝑎𝑛, ∀𝑛 ≥ 𝑁.

此时把连分数记为

[𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁−1, 𝑎𝑁 , . . . , 𝑎𝑁+𝑘−1].

例如
√

2 = [1; 2],
√

3 = [1; 1, 2],

√
5 = [2; 4],

√
7 = [2; 1, 1, 1, 4].

定理 3.3.5 (Lagrange定理) 设𝑢 ̸∈ Q. 那么𝑢 为二次无理的当且仅当𝑢 的连分数展开是最

终周期的.

证明. 首先设𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘]. 由定理3.1.3, 𝑢 ̸∈ Q. 根据𝑢 的定义

𝑢𝑘+1 = 𝑢0 = 𝑢.

由(3.2.9),

𝑢 =
𝑢𝑝𝑘 + 𝑝𝑘−1
𝑢𝑞𝑘 + 𝑞𝑘−1

.

于是

𝑞𝑘𝑢
2 + (𝑞𝑘−1 − 𝑝𝑘)𝑢− 𝑝𝑘−1 = 0,

即𝑢 为二次无理的.

现在假设

𝑢 = [𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁−1, 𝑎𝑁 , . . . , 𝑎𝑁+𝑘].
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由(3.2.9),

𝑢 =
[𝑎𝑁 ; 𝑎𝑁+1, . . . , 𝑎𝑁+𝑘]𝑝𝑁−1 + 𝑝𝑁−2
[𝑎𝑁 ; 𝑎𝑁+1, . . . , 𝑎𝑁+𝑘]𝑞𝑁−1 + 𝑞𝑁−2

.

所以Q(𝑢) = Q([𝑎𝑁 ; 𝑎𝑁+1, . . . , 𝑎𝑁+𝑘]), 𝑢 为二次无理的.

反之, 设𝑢 为二次无理的. 设

𝑓0(𝑢) = 𝛼0𝑢
2 + 𝛽0𝑢+ 𝛾0 = 0,

其中𝛼0, 𝛽0, 𝛾0 ∈ Z 并且𝛿 = 𝛽20 − 4𝛼0𝛾0 不是完全平方数.

断言 对于每个𝑛 ≥ 0, 存在多项式

𝑓𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥
2 + 𝛽𝑛𝑥+ 𝛾𝑛,

使得𝑓𝑛(𝑢𝑛) = 0 且

𝛽2𝑛 − 4𝛼𝑛𝛾𝑛 = 𝛿.

断言证明: 我们对𝑛 归纳证明. 𝑛 = 0 已然. 设𝑛 是断言成立.

因为𝑢𝑛 = 𝑎𝑛 + 1
𝑢𝑛+1

, 所以由归纳假设

𝑓𝑛(𝑎𝑛 +
1

𝑢𝑛+1
) = 0.

带入到𝑓𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥
2 + 𝛽𝑛𝑥+ 𝛾𝑛 整理得到

𝑓𝑛+1(𝑥) = 𝛼𝑛+1𝑥
2 + 𝛽𝑛+1𝑥+ 𝛾𝑛+1,

其中

𝛼𝑛+1 = 𝑎2𝑛𝛼𝑛 + 𝑎𝑛𝛽𝑛 + 𝛾𝑛, (3.3.1)

𝛽𝑛+1 = 2𝑎𝑛𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 (3.3.2)

𝛾𝑛+1 = 𝛼𝑛. (3.3.3)

明显的, 𝛼𝑛+1, 𝛽𝑛+1, 𝛾𝑛+1 ∈ Z. 直接验证得到：

𝛽2𝑛+1 − 4𝛼𝑛+1𝛾𝑛+1 = 𝛽2𝑛 − 4𝛼𝑛𝛾𝑛 = 𝛿.

断言证毕. �

根据断言, 每个多项式𝑓𝑛 都有相同的非完全平方数的判别式𝛿, 由此

𝛼𝑛 ̸= 0,∀𝑛 ≥ 0.
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如果存在某个𝑁 > 0 使得𝑛 ≥ 𝑁 时𝛼𝑛 > 0, 那么根据(3.3.2), 𝛽𝑁 , 𝛽𝑁+1, . . . 单调递增. 结

合(3.3.3) 就会得到𝑛充分大以后, 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 > 0. 但这与

𝑓𝑛(𝑢𝑛) = 0, 𝑢𝑛 > 0

矛盾. 类似的不存在𝑁 使得𝑛 ≥ 𝑁 时𝛼𝑛 < 0. 所以𝛼𝑛 在不停的变化正负号. 令

𝐴 = {𝑛 ∈ N : 𝛼𝑛𝛼𝑛−1 < 0}.

则|𝐴| =∞.

由(3.3.3)

𝛼𝑛𝛾𝑛 < 0, ∀𝑛 ∈ 𝐴.

因为

𝛽2𝑛 − 4𝛼𝑛𝛾𝑛 = 𝛿, ∀𝑛 ≥ 0,

所以对于任何𝑛 ∈ 𝐴 有
|𝛼𝑛| ≤

1

4
𝛿, |𝛽𝑛| <

√
𝛿, |𝛾𝑛| ≤

1

4
𝛿.

于是𝐴 为无穷集, 而(𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛) 只有有限种可能性, 从而存在𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 使得

𝑓𝑛0 = 𝑓𝑛1 = 𝑓𝑛2 .

因为二次多项式至多两个根,所以𝑢𝑛1 , 𝑢𝑛2 , 𝑢𝑛3 必有两个是相等的,这就意味着𝑢为最终周

期的. �

推论 3.3.6 任何二次无理数必为坏逼近的.

习 题

1. 对于𝑢 ∈ R 中任何两个连续的渐近分数中至少有一个满足⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1

2𝑞2
.

于是对于无理数𝑢, 满足上面不等式的有理数有无穷多个.

2. (Hurwitz 定理) 对于𝑢 ∈ R 中任何三个连续的渐近分数中至少有一个满足⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1√
5𝑞2

.

于是对于无理数𝑢, 满足上面不等式的有理数有无穷多个.

3. 在Hurwitz 定理中,
√

5 为最佳数, 即如果𝐴 >
√

5, 纯存在𝑢 ∈ R 使得⃒⃒⃒⃒
𝑢− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝐴𝑞2

不能有无穷组解.
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4. 称两个实数𝜉, 𝜂 为相似的, 指存在𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z, 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 = ±1 使得

𝜉 =
𝑎𝜂 + 𝑏

𝑐𝜂 + 𝑑
.

证明：

(a) 相似为等价关系.

(b) 有理数彼此相似.

(c) 𝜉 = 𝑎𝜂+𝑏
𝑐𝜂+𝑑 可以表示为𝜉 = [𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘−1, 𝜂], 𝑘 ≥ 2 当且仅当𝑐 > 𝑑 > 0.

(d) 两个无理数𝜉, 𝜂 相似当且仅当它们连分数展开式中若干项后完全一样, 即

𝜉 = [𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑐1, 𝑐2, . . .], 𝜂 = [𝑏0; 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚, 𝑐1, 𝑐2, . . .].

S3.4 注记

关于连分数有许多优秀的专著, 本章的素材来自[54] 和[211]. 动力系统在连分数的进

一步应用参见[45] 和[131] 等.



第四章 Lebesgue空间与同构

在本章中我们讨论一个基本的问题：什么时候两个保测系统是“一样的”？为此我们

需要讨论如何定义保测系统的同构, 这里有几个不同的定义, 我们在这章的目的就是讨

论这些定义的异同.

S4.1 Lebesgue空间

S4.1.1 Lebesgue空间

对于拓扑空间(𝑋, 𝒯 ),我们总是用ℬ(𝑋) = 𝜎(𝒯 )表示Borel 𝜎代数,即开集生成的子𝜎代

数.

定理 4.1.1 设(𝑋,𝒳 ) 为可测空间, 那么以下等价：

1. 存在可分的度量空间𝑌 使得(𝑋,𝒳 ) 同构于(𝑌,ℬ(𝑌 )).

2. 存在Cantor集的子集𝑌使得(𝑋,𝒳 ) 同构于(𝑌,ℬ(𝑌 )).

3. 𝒳 为可数生成的,并且分离点,即存在可数子集{𝐴𝑛}𝑛∈N 使得𝒳 = 𝜎({𝐴𝑛}∞𝑛=1),以及对

于任何𝑥 ̸= 𝑥′, 存在𝐴 ∈ 𝒳 使得𝑥 ∈ 𝐴 且𝑥′ ̸∈ 𝐴.

满足上面条件的可测空间称为Borel 空间, 此时一般也记𝒳 = ℬ(𝑋).

注记 4.1.2 1. 在数学中词语“同构”在各个分支里面使用比较频繁, 我们需要根据上下

文来理解碰到的同构是哪一个定义. 例如在定理4.1.1中, 根据上下文, 我们知道此处

的同构是指可测空间的同构, 即𝜑 : (𝑋,𝒳 )→ (𝑌,ℬ(𝑌 )) 为双射且𝜑, 𝜑−1 可测.

2. 定理4.1.1证明中唯一困难的一步是3 推2. 这个证明是标准的, 我们把构造陈述如下.

设{𝐴𝑛}𝑛∈N 为生成𝒳 的可数子集族, 定义

𝜑 : 𝑋 → {0, 1}N, (𝜑(𝑥))𝑛 = 1𝐴𝑛(𝑥).

因为𝒳 分离点, 所以𝜑 为单射. 令𝑌 = 𝜑(𝑋) ⊆ {0, 1}N, 那么

𝜑(𝐴𝑛) = 𝑌 ∩ 𝑛[1]𝑛 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑦𝑛 = 1}.

容易验证, 𝜑, 𝜑−1 都是可测的.

设𝑋是一个拓扑空间. 如果存在一个相容的度量𝑑 使得(𝑋, 𝑑) 是一个可分完备度量空

间, 则称𝑋 是一个Polish 空间.

定义 4.1.3 设(𝑋,𝒳 )是一个可测空间, 如果存在Polish 空间𝑌 使得(𝑋,𝒳 ) 同构于(𝑌,ℬ(𝑌 )),

那么称(𝑋,𝒳 ) 是一个标准Borel 空间.

141
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Polish 空间要么有限, 要么可数, 要么具有连续统的势. 下面的Kuratowski 同构定理

告诉我们,具有连续统势的标准Borel空间只有一个.因为我们很少对有限或可数的系统感

兴趣, 所以下面定理对我们而言十分重要.

定理 4.1.4 (Kuratowski 同构定理) 设(𝑋,𝒳 ), (𝑌,𝒴) 为标准Borel 空间, 那么(𝑋,𝒳 ), (𝑌,𝒴)

为同构的当且仅当

Card(𝑋) = Card(𝑌 ).

尤其, 任何两个具有相同不可数势的标准Borel 空间为同构的.

下面的定理罗列了标准Borel空间的三个性质, 第一个是说标准Borel空间的子空间仍

然是标准Borel的；第二指出Borel可测集的单射可测像仍为Borel可测集；第三个指出, 对

于标准Borel空间而言, 可数生成且分离点的𝜎 代数是唯一的.

定理 4.1.5 1. 设(𝑋,𝒳 ) 为标准Borel 空间, 𝑌 ∈ 𝒳 , 那么(𝑌,𝒳 ∩ 𝑌 ) 也是标准Borel空间.

2. 设(𝑋,𝒳 ), (𝑌,𝒴) 为标准Borel 空间, 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 为可测映射. 设𝐴 ∈ 𝒳 并且𝑓 |𝐴 为单射,

那么𝑓(𝐴) ∈ 𝒴, 并且

𝑓 |𝐴 : (𝐴,𝒳 ∩𝐴)→ (𝑓(𝐴), 𝑓(𝐴) ∩ 𝒴)

为同构.

3. 设(𝑋,𝒳 )为标准Borel空间. 如果𝒜 ⊆ 𝒳 为可数生成并且分离点的𝜎-代数, 那么𝒜 = 𝒳 .

设(𝑋,ℬ(𝑋)), (𝑌,ℬ(𝑌 )) 为标准Borel 空间, 𝑓 : 𝑌 → 𝑋 为可测映射. 一般而言, 可测

集𝐴 ∈ ℬ(𝑌 ) 的像𝐵 = 𝑓(𝐴) 不一定为可测集. 于是有下面的定义.

定义 4.1.6 设(𝑋,ℬ(𝑋)) 为标准Borel 空间, 子集𝐵 ⊆ 𝑋 称为分析集(analytic set) , 如果存

在标准Borel 空间(𝑌,ℬ(𝑌 )), 可测映射𝑓 : 𝑌 → 𝑋 以及𝐴 ∈ ℬ(𝑌 ) 使得𝐵 = 𝑓(𝐴).

用𝒜(𝑋) 表示𝑋 上全体分析集生成的𝜎-代数.

注记 4.1.7 1. Souslin 指出, 任何不可数标准Borel空间一定存在不是Borel可测的分析集.

2. 分析集的补集一般不再是分析集, 一个重要的结果是：𝐵 ∈ ℬ(𝑋) 当且仅当𝐵 ∈ 𝒜(𝑋)

且𝐵𝑐 ∈ 𝒜(𝑋).

设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为测度空间, 一个子集𝐴 ⊆ 𝑋 称为𝜇-零集(𝜇-null)的是指, 存在𝐵 ∈ 𝒳 使
得𝐴 ⊆ 𝐵 并且𝜇(𝐵) = 0, 即它包含在某个零测集中. 令I𝜇 为全体𝜇-零集的全体. 注意一般

而言, I𝜇 ̸⊆ 𝒳 . 令

𝒳𝜇 = {𝐴 ∪𝑁 : 𝐴 ∈ 𝒳 , 𝑁 ∈ I𝜇}.
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那么容易验证, 𝒳𝜇 仍是一个𝜎 代数, 称𝒳𝜇 中元素为𝜇-可测集. 将𝜇 自然扩充到𝒳𝜇 上的
测度𝜇: 𝜇(𝐴 ∪ 𝑁) = 𝜇(𝐴),∀𝐴 ∈ 𝒳 , 𝑁 ∈ I𝜇. 那么(𝑋,𝒳𝜇, 𝜇) 成为一个完备的测度空间, 称

为(𝑋,𝒳 , 𝜇) 的完备化. 如无歧义, 记(𝑋,𝒳𝜇, 𝜇) 为(𝑋,𝒳𝜇, 𝜇).

设(𝑋,ℬ(𝑋))为标准Borel空间, 𝜇为其上𝜎有限的测度,记全体𝜇可测集为ℬ𝜇(𝑋),即ℬ𝜇(𝑋)

为ℬ(𝑋) 在𝜇 下的完备化. 称一个子集𝐴 ⊆ 𝑋 为普遍可测的(universally measurable), 是指

对于任何𝜎 有限的测度, 𝐴 ∈ ℬ𝜇(𝑋), 即

𝐴 ∈
⋂︁
𝜇

ℬ𝜇(𝑋).

定理 4.1.8 (Lusin) 设(𝑋,ℬ(𝑋)) 为标准Borel空间, 那么任何分析集为普遍可测的, 即

𝒜(𝑋) ⊆
⋂︁
𝜇

ℬ𝜇(𝑋).

定理 4.1.9 (Jankov-von Neumann) 设(𝑋,𝒳 ), (𝑌,𝒴) 为标准Borel 空间, 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 为可

测映射. 则存在分析集可测映射𝑔 : 𝑓(𝑋)→ 𝑋 (即𝑋 可测集的逆像为𝑓(𝑋)上的分析集)使

得

𝑓 ∘ 𝑔 = id𝑓(𝑋).

定理 4.1.10 设(𝑋,ℬ(𝑋)) 为标准Borel 空间, 𝜇 为连续概率测度. 那么(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇) 同构

于([0, 1],ℬ([0, 1]),𝑚), 其中𝑚 为Lebesgue 测度.

上面定理中两个测度空间的同构定义可参见下文定义4.1.20.

定义 4.1.11 (Lebesgue空间) 称概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是一个标准Lebesgue 空间 ( 或者直

接称为Lebesgue 空间), 如果(𝑋,𝒳 ) 为标准的Borel 空间并且𝜇 为Borel 概率测度.

注记 4.1.12 1. 也有很多作者把Lebesgue空间定义为标准Borel空间的完备化. 此时如果

是连续测度, 那么就同构于([0, 1],ℒ,𝑚), 其中ℒ 为Lebesgue 可测集全体.

2. 于是根据定理4.1.10, Lebesgue 空间同构于具有下面形式的概率空间(︁
[0, 𝑠] ∪𝐴,ℬ,𝑚+

∑︁
𝑎∈𝐴

𝑝𝑎𝛿𝑎

)︁
,

其中𝐴 是一个至多可数集, 𝐴∩ [0, 𝑠] = ∅, 𝑠 ∈ [0, 1], 𝑝𝑎 > 0 且
∑︁
𝑎∈𝐴

𝑝𝑎 = 1− 𝑠, ℬ 由ℬ([0, 𝑠])

(如要求是完备的测度,那么此处换为Lebesgue可测集)和𝐴的所有子集生成的𝜎 代数,

𝑚 为Lebesgue 测度. 特别地, 当𝑠 = 1时, 𝐴 = ∅, 测度为连续的; 当𝑠 = 0 时, 这个测度是

纯原子的.
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布尔代数（Boolean algebra）是指一个集合𝑅，其上有运算∨,∧ 和 ′ 满足

(1) 𝐴 ∨𝐴 = 𝐴, 𝐴 ∧𝐴 = 𝐴, ∀𝐴 ∈ 𝑅;

(2) 𝐴 ∨𝐵 = 𝐵 ∨𝐴, 𝐴 ∧𝐵 = 𝐵 ∧𝐴, ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝑅;

(3) (𝐴 ∨𝐵) ∨ 𝐶 = 𝐴 ∨ (𝐵 ∨ 𝐶), (𝐴 ∧𝐵) ∧ 𝐶 = 𝐴 ∧ (𝐵 ∧ 𝐶), ∀𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑅;

(4) 𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶) = (𝐴 ∨𝐵) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶), 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) = (𝐴 ∧𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶), ∀𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑅;

(5) (𝐴 ∧𝐵)′ = 𝐴′ ∨𝐵′;

(6) (𝐴′)′ = 𝐴;

(7) 存在元素0 ∈ 𝑅 满足𝐴 ∧ 0 = 0, 𝐴 ∨ 0 = 𝐴, ∀𝐴 ∈ 𝑅;

(8) 𝐴′ ∧𝐴 = 0, ∀𝐴 ∈ 𝑅.

给定布尔代数𝑅, 其上可以定义半序𝐴 ≤ 𝐵 ⇐⇒ 𝐴 ∧ 𝐵 = 𝐴. 易见0 为此半序下最小元,

𝑅 = 0′ 为最大元.

布尔代数称为布尔𝜎 代数指，对于任何{𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑅, 存在最小的𝐵 ∈ 𝑅 使得𝐴𝑛 ≤
𝐵, ∀𝑛 ∈ N. 此时将𝐵 记为

⋁︀∞
𝑛=1𝐴𝑛. 注意, 𝐶 = (

⋁︀∞
𝑛=1𝐴

′
𝑛)′ 为满足𝐶 ≤ 𝐴𝑛,∀𝑛 ∈ N 的最大元,

记为𝐶 =
⋀︀∞
𝑛=1𝐴𝑛.

定义 4.1.13 设𝑋为集合, I ⊆ 𝒫(𝑋) 称为理想(ideal)是指

1. ∅ ∈ I,

2. 𝐴 ⊆ 𝐵,𝐵 ∈ I, 那么𝐴 ∈ I,

3. 𝐴,𝐵 ∈ I, 那么𝐴 ∪𝐵 ∈ I.

如果第三条换为对于可数并封闭, 那么称I为𝜎 理想.

设(𝑋,𝒳 ) 为可测空间, I 为𝑋上的𝜎 理想. 根据I 可以定义𝒳 上的等价关系:

𝐴 ∼ 𝐵 ⇐⇒ 𝐴Δ𝐵 ∈ I.

令[𝐴] 为𝐴 ∈ 𝒳 对应的等价类, 将得到的布尔𝜎 代数记为𝒳/I. 即

𝒳/I = {[𝐴] : 𝐴 ∈ 𝒳}.

定理 4.1.14 设(𝑋,𝒳 ) 为可测空间, I 为𝑋 上的𝜎 理想, 设(𝑌,ℬ(𝑌 )) 为非空的标准Borel空

间. 如果

Φ : ℬ(𝑌 )→ 𝒳/I
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为布尔𝜎 代数的同态, 那么存在可测映射𝜑 : 𝑋 → 𝑌 使得

Φ(𝐴) = [𝜑−1(𝐴)], ∀𝐴 ∈ ℬ(𝑌 ).

并且在模I 意义下𝜑 唯一, 即如果𝜓 : 𝑋 → 𝑌 也满足条件, 那么

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜑(𝑥) ̸= 𝜓(𝑥)} ∈ I.

定理 4.1.15 设(𝑋,ℬ(𝑋)), (𝑌,ℬ(𝑌 )) 为标准Borel 空间, I𝑋 , I𝑌 分别为𝑋,𝑌 上的𝜎 理想. 那

么

Φ : ℬ(𝑌 )/I𝑌 → ℬ(𝑋)/I𝑋

为布尔𝜎 代数的同构当且仅当存在𝑋0 ∈ ℬ(𝑋), 𝑌0 ∈ ℬ(𝑌 ) 以及Borel 同构𝜑 : 𝑋0 → 𝑌0 使得

Φ([𝐴]) = [𝜑−1(𝐴 ∩ 𝑌0)], ∀𝐴 ∈ ℬ(𝑌 ).

并且在模I𝑋 意义下𝜑 唯一.

如果I𝑋 , I𝑌 都包含了一个不可数集合, 那么可以要求𝑋0 = 𝑋,𝑌0 = 𝑌 .

S4.1.2 测度代数

定义 4.1.16 测度代数(measure algebra)是指二元组(𝒜, 𝜇),其中𝒜为布尔𝜎代数,而𝜇 : 𝒜 →
R+ 满足

1. 𝜇(𝐴) = 0 当且仅当𝐴 = ∅,

2. 𝜇(𝑋) <∞,

3. 对于互不相交序列{𝐴𝑖}∞𝑖=1 ⊆ 𝒜 有𝜇(
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖) =
∞∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖).

在定义中𝑋 和∅表示𝒜中单位元素与零元素,
⋂︀
,
⋃︀
表示布尔代数中的算子,上面{𝐴𝑖}∞𝑖=1 ⊆

𝒜 互不相交是指𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, ∀𝑖 ̸= 𝑗.

设(𝒜, 𝜇) 为测度代数, 那么可以定义度量

𝜌(𝐴,𝐵) = 𝜇(𝐴Δ𝐵).

容易验证, 𝜌为度量, 并且(𝒜, 𝜌) 为完备度量空间, 以及𝜇 : 𝒜 → R+ 为一致连续的函数. 还

容易验证𝐴 ↦→ 𝐴𝑐 为等距映射, 以及对于任何𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ 𝒜

𝜌(𝐴 ∪𝐵,𝐶 ∪𝐷) + 𝜌(𝐴 ∩𝐵,𝐶 ∩𝐷) ≤ 𝜌(𝐴,𝐶) + 𝜌(𝐵,𝐷).

由此知道在此度量下, 布尔代数的运算是连续的.

称测度代数(𝒜, 𝜇) 为可分的, 是指度量空间(𝒜, 𝜌) 为可分的.
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定义 4.1.17 设(ℬ, 𝜈), (𝒜, 𝜇)为测度代数,那么Φ : (ℬ, 𝜈)→ (𝒜, 𝜇)称为同态(homomorphism)是

指它满足以下条件:

1. Φ(𝐵1 ∪𝐵2) = Φ(𝐵1) ∪ Φ(𝐵2),∀𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ,

2. Φ(𝐵𝑐) = (Φ(𝐵))𝑐,∀𝐵 ∈ ℬ,

3. 𝜇(Φ(𝐵)) = 𝜈(𝐵),∀𝐵 ∈ ℬ.

如果Φ 为一对一的, 那么称(ℬ, 𝜈), (𝒜, 𝜇) 为同构的测度代数, Φ称为同构.

当(ℬ, 𝜈) = (𝒜, 𝜇)时, 同构Φ : (𝒜, 𝜇)→ (𝒜, 𝜇) 也称为自同构.

注记 4.1.18 1. 测度代数的同构自然为单射,并且为𝜎-同态. 证明如下：设Φ(𝐵1) = Φ(𝐵2),

那么

Φ(𝐵1 ∪𝐵2) = Φ(𝐵1) ∪ Φ(𝐵2) = Φ(𝐵1) ∩ Φ(𝐵2) = Φ(𝐵1 ∩𝐵2).

于是𝜈(𝐵1 ∩ 𝐵2) = 𝜈(𝐵1 ∪ 𝐵2). 由此得到𝜈(𝐵1Δ𝐵2) = 0, 即𝐵1 = 𝐵2. 下证为𝜎同态.

设𝐵 = ∪∞𝑛=1𝐵𝑛, 则

𝜇

(︃
Φ(𝐵) ∖

𝑁⋃︁
𝑛=1

Φ(𝐵𝑛)

)︃
= 𝜈

(︃
𝐵 ∖

𝑁⋃︁
𝑛=1

𝐵𝑛

)︃
→ 0, 𝑁 →∞.

于是𝜇(Φ(𝐵)) = 𝜇(

∞⋃︁
𝑛=1

Φ(𝐵𝑛)), 所以Φ(𝐵) =

∞⋃︁
𝑛=1

Φ(𝐵𝑛).

2. 易验证：测度代数的同构为等距的.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇)是一个有限测度空间. 令I𝜇 为全体𝜇-零集的全体.那么I𝜇 是𝜎 理想.在𝒳𝜇
上定义一个等价关系: 𝐴 ∼ 𝐵 当且仅当𝐴Δ𝐵 ∈ I𝜇. 对任意𝐴 ∈ ℬ, 令[𝐴] = {𝐵 ∈ 𝒳 : 𝐴 ∼ 𝐵}.
记 ̃︁𝒳𝜇 = {[𝐴] : 𝐴 ∈ 𝒳}.

按照从𝒳𝜇 上诱导下来的补, 并和交运算, ̃︁𝒳𝜇 是一个Boolean 𝜎-代数. 定义

̃︀𝜇 : ̃︀𝒳 → R+, [𝐴] ↦→ 𝜇(𝐴).

于是(̃︁𝒳𝜇, ̃︀𝜇) 成为一个测度代数.

注记 4.1.19 可以证明, 任何可分测度代数都同构于某个测度空间(𝑋,𝒳 , 𝜇) 上诱导的测度

代数(̃︁𝒳𝜇, ̃︀𝜇). 所以提及测度代数我们可以直接理解为测度空间上得到的测度代数.
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S4.1.3 测度空间的同构

设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 为两个概率空间, 我们研究什么时候它们是“一样的”. 这里涉

及三种观点.

定义 4.1.20 (同构) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈)为两个概率空间,称它们是同构(isomorphic)是指

存在𝑋0 ∈ 𝒳 , 𝑌0 ∈ 𝒴 使得𝜇(𝑋0) = 𝜈(𝑌0) = 1 并且存在可逆保测变换

𝜑 : (𝑋0,𝒳 ∩𝑋0, 𝜇)→ (𝑌0,𝒴 ∩ 𝑌0, 𝜈).

定义 4.1.21 (共轭) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈)为两个概率空间,如果它们的测度代数是同构的,

即存在Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇)为测度代数同构,那么称(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈)为共轭的(conjugate).

一般而言, 两个概率空间为同构的, 那么它们必为共轭的, 但是反之不然.

例 4.1.22 设

𝑋 = {𝑥},𝒳 = {𝑋, ∅}, 𝜇(𝑋) = 1, 𝜇(∅) = 0,

𝑌 = {𝑦1, 𝑦2},𝒴 = {𝑌, ∅}, 𝜈(𝑌 ) = 1, 𝜈(∅) = 0.

那么二者共轭, 但是不同构.

但是根据定理4.1.15, 对于Lebesgue 空间, 同构等价于共轭.

第三种观点是用函数空间来刻画. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 为两个具有可数基的概率空

间, 那么𝐿2(𝑋,𝜇) 与𝐿2(𝑌, 𝜈) 为可分的Hilbert 空间, 于是它们是酉等价的, 即存在双线性

算子

𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), ⟨𝑊𝑓,𝑊𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑔⟩, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈).

所以如果不附加条件, 不能有效地区分两个概率空间.

定理 4.1.23 设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 为两个概率空间. 那么二者共轭当且仅当存在双线性算

子𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇) 满足以下条件

1. ⟨𝑊𝑓,𝑊𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑔⟩, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈);

2. 𝑊,𝑊−1 将有界函数映为有界函数；

3. 𝑊 (𝑓𝑔) = (𝑊𝑓)(𝑊𝑔),∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑌, 𝜈).

注记 4.1.24 设Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇)为测度代数同构. 与之相联系的线性算子𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→
𝐿2(𝑋,𝜇)满足

𝑊 (1𝐵) = 1Φ([𝐵]), ∀𝐵 ∈ 𝒴.

因为𝐿2空间中元素已经是模去零测集的等价类, 所以在这里我们不区分1𝐵 和1[𝐵].
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证明. 首先设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 共轭, Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇) 为测度代数同构. 首先令

𝑊 (1𝐵) = 1Φ([𝐵]), ∀𝐵 ∈ 𝒴.

注意此时

‖𝑊 (1𝐵)‖2 = ‖1𝐵‖2, ∀𝐵 ∈ 𝒴.

接着直接将定义延拓到简单函数上. 对于任何𝑓 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈), 取简单函数{𝑓𝑛}𝑛∈N 使
得‖𝑓𝑛 − 𝑓‖2 → 0, 𝑛 → ∞. 于是{𝑓𝑛}𝑛∈N 为𝐿2(𝑌, 𝜈) 的Cauchy 列, 根据等距性, {𝑊 (𝑓𝑛)}𝑛∈N
为𝐿2(𝑋,𝜇) 的Cauchy 列, 所以存在极限𝑊 (𝑓). 下说明定义合理. 设{𝑔𝑛}𝑛∈N 为另一列
简单函数使得‖𝑔𝑛 − 𝑓‖2 → 0, 𝑛 → ∞. 那么‖𝑓𝑛 − 𝑔𝑚‖2 → 0, 𝑛,𝑚 → ∞, 根据等距性,

‖𝑊𝑓𝑛−𝑊𝑔𝑚‖2 → 0, 𝑛,𝑚→∞,所以𝑊 (𝑓)定义唯一.接着对于Φ−1定义𝑊−1. 性质(1)(2)(3)

是容易验证的. 例如(3):

𝑊 (1𝐴1𝐵) = 𝑊 (1𝐴∩𝐵) = 1Φ([𝐴∩𝐵]) = 1Φ([𝐴])∩Φ([𝐵]) = 1Φ([𝐴]1Φ([𝐵] = 𝑊 (1𝐴)𝑊 (1𝐵).

然后再拓广到𝐿2(𝑌, 𝜈).

反过来, 我们设存在双线性算子𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈) → 𝐿2(𝑋,𝜇) 满足所列三个条件. 我们下

面定义Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇) 使得

𝑊 (1𝐵) = 1Φ([𝐵]), ∀𝐵 ∈ 𝒴.

设𝐵 ∈ 𝒴, 则12𝐵 = 1𝐵. 于是根据性质(3), 有

𝑊 (1𝐵) = 𝑊 (12𝐵) = 𝑊 (1𝐵)𝑊 (1𝐵).

所以𝑊 (1𝐵) 取值1和0, 它为特征函数, 即存在𝐴 ∈ 𝒳 使得

𝑊 (1𝐵) = 1𝐴.

我们令

Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇), Φ([𝐵]) = [𝐴].

对于𝑊−1, 我们同样可以定义Ψ : ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇)→ ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈), 然后验证Ψ为Φ的逆. 另外我们有

̃︀𝜈([𝐵]) = ⟨1𝐵,1𝐵⟩ = ⟨𝑊 (1𝐵),𝑊 (1𝐵)⟩ = ⟨1Φ([𝐵]),1Φ([𝐵])⟩ = ̃︀𝜇(Φ([𝐵])),∀𝐵 ∈ 𝒴.

下面我们需要验证Φ保持补和有限并(由注记4.1.18, 保持可数运算). 根据𝑊保距以及

将特征函数映为特征函数, 易见𝑊 (1) = 1. 于是由1𝐵 + 1𝑌 ∖𝐵 = 1, 我们两边作用𝑊 有

1Φ([𝐵]) + 1Φ([𝑌 ∖𝐵]) = 1.

所以

[𝑋] ∖ Φ([𝐵]) = Φ([𝑌 ] ∖ [𝐵]),
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即Φ([𝐵]𝑐) = (Φ([𝐵]))𝑐, ∀𝐵 ∈ 𝑌 .

设𝐵,𝐶 ∈ 𝒴, 则

1𝐵∪𝐶 = 1𝐵 + 1𝐶 − 1𝐵∩𝐶 = 1𝐵 + 1𝐶 − 1𝐵1𝐶 .

两边作用𝑊得到

1Φ([𝐵∪𝐶]) = 1Φ([𝐵]) + 1Φ([𝐶]) − 1Φ([𝐵])1Φ([𝐶]) = 1Φ([𝐵])∪Φ([𝐶]).

于是

Φ([𝐵] ∪ [𝐶]) = Φ([𝐵]) ∪ Φ([𝐶]).

所以Φ为测度代数同构. �

习 题

1. 设(𝒜, 𝜇) 为测度代数, 证明：(1) 𝜌(𝐴,𝐵) = 𝜇(𝐴Δ𝐵) 为度量, 并且(𝒜, 𝜌) 为完备度量空间, 以

及𝜇 : 𝒜 → R+ 为一致连续的函数; (2) 𝐴 ↦→ 𝐴𝑐 为等距映射, 以及对于任何𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ 𝒜:

𝜌(𝐴 ∪𝐵,𝐶 ∪𝐷) + 𝜌(𝐴 ∩𝐵,𝐶 ∩𝐷) ≤ 𝜌(𝐴,𝐶) + 𝜌(𝐵,𝐷).

2. 证明：测度代数的同构为等距的.

S4.2 保测系统的同构、共轭与谱同构

有几种方式来定义保测系统是否“一样”，我们在本节分别进行讨论.

S4.2.1 保测系统的同构

保测的系统的同构我们在第一章已经定义过，我们在此次再回顾一下. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个保测系统. 如果存在𝑋0 ∈ 𝒳 , 𝑌0 ∈ 𝒴 使得

𝜇(𝑋0) = 𝜈(𝑌0) = 1, 𝑇𝑋0 ⊆ 𝑋0, 𝑆𝑌0 ⊆ 𝑌0

以及存在可逆可测保测变换

𝜑 : (𝑋0,𝒳 ∩𝑋0, 𝜇)→ (𝑌0,𝒴 ∩ 𝑌0, 𝜈)

满足𝜑 ∘ 𝑇 (𝑥) = 𝑆 ∘ 𝜑(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋0, 即

𝑋0

𝜑
��

𝑇 // 𝑋0

𝜑
��

𝑌0
𝑆
// 𝑌0

那么我们称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为同构(isomorphic), 或者直接称𝑇 同构于 𝑆.

如果𝜑仅是保测变换,那么我们称𝜑为因子映射或同态. 此时称(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

的因子, 称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的扩充.
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注记 4.2.1 1. 同构是等价关系.

2. 如果𝑇与𝑆同构, 那么对于任何𝑛 ∈ N, 𝑇𝑛 与𝑆𝑛 同构.

3. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为可逆动力系统, 我们可以取𝑋0, 𝑌0 使得

𝑇𝑋0 = 𝑋0, 𝑆𝑌0 = 𝑌0.

设𝑋 ′0 ∈ 𝒳 , 𝑌 ′0 ∈ 𝑌 满足𝑇𝑋 ′0 ⊆ 𝑋0, 𝑆𝑌
′
0 ⊆ 𝑌 ′0, 取𝑋0 =

⋂︀∞
𝑛=−∞ 𝑇

𝑛𝑋 ′0, 𝑌0 =
⋂︀∞
𝑛=−∞ 𝑌

′
0 就

满足要求.

4. 根据定义, 两个系统同构只需要在一个全测集上“一样”, 这个观点在测度动力系统

研究中非常重要. 例如, 我们定义一个测度动力系统, 可以忽略一个零测集.

S4.2.2 保测系统的共轭

设(X, 𝜇*) 是一个可分的测度代数, 设𝑇 * : X → X 为同构, 那么称(X, 𝜇*, 𝑇 *) 为测度

代数动力系统(measure algebra dynamical system). 设(Y, 𝜈*, 𝑆*) 为另一个测度代数系统,

Φ : (Y, 𝜈*, 𝑆*)→ (X, 𝜇*, 𝑇 *) 为同构(同态)是指Φ 为测度代数同构（同态）并且下图表交换

(X, 𝜇*) (X, 𝜇*)
𝑇 *
oo

(Y, 𝜈*)

Φ

OO

(Y, 𝜈*),

Φ

OO

𝑆*
oo

即Φ ∘ 𝑆* = 𝑇 * ∘ Φ.

对于(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈)为概率空间,我们有测度代数( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇)和( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈). 设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为

保测映射, 我们可以定义测度代数的同态：

̃︀𝜋−1 : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇), ̃︀𝜋−1([𝐵]) = [𝜋−1(𝐵)].

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统, 那么根据上面的定义, 可以定义

̃︀𝑇−1 : ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇), 和 ̃︀𝑆−1 : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)→ ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈).

于是( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇, ̃︀𝑇−1), ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈, ̃︀𝑆−1) 为测度代数系统.

定义 4.2.2 (保测系统共轭) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为两个保测系统.如果存在测度代

数系统同构

Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈, ̃︀𝑆−1)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇, ̃︀𝑇−1),
那么我们称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )共轭于(conjugate) (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆), 或称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为共轭

的.

如果Φ 为测度代数系统同态, 那么称(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 半共轭于(semi-conjugate) (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ),

或称(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的半共轭像.
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注记 4.2.3 根据定义, 两个系统是同构的, 那么它们为共轭的, 反之不然. 下面的结论指

出, 对于Lebesgue 空间二者等价.

设𝜑 : 𝑋 → 𝑌 为因子映射, 那么它诱导了测度代数系统的同态

̃︀𝜑−1 : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈, ̃︀𝑆−1)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇, ̃︀𝑇−1),
即有图表：

( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇) ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇)
̃︀𝑇−1
oo

( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈)

̃︀𝜑−1

OO

( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈).

̃︀𝜑−1

OO

̃︀𝑆−1

oo

定理 4.2.4 设(X, 𝜇*, 𝑇 *), (Y, 𝜈*, 𝑆*) 为测度代数系统, Φ : (Y, 𝜈*, 𝑆*) → (X, 𝜇*, 𝑇 *) 为同构.

那么存在保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 以及同构𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 使得如下

图表交换：

(X, 𝜇*, 𝑇 *) ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇, ̃︀𝑇−1)𝛼oo

(Y, 𝜈*, 𝑆*)

Φ

OO

( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈, ̃︀𝑆−1),
̃︀𝜑−1

OO

𝛽
oo

其中

𝛼 : ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇, ̃︀𝑇−1)→ (X, 𝜇*, 𝑇 *), 𝛽 : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈, ̃︀𝑆−1)→ (Y, 𝜈*, 𝑆*)

为同构.

定理 4.2.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统, 其中(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 为Lebesgue空间.

设Ψ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈, ̃︀𝑆−1)→ ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇, ̃︀𝑇−1) 为测度代数系统的同构, 那么存在𝑋0 ∈ 𝒳 , 𝑌0 ∈ 𝒴 使得

𝜇(𝑋0) = 𝜈(𝑌0) = 1, 𝑇𝑋0 ⊆ 𝑋0, 𝑆𝑌0 ⊆ 𝑌0

以及Borel 同构

𝜓 : (𝑋0, 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌0, 𝜈, 𝑆)

使得

Ψ = ̃︀𝜓−1.
注记 4.2.6 根据定理4.2.5, 定义保测系统, 空间是相对次要的, 重要的是测度代数上的动

力系统.

定理 4.2.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为Lebesgue 空间上的保测系统. 对于任何𝑇 不变子𝜎 代数ℱ ⊆ 𝒳
(即𝑇−1ℱ ⊆ ℱ), 存在因子系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 以及因子映射𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 使

得ℱ = 𝜋−1(𝒴).

因子系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 是可逆的当且仅当子𝜎 代数ℱ ⊆ 𝒳 为严格𝑇 不变的(即𝑇−1ℱ =

ℱ).
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证明. 设ℱ0 = {𝐹𝑛}𝑛∈N 为生成ℱ 的可数𝑇 不变代数. 令

𝜋 : 𝑋 → {0, 1}N, (𝜋𝑥)𝑛 = 1𝐹𝑛(𝑥).

易见

𝜋−1(1[𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]𝑛) =
𝑛⋂︁
𝑘=1

𝐹𝑎𝑘 ∈ 𝑋,

所以𝜋 为可测的, 且𝜋−1 : ℬ({0, 1}N) ∩ 𝜋(𝑋)→ ℱ 的布尔同构. 设𝑌 = 𝜋(𝑋) 定义概率测度

𝜈 : ℬ({0, 1}N) ∩ 𝑌 → [0, 1], 𝜈 = 𝜇 ∘ 𝜋−1.

易见, 𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦) 当且仅当1𝐹 (𝑥) = 1𝐹 (𝑦), ∀𝐹 ∈ ℱ . 根据ℱ 为𝑇 不变的, 𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦) 蕴

含𝜋(𝑇𝑥) = 𝜋(𝑇𝑦). 于是我们可以定义变换𝑆 : 𝑌 → 𝑌 为

𝑆(𝜋(𝑥)) := 𝜋(𝑇𝑥).

因为对于任何𝐴 ∈ ℬ({0, 1}N),

𝑆−1(𝐴 ∩ 𝑌 ) = 𝑆−1𝜋(𝜋−1𝐴) = 𝜋(𝑇−1𝜋−1𝐴) ∈ ℬ({0, 1}N) ∩ 𝑌,

所以𝑆 可测. 根据定理4.1.8, 𝑌 = 𝜋(𝑋) ∈ ℬ𝜈({0, 1}N), 所以存在𝑌0 ∈ ℬ({0, 1}N) 使得𝑌0 ⊆ 𝑌

且𝜈
(︀
{0, 1}N ∖ 𝑌0

)︀
= 0.

下证明第二部分. 我们证明：设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为标准概率空间上的保测系统, 如

果𝑇−1𝒳 = 𝒳 , 那么𝑇 可逆. 设可数集𝒜 ⊆ 𝒳 生成𝒳 , 且分离点的子集：

1𝐴(𝑥) = 1𝐴(𝑦), ∀𝐴 ∈ 𝒜 ⇒ 𝑥 = 𝑦.

我们假设𝑇−1𝒜 = 𝒜, 否则我们可以扩大𝒜 为一个满足条件的子集族:

∞⋃︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒜 ∪ {𝐴 ∈ 𝒳 : ∃𝑛 ≥ 1 𝑠.𝑡. 𝑇−𝑛𝐴 ∈ 𝒜}.

设

𝑆 : {0, 1}𝒜 → {0, 1}𝒜, (𝑆𝑥)𝐴 = 𝑥𝑇−1𝐴.

明显地, 𝑆 为{0, 1}𝒜 上的同胚. 定义

𝜋 : 𝑋 → {0, 1}𝒜, 𝜋(𝑥)𝐴 = 1𝐴(𝑥).

易见𝜋 为可测的, 一对一, 且𝜋 ∘ 𝑇 = 𝑆 ∘ 𝜋. 令

𝜈 = 𝜇 ∘ 𝜋−1.

于是

𝜋 : (𝑋,𝜇, 𝑇 )→ ({0, 1}𝒜, 𝜈, 𝑆)
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为同构. 证毕！ �

根据定理4.2.7,可以将(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )的因子与𝒳 的𝑇不变子𝜎 代数(即满足𝑇−1𝒜 ⊆ 𝒜的
子𝜎 代数)可以等同视之.

推论 4.2.8 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统,那么𝑇是可逆的(忽略零测集意义下)当且仅当 ̃︀𝑇−1 ̃︀𝒳𝜇 =̃︀𝒳𝜇.
S4.2.3 动力系统谱同构

最后我们介绍谱同构.

定义 4.2.9 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个保测系统. 如果存在线性算子𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈) →
𝐿2(𝑋,𝜇) 满足以下条件

1. 𝑊可逆,

2. ⟨𝑊𝑓,𝑊𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑔⟩,∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈),

3. 𝑈𝑇𝑊 = 𝑊𝑈𝑆,

𝐿2(𝑋,𝜇)
𝑈𝑇 // 𝐿2(𝑋,𝜇)

𝐿2(𝑌, 𝜈)

𝑊

OO

𝑈𝑆

// 𝐿2(𝑌, 𝜈)

𝑊

OO

那么我们称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为谱同构(spectrally isomorphic).

注记 4.2.10 在定义中(1)(2)就是指𝑊为Hilbert空间的同构, 而(3)是加入动力系统因素.

下面定理指出了谱同构与共轭的关系.

定理 4.2.11 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个保测系统. 那么𝑇 与𝑆 为共轭的当且仅当如

果存在线性算子𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇) 满足以下条件

1. 𝑊可逆,

2. ⟨𝑊𝑓,𝑊𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑔⟩,∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈),

3. 𝑈𝑇𝑊 = 𝑊𝑈𝑆 ,

𝐿2(𝑋,𝜇)
𝑈𝑇 // 𝐿2(𝑋,𝜇)

𝐿2(𝑌, 𝜈)

𝑊

OO

𝑈𝑆

// 𝐿2(𝑌, 𝜈)

𝑊

OO

4. 𝑊,𝑊−1 将有界函数映为有界函数,
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5. 𝑊 (𝑓𝑔) = (𝑊𝑓)(𝑊𝑔),∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑌, 𝜈),

即𝑇, 𝑆为谱同构并且满足(4)(5).

证明. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 共轭, Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈) → ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇) 为测度代数动力系统同构. 根

据定理4.1.23证明的构造, 我们得到𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇) 满足:

𝑊 (1𝐵) = 1Φ([𝐵]), ∀𝐵 ∈ 𝒴.

根据

𝑈𝑇𝑊 (1𝐵) = 𝑈𝑇 (1Φ([𝐵])) = 1̃︀𝑇−1Φ([𝐵])
= 1

Φ̃︀𝑆−1([𝐵])
= 𝑊 (1̃︀𝑆−1([𝐵])

) = 𝑊𝑈𝑆(1𝐵), ∀𝐵 ∈ 𝒴.

于是得到𝑈𝑇𝑊 = 𝑊𝑈𝑆 .

反之, 我们根据定理4.1.23证明的构造, 得到Φ : ( ̃︀𝒴𝜈 , ̃︀𝜈) → ( ̃︀𝒳𝜇, ̃︀𝜇) 为测度代数同构. 需

要验证它满足 ̃︀𝑇−1Φ = Φ̃︀𝑆−1.
根据𝑈𝑇𝑊 (1𝐵) = 𝑊𝑈𝑆(1𝐵), ∀𝐵 ∈ 𝒴, 我们得到

1̃︀𝑇−1Φ([𝐵])
= 1

Φ̃︀𝑆−1([𝐵])
,∀𝐵 ∈ 𝒴.

于是得到我们所需. �

根据定义和定理4.2.11, 我们知道共轭蕴含谱等价. 下一节中我们给出例子说明谱等

价远远弱于共轭.我们将给了一大类系统它们相互是谱同构的,但是它们相互不是共轭的.

习 题

1. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 那么𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇) → 𝐿2(𝑋,𝜇) 为满射当且仅当 ̃︀𝑇−1 : ̃︀𝒳𝜇 → ̃︀𝒳𝜇 为

满射, 即𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇) 为酉算子当且仅当 ̃︀𝑇−1 : ̃︀𝒳𝜇 → ̃︀𝒳𝜇 为同构. (因为𝑈𝑇等距, 为单

射.)

S4.3 Kolmogorov 系统

为了说明谱同构弱于同构, 在本节我们介绍两类很重要的系统：Kolmogorov 系统

和Bernouli 系统. 我们将说明所有Kolmogorov 系统为谱同构的, 因为Kolmogorov 系统中

有许多相互不同构的例子,由此说明谱同构弱于同构. Kolmogorov系统和Bernouli系统是

非常重要的两类动力系统, 它们在熵理论中具有极其重要的地位.

1958年Kolmogorov借鉴Shannon在信息论中不确定性的描述在遍历论中引入了熵的

概念[133]. 熵是重要的同构不变量,它反映了系统的混乱程度.对于正熵系统, Kolmogorov

引入了一类正熵保测系统作为正规等分布随机过程的抽象化[133]. Rohlin 和Sinai 将这

类保测系统称为Kolmogorov 系统或K系统, 他们考虑了具有平凡Pinsker 𝜎-代数的保测系
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统(现称之为完全正熵系统)并证明了完全正熵系统与Kolmogorov 系统是一致的[169]. 由

于Bernoulli 系统是独立等分布随机过程, 所以Bernoulli 系统是Kolmogorov系统. 从1958年

到1969年期间, 是否每个测度Kolmogorov 系统一定为Bernoulli 系统一直为公开的问题.

1970年Ornstein首先构造了一个Lebesgue空间上的非Bernoulli的Kolmogorov系统,解决了

这一问题. Katok 构造了光滑的非Bernoulli 的Kolmogorov 系统[122]. 1982 年Kalikow [121]

给出了一个更容易验证的例子. Kolmogorov 系统具有非常好的回复属性和谱属性: Kol-

mogorov系统是一致强混合系统; Kolmogorov和Rohlin证明了Lebesgue空间上的Kolmogorov

系统具有可数Lebesgue谱,从而所有Lebesgue空间上的Kolmogorov系统是谱同构的. 1967

年Furstenberg在遍历理论与拓扑动力系统中引入不交性的概念来研究系统之间的差异[62],

Furstenberg 证明了Kolmogorov 系统不交于遍历的零熵系统, 由此可见Kolmogorov 系统是

完全不同于零熵系统的. 关于Kolmogorov 系统的研究多年来一直是遍历理论中的热点.

S4.3.1 Kolmogorov系统和Bernouli系统

下面我们给出Kolmogorov 系统和Bernouli 系统的定义.

定义 4.3.1 (Kolmogorov 系统) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为非平凡可逆Lebesgue系统.如果存在子𝜎-

代数𝒜 使得满足以下条件：

1. 𝒜 ⊆ 𝑇𝒜,

2.
⋁︀+∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝒜 = 𝒳 ,

3.
⋂︀+∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝒜 = 𝒩 = {𝑋, ∅}.

那么我们称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为Kolmogorov 系统, 简称为K-系统.

定义 4.3.2 (Bernouli系统) 设(𝑌,𝒴, 𝜈)为概率空间, 设

(𝑋,𝒳 , 𝜇) =
∞∏︁

𝑛=−∞
(𝑌,𝒴, 𝜈) = (𝑌,𝒴, 𝜈)Z

为乘积系统, 定义

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, 𝑇 (x)𝑛 = 𝑥𝑛+1, ∀x = (𝑥𝑗)
∞
𝑗=−∞, 𝑛 ∈ Z

为转移映射, 那么称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为Bernouli 系统 或Bernouli 转移, 简称为B-系统.

注记 4.3.3 1. 符号系统为B-系统.

2. B-系统乘积仍为B-系统.

定理 4.3.4 任何Bernouli 系统为Kolmogorov 系统.
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证明. 设(𝑌,𝒴, 𝜈) 为B-系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的底空间. 对于𝐹 ∈ 𝒴, 令

̃︀𝐹 = {(𝑥𝑛)𝑛∈Z : 𝑥0 ∈ 𝐹} ∈ 𝒳 .

设𝒢 = { ̃︀𝐹 : 𝐹 ∈ 𝒴}, 令

𝒜 =
0⋁︁

𝑖=−∞
𝑇 𝑖𝒢.

则

(1) 𝒜 =

0⋁︁
𝑖=−∞

𝑇 𝑖𝒢 ⊆
1⋁︁

𝑖=−∞
𝑇 𝑖𝒢 = 𝑇𝒜.

(2)
∞⋁︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝒜 =
∞⋁︁
𝑛=0

𝑛⋁︁
𝑖=−∞

𝑇 𝑖𝒢 =
∞⋁︁

𝑖=−∞
𝑇 𝑖𝒢 = 𝒳 .

(3) 下证明
+∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒜 = 𝒩 = {𝑋, ∅}. 设

𝐴 ∈
+∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒜 =
∞⋂︁
𝑛=0

−𝑛⋁︁
𝑖=−∞

𝑇 𝑖𝒢.

设𝐵 ∈
∞⋁︁
𝑘=𝑗

𝑇 𝑘𝒢, 其中𝑗 ∈ Z. 因为𝐴 ∈
⋁︁
𝑖<𝑗

𝑇 𝑖𝒢, 所以𝐴,𝐵 为独立的, 即𝜇(𝐴 ∩𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵).

令

ℳ = {𝐵 ∈ 𝒳 : 𝜇(𝐴 ∩𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)}.

易验证ℳ 为单调类, 根据上面分析, ℳ⊃
∞⋁︁
𝑘=𝑗

𝑇 𝑘𝒢, ∀𝑗 ∈ Z. 即

ℳ⊃
∞⋃︁

𝑗=−∞

∞⋁︁
𝑘=𝑗

𝑇 𝑘𝒢.

所以ℳ = 𝒳 . 于是

𝜇(𝐴 ∩𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), ∀𝐵 ∈ 𝒳 .

令𝐵 = 𝐴, 则𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴)2. 由此𝜇(𝐴) = 0 或𝜇(𝐴) = 1. 即
+∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒜 = 𝒩 = {𝑋, ∅}. �

例 4.3.5 (Kalikow) 下面例子是K-系统但不是B-系统.

设(Σ2,ℬ, 𝜇( 1
2
, 1
2
), 𝜎)为双边(12 ,

1
2)-转移, 我们令𝑋 = Σ2 × Σ2, 定义

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, (x,y) ↦→ (𝜎x, 𝜎𝛼(x)y),

其中x,y ∈ Σ2, 𝛼(x) =

{︃
−1, 𝑥0 = 0;

1, 𝑥0 = 1.
则可证明(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 是K-系统但不是B-系统.
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S4.3.2 可数Lebesgue谱

定义 4.3.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆Lebesgue系统.称𝑇 具有可数Lebesgue谱(countable Lebesgue

spectrum) 如果存在函数列{𝑓𝑗}∞𝑗=0 ⊆ 𝐿2(𝑋,𝜇) 使得𝑓0 ≡ 1 并且

{𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z}

为𝐿2(𝑋,𝜇) 的一组正交基.

𝑓0 = 1

. . . 𝑈−2𝑇 𝑓1 𝑈−1𝑇 𝑓1 𝑓1 𝑈𝑇 𝑓1 𝑈2
𝑇 𝑓1 . . .

. . . 𝑈−2𝑇 𝑓2 𝑈−1𝑇 𝑓2 𝑓2 𝑈𝑇 𝑓2 𝑈2
𝑇 𝑓2 . . .

. . .
...

...
...

...
... . . .

定理 4.3.7 任何具有可数Lebesgue 谱的可逆Lebesgue 系统是强混合的.

证明. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 具有可数Lebesgue 谱, 那么存在函数列{𝑓𝑗}∞𝑗=0 ⊆ 𝐿2(𝑋,𝜇)

使得𝑓0 ≡ 1 并且{𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} 为𝐿2(𝑋,𝜇) 的一组正交基. 因为{𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 :

𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} 是正交的, 于是对于任何𝑗, 𝑞 ≥ 0 下式是显然成立的：

lim
𝑝→∞
⟨𝑈𝑝𝑇𝑈

𝑛
𝑇 𝑓𝑗 , 𝑈

𝑘
𝑇 𝑓𝑞⟩ = ⟨𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 , 1⟩⟨1, 𝑈𝑘𝑇 𝑓𝑞⟩, ∀𝑘, 𝑛 ∈ Z.

固定𝑘, 𝑞, 令

ℋ𝑘,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) : lim

𝑝→∞
⟨𝑈𝑝𝑇 𝑓, 𝑈

𝑘
𝑇 𝑓𝑞⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑈𝑘𝑇 𝑓𝑞⟩

}︂
.

因为{𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} ⊆ ℋ𝑘,𝑞, 以及ℋ𝑘,𝑞 为闭子空间, 所以ℋ𝑘,𝑞 = 𝐿2(𝑋,𝜇). 对于

取定的𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇),

ℋ𝑓 =

{︂
𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) : lim

𝑝→∞
⟨𝑈𝑝𝑇 𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩

}︂
.

同样, {𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} ⊆ ℋ𝑓 , 以及ℋ𝑓 为闭子空间, 所以ℋ𝑓 = 𝐿2(𝑋,𝜇). 于是我

们得到

lim
𝑝→∞
⟨𝑈𝑝𝑇 𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 1⟩⟨1, 𝑔⟩,∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

即(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为强混合的. �

定理 4.3.8 任何两个具有可数Lebesgue 谱的可逆Lebesgue 系统是谱同构的.

证明. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 具有可数Lebesgue 谱, 那么存在函数列{𝑓𝑗}∞𝑗=0 ⊆ 𝐿2(𝑋,𝜇)

使得𝑓0 ≡ 1 并且{𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} 为𝐿2(𝑋,𝜇) 的一组正交基, 以及存在函数

列{𝑔𝑗}∞𝑗=0 ⊆ 𝐿2(𝑌, 𝜈) 使得𝑔0 ≡ 1 并且{𝑔0} ∪ {𝑈𝑛𝑆 𝑔𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} 为𝐿2(𝑌, 𝜈) 的一组正交基.

定义𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇) 使得

𝑔0 ↦→ 𝑓0; 𝑈𝑛𝑆 𝑔𝑗 ↦→ 𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 , ∀𝑛 ∈ Z, 𝑗 ∈ N.

因为{𝑔0} ∪ {𝑈𝑛𝑆 𝑔𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} 是一组基, 所以上面𝑊 可定义. 容易验证𝑊𝑈𝑆 = 𝑈𝑇𝑊 , 𝑇

与𝑆 为谱同构的. �
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S4.3.3 Kolmogorov系统与可数Lebesgue谱

定理 4.3.9 (Rohlin) Kolmogorov 系统具有可数Lebesgue谱.

证明. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为K-系统, 则它为非平凡可逆Lebesgue 系统（此时𝒳 ̸= 𝒩）, 且存在

子𝜎- 代数𝒜 使得满足以下条件：

1. 𝒜 ⊆ 𝑇𝒜,

2.
⋁︀+∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝒜 = 𝒳 ,

3.
⋂︀+∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝒜 = 𝒩 = {𝑋, ∅}.

下面我们证明它具有可数Lebesgue 谱.

(1) 首先证明𝒜 中无原子, 即如果𝐶 ∈ 𝒜, 𝜇(𝐶) > 0, 那么存在𝐷 ∈ 𝒜 使得𝐷 ⊆ 𝐶 并

且𝜇(𝐷) < 𝜇(𝐶).

否则设存在原子𝐶 ∈ 𝒜, 𝜇(𝐶) > 0. 那么𝑇𝐶 为𝑇𝒜 的原子. 因为𝒜 ⊆ 𝑇𝒜, 所以要

么𝑇𝐶 ⊆ 𝐶 要么𝜇(𝐶 ∩ 𝑇𝐶) = 0. 如果𝑇𝐶 ⊆ 𝐶, 由于𝜇(𝑇𝐶) = 𝜇(𝐶), 所以𝑇𝐶 = 𝐶 𝑎.𝑒., 于是

𝐶 ∈
∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒜 = 𝒩 .

因为𝜇(𝐶) > 0, 所以𝜇(𝐶) = 1. 于是𝒜 = 𝒩 . 由此得到𝒳 = 𝒩 , 矛盾. 如果𝜇(𝑇𝐶 ∩ 𝐶) = 0,

那么要么存在某个𝑘 ∈ N 使得𝑇 𝑘𝐶 ⊆ 𝐶 , 要么对于任何𝑘 ∈ N, 𝜇(𝑇 𝑘𝐶 ∩ 𝐶) = 0. 对于前者,

根据上面同样的讨论得出矛盾, 对于后者{𝑇 𝑘𝐶}𝑘≥0 互不相交并且每个元素测度一样, 这

与𝜇(𝑋) <∞ 矛盾. 所以不存在原子.

(2) 令

𝐻 = 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇) = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) : 𝑓为𝒜-可测的}.

则𝑈𝑇𝐻 ⊆ 𝐻. 设𝑉 ⊆ 𝐿2(𝑋,𝜇) 使得

𝐻 = 𝑉
⨁︁

𝑈𝑇𝐻.

易见𝑉 = 𝐿2(𝑋,𝒜, 𝜇)⊖ 𝐿2(𝑋,𝑇−1𝒜, 𝜇). 因为

𝑈−𝑛𝑇 𝐻 =
𝑚⨁︁

𝑖=−𝑛
𝑈 𝑖𝑇𝑉

⨁︁
𝑈𝑚+1
𝑇 𝐻, ∀𝑛,𝑚 ≥ 0,

我们有

𝐿2(𝑋,𝜇) =

∞⨁︁
𝑛=−∞

𝑈𝑛𝑇𝑉
⨁︁

C,

其中C 表示常值函数全体. 如果能说明𝑉 为无限维的, 那么取它的正交基{𝑓1, 𝑓2, . . .},
则{𝑓0} ∪ {𝑈𝑛𝑇 𝑓𝑗 : 𝑗 ∈ N, 𝑛 ∈ Z} 为𝐿2(𝑋,𝜇) 的一组正交基.
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(3) 下面证明𝑉 为无穷维的. 因为𝒜 ≠ 𝑇𝒜, 所以𝑉 ̸= {0}. 设𝑔 ∈ 𝑉, 𝑔 ̸= 0. 则𝐺 = {𝑥 :

𝑔(𝑥) ̸= 0}具有正测度.因为𝑔 为𝒜可测的,所以𝐺 ∈ 𝒜. 根据(1), 1𝐺𝐻 = {1𝐺𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐻}为无
穷维的. 于是

1𝐺𝐻 = 𝑉 ′
⨁︁

1𝐺𝑈𝑇𝐻,

其中𝑉 ′ ⊆ 𝑉 . 于是要么𝑉 ′ 为无穷维的, 要么1𝐺𝑈𝑇𝐻 为无穷维的. 如果是前者, 𝑉 ⊃ 𝑉 ′

也为无穷维的. 如果是后者, 存在线性无关组{1𝐺𝑈𝑇 𝑓𝑛}𝑛∈N, 其中𝑓𝑛 为𝐻 中有界函数. 于

是{𝑔𝑈𝑇 𝑓𝑛}𝑛∈N 为𝐻 的线性无关组. 对于𝑓 ∈ 𝐻,

⟨𝑔𝑈𝑇 𝑓𝑛, 𝑈𝑇 𝑓⟩ = ⟨𝑔, 𝑈𝑇 (𝑓𝑓𝑛)⟩ = 0,

所以𝑔𝑈𝑇 𝑓𝑛 ∈ 𝑉 . 于是{𝑔𝑈𝑇 𝑓𝑛}𝑛∈N 为𝑉 的线性无关组, 从而𝑉 为无穷维的. �

根据定理4.3.8和定理4.3.9, 我们知道Kolmogorov 系统是谱同构的, 但是在Kolmogorov

系统中有着非常多互相不共轭的系统, 例如({0, 1}Z, 𝜇( 1
2
, 1
2
), 𝜎), ({0, 1, 2}Z, 𝜇( 1

3
, 1
3
, 1
3
), 𝜎).

最后我们陈述一条K系统的等价刻画, 在后面我们将给出其证明.

定理 4.3.10 系统为K-系统当且仅当为一致混合的.

习 题

1. 双边(𝑝, 𝑃 )-Markov 转移为K-系统当且仅当𝑃为不可约且非周期的.

S4.4 离散谱系统

我们已知同构蕴含谱同构, 但是反之不然. 但是对于一些系统, 谱同构也可以蕴含同

构. 离散谱系统就是这样一类系统, 具有离散谱的系统谱同构是等价于同构的. 我们在本

节中将证明这一结果, 并且说明实际上任何遍历离散谱系统同构于群旋转.

S4.4.1 离散谱系统及Halmos-von Neumann定理

首先回顾离散谱系统的定义.

定义 4.4.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为一个保测系统, 称𝑇 具有离散谱(discrete spectrum) 或者纯点

谱 (pure-point spectrum)是指𝐿2(𝑋,𝜇) 存在一组由𝑇 的特征函数组成的正交基.

注记 4.4.2 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为离散谱的, 那么显然𝑈𝑇 : 𝐿2(𝑋,𝜇) → 𝐿2(𝑋,𝜇) 为满射, 于

是 ̃︀𝑇−1 ̃︀𝒳𝜇 = ̃︀𝒳𝜇. 于是对于Lebesgue 系统, 如果它具有离散谱, 那么它是可逆的.

引理 4.4.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, ℎ ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇). 那么ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) 当且仅当

ℎ · 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).
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证明. 设ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 那么存在𝑐 ∈ R 使得𝜇({𝑥 : |ℎ(𝑥)| > 𝑐}) = 0. 于是易见ℎ · 𝑓 ∈
𝐿2(𝑋,𝜇),∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇).

反之, 设ℎ · 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇),∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇). 下证ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇). 设

𝑋𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑛− 1 ≤ |ℎ(𝑥)| < 𝑛}, 𝑛 ∈ N.

则{𝑋𝑛}∞𝑛=1 组成了𝑋 的一个剖分. 令

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐹

1

𝑘
√︀
𝜇(𝑋𝑘)

1𝑋𝑘
(𝑥),

其中𝐹 = {𝑘 ∈ N : 𝜇(𝑋𝑘) ̸= 0}.
于是 ∫︁

𝑋
|𝑓 |2𝑑𝜇 ≤

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2
<∞,

但是 ∫︁
𝑋
|ℎ𝑓 |2𝑑𝜇 ≥

∑︁
𝑘∈𝐹

(︂
𝑘 − 1

𝑘

)︂2

.

因为ℎ𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), 所以|𝐹 | <∞, 于是ℎ 有界. �

引理 4.4.4 设𝐻 为离散交换群, 𝐾 为𝐻 的可除子群(divisible subgroup), 即对于任何𝑘 ∈
𝐾,𝑛 ∈ N, 存在𝑎 ∈ 𝐾 使得𝑎𝑛 = 𝑘. 那么存在同态𝜑 : 𝐻 → 𝐾 使得𝜑|𝐾 = id𝐾 .

证明. 设

𝒜 = {(𝑀,𝜓) : 𝐾 ≤𝑀 ≤ 𝐻,𝜓 : 𝑀 → 𝐾为同态, 并且𝜓|𝐾 = id}.

因为(𝐾, id𝐾) ∈ 𝒜, 𝒜 ≠ ∅. 在𝒜 中定义序关系如下：

(𝑀1, 𝜓1) < (𝑀2, 𝜓2) ⇔ 𝑀1 ⊆𝑀2, 𝜓2|𝑀1 = 𝜓1.

这是个半序, 并且任何全序集有上界. 根据Zorn 引理, 取此序下极大元(𝐿, 𝜑). 下面我们证

明𝐿 = 𝐻 即可.

如果𝐿 ̸= 𝐻, 那么取𝑔 ∈ 𝐻 ∖ 𝐿. 设𝑀 = ⟨𝑔, 𝐿⟩.
情况1. ⟨𝑔⟩ ∩ 𝐿 = ∅. 则𝑀 中元素唯一的表示为𝑔𝑖𝑎, 𝑎 ∈ 𝐿, 𝑖 ∈ Z. 此时令

𝜓 : 𝑀 → 𝐾, 𝜓(𝑔𝑖𝑎) = 𝜑(𝑎).

易验证(𝑀,𝜓) ∈ 𝒜 并且(𝐿, 𝜑) < (𝑀,𝜓), 与(𝐿, 𝜑) 极大性矛盾.

情况2. ⟨𝑔⟩ ∩ 𝐿 ̸= ∅. 取最小的自然数𝑛 使得𝑔𝑛 ∈ 𝐿. 则𝑀 中元素唯一的表示为𝑔𝑖𝑎, 𝑎 ∈
𝐿, 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛− 1}. 因为𝐾 为可除的, 取𝑔0 ∈ 𝐾 使得𝜑(𝑔𝑛) = 𝑔𝑛0 . 令

𝜓 : 𝑀 → 𝐾, 𝜓(𝑔𝑖𝑎) = 𝑔𝑖0𝜑(𝑎).
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易验证(𝑀,𝜓) ∈ 𝒜 并且(𝐿, 𝜑) < (𝑀,𝜓), 与(𝐿, 𝜑) 极大性矛盾.

所以𝐿 = 𝐻. 证毕！ �

注意如果两个系统是谱同构的,那么它们具有相同的特征值集合.对于离散谱系统反

之也成立.

定理 4.4.5 (Halmos-von Neumann 定理, 1942) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为具有离散谱

的遍历系统. 那么以下等价：

1. 𝑇 与𝑆 为谱同构的.

2. 𝑇 的全体特征值的集合Λ𝑇 与𝑆 的全体特征值集合Λ𝑆 相等, 即Λ𝑇 = Λ𝑆.

3. 𝑇 与𝑆 共轭.

证明. (1)⇒ (2), (3)⇒ (1) 是显然的.

(2)⇒ (1). 设Λ = Λ𝑇 = Λ𝑆 . 对于任何𝜆 ∈ Λ, 取𝑓𝜆 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔𝜆 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈) 使得

𝑈𝑇 𝑓𝜆 = 𝜆𝑓𝜆, 𝑈𝑆𝑔𝜆 = 𝜆𝑔𝜆, |𝑓𝜆| = |𝑔𝜆| = 1.

定义

𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔𝜆 ↦→ 𝑓𝜆

再线性扩充. 因为把基映为基, 𝑊 为可逆线性算子. 容易验证𝑊𝑈𝑆 = 𝑈𝑇𝑊 . 所以𝑇 与𝑆 为

谱同构的.

(2) ⇒ (3). 同(2) ⇒ (1) 证明, 设Λ = Λ𝑇 = Λ𝑆 . 对于任何𝜆 ∈ Λ, 取𝑓𝜆 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔𝜆 ∈
𝐿2(𝑌, 𝜈) 使得

𝑈𝑇 𝑓𝜆 = 𝜆𝑓𝜆, 𝑈𝑆𝑔𝜆 = 𝜆𝑔𝜆, |𝑓𝜆| = |𝑔𝜆| = 1.

定义

𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔𝜆 ↦→ 𝑓𝜆.

那么𝑊 为谱同构. 根据定理4.2.11, 如果我们还能证明𝑊,𝑊−1 将有界函数映为有界函数,

以及𝑊 (𝑓𝑔) = (𝑊𝑓)(𝑊𝑔), ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑌, 𝜈), 那么我们就可以推出𝑇 与𝑆 为共轭的.

断言：我们可以选取{𝑓𝜆}𝜆∈Λ 和{𝑔𝜆}𝜆∈Λ 使得

𝑓𝜆𝑓𝜉 = 𝑓𝜆𝜉, 𝑔𝜆𝑔𝜉 = 𝑔𝜆𝜉, ∀𝜆, 𝜉 ∈ Λ.

断言证明. 对于𝜆, 𝜉 ∈ Λ,

𝑈𝑇 𝑓𝜆𝜉 = 𝜆𝜉𝑓𝜆𝜉,

又有

𝑈𝑇 (𝑓𝜆𝑓𝜉) = 𝑈𝑇 𝑓𝜆𝑈𝑇 𝑓𝜉 = 𝜆𝜉(𝑓𝜆𝑓𝜉).
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因为特征空间是一维的, 所以存在常数𝑟(𝜆, 𝜉) ∈ S1 使得

𝑓𝜆𝑓𝜉 = 𝑟(𝜆, 𝜉)𝑓𝜆𝜉 𝑎.𝑒.

设𝐻 为全体𝑋 到S1 的函数, 那么在逐点相乘下𝐻 为交换群. 令

𝐾 = {𝑓𝑐 ∈ 𝐻 : 𝑐 ∈ S1, 𝑓𝑐 : 𝑋 → S1, 𝑓𝑐(𝑥) ≡ 𝑐}.

则𝐾 为𝐻 子群. 对𝑐 ∈ S1, 将𝑓𝑐 与𝑐 等同视之, 于是𝐾 = S1.
根据引理4.4.4, 存在同态𝜑 : 𝐻 → 𝐾 使得𝜑|𝐾 = id𝐾 . 令

𝑓*𝜆 = 𝜑(𝑓𝜆)𝑓𝜆.

那么

|𝑓*𝜆 | = 1, 𝑈𝑇 𝑓
*
𝜆 = 𝜆𝑓*𝜆 , ∀𝜆 ∈ Λ.

并且

𝑓*𝜆𝑓
*
𝜉 = 𝜑(𝑓𝜆)𝑓𝜆𝜑(𝑓𝜉)𝑓𝜉 = 𝜑(𝑓𝜆𝑓𝜉)𝑓𝜆𝑓𝜉

= 𝜑(𝑟(𝜆, 𝜉))𝜑(𝑓𝜆𝜉)𝑟(𝜆, 𝜉)𝑓𝜆𝜉

= 𝑟(𝜆, 𝜉)𝜑(𝑓𝜆𝜉)𝑟(𝜆, 𝜉)𝑓𝜆𝜉

= 𝑓*𝜆𝜉.

用{𝑓*𝜆}𝜆∈Λ 替代{𝑓𝜆}𝜆∈Λ 即为所求. 对于{𝑔𝜆}𝜆∈Λ 同样处理. �

选用断言中的{𝑓𝜆}𝜆∈Λ 和{𝑔𝜆}𝜆∈Λ, 根据上面做法构造𝑊 : 𝐿2(𝑌, 𝜈) → 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔𝜆 ↦→
𝑓𝜆. 于是

𝑊 (𝑔𝜆𝑔𝜉) = 𝑊 (𝑔𝜆𝜉) = 𝑓𝜆𝜉 = 𝑓𝜆𝑓𝜉 = 𝑊 (𝑔𝜆)𝑊 (𝑔𝜉).

因为{𝑓𝜆}𝜆∈Λ 和{𝑔𝜆}𝜆∈Λ 是基, 我们容易由此证明

𝑊 (𝑓𝑔) = (𝑊𝑓)(𝑊𝑔), ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈).

接着我们证明𝑊,𝑊−1 将有界函数映为有界函数. 设𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑌, 𝜈). 根据引理4.4.3, 𝑓ℎ ∈
𝐿2(𝑌, 𝜈),∀ℎ ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈). 于是𝑊 (𝑓)𝑊 (ℎ) = 𝑊 (𝑓ℎ) ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), ∀ℎ ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈). 即𝑊 (𝑓)𝑘 ∈
𝐿2(𝑋,𝜇),∀𝑘 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇). 再根据引理4.4.3, 𝑊 (𝑓) ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇). 同理证明, 𝑊−1 将有界函数

映为有界函数.

根据定理4.2.11, 𝑇 与𝑆 为共轭. �

注记 4.4.6 回顾上面定理证明,其中最大的困难在于断言的证明,即说明可以选取{𝑓𝜆}𝜆∈Λ
使得

𝑓𝜆𝑓𝜉 = 𝑓𝜆𝜉, ∀𝜆, 𝜉 ∈ Λ.
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上面证明我们选取了[195]中的证明, 实际上我们可以有下面简单的证明：

先任意取{𝑓𝜆}𝜆∈Λ. 因为遍历性, 存在常数𝑟(𝜆, 𝜉) ∈ S1 使得

𝑓𝜆𝑓𝜉 = 𝑟(𝜆, 𝜉)𝑓𝜆𝜉 𝑎.𝑒.

因为特征值全体是可数的, 存在𝑇 -不变子集𝑁 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝑁) = 0, 使得对于任何𝜆, 𝜉 ∈ Λ,

𝑓𝜆(𝑥)𝑓𝜉(𝑥) = 𝑟(𝜆, 𝜉)𝑓𝜆𝜉(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∖𝑁.

取𝑥0 ∈ 𝑋 ∖𝑁 , 则

𝑟(𝜆, 𝜉) =
𝑓𝜆(𝑥0)𝑓𝜉(𝑥0)

𝑓𝜆𝜉(𝑥0)
.

令

𝑓*𝜆 =
1

𝑓𝜆(𝑥0)
𝑓𝜆.

则

𝑓*𝜆𝑓
*
𝜉 (𝑥) =

1

𝑓𝜆(𝑥0)
𝑓𝜆

1

𝑓𝜉(𝑥0)
𝑓𝜉 =

1

𝑓𝜆𝜉(𝑥0)
𝑓𝜆𝜉 = 𝑓*𝜆𝜉, ∀𝜆, 𝜉 ∈ Λ.

注记 4.4.7 在第八章 中我们会运用交理论给出Halmos-von Neumann 定理的一个非常简

单的证明.

推论 4.4.8 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为具有离散谱的保测系统, 那么𝑇 可逆, 并且𝑇 与𝑇−1 共轭.

S4.4.2 离散谱与群旋转

设𝐺 是一个紧致交换群和𝑎 ∈ 𝐺. 定义群旋转

𝑅𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥.

我们之前易证, (𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝑅𝑎) 是一个保测动力系统, 其中𝑚 为Haar 测度. 𝑅𝑎 为遍历的

当且仅当⟨𝑎⟩ = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z} 在𝐺 中稠密.

定理 4.4.9 设𝐺 是一个紧致交换群和𝑎 ∈ 𝐺, (𝐺,ℬ(𝐺),𝑚,𝑅𝑎) 为遍历的群旋转系统. 那么

每个𝑅𝑎 每个特征函数为特征的数乘, 并且全体特征值为

Λ𝑅𝑎 = {𝛾(𝑎) : 𝛾 ∈ ̂︀𝐺}.
尤其, 𝑅𝑎 具有离散谱.

证明. 设𝛾 ∈ ̂︀𝐺 , 则

𝑈𝑅𝑎𝛾(𝑥) = 𝛾(𝑅𝑎𝑥) = 𝛾(𝑎𝑥) = 𝛾(𝑎)𝛾(𝑥).

于是𝛾 为以𝛾(𝑎) 为特征值的特征函数. 因为 ̂︀𝐺 组成了𝐿2(𝑋,𝜇) 的一组基, 所以𝑅𝑎 具有离

散谱.
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因为每个特征值是简单的, 并且不同特征值的特征函数互相垂直, 所以

Λ𝑅𝑎 = {𝛾(𝑎) : 𝛾 ∈ ̂︀𝐺}
为全体特征值. 否则其它的特征函数将与所有 ̂︀𝐺 正交, 而 ̂︀𝐺 组成了𝐿2(𝑋,𝜇) 的一组基, 这

不可能. �

定理 4.4.10 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统. 那么𝑇 具有离散谱当且仅当𝑇 共轭于某个紧致交

换群𝐺 上的遍历旋转.

如果(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为Lebesgue 空间, 那么𝐺 为可度量的.

证明. 根据定理4.4.9,我们需证明,如果𝑇 具有离散谱,那么𝑇 共轭于某个紧致交换群𝐺上

的遍历旋转. 设Λ𝑇 为𝑇 全体特征值的集合, 赋予Λ𝑇 离散拓扑. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为Lebesgue

空间, 那么𝐿2(𝑋,𝜇) 可分, 此时Λ𝑇 为可数的.

令𝐺 = ̂︁Λ𝑇 , 那么𝐺 为紧致交换群. 根据对偶定理, 定义

𝜑 : ̂︀𝐺 =
̂︀̂︀Λ𝑇 → Λ𝑇 , �̃� ↦→ 𝜆, �̃�(𝑔) = 𝑔(𝜆), ∀𝑔 ∈ 𝐺 = ̂︁Λ𝑇

为相应同构. 令

𝑎 : Λ𝑇 → S1, 𝜆 ↦→ 𝜆,

则𝑎 ∈ 𝐺 = ̂︁Λ𝑇 , 并且�̃�(𝑎) = 𝑎(𝜆) = 𝜆. 令

𝑅𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑎𝑔.

我们下面证明𝑅𝑎 为遍历的, 并且与𝑇 共轭.

设𝑚 为𝐺 的Haar测度, 设𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺,𝑚) 满足𝑓 ∘𝑅𝑎 = 𝑓 . 设𝑓 的Fourier 展开为

𝑓 =
∑︁
𝜆∈Λ𝑇

𝑏𝜆�̃�.

由𝑓 ∘𝑅𝑎 = 𝑓 , 我们有∑︁
𝜆∈Λ𝑇

𝑏𝜆�̃�(𝑔) = 𝑓(𝑔) = 𝑓 ∘𝑅𝑎(𝑔) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑇

𝑏𝜆�̃�(𝑎𝑔) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑇

𝑏𝜆�̃�(𝑎)�̃�(𝑔).

于是

𝑏𝜆�̃�(𝑎) = 𝑏𝜆.

因为�̃�(𝑎) = 𝑎(𝜆) = 𝜆, 所以

𝑏𝜆𝜆 = 𝑏𝜆.

如果𝑏𝜆 ̸= 0, 那么𝜆 = 1, 即�̃� ≡ 1. 于是𝑓 = 𝑏1, 所以𝑅𝑎 遍历.
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根据定理4.4.9, 𝑅𝑎 为离散谱的. 根据定理4.4.5, 为证明𝑇 与𝑅𝑎 共轭, 仅需说明二者具

有相同的特征值集合. 但是根据

Λ𝑅𝑎 = {𝛾(𝑎) : 𝛾 ∈ ̂︀𝐺} = {𝑎(𝜆) : 𝜆 ∈ Λ𝑇 } = {𝜆 : 𝜆 ∈ Λ𝑇 } = Λ𝑇 .

我们得到所求.

群𝐺 为可度量的当且仅当Λ𝑇 为可数的当且仅当𝐿2(𝐺,𝑚) 可分. 所以如果(𝑋,𝒳 , 𝜇)

为Lebesgue 空间, 那么𝐺 为可度量的. �

根据上面定理证明, 我们得到如下推论：

推论 4.4.11 对于S1 任何子群Λ, 存在群旋转系统使得其特征值全体集合恰为Λ.

S4.5 Rohlin斜积定理

在本小节我们介绍一类重要的构造因子映射的方法：斜积. Rohlin斜积定理告诉我们

遍历系统间的因子映射都可以表示为斜积.

S4.5.1 群扩充

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 令End(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为全体与𝑇 交换的保测变换𝜑 : 𝑋 → 𝑋 的

全体, 而令Aut(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为全体与𝑇 交换的可逆保测变换的全体. 则End(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为半群,

而Aut(𝑋,𝜇, 𝑇 ) ⊆ End(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为群. 赋予(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) Cantor 模型, 设{𝐴𝑛}𝑛 为一组既开又
闭集合组成的基, 那么可以定义End(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 的度量如下：

𝑑(𝜑, 𝜓) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝜑−1(𝐴𝑛)Δ𝜓−1(𝐴𝑛))

2𝑛
.

对于Aut(𝑋,𝜇, 𝑇 ), 定义度量

̂︀𝑑(𝜑, 𝜓) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝜑−1(𝐴𝑛)Δ𝜓−1(𝐴𝑛)) + 𝜇(𝜑(𝐴𝑛)Δ𝜓(𝐴𝑛))

2𝑛+1
.

此度量不依赖于(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 拓扑模型的选取, 并且在此度量下Aut(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为Polish 群.

定义 4.5.1 (群扩充) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝐾 ⊆ Aut(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为紧致子群. 设

𝒜(𝐾) = {𝐴 ∈ 𝒳 : 𝜑𝐴 = 𝐴, ∀𝜑 ∈ 𝐾}.

那么𝒜(𝐾) 为𝒳 的𝑇 不变子𝜎-代数. 于是𝒜(𝐾) 定义了一个因子系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 以及因子

映射𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆), 𝜈 = 𝜋*𝜇. 我们称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的群扩充, 记

为𝑌 = 𝑋/𝐾.
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S4.5.2 斜积系统

设(𝑌,𝒴, 𝜈,Γ)为保测系统,其中Γ为可数离散群. 设(𝑈,𝒰 , 𝜌)为标准Borel空间. 设Aut(𝑈, 𝜌)

为(𝑈, 𝜌) 全体可逆保测变换的全体. 称可测映射

𝛼 : Γ× 𝑌 → Aut(𝑈, 𝜌)

为可测cocycle 是指它满足下面的cocycle方程：

𝛼(𝛾𝛾′, 𝑦) = 𝛼(𝛾, 𝛾′𝑦)𝛼(𝛾′, 𝑦).

取定一个cocycle 𝛼, 我们就可以定义系统(𝑌 × 𝑈,𝒴 × 𝒰 , 𝜈 × 𝜌,Γ) 为

𝛾(𝑦, 𝑢) = (𝛾𝑦, 𝛼(𝛾, 𝑦)𝑢).

根据cocycle 方程易验证这是一个动力系统, 称之为斜积系统(skew-product), 记为

(𝑌,𝒴, 𝜈,Γ)×
𝛼

(𝑈, 𝜌).

一类重要的斜积系统是取(𝑈, 𝜌) = (𝐾/𝐿, ̃︀𝑚),其中𝐾为紧致群, 𝐿 ⊆ 𝐾为满足
⋂︀
𝑘∈𝐾 𝑘

−1𝐿𝑘 =

{𝑒} 的闭子群, 𝑚 为𝐾 上的Haar 测度而̃︀𝑚 为𝑚 在𝐾/𝐿 上的像. cocycle 𝛼 : Γ × 𝑌 → 𝐾 使

得𝛼(𝛾, 𝑥) · 𝑘𝐿 为𝛼(𝛾, 𝑥) · 𝑘 相对𝐿 的陪集. 我们得到的斜积系统𝑌 ×
𝛼
𝐾/𝐿 称为齐性斜积空

间(homogeneous skew-product). 当𝐿 = {𝑒}为平凡群时,得到的斜积系统𝑌 ×
𝛼
𝐾 称为群斜积

系统.

在本书中, 我们一般讨论离散系统Γ = Z. 设(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统, (𝑈,𝒰 , 𝜌) 为标

准Borel 空间. 那么此时cocycle 是指可测映射

𝛼 : 𝑌 → Aut(𝑈, 𝜌).

斜积系统为

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇𝛼) = (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)×
𝛼

(𝑈, 𝜌),

其中

𝑇𝑎(𝑦, 𝑢) = (𝑆𝑦, 𝛼(𝑦)𝑢)

设𝑇𝑛𝛼 (𝑦, 𝑢) = (𝑆𝑛𝑦, 𝛼(𝑛, 𝑦)𝑢), 𝑛 ∈ Z, 易验证

𝛼(𝑛, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝛼(𝑆𝑖𝑦) = 𝛼(𝑆𝑛−1𝑦) . . . 𝛼(𝑆𝑦)𝛼(𝑦), 𝑛 ≥ 0;

(︀ −1∏︁
𝑖=𝑛

𝛼(𝑆𝑖𝑦)
)︀−1

= 𝛼(𝑆𝑛𝑦)−1 . . . 𝛼(𝑆−1𝑦)−1, 𝑛 < 0.
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S4.5.3 局部可逆定理

设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为一个概率测度空间. 我们称集族ℋ ⊆ 𝒳 为遗传的(hereditary) 是指它

满足遗传向下性, 即如果𝐴 ∈ ℋ 且𝒳 ∋ 𝐵 ⊆ 𝐴, 则𝐵 ∈ ℋ. 一个遗传集族ℋ 称为浸透𝒳
的(saturate), 是指对于任何𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0, 那么存在𝐵 ∈ ℋ 使得𝐵 ⊆ 𝐴 且𝜇(𝐵) > 0. 称

遗传集族ℋ 浸透𝐴 ∈ 𝒳 , 是指对于任何𝐵 ∈ 𝒳 , 如果𝐵 ⊆ 𝐴 且𝜇(𝐵) > 0, 那么存在𝐶 ∈ ℋ 使
得𝐶 ⊆ 𝐵 且𝜇(𝐶) > 0. 一个集合𝑈 ∈ 𝒳 称为遗传集族ℋ的覆盖(cover),是指𝐴 ⊆

𝜇
𝑈,∀𝐴 ∈ ℋ；

称为遗传集族ℋ 的可测并, 是指它为ℋ 覆盖并且ℋ 浸透𝑈 . 易见如果ℋ 浸透𝒳 , 那么它的

覆盖就是𝑋.

对于一个取定的遗传集族ℋ, 它的可测并是唯一的. 否则设𝑈,𝑈 ′ ∈ 𝒳 为两个可测并,

且𝜇(𝑈 ∖ 𝑈 ′) > 0, 那么根据ℋ 浸透𝑈 , 存在𝐶 ∈ ℋ, 𝜇(𝐶) > 0 且𝐶 ⊆ 𝑈 ∖ 𝑈 ′. 但是𝑈 ′ 为覆盖,

所以𝐶 ⊆ 𝑈 ′ (mod 𝜇). 此二者矛盾！

引理 4.5.2 (耗尽引理) (Exhaustion Lemma)[1, 1.0.7] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为一个概率测度空间, 集

族ℋ ⊆ 𝒳 为遗传的. 那么存在互不相交的子集列𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ ℋ 使得𝑈(ℋ) =
⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛 为

遗传集族ℋ 的可测并.

证明. 设

𝜀1 = sup{𝜇(𝐴) : 𝐴 ∈ ℋ},

取𝐴1 ∈ ℋ 使得𝜇(𝐴1) ≥ 𝜀1
2 . 设

𝜀2 = sup{𝜇(𝐴) : 𝐴 ∈ ℋ, 𝐴 ∩𝐴1 = ∅},

取𝐴2 ∈ ℋ 使得𝜇(𝐴1) ≥ 𝜀2
2 且𝐴2 ∩𝐴1 = ∅.

继续此过程, 我们得到互不相交的子集列{𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℋ 以及递减数列𝜀𝑛 使得

𝜀𝑛 = sup{𝜇(𝐴) : 𝐴 ∈ ℋ, 𝐴 ∩ (𝐴1 ∪ . . . ∪𝐴𝑛−1) = ∅}, 𝜇(𝐴𝑛) ≥ 𝜀𝑛
2
.

于是
∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛 ≤ 2

∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝐴𝑛) ≤ 2,

尤其𝜀𝑛 → 0, 𝑛→∞.

令𝑈 =
⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛, 下说明𝑈 为ℋ 的可测并. 易见ℋ 浸透𝑈 , 所以仅需说明它是ℋ 的覆

盖. 否则存在𝐴 ∈ ℋ 使得𝜇(𝐴) > 0 且𝐴 ∩ 𝐴𝑛 = ∅,∀𝑛 ∈ N. 根据𝜀𝑛 定义, 𝜇(𝐴) ≤ 𝜀𝑛 → 0,∀𝑛,

于是与𝜇(𝐴) > 0 矛盾. �

推论 4.5.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为一个概率测度空间, 集族ℋ ⊆ 𝒳 为遗传的并且浸透𝒳 . 那么存在
互不相交的子集列𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ ℋ 为𝑋 的剖分.
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定理 4.5.4 (局部可逆定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈)为标准Borel空间,设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为保测映

射使得对于任何𝑦 ∈ 𝑌 , 𝜋−1(𝑦) 为可数的. 那么存在𝑋 的可数剖分𝜉 = {𝐴𝑛}𝑛∈N 使得𝜋|𝐴𝑛 :

𝐴𝑛 → 𝜋(𝐴𝑛) 为可逆保测的, ∀𝑛 ∈ N.

证明. 设

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)

为积分分解. 因为对于𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝜇𝑦(𝜋
−1(𝑦)) = 1以及𝜋−1(𝑦)为可数集, 所以我们有对

于𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 𝜇𝑦 为纯原子的, 于是𝜇− 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜇𝜋𝑥({𝑥}) > 0.

称𝐴 ∈ 𝒳 为𝜋-截面是指𝜋(𝐴) = 𝐵 ∈ 𝒴 且𝜋|𝐴 : 𝐴 → 𝐵 为可测双射. 我们断言存

在𝑋 的可数可测剖分𝜉 = {𝐴𝑛}𝑛∈N 使得每个𝐴𝑛 为𝜋-截面. 设ℋ 为全体𝜋-截面的集合, 易

见它为遗传的. 下面我们说明它浸透𝒳 . 设𝐵 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐵) > 0. 则𝜋(𝐵) = 𝐶 为𝑌 的分析

集. 根据Jankov-von Neumann 定理, 存在普遍可测可测映射𝑓 : 𝐶 → 𝐵 使得𝜋 ∘ 𝑓 = id𝐶 .

由𝜈(𝐶) = 𝜇(𝐵) > 0, 取Borel集𝐶 ′ ∈ 𝒴 使得𝐶 ′ ⊆ 𝐶 且𝜈(𝐶 ′) = 𝜈(𝐶). 设𝐴 = 𝑓(𝐶 ′),由𝑓 单射,

𝐴 ∈ 𝒳 . 易见𝐴 ∈ ℋ 且根据𝜈(𝐶 ′) > 0, 𝜇𝑦(𝑓(𝑦)) > 0, 𝜈 − 𝑎.𝑒. 有

𝜇(𝐴) =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦(𝐴)𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝐶′
𝜇𝑦(𝐴)𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝐶′
𝜇𝑦(𝑓(𝑦))𝑑𝜈(𝑦) > 0.

根据推论4.5.3, 存在可测剖分𝜉 满足条件. �

S4.5.4 Rohlin斜积定理

下面我们给出著名的Rohlin斜积定理.

定理 4.5.5 (Rohlin斜积定理) 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为因子映射, 其中(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为可逆的遍历系统. 那么(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 同构于(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的一个斜积系统. 即存在

标准概率空间(𝑈,𝒰 , 𝜌) 以及cocycle 𝛼 : 𝑌 → Aut(𝑈, 𝜌) 使得

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇𝛼) ∼= (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)×
𝛼

(𝑈, 𝜌).

证明. 设

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)

为测度分解. 我们假设𝑋 = [0, 1], 令

𝑝 : 𝑋 → [0, 1], 𝑥 ↦→ 𝜇𝜋(𝑥)({𝑥}).

因为𝑝(𝑥) = lim𝛿→0 𝜇𝜋(𝑥)𝐵𝛿(𝑥), 所以𝑝 是可测的.

𝜇𝜋(𝑇𝑥)({𝑇𝑥}) = 𝑇*𝜇𝜋(𝑥)({𝑇𝑥}) = 𝜇𝜋(𝑥)({𝑥}),

所以𝑝 为𝑇 不变的. 根据遍历性, 𝑝 ≡ 𝑐 < 1. 有两种情况：𝑐 = 0, 此时𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 测度𝜇𝑦

为连续的；𝑐 > 0, 此时𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 测度𝜇𝑦 为离散的.
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情况1. 𝑐 = 0. 此时𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 测度𝜇𝑦 为连续的. 此时设𝑈 = [0, 1], 𝜌 为𝑈 为Lebesgue 测

度, 定义

𝜑 : 𝑋 → 𝑌 × 𝑈 ; 𝜓 : 𝑌 × 𝑈 → 𝑋

为

𝜑(𝑥) = (𝜋(𝑥), 𝜇𝜋(𝑥)([0, 𝑥])), 𝜓(𝑦, 𝑢) = min{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜇𝑦([0, 𝑥]) ≥ 𝑢}.

则𝜓 ∘ 𝜑 = id, 并且对于任何𝐴 ∈ 𝒴, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝜇
(︀
𝜑−1(𝐴× [0, 1])

)︀
=

∫︁
𝐴
𝜇𝑦 (𝜓(𝐴× [0, 𝑡])) 𝑑𝜈(𝑦)

=

∫︁
𝐴
𝜇𝑦 (𝜓({𝑦} × [0, 𝑡])) 𝑑𝜈(𝑦)

=

∫︁
𝐴
𝜇𝑦 ([0, 𝜓(𝑦, 𝑡)]) 𝑑𝜈(𝑦)

= 𝑡𝜈(𝐴).

于是𝜑*𝜇 = 𝜈 × 𝜌.

情况2. 𝑐 > 0. 此时𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝜇𝑦 为纯原子的, 所以𝜋−1(𝑦) 至多可数. 根据局部可逆定

理4.5.4, 存在𝑋 的可数可测剖分𝜉 = {𝐴𝑛}𝑛∈N 使得每个𝐴𝑛 为𝜋- 截面.

函数𝑦 ↦→ |𝜋−1(𝑦)| =
∑︀∞

𝑛=1 1𝜋(𝐴𝑛)(𝑦) 为可测且𝑆 不变的. 根据遍历性, 存在𝑟 ∈ N 使
得𝑐 = 1

𝑟 ,并且𝜈−𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 有𝜇𝑦 = 1
𝑟

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛿𝑥𝑖 ,其中𝑥1, . . . , 𝑥𝑟 ∈ 𝑋互异.下面我们构造𝑟个满

的𝜋-截面𝐵1, . . . , 𝐵𝑟 使得它们为𝑋 的剖分,即𝑋 = 𝐵1∪. . .∪𝐵𝑟, 且𝜋(𝐵1) = . . . = 𝜋(𝐵𝑟) = 𝑌 .

设𝜈(𝑌 ∖ 𝜋(𝐴1)) > 0, 令

𝐶𝑛+1 = 𝐴𝑛+1 ∩ 𝜋−1
(︃
𝑌 ∖

𝑛⋃︁
𝑘=1

𝜋(𝐴𝑘)

)︃
, 𝑛 ≥ 1,

以及

𝐵1 = 𝐴1 ∪
∞⋃︁
𝑛=2

𝐶𝑘.

则{𝐵1, 𝐴2 ∖ 𝐶2, 𝐴3 ∖ 𝐶3, . . .} 为𝑋 的𝜋-截面剖分, 且𝜋(𝐵1) = 𝑌 .

接着设𝜋1 = 𝜋|𝑋∖𝐵1
: 𝑋 ∖𝐵1 → 𝑌 . 则

|𝜋−11 (𝑦) ∩ (𝑋 ∖𝐵1)| = 𝑟 − 1, 𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌.

注意{𝐴′𝑛 = 𝐴𝑛 ∖ 𝐶𝑛}∞𝑛=2 为𝑋 ∖𝐵1 的𝜋1-截面组成的剖分. 如𝜈(𝑌 ∖ 𝜋(𝐴′2)) > 0, 令

𝐶 ′𝑛+1 = 𝐴′𝑛+1 ∩ 𝜋−11

(︃
𝑌 ∖

𝑛⋃︁
𝑘=2

𝜋(𝐴′𝑘)

)︃
, 𝑛 ≥ 2,

以及

𝐵2 = 𝐴′2 ∪
∞⋃︁
𝑛=3

𝐶 ′𝑘.
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则{𝐵2, 𝐴
′
3 ∖ 𝐶 ′3, 𝐴′4 ∖ 𝐶 ′4, . . .} 为𝑋 的𝜋-截面剖分, 且𝜋(𝐵2) = 𝑌 .

经过有限次处理后我们就得到𝑟 个满的𝜋-截面𝐵1, . . . , 𝐵𝑟 使得它们为𝑋 的剖分,

且𝜋(𝐵1) = . . . = 𝜋(𝐵𝑟) = 𝑌 . 于是我们可以定义映射

𝜑 : 𝑋 → 𝑌 × {1, 2, . . . , 𝑟}

使得𝜑*𝜇 = 𝜈 × 𝜌, 其中𝜌 为𝑈 = {1, 2, . . . , 𝑟} 上的等分布测度.

在两种情况下我们都定义了测度空间同构

𝜑 : 𝑋 → 𝑌 × 𝑈, 𝜑*𝜇 = 𝜈 × 𝜌.

通过𝜑 来定义斜积定义中的cocycle 映射𝛼 和𝑇𝛼, 即𝛼 和𝑇𝛼 如下式子来定义:

𝑇𝛼 : 𝑌 × 𝑈 → 𝑌 × 𝑈, 𝑇𝛼(𝑦, 𝑢) = (𝑆𝑦, 𝛼(𝑦)𝑢) = 𝜑(𝑇𝑥).

这样我们就完成了整个定理的证明. �

最后我们陈述一个定理, 在本书不再给出证明.

定理 4.5.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统, 𝐾 ⊆ Aut(𝑋,𝜇, 𝑇 )为紧致子群. 设(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) = 𝑋/𝐾

为群因子, 那么存在cocycle 𝛼 : 𝑌 → Aut(𝐾) 使得

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇𝛼) ∼= (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)×
𝛼
𝐾.

即𝑋 为𝑌 的群斜积系统.

S4.6 遍历分解定理

在本节我们给出遍历分解定理. 遍历分解定理告诉我们任何保测系统总是可以根据

某种方式分解为若干个遍历系统. 在这里我们用Birkhoff遍历定理给出一个证明, 后面还

会根据Choquet 定理给出另一个证明方法.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 之前我们定义了

ℐ = ℐ(𝑇 ) = {𝐴 ∈ 𝒳 : 𝜇(𝐴Δ𝑇−1𝐴) = 0}.

于是遍历定理可以陈述为：

A𝑛𝑓 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑇 𝑗𝑓
𝐿2/𝑎.𝑒.−−−−→ E(𝑓 |ℐ), 𝑛→∞.
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定理 4.6.1 (遍历分解定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 其中(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为Borel 概率空间.

那么存在Borel 概率空间(𝑌,𝒴, 𝜈) 以及可测映射1

𝑌 →ℳ(𝑋), 𝑦 → 𝜇𝑦

使得

1. 对于𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝜇𝑦 为(𝑋,𝒳 ) 上遍历测度,

2. 𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦).

等价的, 如果取(𝑌,𝒴, 𝜈) = (𝑋,𝒳 , 𝜇), 那么

𝜇𝑥 = 𝜇ℐ𝑥 .

证明. 因为(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为Borel 概率空间, 所以取可数生成的𝜎-子代数̃︀ℐ ⊆ ℐ 且̃︀ℐ =
𝜇
ℐ. 令̃︀ℐ =

𝜎({𝐸𝑛}𝑛 = 1∞). 令

𝑁 ′ =

∞⋃︁
𝑛=1

𝑇−1𝐸𝑛Δ𝐸𝑛 =
⋃︁
𝐸∈̃︀ℐ

𝑇−1𝐸Δ𝐸,

设𝑁 ′′ 为使得定理0.3.9, 定理0.3.12, 定理0.3.13 中所排除的零测集. 令

𝑁 =
∞⋃︁
𝑛=0

𝑇−𝑛(𝑁 ′ ∪𝑁 ′′),

则𝑁 为零测集, 且𝑇−1𝑁 ⊆ 𝑁 .

对于𝑥 ̸∈ 𝑁 , 𝑇−1ℐ =
𝜇
ℐ, 根据定理0.3.13,

𝑇*𝜇
ℐ
𝑥 = 𝜇ℐ𝑇𝑥.

因为𝑇𝑥 ̸∈ 𝑁 , 根据定理0.3.9, [𝑥]̃︀ℐ = [𝑇𝑥]̃︀ℐ , 所以
𝜇ℐ𝑇𝑥 = 𝜇ℐ𝑥 .

于是对于任何𝑥 ∈ 𝑁 , 𝜇ℐ𝑥 为𝑇 -不变测度. 下面我们证明𝜇ℐ𝑥 为遍历的.

取𝐶(𝑋) 的可数稠密子集{𝑓𝑖}∞𝑖=1. 进一步放大𝑁 使得对于任何𝑥 ̸∈ 𝑁 有

1

𝑀

𝑀−1∑︁
𝑛=0

𝑓𝑖(𝑇
𝑛𝑥)→ E(𝑓𝑖|ℐ)(𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜇

ℐ
𝑥 ,𝑀 →∞.

根据定理0.3.9,

𝑁1 = 𝑁 ∪ {𝑥 : 𝜇ℐ𝑥(𝑁) > 0}
1此处ℳ(𝑋) 为𝑋 上的全体概率测度, 我们将在第第六章 章具体给出ℳ(𝑋) 的拓扑.
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的测度为零. 如果[𝑥]̃︀ℐ = [𝑦]̃︀ℐ , 𝑥 ̸∈ 𝑁1, 𝑦 ̸∈ 𝑁1, 则𝜇ℐ𝑥 = 𝜇ℐ𝑦 , 且对于任何𝑖 ∈ N

1

𝑀

𝑀−1∑︁
𝑛=0

𝑓𝑖(𝑇
𝑛𝑦)→

∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜇

ℐ
𝑥 ,𝑀 →∞.

因为𝜇ℐ𝑥(𝑁) = 0, 所以上式意味着对于𝜇ℐ𝑥 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑋 有

1

𝑀

𝑀−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑇𝑛𝑦)→
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇ℐ𝑥 ,𝑀 →∞, ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇ℐ𝑥).

即𝜇ℐ𝑥 为遍历的.

接着根据定理0.3.12, 存在因子映射𝜑 : 𝑋 → 𝑌 满足条件. �

我们可以把遍历分解定理重新表述如下：

定理 4.6.2 (遍历分解定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 其中(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为Borel 概率空间.

那么存在Borel 概率空间系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 以及因子映射

𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)

使得ℐ = 𝜑−1(𝒴). 设

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)

为测度分解, 对于𝑦 ∈ 𝑌 设𝑋𝑦 = 𝜑−1(𝑦) 以及𝒳𝑦 = 𝒳 ∩𝑋𝑦. 那么

1. 对于𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌 , (𝑋𝑦,𝒳𝑦, 𝜇𝑦, 𝑇 ) 为遍历系统.

2. 𝑆 = id : 𝑌 → 𝑌 .

S4.7 注记

关于Lebesgue空间理论我们采取了和[76, 195]等书中的处理方式,介绍涉及的基本结

论而不涉及定理的证明. 主要原因是这些定理是测度论中很深刻的结论,具体给出证明将

占较大篇幅且会偏离本书的主旨,感兴趣的读者可以参见[126, 167]等. Kolmogorov系统是

非常重要的一类系统,我们在熵理论中还会介绍. Rohlin斜积定理的材料来自[1]. 遍历分

解定理的不同证明将在第六章中给出.

Holmos-von Neumann定理有许多证明, 本章中定理4.4.5的证明选自[195], 注记4.4.6 中

的简化证明来自[155]. 在第八章我们还有一个从不交性出发的简单证明.



第五章 拓扑动力系统基础

在这一章中我们介绍拓扑动力系统的一些基本概念和结论. 拓扑动力系统和遍历论

是动力系统的两个密切关联的分支. 自学科产生之初,遍历理论和拓扑动力系统二者就有

着不可分割的联系.一方面, 拓扑动力系统可以自然地视为一个保测系统；另一方面任何

遍历系统有其拓扑实现. 两套理论中有许多相对应的概念：遍历—-极小性, 离散谱—-等

度连续, 测度熵—-拓扑熵, 等等. 这些因素导致了这两套理论有着惊人的平行性, 二者许

多结论有着极为相似的陈述, 但各自的证明方法却可能完全不同.

在前文中我们实际上已经介绍过拓扑动力系统的一些基本概念, 在本章中我们系统

的再总结之前的概念并介绍一些新的内容. 在第一节我们回顾基本概念, 并罗列许多例

子. 第二、三节介绍与遍历性相应的传递性和极小性, 二者都反映了系统的不可分割性.

在第四节我们详细介绍各种拓扑混合性. 第五节总结了其它常用的不变子集. 对应于遍

历论中离散谱系统, 在拓扑动力系统中我们有等度连续系统, 也称为拓扑离散谱系统, 它

是动力学性质相对简单的系统.最后我们介绍可扩同胚, 这是一种非常重要的性质, 与微

分动力系统、符号系统等有着密切关系.

在下一章我们将会强调拓扑动力系统与遍历论的关系. 到时读者自然会理解为什么

介绍遍历论的书籍中一般都要介绍拓扑动力系统, 反之亦然.

S5.1 基本概念

S5.1.1 一般群作用的拓扑动力系统

设𝑋 为紧致的Hausdorff 空间, 𝐺 为拓扑群或含单位元拓扑半群, 如果𝜑 : 𝐺 ×𝑋 → 𝑋

连续且满足：

∙ 对任意𝑥 ∈ 𝑋 有𝜑(𝑒, 𝑥) = 𝑥, 其中𝑒 为𝐺 的单位元,

∙ 对任意𝑥 ∈ 𝑋 和𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔1, 𝜑(𝑔2, 𝑥)) = 𝜑(𝑔1𝑔2, 𝑥) 成立,

那么我们就称(𝑋,𝐺, 𝜑)为一个拓扑动力系统.一般地我们也直接用(𝑋,𝐺)记一个拓扑动力

系统. 如果𝐺 为群，此时对于每个𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑(𝑔, ·) : 𝑋 → 𝑋, 𝑥 ↦→ 𝜑(𝑔, 𝑥) 为同胚；如果𝐺 为半

群，那么𝜑(𝑔, ·) 为连续的. 为方便计, 我们将𝜑(𝑔, 𝑥) 简记为𝑔𝑥. 当𝑋为独点集时, 我们称系

统(𝑋,𝐺)为平凡系统.

设(𝑋,𝐺)为拓扑动力系统.对𝑥 ∈ 𝑋,称orb(𝑥,𝐺) = {𝑔𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐺}为𝑥 的轨道. 设𝐴为𝑋

的子集, 如果

𝑔𝐴 = {𝑔𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐴} ⊆ 𝐴,∀𝑔 ∈ 𝐺,

则称𝐴 为不变集. 如果𝐴 ⊆ 𝑋 为闭的不变集, 则将𝐺 作用限制在𝐴 上也成为一个动力系

统,称之为(𝑋,𝐺) 的子系统, 记为(𝐴,𝐺). 对任意𝑥 ∈ 𝑋, 易见orb(𝑥,𝐺) 为闭的不变集, 进

而(orb(𝑥,𝐺), 𝐺) 是(𝑋,𝐺)的一个子系统. 这是一个常用的构造新动力系统的方法.

173
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设(𝑋,𝐺) 和(𝑌,𝐺) 为两个拓扑动力系统, 定义它们的乘积系统为(𝑋 × 𝑌,𝐺), 其中

𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑔𝑥, 𝑔𝑦), ∀𝑔 ∈ 𝐺.

任意多个系统的乘积系统可以类似地定义.

就像别的数学分支一样,拓扑动力系统的一个中心问题便是系统的分类问题.于是一

个自然的问题是：两个拓扑动力系统何时是“一样的”? 在拓扑动力系统中, 我们有如下

定义：

定义 5.1.1 设(𝑋1, 𝐺, 𝜑1) 和(𝑋2, 𝐺, 𝜑2) 为两个拓扑动力系统. 如果存在一个连续满射𝜋 :

𝑋1 → 𝑋2 使得以下图表交换

𝑋1
𝑔−−−−→ 𝑋1⎮⎮⌄𝜋 ⎮⎮⌄𝜋

𝑋2
𝑔−−−−→ 𝑋2

亦即, 𝜋(𝑔𝑥) = 𝑔(𝜋𝑥), ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝑋1, 那么我们就称(𝑋1, 𝐺, 𝜑1) 为(𝑋2, 𝐺, 𝜑2) 的一个扩充,

或者称(𝑋2, 𝐺, 𝜑2) 是(𝑋1, 𝐺, 𝜑1) 的一个因子. 此时称𝜋 为一个因子映射 或称为半共轭.

如果𝜋为同胚, 我们就称(𝑋1, 𝐺, 𝜑1) 和(𝑋2, 𝐺, 𝜑2) 为同构的或者共轭.

之前我们定义了保测系统的同构和共轭，在这里我们用了同样的术语. 在具体情况

下，我们需要根据上下文区分是哪个定义. 有时为了表述更为精确，把保测系统的同构

（共轭）称为“测度同构”（“测度共轭”），二把拓扑动力系统的同构（共轭）称为“拓扑

同构”（“拓扑共轭”）.

在拓扑动力系统中, 两个系统如果为同构的, 我们就认为它们是“一样的”. 于是,寻

求同构不变量是拓扑动力系统的一个重要主题.

S5.1.2 离散拓扑动力系统

在本书中,如非特别指出,我们一般研究Z+ 作用下的系统.亦即,我们所指的拓扑动力

系统是指偶对(𝑋,𝑇 ), 其中𝑋 为紧度量空间而𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为连续映射.

对𝑥 ∈ 𝑋, 称

orb(𝑥, 𝑇 ) = {𝑥, 𝑇𝑥, 𝑇 2𝑥, · · · }

为𝑥的轨道. 设𝐴为𝑋的子集, 如果𝑇 (𝐴) ⊆ 𝐴, 则称𝐴为正不变集或不变集; 如果𝑇−1𝐴 ⊆
𝐴 , 则称𝐴为负不变集; 如果𝑇 (𝐴) = 𝐴, 则称𝐴为强不变集. 如果𝑌 ⊆ 𝑋为闭的不变集,

则(𝑌, 𝑇 |𝑌 )也成为一个动力系统,称之为(𝑋,𝑇 )的子系统, 有时我们就直接将它记为(𝑌, 𝑇 ).

对任意𝑥 ∈ 𝑋, 易见orb(𝑥, 𝑇 )为闭的不变集, 进而(orb(𝑥, 𝑇 ), 𝑇 ) 是(𝑋,𝑇 )的一个子系统.
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当我们考虑两个半离散拓扑动力系统(𝑋,𝑇 )和(𝑌, 𝑆)时, 因子映射𝜋 : 𝑋 → 𝑌就是满

足𝜋 ∘ 𝑇 = 𝑆 ∘ 𝜋的连续满射.

𝑋

𝜋
��

𝑇 // 𝑋

𝜋
��

𝑌
𝑆
// 𝑌

下面我们给出因子映射的等价描述.

设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 我们可以将𝑋 ×𝑋 的子集𝑅 视为𝑋 上的一个关系. 如果𝑅

为𝑋×𝑋 的闭子集,就称𝑅为闭关系;如果(𝑇×𝑇 )(𝑅) ⊆ 𝑅,就称关系𝑅为不变的. 设𝑅 ⊆ 𝑋×
𝑋 为𝑋 上闭的不变的等价关系. 对𝑥 ∈ 𝑋 考虑𝑥 所在的等价类[𝑥]𝑅 = {𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅}.
所有的这些等价类形成了一个新的空间𝑋/𝑅 = {[𝑥]𝑅 : 𝑥 ∈ 𝑋}, 如果𝑋/𝑅 的拓扑取商拓扑,

则𝑋/𝑅 为紧度量空间. 映射𝑇 自然地诱导了𝑋/𝑅 上的连续映射𝑇𝑅 : 𝑋/𝑅 → 𝑋/𝑅, [𝑥]𝑅 →
[𝑇𝑥]𝑅,从而(𝑋/𝑅, 𝑇𝑅)为拓扑动力系统.设𝜋 : 𝑋 → 𝑋/𝑅为商映射,则𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑋/𝑅, 𝑇𝑅)

为因子映射且

𝑅𝜋 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 : 𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦)} = 𝑅.

反之,设𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆)为因子映射,通过𝜋 我们可以定义𝑋 上的一个闭的不变的

等价关系:

𝑅𝜋 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 : 𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦)}.

易见(𝑋/𝑅𝜋, 𝑇𝑅𝜋) 拓扑同构于(𝑌, 𝑆). 因此, 在把拓扑同构的两个动力系统不加区分的意义

下, 我们有

命题 5.1.2 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 则(𝑋,𝑇 ) 的因子系统一一对应于𝑋 上闭的不变的

等价关系.

另外注意到, 如果𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为连续的, 那么

𝑇 :
∞⋂︁
𝑖=0

𝑇 𝑖(𝑋)→
∞⋂︁
𝑖=0

𝑇 𝑖(𝑋)

为满的. 因为一个系统几乎所有的动力学性状都集中体现在
⋂︀∞
𝑖=0 𝑇

𝑖(𝑋)上,所以我们经常

在系统(𝑋,𝑇 ) 定义中假设映射𝑇 为满射.

S5.1.3 自然扩充

类似于定义1.1.9和定义1.1.10, 我们可以定义拓扑动力系统的逆极限和自然扩充. 因

为定义是类似的, 我们在这里仅回顾下自然扩充.

将半离散系统与离散系统联系在一起的一个桥梁是所谓的自然扩充. 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋

为连续满的自映射. 设

̃︀𝑋 =
{︁

(𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈
∞∏︁
𝑖=1

𝑋 : 𝑇𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖, 𝑖 ≥ 1
}︁
.
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作为乘积空间
∏︀∞
𝑖=1𝑋（取乘积拓扑）的子集, ̃︀𝑋 是非空闭的. 如果我们定义

̃︀𝑇 : ̃︀𝑋 → ̃︀𝑋, ̃︀𝑇 (𝑥1, 𝑥2, . . .) = (𝑇𝑥1, 𝑥1, 𝑥2, . . .)

那么 ̃︀𝑇 为同胚. 易见对每个𝑛 ∈ N, 向第𝑛 分量的投影映射𝑝𝑛 : ̃︀𝑋 → 𝑋 为连续满射. 尤其𝑝1

为( ̃︀𝑋, ̃︀𝑇 ) 到(𝑋,𝑇 ) 的因子映射. ̃︀𝑋
𝑝1
��

̃︀𝑇 // ̃︀𝑋
𝑝1
��

𝑋
𝑇
// 𝑋

自然扩充( ̃︀𝑋, ̃︀𝑇 ) 是可逆系统, 它保持了(𝑋,𝑇 )几乎所有的动力学性质.在许多情形下,

我们的结论首先是对可逆系统证明的, 然后通过其自然扩充将一般情形转化为可逆的情

况来获得相应的结论. 这是一种十分常用的技巧.

S5.1.4 一些例子

我们在第二章第(S1.2)节中介绍的大部分例子都是拓扑动力系统. 在这里我们在补充

几个例子. 在后面的小节中我们还会继续介绍许多新的例子.

例 5.1.3 (南北极系统) 设S1 为R2 中单位圆周, 设其圆心在(0, 1), 南极𝑆在(0, 0), 北极𝑁

在(0, 2). 以𝑁 为起点, 设射线与𝑦轴夹角为𝜃, 则𝜃 ∈ (−𝜋
2 ,

𝜋
2 ), 射线交S1 于点𝑧𝜃.

南北极系统

定义

𝑇 : S1 → S1, 𝑧𝜃 ↦→ 𝑧arctan( tan 𝜃
2

)

并且𝑇 (𝑁) = 𝑁,𝑇 (𝑆) = 𝑆.

则对于𝑥 ̸= 𝑆,𝑁 ,

𝑇𝑛𝑥→ 𝑆, 𝑛→∞; 𝑇−𝑛𝑥→ 𝑁,𝑛→∞.
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例 5.1.4 (有限型子转移) 设(Σ𝑘, 𝜎) 为双边全转移系统（𝑘 ≥ 2）. 设𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]
𝑘−1
𝑖,𝑗=0 为𝑘 × 𝑘

矩阵, 其中𝑎𝑖𝑗 ∈ {0, 1}. 设

𝑋𝐴 = {𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛∈Z : 𝑎𝑥𝑛𝑥𝑛+1 = 1,∀𝑛 ∈ Z}.

易见𝑋𝐴 的补集为开集, 所以𝑋𝐴 为Σ𝑘 的闭子集. 另外易见

𝜎𝑋𝐴 = 𝑋𝐴.

于是(𝑋𝐴, 𝜎) 为拓扑动力系统, 称之为有限型子转移系统(subshift of finite type).

1. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ], 𝑎𝑖𝑗 = 1, ∀𝑖, 𝑗. 则𝑋𝐴 = Σ𝑘.

2. 𝐴 = 𝐼 为恒同矩阵, 那么𝑋𝐴 = {𝑗Z = (. . . , 𝑗, 𝑗, 𝑗, . . .) : 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}}.

3. 对于(Σ2, 𝜎), 𝐴 =

(︃
0 0

1 0

)︃
, 𝑋𝐴 = ∅.

4. 两个不同矩阵可以定义同一个有限型子转移. 例如对于(Σ2, 𝜎), 𝐴1 =

(︃
0 1

0 1

)︃
, 𝐴2 =(︃

0 0

0 1

)︃
, 𝑋𝐴1 = 𝑋𝐴2.

类似可以定义单边的系统.

例 5.1.5 (测地流、极限环流) 设𝐺 = 𝑆𝐿(2,R) 为2阶特殊线性群, 𝑚 为𝐺 上的Haar 测度.

设Γ 为𝐺 余紧的离散群, 即𝐺/Γ 为紧致的. 对于任何𝑡, 𝑠 ∈ R

ℎ𝑡 =

(︃
1 𝑡

0 1

)︃
, 𝑔𝑠 =

(︃
𝑒−𝑠 0

0 𝑒𝑠

)︃
.

设𝑋 = 𝐺/Γ, 其中𝜇 = 𝜇Γ 为𝑋 上唯一的𝐺 不变概率测度. 令

R×𝑋 → 𝑋 : (𝑡, 𝑥Γ) ↦→ ℎ𝑡𝑥Γ.

称R 作用的系统(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, {ℎ𝑡}𝑡∈R) 为极限环流( horocycle flow). 我们定义ℎ = ℎ1, 则得

到一个离散的极限环系统 (𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇0, ℎ).

类似定义系统(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, {𝑔𝑠}𝑠∈R), 称之为测地流(geodesic flow). 易见二者有如下关

系:

𝑔𝑠ℎ𝑡𝑔
−1
𝑠 = ℎ𝑒−2𝑠𝑡, ∀𝑡, 𝑠 ∈ R. (5.1.1)

习 题
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1. 验证式子5.1.1.

2. 一般地, 一个子转移(𝑋,𝜎) ⊆ Σ𝑙 称为有限型子转移（subshift of finite type, SFT）是指存在有限个

词𝒲 = {𝑤1, . . . , 𝑤𝑘} 使得𝑥 ∈ 𝑋 当且仅当𝒲 中词从不在𝑥 中出现. 𝑚 = max{|𝑤𝑖| : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘} 称
为𝑋 的阶数. 证明：

(a) 任何有限型子转移都同构于阶数为2的有限型子转移.

(b) 对于每个阶数为2的有限型子转移(𝑋,𝜎) ⊆ Σ𝑘 , 可以定义取值为0, 1 的𝑘 × 𝑘 矩阵𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]：

𝑎𝑖𝑗 = 1 ⇔ (𝑖𝑗) ̸∈ 𝒲.

证明：Card(𝐿𝑛(𝑋)) =
∑︀𝑘

𝑖,𝑗=0 𝑎
(𝑛)
𝑖𝑗 , 其中𝐿𝑛(𝑋) 为𝑋 长为𝑛 的词全体.

S5.2 传递性

回复性是十分重要的动力学性质. 这是因为在研究自然现象时,那些可以重复观察的

现象才是我们最关心的. 从这节开始, 我们将研究各种回复性质.

S5.2.1 传递的定义

定义 5.2.1 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋.

1. 如果𝑇𝑥 = 𝑥, 那么点𝑥 ∈ 𝑋 称为不动点;

2. 如果存在某个𝑛 ∈ N 使得𝑇𝑛𝑥 = 𝑥 成立, 那么点𝑥 ∈ 𝑋 称为周期点. 满足𝑇𝑛𝑥 = 𝑥 的自

然数𝑛 称为𝑥 的周期; 而满足𝑇𝑛𝑥 = 𝑥 最小的自然数𝑛 称为𝑥 的最小周期.

我们用Fix(𝑋,𝑇 ) 或Fix(𝑇 ) 表示系统(𝑋,𝑇 ) 的不动点全体, 用Per(𝑋,𝑇 ) 或Per(𝑇 ) 表示

系统(𝑋,𝑇 ) 的周期点全体.

设𝑥 为以𝑛 为最小周期的周期点, 那么𝑌 = orb(𝑥, 𝑇 ) = {𝑥, 𝑇𝑥, · · · , 𝑇𝑛−1𝑥} 为有限集
合. (𝑌, 𝑇 )成为一个拓扑动力系统.这是一类最简单的拓扑动力系统,并且每个点都是周期

回复的.

定义 5.2.2 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 定义𝑥 的𝜔 极限集𝜔(𝑥, 𝑇 ) 为orb(𝑥, 𝑇 ) 的全

体极限点集, 即

𝜔(𝑥, 𝑇 ) = {𝑦 ∈ 𝑋 : ∃𝑛𝑖 → +∞ 𝑠.𝑡. 𝑇𝑛𝑖𝑥→ 𝑦} =
⋂︁
𝑛≥0

⋃︁
𝑘≥𝑛
{𝑇 𝑘𝑥}.

如果𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋, 我们定义回复时间集为：

𝑁(𝑈, 𝑉 ) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ̸= ∅}.
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定义 5.2.3 称拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 或𝑇 为传递的是指对𝑋 的任意两个非空开集𝑈, 𝑉 我

们有𝑁(𝑈, 𝑉 ) ̸= ∅.
如果存在点𝑥 ∈ 𝑋 满足orb(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋, 那么我们称(𝑋,𝑇 ) 为点传递的, 而称𝑥 为一个

传递点. 𝑋 的全体传递点记为Trans𝑇 .

注记 5.2.4 (1) 当𝑋 是一个任意的拓扑空间, 𝑇 是其上的一个连续自映射, 我们也可类似

地引入传递和点传递的概念. 如果对于拓扑空间𝑋 不加任何限制, 传递与点传递是不同

的概念. 反例如下：

设𝑋 = {0} ∪ { 1𝑛 : 𝑛 = 1, 2, · · · }（取R的遗传拓扑）, 而𝑇 : 𝑋 → 𝑋 定义为𝑇 (0) =

0,𝑇 ( 1
𝑛) = 1

𝑛+1 . 于是Tran𝑇 (𝑋) = {1}, 但(𝑋,𝑇 ) 不是拓扑传递的.

设𝑔 : 𝐼 → 𝐼,其中𝐼 = [0, 1],𝑔(𝑥) = 1 − |2𝑥 − 1| 为帐篷映射. 则Per(𝑔) = 𝐼 [209]. 令𝑋 =

Per(𝑔) 及𝑓 = 𝑔|Per(𝑔). 于是(𝑋, 𝑓) 为传递但是不为点传递的.

(2) 从后面定理的证明我们可以看到：如𝑋 没有孤立点, 则点传递推出传递; 如果𝑋

为可分的第二纲集, 则传递推出点传递.

由于在定义一个动力系统(𝑋,𝑇 ) 时我们已经假设𝑋 为紧度量的, 于是对一个动力系

统而言总有传递推出点传递,而如果再加上没有孤立点, 则两概念等价.

记ℱinf 为Z+ 的全体无限子集组成的集合.

定理 5.2.5 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 则以下(1)到(17)等价.

(1) 𝑇 为拓扑传递的；

(2) 对𝑋 任二非空开集𝑈, 𝑉 , 存在𝑛 ∈ Z+ 使得𝑇𝑛𝑈
⋂︀
𝑉 ̸= ∅;

(3) 对𝑋 任二非空开集𝑈, 𝑉 , 存在𝑛 ∈ N 使得𝑇𝑛𝑈
⋂︀
𝑉 ̸= ∅;

(4) 对𝑋 任二非空开集𝑈, 𝑉 , 存在𝑛 ∈ Z+ 使得𝑈
⋂︀
𝑇−𝑛𝑉 ̸= ∅;

(5) 对𝑋 任意非空开集𝑈 , 有
⋃︀∞
𝑛=1 𝑇

𝑛𝑈 在𝑋 中稠密；

(6) 对𝑋 任意非空开集𝑈 , 有
⋃︀∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝑈 在𝑋 中稠密；

(7) 对𝑋 任意非空开集𝑈 , 有
⋃︀∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝑈 在𝑋 中稠密；

(8) 对𝑋 任意非空开集𝑈 , 有
⋃︀∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝑈 在𝑋 中稠密；

(9) 𝑋 的任意闭正不变子集或为𝑋 本身, 或为无处稠密集；

(10) 𝑋 的任意开负不变子集或在𝑋 中稠密, 或为空集；

(11) 存在𝑥 使得𝜔(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋；

(12) {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜔(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋} 为𝑋 的稠密𝐺𝛿 子集；

(13) 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑇 为𝑋 的稠密𝐺𝛿 子集；

(14) 𝑇 为满射且𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑇 ̸= ∅；
(15) Ω(𝑋,𝑇 ) = 𝑋 且𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑇 ̸= ∅；（其中Ω(𝑋,𝑇 )定义参见定义5.5.5.）

(16) 存在𝑥 使得𝑜𝑟𝑏(𝑇𝑥, 𝑇 ) 在𝑋 中稠密；

(17) 对𝑋 中任二非空开集𝑈, 𝑉 , 有𝑁(𝑈, 𝑉 ) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ̸= ∅} ∈ ℱinf , 即它为

无限集；
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(1)-(17) 推出(18), 如果𝑋 没有孤立点则(1)-(18) 等价；

(18) 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑇 ̸= ∅.

注记 5.2.6 取{𝑈𝑖}∞𝑖=1 为𝑋 的可数基, 则

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑇 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑜𝑟𝑏(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋} =
∞⋂︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑚=0

𝑇−𝑚𝑈𝑛

{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜔(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋} =

∞⋂︁
𝑖=1

∞⋂︁
𝑚=0

∞⋃︁
𝑛=𝑚

𝑇−𝑛𝑈𝑖.

根据这两个式子容易给出上定理的证明.

设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 到(𝑌, 𝑆) 的因子映射, 𝜋 为极小的是指𝑋 为唯一

满足𝜋(𝐴) = 𝑌 的非空闭不变子集𝐴. 我们有：

定理 5.2.7 设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 到(𝑌, 𝑆) 的因子映射,则

1. 如果(𝑋,𝑇 ) 为传递的, 那么Trans𝑇 为𝑋 的稠密𝐺𝛿 子集.

2. 如果𝑇 为传递的, 那么𝑆 也是传递的, 且Trans𝑇 ⊆ 𝜋−1(Trans𝑆). 如果𝜋 还为极小的, 则

等号成立.

证明. (1) 根据定理5.2.5.

(2) 前半部分易证, 我们证后半部分. 设𝜋 为极小的且𝑦 ∈ Trans𝑆 , 于是对任意𝑥 ∈
𝜋−1(𝑦) 有𝜋(orb(𝑥, 𝑇 )) = 𝑌 . 根据𝜋 的极小性, 我们就有orb(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋, 即𝑥 ∈ Trans𝑇 . �

对应于定理2.1.7, 我们有：

定理 5.2.8 拓扑传递的系统没有非常值的连续不变函数.

证明. 设𝑥 ∈ Trans𝑇 , 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) 使得𝑓(𝑇𝑥) = 𝑓(𝑥). 于是𝑓(𝑇𝑛𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑛 ∈ Z+. 因

为orb(𝑥, 𝑇 ) = 𝑋, 所以𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥),∀𝑦 ∈ 𝑋, 即𝑓 为常值函数. �

例 5.2.9 (没有非常值的连续不变函数的非传递系统) 没有非常值的连续不变函数的系统

不一定为传递的. 设

𝑋 = (T2 × {0}) ∪ (T2 × {1})/(𝑒, 0) ∼ (𝑒, 1),

其中𝑒 为T2 单位元. 即𝑋 为将两个二位环面在单位元处粘合在一起. 设𝐴 : T2 → T2 为遍

历自同构, 令

𝑇 : 𝑋 → 𝑋,𝑇 (𝑥, 0) = (𝐴𝑥, 0);𝑇 (𝑥, 1) = (𝐴𝑥, 1).

则T2 × {0} 和T2 × {1} 为𝑇 的不变集, 所以(𝑋,𝑇 ) 不是传递的. 但是对于任何𝑇 不变连续

函数在T2×{0} 和T2×{1} 分别是常数, 由于T2×{0} 和T2×{1} 在(𝑒, 0), (𝑒, 1) 处粘合, 所

以这个常数是相等的.
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S5.2.2 回复点

与传递性紧密联系在一起的一个概念是回复点.

定义 5.2.10 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 𝑥 ∈ 𝑋 称为一个回复点是指存在序列𝑛𝑖 → +∞ 使
得𝑇𝑛𝑖𝑥→ 𝑥,亦即𝑥 ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 ).

以Rec(𝑇 ) 记全体回复点的集合.

一个重要的事实是,如果𝑥为回复点,那么(orb(𝑥, 𝑇 ), 𝑇 )为传递系统;对传递系统(𝑋,𝑇 ),

我们有Trans𝑇 ⊆ Rec(𝑇 ). 下面著名的Birkhoff 定理说明对动力系统, 回复点总是存在的.

定理 5.2.11 (Birkhoff回复定理) 每个拓扑动力系统都存在回复点.

我们将这个定理的证明放在下一节给出，在第六章的定理6.3.6我们可以运用Poincaré

回复定理得到Birkhoff回复定理.

明显地, Per(𝑇 ) ⊆ Rec(𝑇 ). 如果𝑥 是周期为𝑛 周期点, 那么({𝑥, 𝑇𝑥, . . . , 𝑇𝑛−1𝑥}, 𝑇 )为传

递系统.

对于回复点集,我们有如下基本性质：

定理 5.2.12 设𝜋 : 𝑋 → 𝑌为拓扑动力系统(𝑋,𝑇 )到(𝑌, 𝑆)的因子映射,则

1. 𝑇 (Rec(𝑇 )) = Rec(𝑇 ).

2. Rec(𝑇𝑛) = Rec(𝑇 ), ∀𝑛 ∈ N.

3. 𝜋(Rec(𝑇 )) = Rec(𝑆).

证明. 1. 首先易验证𝑇 (Rec(𝑇 )) ⊆ Rec(𝑇 ). 现在设𝑥 ∈ Rec(𝑇 ), 则存在序列𝑛 → +∞ 使
得𝑇𝑛𝑖𝑥 → 𝑥. 由于𝑋 紧致, 不失一般性, 我们设𝑇𝑛𝑖−1𝑥 → 𝑦. 于是𝑇 (𝑦) = 𝑥 且𝑇𝑛𝑖𝑦 =

𝑇𝑛𝑖−1𝑥→ 𝑦, 亦即𝑦 ∈ Rec(𝑇 ) 且𝑇 (𝑦) = 𝑥. 这样就有Rec(𝑇 ) ⊆ 𝑇 (Rec(𝑇 )).

2. 根据定义容易验证Rec(𝑇𝑛) ⊆ Rec(𝑇 ). 我们现在设𝑥 ∈ Rec(𝑇 ), 那么存在序列𝑛𝑖 →
+∞ 使得𝑇𝑛𝑖𝑥 → 𝑥. 不失一般性我们可以假设𝑛𝑖 = 𝑘𝑖𝑛 + 𝑗,0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1. 于是𝑥 ∈
orb(𝑇 𝑗𝑥, 𝑇𝑛), 进而

orb(𝑥, 𝑇𝑛) ⊆ orb(𝑇 𝑗𝑥, 𝑇𝑛).

用𝑇 𝑗 作用于此包含关系, 且注意到𝑥 ∈ orb(𝑇 𝑗𝑥, 𝑇𝑛), 我们有

orb(𝑥, 𝑇𝑛) ⊆ orb(𝑇 𝑗𝑥, 𝑇𝑛) ⊆ . . . ⊆ orb(𝑇 (𝑛−1)𝑗𝑥, 𝑇𝑛) ⊆ orb(𝑇𝑛𝑗𝑥, 𝑇𝑛).

于是𝑥 ∈ orb(𝑇 𝑗𝑛𝑥, 𝑇𝑛), 尤其有𝑥 ∈ Rec(𝑇𝑛). 这样就有Rec(𝑇 ) ⊆ Rec(𝑇𝑛).

3. 𝜋(Rec(𝑇 )) ⊆ Rec(𝑆)是明显的. 现在设𝑦 ∈ Rec(𝑆)且𝐵 = 𝜔(𝑦, 𝑆). 则𝐴′ = 𝜋−1𝐵 为非

空闭不变子集, 记𝒜 为满足𝜋(𝐴) = 𝐵 的𝐴′ 的闭不变子集的全体. 由Zorn 引理, 存在𝐴 ∈ 𝒜
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为包含关系下的极小元. 因为𝜋(𝐴) = 𝐵, 所以存在𝑥 ∈ 𝐴 使得𝜋(𝑥) = 𝑦. 根据𝐴 的选取, 我

们有𝜔(𝑥, 𝑇 ) = 𝐴, 尤其有𝑥 ∈ Rec(𝑇 ). 这样我们就完成了整个证明. �

一个拓扑动力系统称为完全传递的, 如果对任意𝑛 ∈ N, 系统(𝑋,𝑇𝑛) 仍为传递的. 易

见传递系统不必为完全传递的, 一个简单的例子为周期为2的周期轨. 一般而言我们有：

定理 5.2.13 设(𝑋,𝑇 ) 为传递的拓扑动力系统及𝑛 ∈ N. 那么存在𝑘 ∈ N 使得𝑘|𝑛 且有分解

𝑋 = 𝑋0 ∪𝑋1 ∪ . . . ∪𝑋𝑘−1,

其中当𝑖 ̸= 𝑗时𝑋𝑖 ̸= 𝑋𝑗, (𝑋𝑖, 𝑇
𝑛) 为传递的且𝑇 (𝑋𝑖) = 𝑋𝑖+1(mod 𝑘).

证明. 设𝑥 ∈ Trans𝑇 , 则由定理5.2.12, 𝑇 𝑗𝑥 为𝑇𝑛 的回复点, 其中0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1. 令

𝑌𝑗 = orb(𝑇 𝑗𝑥, 𝑇𝑛),

则(𝑌𝑗 , 𝑇
𝑛)为传递的且𝑇 (𝑌𝑖) = 𝑌𝑖+1(mod 𝑛). 设𝑘 为满足𝑗 ̸= 0和𝑌0 = 𝑌𝑗 的最小自然数. 则易

验证𝑘|𝑛 且当0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘 − 1 时𝑌𝑖 ̸= 𝑌𝑗 . 于是𝑋𝑗 = 𝑌𝑗 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1,即为所求. �

S5.2.3 一些例子

为得到更多传递系统的例子,我们先回顾符号系统的概念. 设𝑘 ≥ 2为自然数且记𝐴 =

{0, 1 . . . , 𝑘− 1}. 之前我们讨论的是𝐴Z 和𝐴Z+ ,我们在这里取𝐴N. 𝐴N 与𝐴Z+ 没有本质区别.

赋予𝐴以离散拓扑,而

Σ𝑘 = 𝐴N = {(𝑥1, 𝑥2, . . .) : 𝑥𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 ∈ N}

取乘积拓扑. 则Σ𝑘为紧致可度量空间,一个相容的度量为

𝑑(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩0, 如果 𝑥 = 𝑦,

1
𝑖 , 如果 𝑥 ̸= 𝑦 且 𝑖 = min{𝑗 : 𝑥𝑗 ̸= 𝑦𝑗}.

定义

𝜎 : Σ𝑘 → Σ𝑘, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) ↦→ (𝑥2, 𝑥3, . . .).

易见𝜎为连续的满射, 称(Σ𝑘, 𝜎)或𝜎为全转移或直接称之为转移. 如果𝑌为Σ𝑘的非空闭正不

变子集, 那么称(𝑌, 𝜎)为子转移.

命题 5.2.14 (Σ𝑘, 𝜎) 为传递的, 并且Per(𝑇 ) 在Σ𝑘中稠密.

首先我们有一个简单但重要的结论：

命题 5.2.15 𝑥 ∈ Σ𝑘为回复点当且仅当每个𝑥中的词在𝑥中出现无限多次.

下面举一个具体的例子:
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例 5.2.16 设𝐴1 = (1), 𝐴2 = (101), . . . , 𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛0(𝑛)𝐴𝑛,则𝑥 = lim𝑛→∞𝐴
∞
𝑛 为一个非周期点

的回复点.

定理 5.2.17 设𝐴 : T𝑛 → T𝑛 为环面遍历自同构. 那么它为传递的, 且

Per(𝐴) = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ T𝑛 : 𝑥𝑗 为有理数}.

即使𝐴不是遍历的, 我们仍有

Per(𝐴) ⊇ {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ T𝑛 : 𝑥𝑗 为有理数},

于是周期点稠密.

证明. 设𝐴 为自同构. 我们用(S1)𝑛 记环面. 设�⃗� = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ (S1)𝑛, 𝑤𝑖 为单位根. 存

在𝑘 ∈ N 使得�⃗�𝑘 = 𝑒, 𝑒 为(S1)𝑛单位元素. 对于每个𝑘 ∈ N,

𝑌𝑘 = {�⃗� ∈ (S1)𝑛 : �⃗�𝑘 = 𝑒}

为(S1)𝑛 的有限子群,并且𝐴𝑌𝑘 = 𝑌𝑘. 于是𝑌𝑘 每个元素都是𝐴的周期点. 尤其�⃗�为𝐴周期点.

下面设𝐴 遍历, 此时我们用T𝑛 表示环面. 设�⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ T𝑛 为𝐴周期点, 即存

在𝑘 ∈ N 使得
𝐴𝑘�⃗� = �⃗�+ Z𝑛.

用矩阵表达, 即存在𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Z𝑛 使得

(︁
[𝐴]𝑘 − 𝐼

)︁⎛⎜⎜⎝
𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑝1
...

𝑝𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

因为𝐴 遍历, 矩阵[𝐴]𝑘 − 𝐼 为可逆的整系数方阵, 其逆为有理系数方阵. 尤其𝑥𝑖 为有理数.

于是每个周期点�⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 中𝑥𝑖 ∈ Q. �

S5.2.4 回复性与IP集

对于一个拓扑动力系统 (𝑋,𝑇 ), 设𝑥 ∈ 𝑋 及𝑈 ⊆ 𝑋, 令𝑥 进入𝑈 的回复时间集为

𝑁(𝑥, 𝑈) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝑇𝑛𝑥 ∈ 𝑈}.

从定理5.2.12我们看到如果𝑥 为回复点, 那么它也是𝑇𝑛(𝑛 ∈ N）的回复点. 由此可见回复

点的回复时间集并不是任意的. 为刻画回复点的回复时间, 首先回顾IP子集的概念：𝐴 ⊆
N为IP集是指存在正整数序列𝑝1, 𝑝2, . . .使得

𝐴 = {𝑝𝑖1 + . . .+ 𝑝𝑖𝑘 : 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑘, 𝑘 ∈ N}.

此时称𝐴 为由𝑝1, 𝑝2, . . . 生成的, 记为FS({𝑝𝑖}) . 记集合{𝐴 ⊆ N : 𝐴 包含一个IP集} 为ℱip .

𝐴 ⊆ N 称为IP*集是指𝐴 与任何IP 集相交非空.

需要注意的是, 在IP 集的定义中我们并没有要求𝑝𝑖 为互异的.
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定理 5.2.18 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 如果𝑥0 ∈ Rec(𝑇 ), 那么对每个𝛿 > 0, 𝑁(𝑥0, 𝐵𝛿(𝑥0))

包含了一个IP集.

反之,如果𝑅 ⊆ N 为一个IP集, 那么存在传递系统(𝑋,𝑇 ) 和𝑥0 ∈ Trans𝑇 使得

𝑅 ∪ {0} ⊇ 𝑁(𝑥0, 𝐵1(𝑥0)).

证明. 设𝑥0 ∈ Rec(𝑇 ) 及𝛿 > 0. 取𝑝1 满足

𝑑(𝑇 𝑝1𝑥0, 𝑥0) < 𝛿. (5.2.1)

取𝛿2 > 0 使得𝛿2 ≤ 𝛿 且满足

𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿2 ⇒ 𝑑(𝑇 𝑝1𝑥, 𝑥0) < 𝛿. (5.2.2)

对此𝛿2 取𝑝2 使得

𝑑(𝑇 𝑝2𝑥0, 𝑥0) < 𝛿2. (5.2.3)

由式子(5.2.1), (5.2.2) 和(5.2.3)我们就有

𝑑(𝑇𝑚𝑥0, 𝑥0) < 𝛿 (5.2.4)

对𝑚 = 𝑝1, 𝑝2 及𝑝1 + 𝑝2 均成立. 我们继续这个归纳过程. 假设𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 己经取定并

且(5.2.4)式对所有𝑚 = 𝑝𝑖1 + . . .+ 𝑝𝑖𝑘 ,1 ≤ 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛, 𝑘 ∈ N均成立. 我们再取𝛿𝑛+1 ≤ 𝛿
使得一旦𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿𝑛+1, 那么

𝑑(𝑇𝑚𝑥, 𝑥0) < 𝛿 (5.2.5)

对所有上述𝑚 成立. 于是如果取𝑝𝑛+1 使得

𝑑(𝑇 𝑝𝑛+1𝑥0, 𝑥0) < 𝛿𝑛+1, (5.2.6)

那么(5.2.4)将还对形如𝑚+ 𝑝𝑛+1 及𝑝𝑛+1 的指数成立. 这样我们完成了归纳过程,并且易见

由𝑝1, 𝑝2, . . . 生成的IP 集包含在𝑁(𝑥0, 𝐵𝛿(𝑥0))中.

反之, 设𝑅 ⊆ N 为由𝑝1, 𝑝2, . . . 生成的IP集. 如果𝐻1, 𝐻2, . . . 为N 互不相交的子集,

令𝑝′𝑛 =
∑︀

𝑖∈𝐻𝑛
𝑝𝑖, 那么由𝑝′1, 𝑝

′
2, . . . 生成的IP 集为𝑅 的子集. 我们可以选取𝐻𝑛 使得

𝑝′𝑛+1 > 𝑝′1 + 𝑝′2 + . . .+ 𝑝′𝑛.

这样, 不失一般性, 我们可以直接假设𝑝𝑛+1 > 𝑝1 + 𝑝2 + . . .+ 𝑝𝑛.

我们在{0, 1}Z+ 中定义点𝑥0 使得

(𝑥0)𝑛 =

⎧⎨⎩1, 如果 𝑛 = 0 或者 𝑛 ∈ 𝑅,

0, 如果 𝑛 > 0 并且 𝑛 ̸∈ 𝑅.
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注意我们取{0, 1}Z+ 度量为：

𝑑(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩0, 如果 𝑥 = 𝑦,

1
𝑖+1 , 如果 𝑥 ̸= 𝑦 且 𝑖 = min{𝑗 : 𝑥𝑗 ̸= 𝑦𝑗}.

易见𝑥0 为转移𝜎 的回复点, 并且对𝑛 > 0 有：

𝑑(𝜎𝑛𝑥0, 𝑥0) < 1⇔ (𝜎𝑛𝑥0)0 = 1⇔ (𝑥0)𝑛 = 1⇔ 𝑛 ∈ 𝑅.

由此,我们完成了整个证明. �

定义 5.2.19 设ℱ为Z+的子集族,我们称ℱ具有Ramsey 性质,如果𝐹 ∈ ℱ且𝐹 = 𝐹1 ∪ 𝐹2,则

必有𝐹1 ∈ ℱ或𝐹2 ∈ ℱ成立.

下面是著名的Hindman定理, 我们在本书中不给出证明, 感兴趣的读者可以参见[95].

定理 5.2.20 (Hindman 定理) ℱip具有Ramsey 性质.

习 题

1. 证明定理5.2.5.

2. 证明：(Σ𝑘, 𝜎) 为传递的, 并且Per(𝑇 ) 在Σ𝑘中稠密.

3. 证明：如果(𝑋,𝑇 ) 为传递系统,那么要么𝑋 为有限集, 要么𝑋 为不可数集.

4. 证明：传递系统的自然扩充仍为传递系统.

5. 证明：一个IP集与一个IP*集的交为无限子集.

S5.3 极小性

在本节中我们将讨论一类特殊的传递系统：极小系统.

S5.3.1 极小性

定义 5.3.1 拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 称为极小的是指它不真包含任何闭不变子集.如果子系

统(𝑌, 𝑇 )为极小的, 那么我们称子集𝑌为𝑋的极小集. 如果一个点包含在某个极小集中, 那

么就称它为一个极小点.

在后面的某些章节中我们需要考虑一般群作用下的极小集. 它的定义是完全类似的.

设(𝑋,𝐺)为动力系统,系统(𝑋,𝐺)为极小的是指它没有真的非空不变子集. 同样可以定义

极小集和极小点. 下面的许多定理(例如定理5.3.2, 5.3.4及5.3.7）对一般群作用系统仍成立,

请读者验证之.
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定理 5.3.2 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 则以下命题等价：

1. (𝑋,𝑇 ) 为极小的;

2. 对任何𝑥 ∈ 𝑋, orb(𝑥, 𝑇 ) 为𝑋 的稠密子集;

3. 对每个非空开集𝑈 , 存在有限子集𝐴 ⊆ Z+ 使得
⋃︀
𝑛∈𝐴 𝑇

−𝑛𝑈 = 𝑋.

证明. (1)⇒ (2) 显然.

(2) ⇒ (3) 设𝐸 = 𝑋 ∖
⋃︀∞
𝑖=1 𝑇

−𝑖𝑈 ,则𝐸为闭不变的. 于是由假设𝐸 = ∅.根据𝑋的紧性,就

有(3)成立.

(3) ⇒ (1) 设𝐸为非空闭不变子集.则𝑈 = 𝑋 ∖ 𝐸为开集且𝑇−1𝑈 ⊆ 𝑈 . 如果𝐸 ̸= 𝑋, 那

么𝑈 ̸= ∅. 由假设, 存在有限集𝐴 ⊆ Z+ 使得
⋃︀
𝑛∈𝐴 𝑇

−𝑛𝑈 = 𝑋. 于是𝑈 = 𝑋, 矛盾！从

而𝐸 = 𝑋, 亦即(𝑋,𝑇 ) 为极小的. �

注记 5.3.3 根据定理5.2.8,设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为极小同胚, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 如果𝑓 ∘ 𝑇 = 𝑓 , 那

么𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

易见,每个极小点为回复点,于是作为下面定理的推论，我们得到Birkhoff回复定理.

定理 5.3.4 每个拓扑动力系统都存在极小集.

证明. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, {𝑈𝑖}∞𝑖=1 为𝑋 的一组可数基. 设𝑋0 = 𝑋, 归纳地, 对𝑖 ∈ N,

如果
⋃︀∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝑈𝑖 ⊇ 𝑋𝑖−1, 则令𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−1; 否则令

𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−1 ∖
∞⋃︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝑈𝑖.

易见𝑋𝑖 ̸= ∅ 为闭不变的. 设

𝑋∞ =

∞⋂︁
𝑖=1

𝑋𝑖.

则𝑋∞ 也为非空闭不变的. 而且对每个满足𝑈𝑖 ∩𝑋∞ ̸= ∅ 的𝑈𝑖 有
∞⋃︁
𝑛=0

𝑇−𝑛(𝑈𝑖 ∩𝑋∞) ⊇ 𝑋∞.

根据定理5.3.2,𝑋∞为极小集. �

注记 5.3.5 上面证明是Weiss给出的[199], 它依赖于空间的可度量性. 如果没有这个条件,

我们需要用Zorn 引理来证明. 具体证明如下. 设

ℳ = {𝑌 ⊆ 𝑋 : 𝑌 ̸= ∅, 𝑇𝑌 ⊆ 𝑌, 𝑌 = 𝑌 }.

即𝑋 全体非空子系统的全体. 因为𝑋 ∈ ℳ, 所以ℳ ̸= ∅. 在包含关系下, ℳ 为偏序集. 容

易验证任何线性序子列的交为其最小元, 所以根据Zorn 引理, ℳ 有极小元𝑀 . 根据定义,

(𝑀,𝑇 ) 为极小的.
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S5.3.2 极小性与syndetic集

我们在前一小节已经看到, 如果𝑥 为回复点, 𝑈 为其邻域, 那么𝑁(𝑥, 𝑈) 包含了一个IP

集. 对于极小点这一特殊的回复点, 我们自然期望它的回复时间集有些特殊的性质.下面

我们将会看到,事实上也的确如此. 对于以𝑛为周期的周期点𝑥,它的回复时间集包含了子

集𝑛Z+. 前面我们已对这一概念进行推广：集合𝐴 = {𝑎1 < 𝑎2 < . . .} ⊆ Z+ 称为syndetic的

是指它具有有界的间距, 即存在𝑁 > 0 使得

𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 ≤ 𝑁, ∀𝑖 ∈ N.

记全体syndetic集为ℱs. 与syndetic子集关联的概念是thick子集. 集合𝐴 ⊆ Z+称为thick的

是指它包含了任意长的整数段, 亦即存在序列𝑛𝑖 →∞ 使得

𝐴 ⊇
∞⋃︁
𝑖=1

{𝑛𝑖, 𝑛𝑖 + 1, . . . , 𝑛𝑖 + 𝑖}.

记全体thick 集为ℱt. 容易证明：一个子集为syndetic 的当且仅当它与任何thick 子集相交

非空；一个子集为thick 的当且仅当它与任何syndetic 子集相交非空.

定义 5.3.6 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统, 其中点𝑥 ∈ 𝑋 称为一个几乎周期点是指对𝑥 的任意

邻域𝑈 , 𝑁(𝑥, 𝑈) ∈ ℱs. 记全体几乎周期点的集合为AP(𝑇 ).

我们有：

定理 5.3.7 设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为拓扑动力系统系统(𝑋,𝑇 ) 到(𝑌, 𝑆) 的因子映射.则

1. 如果𝑥 ∈ AP(𝑇 ), 那么orb(𝑥, 𝑇 ) 为𝑋 的极小集.

2. 如果𝑀 ⊆ 𝑋 为极小集, 那么𝑀 ⊆ AP(𝑇 ).

3. 如果(𝑋,𝑇 ) 为极小系统, 那么(𝑌, 𝑆) 也为极小的.

4. 如果(𝑋,𝑇 )为极小的,那么𝜋为半开的,即对𝑋的任意非空开集𝑈 , 𝜋(𝑈)有非空的内部.

证明. 1. 设𝑥 ∈ AP(𝑇 ) 及𝐴 = orb(𝑥, 𝑇 ). 如果𝐴 不是极小集, 则由定理5.3.4存在极小

集𝐴1 ⊆ 𝐴 且𝐴1 ̸= 𝐴. 易见𝑥 ̸∈ 𝐴1. 取𝑥 和𝐴1 的不交邻域𝑈, 𝑉 . 则𝑁(𝑥, 𝑈) 为syndetic的. 由

于𝑇 连续及𝐴1 不变, 𝑁(𝑥, 𝑉 )为thick 的.这样𝑁(𝑥, 𝑈) ∩𝑁(𝑥, 𝑉 ) ̸= ∅, 矛盾.

2. 设𝑀 为极小集, 𝑥 ∈ 𝑀 并且𝑈 为𝑥 的邻域. 如果𝑁(𝑥, 𝑈) 不是syndetic的, 那么存

在{𝑛𝑖} 使得对任意𝑖 ∈ N 有𝑇𝑛𝑖𝑥, . . . , 𝑇𝑛𝑖+𝑖𝑥 ̸∈ 𝑈 .不失一般性, 可设lim𝑇𝑛𝑖𝑥 = 𝑦. 则对每

个𝑗 ∈ N, 我们有lim𝑇𝑛𝑖+𝑗𝑥 = 𝑇 𝑗𝑦. 于是对任意𝑗 ∈ Z+ 有𝑇 𝑗𝑦 ̸∈ 𝑈 , 所以𝑀 = orb(𝑦, 𝑇 ) ⊆
𝑀 ∖ 𝑈 , 矛盾！

3. 假设(𝑋,𝑇 )为极小的. 设𝑌1 ⊆ 𝑌 为非空闭不变子集. 因为𝜋−1(𝑌1)为非空闭不变的,

所以它为全空间. 于是𝑌1 = 𝜋(𝑋) = 𝑌 . 亦即,(𝑌, 𝑆) 为极小的.
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4. 设𝑈, 𝑉 为𝑋 的非空开集, 且满足𝑉 ⊆ 𝑈 . 根据定理5.3.2, 存在有限集𝐵 ⊆ Z+ 使

得
⋃︀
𝑛∈𝐵 𝑇

−𝑛𝑉 = 𝑋. 于是有
⋃︀
𝑛∈𝐵 𝜋(𝑇−𝑛𝑉 ) = 𝑌 , 即

⋃︀
𝑛∈𝐵 𝑆

−𝑛𝜋(𝑉 ) = 𝑌 . 根据Baire 定理, 存

在𝑛 ∈ 𝐵 使得𝑆−𝑛𝜋𝑉 内部非空. 易验证𝜋(𝑈)(⊇ 𝜋𝑉 )的内部是非空的. �

注记 5.3.8 由上定理知道, 极小点与几乎周期点是同一回事, 后面我们经常会混用这两个

概念.

需要注意的是, 对于非紧空间上的动力系统而言极小点与几乎周期点是不一样的.

下面为集合AP(𝑇 ) 的若干性质：

定理 5.3.9 设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为拓扑动力系统系统(𝑋,𝑇 ) 到(𝑌, 𝑆) 的因子映射.则

1. 𝑇 (AP(𝑇 )) = AP(𝑇 ).

2. AP(𝑇𝑛) = AP(𝑇 ), ∀𝑛 ∈ N.

3. 𝜋AP(𝑇 ) = AP(𝑆).

证明. 1. 首先易见𝑇 (AP(𝑇 )) ⊆ AP(𝑇 ). 现设𝑥 ∈ AP(𝑇 ), 则由定理5.3.7 𝐴 = orb(𝑥, 𝑇 ) 为极

小的. 因为𝑇 : 𝐴→ 𝐴 为满射,所以存在𝑦 ∈ 𝐴 使得𝑇 (𝑦) = 𝑥. 在由定理5.3.7 得到𝑦 ∈ AP(𝑇 ).

2. 根据定理5.2.13和定理5.3.7即可得到结论.

3. 首先易见𝜋AP(𝑇 ) ⊆ AP(𝑆). 现设𝑦 ∈ AP(𝑆) 且𝐴 = orb(𝑦, 𝑇 ). 则𝐴 为极小集. 由

于𝐵 = 𝜋−1𝐴 为非空闭不变的, 存在极小集𝐶 ⊆ 𝐵. 易见𝜋(𝐶) = 𝐴, 于是存在𝑥 ∈ 𝐶 使

得𝜋(𝑦) = 𝑥. 根据定理5.3.7, 𝑥 ∈ AP(𝑇 ). �

S5.3.3 极小系统的例子

例 5.3.10 下面几个例子都是关于群的：

∙ 设S1为复平面上的单位圆周, 𝛼为无理数. 定义𝑇 : S1 → S1 为𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖𝜃 ↦→ 𝑒2𝜋𝑖(𝜃+𝛼),

∀𝑧 ∈ S1. 则系统(𝑋,𝑇 )为极小的.

∙ 加法机器为极小的.

实际上, 只要注意到orb(0, 𝑇 ) = {𝐴0(∞) : 𝐴 ∈
⋃︀
𝑖≥1{0, 1}𝑖}, 其中0 = (0, 0, . . .), 就不

难说明对任意𝑥 ∈ Σ2, orb(𝑥, 𝑇 ) 为稠密的.

∙ 设𝐺为紧致度量交换群及𝑔0 ∈ 𝐺. 令𝑇为𝐺在𝑔0下的转移映射,即𝑇 (𝑔) = 𝑔0𝑔, ∀𝑔 ∈ 𝐺. 我
们一般称(𝐺,𝑇 )为Kroneker系统.

下面我们说明𝐺的每个点都是几乎周期的. 设𝑔1为取定的一个几乎周期点,而𝑉为

单位元的一个邻域. 如果𝑇𝑛𝑔1 ∈ 𝑉 𝑔1, 那么任何𝑔 ∈ 𝐺就有

𝑇𝑛𝑔 = 𝑔𝑛0 𝑔 = 𝑔𝑛0 𝑔1𝑔
−1
1 𝑔 ∈ 𝑉 𝑔1𝑔−11 𝑔 = 𝑉 𝑔.

于是𝑔为几乎周期的. 尤其如果(𝐺,𝑇 )为传递的, 那么它为极小的.
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一个常用且实用的事实为：

命题 5.3.11 设(Σ𝑘, 𝜎) 为全转移, 那么𝑥 ∈ Σ𝑘 为几乎周期点当且仅当每个𝑥 中出现的词出

现在𝑥 的位置组成的集合为syndetic 的.

例 5.3.12 (替换系统) 这里我们给出在符号系统中构造几乎周期点的一种方法. 设𝐴 =

{0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, 𝑤0, . . . , 𝑤𝑘−1 为词且每个词包含了𝐴 中所有字母.

定义

𝜑 :
⋃︁
𝑖≥1

𝐴𝑖 −→
⋃︁
𝑖≥1

𝐴𝑖

满足𝜑(𝑖) = 𝑤𝑖 和𝜑(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝜑(𝑎1) . . . 𝜑(𝑎𝑛). 自然地, 这个映射𝜑 可以延拓到Σ𝑘 上. 容

易说明, 𝜑的不动点𝑤 实际上为几乎周期点, 于是𝒪(𝑤)成为单边转移系统(𝐴Z+ , 𝜎)中的极

小集. 为得到一个双边几乎周期的序列, 我们仅需将𝑤 的右边序列按第一个坐标镜像对

称到左边即可. 具体的讲, 对𝑛 ≤ 0, 令𝑤(𝑛) = 𝑤(−𝑛− 1). 这样𝑤 ∈ 𝐴Z 称为双边序列, 它的

轨道闭包成为(𝐴Z, 𝜎)的一个极小系统.一般我们称𝜑为一个替换,而由它产生的极小系统

称为替换系统.

一个十分著名的例子就是所谓的Morse序列. 设𝑤0 = 01 以及𝑤1 = 10, 于是

0 −→ 01 −→ 0110 −→ 01101001 −→ 0110100110010110 −→ . . . ,

而单边Morse 序列为: 𝑤 = (0110100110010110 . . .), 它是({0, 1}Z+ , 𝜎) 的一个几乎周期点.

而(𝑋 = orb(𝑤, 𝜎), 𝜎) 称为Morse系统.

例 5.3.13 (Morse系统) 上面我们已经给出了Morse 系统的一种构造方法. 下面我们给出

别的方式来构造这个极小系统. 首先定义运算: 0′ = 1, 1′ = 0. 如果𝑎 = 𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 为一个
词,那么定义𝑎′ = 𝑎′1𝑎

′
2 · · · 𝑎′𝑛. 下面我们归纳定义词如下: 𝑎1 = 0, 𝑎2 = 𝑎1𝑎

′
1 = 01, 𝑎3 = 𝑎2𝑎

′
2 =

0110, 𝑎4 = 𝑎3𝑎
′
3 = 01101001, 一般的, 如果𝑎𝑛 已定义,那么令𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛𝑎

′
𝑛. 令𝜔 = lim𝑛→∞ 𝑎𝑛,

我们得到一个右边无穷的序列, 它称为(单边的)Morse 序列.

我们来证明这与上面用子替换来定义是等价的. 设𝑏为一个词, 那么令𝑏* = 𝜑(𝑏), 其

中0* = 01, 1* = 10. 设𝑏1 = 𝑎1 = 0, 𝑏𝑛+1 = 𝑏*𝑛, 𝑛 ∈ N. 下证明𝑏𝑛 = 𝑎𝑛, 这样就可以说明两种

定义一致. 首先, 观察到(𝑏*)′ = (𝑏′)*. 然后归纳假设𝑏𝑘 = 𝑎𝑘, 𝑘 ≤ 𝑛, 于是

𝑏𝑛+1 = 𝑏*𝑛 = 𝑎*𝑛 = (𝑎𝑛−1𝑎
′
𝑛−1)

* = 𝑎*𝑛−1(𝑎
*
𝑛−1)

′ = 𝑏*𝑛−1(𝑏
*
𝑛−1)

′ = 𝑏𝑛𝑏
′
𝑛 = 𝑎𝑛𝑎

′
𝑛 = 𝑎𝑛+1.

所以𝑏𝑛 = 𝑎𝑛, ∀𝑛 ∈ N.

例 5.3.14 (Chacón 系统) 归纳定义

𝐵1 = 0010, 𝐵2 = 0010001010010, . . . , 𝐵𝑛+1 = 𝐵𝑛𝐵𝑛1𝐵𝑛.
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设𝑤 ∈ Σ2 使得对于任何𝑛 ∈ N

𝑤[−𝑙𝑛,𝑙𝑛−1] = 𝑤−𝑙𝑛𝑤−𝑙𝑛+1 . . . 𝑤0𝑤1 . . . 𝑤𝑙𝑛−1 = 𝐵𝑛𝐵𝑛,

其中𝑙𝑛 = |𝐵𝑛|. 称𝑤 为Chacón 序列, 而(𝑋 = orb(𝑤, 𝜎), 𝜎) 称为Chacón 系统. 可以证

明Chacón系统为极小系统.

例 5.3.15 (Toeplitz 系统) 𝑤 ∈ Σ𝑘 = {0, 1, · · · , 𝑘− 1}Z 定义为：对任意𝑛 ∈ Z, 存在𝑝 ≥ 1使

得对任意𝑙 ∈ Z 成立𝑤(𝑛 + 𝑙𝑝) = 𝑤(𝑛). Toeplitz 系统定义为Toeplitz 序列在转移映射下的

轨道闭包.

可以证明Toeplitz 系统为极小的, 并且一个子转移系统为Toeplitz 系统当且仅当它为

加法机器的几乎一对一扩充.1

例 5.3.16 (Sturmian系统) 设T = R/Z, 𝛼为无理数以及𝛽 ∈ [0, 1)与𝛼有理线性无关的. 定

义𝑤 ∈ {0, 1}Z为𝑤(𝑛) = 1[0,𝛽](𝑛𝛼), ∀𝑛 ∈ Z. 令𝑋 = orb(𝑤, 𝜎), 其中𝜎 为转移映射. (𝑋,𝜎) 为极

小系统, 称之为Sturmian 系统.

S5.3.4 P系统与M系统

定义 5.3.17 拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 称为

∙ 一个P系统是指它为传递的并且Per(𝑇 ) 在𝑋 中稠密;

∙ 一个M系统是指它为传递的并且AP(𝑇 ) 在𝑋 中稠密.

注记 5.3.18 1. 根据定义, 任何P系统是M系统. 全转移(Σ𝑘, 𝑇 )为一个P系统; 任何极小但

非周期的系统为M系统, 而非P系统.

2. 我们提及一个相反的例子：设𝑥为例子5.2.16中的回复点而𝑋 = orb(𝑥, 𝑇 ),则系统(𝑋,𝑇 )

为传递的并且只有一个唯一的极小集{(0, 0, . . .)}. 事实上, 如果𝑦 为𝑋 的几乎周期点,

则存在序列𝑛𝑖 → +∞ 使得𝑇𝑛𝑖𝑥 → 𝑦. 于是𝑦 中有任意长的0 词,这意味着(0, 0, . . .) ∈
orb(𝑦, 𝑇 ). 于是由极小性就有𝑦 = (0, 0, . . .).

定义 5.3.19 集合𝐴 ⊆ Z+称为piecewise syndetic的是指它为一个syndetic集合与一个thick

集合的交. 记所有piecewise syndetic 集合为ℱps.

一个集合𝐴 ⊆ Z+ 称为thickly syndetic的是指对任意𝑛 ∈ N 存在一个syndetic集{𝑠𝑛1 <
𝑠𝑛2 < . . .} 使得

𝐴 ⊇
∞⋃︁
𝑗=1

{𝑠𝑛𝑗 , 𝑠𝑛𝑗 + 1, . . . , 𝑠𝑛𝑗 + 𝑛}.

记全体thickly syndetic 集为ℱts.

1设𝑋,𝑌 为拓扑空间，映射𝜋 : 𝑋 → 𝑌 称为是几乎一对一的是指存在稠密𝐺𝛿 子集𝑋0 ⊆ 𝑋 使得对于任何𝑥 ∈ 𝑋0,

𝜋−1(𝜋(𝑥)) = {𝑥}.
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易见,任何ℱps 集与任何ℱts 集相交非空. 下面的定理体现了它们与动力系统的联系.

定理 5.3.20 设(𝑋,𝑇 ) 为传递拓扑动力系统且𝑥 ∈ Trans𝑇 . 则

1. (𝑋,𝑇 ) 为M 系统当且仅当对𝑥 的任意邻域𝑈 , 𝑁(𝑥, 𝑈) ∈ ℱps.

2. 设𝐾 为(𝑋,𝑇 )的极小集,那么(𝑋,𝑇 )以𝐾 为其唯一极小集当且仅当对𝐾 的任意邻域𝑈 ,

𝑁(𝑥, 𝑈) ∈ ℱts.

证明. (1)如果(𝑋,𝑇 )为M系统,则易见对𝑥的任何邻域𝑈 , 𝑁(𝑥, 𝑈) ∈ ℱps. 这是因为对每个

极小点𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑁(𝑦, 𝑈) 为syndetic 的, 并且存在序列𝑛𝑖 → +∞ 使得𝑇𝑛𝑖(𝑥)→ 𝑦.

下面我们假设对𝑥 的任意邻域𝑈 , 𝑁(𝑥, 𝑈) ∈ ℱps. 取𝜀 > 0 使得𝐵𝜀(𝑥) ⊆ 𝑈 . 于是存

在𝑝 ∈ N 及
{𝑚𝑖

𝑗 : 𝑖 ∈ N, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖} ⊆ 𝑁(𝑥,𝐵𝜀/2(𝑥))

使得𝑚𝑖
1 < . . . < 𝑚𝑖

𝑖 且𝑚𝑖
𝑗+1 − 𝑚𝑖

𝑗 ≤ 𝑝, ∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 − 1. 令𝑦 为{𝑇𝑚𝑖
1(𝑥)} 的极限点.则易

见𝑦 ∈ 𝐵𝜀(𝑥) 且𝑁(𝑦,𝐵𝜀(𝑥))为syndetic的. 设𝑀 为𝑦 在𝑇 下轨道闭包中的极小集, 我们断

言𝑀 ∩𝐵𝜀(𝑥) ̸= ∅. 实际上, 如果𝑀 ∩𝐵𝜀(𝑥) = ∅, 那么存在开集𝑉 ⊇𝑀 及开集𝑈1 ⊇ 𝐵𝜀(𝑥) 使

得𝑈1 ∩ 𝑉 = ∅. 因为𝑁(𝑦, 𝑉 ) 为thick 的, 所以𝑁(𝑦, 𝑈1) 不能为syndetic 的, 矛盾！

根据𝑀 ∩ 𝑈 ̸= ∅ 以及(𝑋,𝑇 ) 的传递性,(𝑋,𝑇 ) 为M系统.

(2) 假设(𝑋,𝑇 ) 有唯一极小集𝐾. 对任意𝐾 的邻域𝑈 , 设𝑈𝑖 ⊆ 𝑈 为𝐾 的邻域,且满足

如果𝑇 𝑗(𝑥) ∈ 𝑈𝑖, 就有𝑇 𝑗+𝑘(𝑥) ∈ 𝑈 , ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖. 因为对每个𝑖, 𝑁(𝑥, 𝑈𝑖) 为syndetic的, 所

以𝑁(𝑥, 𝑈) ∈ ℱts.

反之, 如果𝑇 有极小集𝐾1 使得𝐾1 ∩ 𝐾 = ∅. 那么对于𝐾1 的每个不交于𝑈 的邻域𝑉 ,

𝑁(𝑥, 𝑉 ) 为thick 的. 于是𝑁(𝑥, 𝑈) ⊆ N ∖𝑁(𝑥, 𝑉 ) 不可能为syndetic 的, 矛盾！ �

作为定理5.3.4的应用,我们有：

定理 5.3.21 设N = 𝐵1 ∪ . . . ∪𝐵𝑞, 则存在𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑞} 使得𝐵𝑗 ∈ ℱps.

证明. 设𝐴 = {1, . . . , 𝑞}, 定义𝑤 ∈ 𝐴N 为

𝑤𝑛 = 𝑖 当且仅当 𝑛 ∈ 𝐵𝑖, ∀𝑛 ∈ N.

令𝑋 = orb(𝑤, 𝜎), 设𝜎 为转移映射. 则(𝑋,𝜎) 为动力系统, 根据定理5.3.4在𝑋 中存在极小

点𝜉. 假设𝑗 在𝜉 中出现, 那么𝑗 出现的位置形成一个syndetic 集, 设其间距不大于𝑙. 由

于𝜉 ∈ 𝑋, 存在{𝑚𝑖} 使得𝜎𝑚𝑖𝑤 能任意接近𝜉. 这意味着存在序列𝑛𝑖 → +∞ 使得

(𝜎𝑚𝑖𝑤)1 = 𝜉1, (𝜎𝑚𝑖𝑤)2 = 𝜉2, . . . , (𝜎
𝑚𝑖𝑤)𝑛𝑖 = 𝜉𝑛𝑖 .

上式说明𝑗 在(𝑤𝑚𝑖+1, . . . , 𝑤𝑚𝑖+𝑛𝑖) 中以间距不大于𝑙 出现. 于是𝐵𝑗 ∈ ℱps. �

类似于传递的情形, 我们可以定义完全极小性, 即对任意𝑛 ∈ N, (𝑋,𝑇𝑛) 为极小的.圆

周上的无理旋转是完全传递的, 而加法机器不是.
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引理 5.3.22 设(𝑋,𝑇 ) 为极小动力系统, 𝑚 ∈ N. 那么𝑋 可以分解为𝑙𝑚 = 𝑙𝑚(𝑋,𝑇 ) ∈ N 个
不交的子集并

𝑋 = 𝑋𝑚,1 ∪ . . . ∪𝑋𝑚,𝑙𝑚 ,

其中𝑙𝑚 整除𝑚, 𝑇𝑋𝑚,𝑗 = 𝑋𝑚,𝑗+1 (mod 𝑙𝑚), 并且每个系统(𝑋𝑚,𝑗 , 𝑇𝑚), 𝑗 = 1, . . . , 𝑙𝑚, 为极小

的.

S5.3.5 回复集

Birkhoff回复定理告诉我们每个拓扑动力系统都有回复点, 这个事实启发我们给出回

复集的概念.

定义 5.3.23 子集𝐴 ⊆ N称为回复集是指对每个动力系统(𝑋,𝑇 ),存在{𝑛𝑖} ⊆ 𝐴使得𝑛𝑖 →
+∞以及𝑥 ∈ 𝑋使得𝑇𝑛𝑖𝑥→ 𝑥.

于是Birkhoff定理说明Z+为回复集.由下面的定理5.3.24,我们可以看到每个thick集为回

复集.令人惊奇的是,回复集与组合数学中的染色问题密切相关,而且也与syndetic集的差集

联系在一起. 回复集的一个刻画为：

定理 5.3.24 集合𝐴 为回复集当且仅当对每个syndetic 集𝑆, 𝐴 ∩ (𝑆 − 𝑆) ̸= ∅.

证明. (⇒) 设𝐴 为回复集且𝑆 ∈ ℱs. 令Σ2 = {0, 1}Z+ 且𝜎 为转移映射. 定义𝑥 ∈ Σ2 为：

𝑥𝑛 = 1 当且仅当 𝑛 ∈ 𝑆.

令𝑋 = orb(𝑥, 𝜎). 设𝑌 为𝑋 的极小集且𝑈 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑦0 = 1}. 由于𝑆 为syndetic 的, 𝑈 ̸= ∅.
我们断言𝑁(𝑈,𝑈) ⊆ 𝑆 − 𝑆. 实际上, 令𝑛 ∈ 𝑁(𝑈,𝑈), 则𝑈 ∩ 𝜎−𝑛(𝑈) ̸= ∅, 亦即, 存在𝑦 ∈ 𝑈 使
得𝜎𝑛(𝑦) ∈ 𝑈 . 这样就有某𝑚 ∈ Z+ 使得𝑥𝑚 = 1 且𝑥𝑚+𝑛 = 1, 即𝑛 ∈ 𝑆 − 𝑆.

因为𝑌 为极小的, 根据定理5.3.2存在𝑁 使得𝑌 =
⋃︀
𝑖≤𝑁 𝜎

−𝑖𝑈 . 这样对每个𝑦 ∈ 𝑌 , 存

在𝑖 ≤ 𝑁 使得𝜎𝑖(𝑦) ∈ 𝑈 . 因为𝐴 为回复集, 所有存在𝑎 ∈ 𝐴 及𝑦 ∈ 𝑌 使得𝑑(𝑇 𝑎𝑦, 𝑦) 充分小

且𝜎𝑎(𝜎𝑖𝑦), 𝜎𝑖𝑦 ∈ 𝑈 ,其中𝑖 ≤ 𝑁 使得𝜎𝑖𝑦 ∈ 𝑈 . 这意味着𝐴∩𝑁(𝑈,𝑈) ̸= ∅,继而𝐴∩ (𝑆−𝑆) ̸= ∅.

(⇐) 设𝑌为极小集, 𝑈 为𝑌 满足diam(𝑈) < 𝜀 的非空开集, 其中𝜀 > 0. 对𝑦0 ∈ 𝑈 , 由

于𝑁(𝑈,𝑈) = 𝑁(𝑦0, 𝑈)−𝑁(𝑦0, 𝑈) 及𝑁(𝑦0, 𝑈) 为syndetic 的,我们有𝐴 ∩𝑁(𝑈,𝑈) ̸= ∅. 于是存
在𝑎 ∈ 𝐴 及𝑧0 ∈ 𝑈 使得𝑑(𝑇 𝑎𝑧0, 𝑧0) < 𝜀. 令

𝐵𝜀 = {𝑦 ∈ 𝑌 :存在𝑎 ∈ 𝐴 使得𝑑(𝑇 𝑎𝑦, 𝑦) < 𝜀}.

由于在每个非空开集𝑈 中存在𝑦 ∈ 𝑈 ∩𝐵𝜀, 所以𝐵𝜀 为稠密开集.

令

𝐷 =

∞⋂︁
𝑛=1

𝐵 1
𝑛
.
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则𝐷 为𝑌 的稠密子集且𝐷 中每个点均按𝐴的子集元素回复.因为每个系统均有极小子集,

所以𝐴 为回复集. �

根据上面定理证明, 我们实际上得到：

定理 5.3.25 集合𝐴为回复集当且仅当对于任何极小系统(𝑋,𝑇 ) 以及非空开集𝑈 ⊆ 𝑋, 存

在𝑛 ∈ 𝐴 使得
𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑈 ̸= ∅.

S5.3.6 几个注记

最后我们以一个关于非传递点集的结构定理结束本节.

定理 5.3.26 设(𝑋,𝑇 ) 为传递且非极小的拓扑动力系统, 则𝑋 ∖ Trans𝑇 为𝑋 的稠密子集.

证明. 设𝑉 为𝑋 的非空开集. 因为Trans𝑇 稠密, 存在𝑥 ∈ 𝑉 ∩ Trans𝑇 . 由于𝑥 为非极小点,

所以存在非空开集𝑈 使得𝑈 ⊆ 𝑉 且𝑁(𝑥, 𝑈) 不为syndetic的. 于是存在序列𝑛𝑖 → +∞ 使得

𝑇𝑛𝑖(𝑥) ∈ 𝑈 且 𝑇𝑛𝑖+𝑗(𝑥) ̸∈ 𝑈,∀𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑖.

根据紧性, 不妨设𝑇𝑛𝑖(𝑥)→ 𝑦. 于是𝑦 ∈ 𝑈 且𝑇𝑦, 𝑇 2𝑦, . . . ̸∈ 𝑈 . 这样就有𝑦 ∈ 𝑋 ∖ Trans𝑇 . 由𝑉

的任意性, 𝑋 ∖ Trans𝑇 为𝑋 的稠密子集. �

对于同胚, 作为半离散系统, (𝑋,𝑇 ), (𝑋,𝑇−1) 许多时候表现的性质相差很大, 下面给

出传递和极小性的一个注记.

注记 5.3.27 (双边传递与单边传递, 双边极小以及单边极小) 1. 双边点传递但是不是点

单边传递例子. 设

𝑋 = {0, 1} ∪ { 1

𝑛
: 𝑛 ≥ 2} ∪ {1− 1

𝑛
: 𝑛 ≥ 2},

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, 𝑇 (0) = 0, 𝑇 (1) = (1)

其余点映到其左边的点. 那么(𝑋,𝑇 )为双边点传递但是不是点单边传递的. 此时Ω(𝑇 ) =

{0, 1}.

2. 等价的条件.

3. 双边极小等价于单边极小(留作习题).

习 题

1. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 如果两个子集𝑀1 和𝑀2 均为极小的, 那么或者𝑀1 = 𝑀2, 或者𝑀1 ∩
𝑀2 = ∅.
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2. 设(𝑋,𝑇 ) 为极小但是不是完全极小的. 取𝑝1 为最小的自然数使得(𝑋,𝑇 𝑝1) 非极小, 那么𝑝1 为素

数, 并且(𝑋,𝑇 𝑝1) 所以极小子集为同构的. 设𝑋1 为(𝑋,𝑇 𝑝1) 的一个极小子集, 设𝑇1 = 𝑇 𝑝1 |𝑋1
. 如

果(𝑋1, 𝑇1) 不是完全极小的, 那么取最小的自然数𝑝2 使得(𝑋1, 𝑇
𝑝2

1 ) 不是极小的, 那么𝑝2 为素数,

且𝑝2 ≥ 𝑝1. 继续此过程, 我们要么得到一个完全极小的系统(𝑋𝑛, 𝑇𝑛), 要么得到素数序列𝑝1 ≤
𝑝2 ≤ . . ..

3. 证明：双边极小等价于单边极小.

4. 证明: Chacón系统为极小系统.

5. 证明: Toeplitz系统为极小的,并且一个子转移系统为Toeplitz系统当且仅当它为加法机器的几乎

一对一扩充.

6. 证明：Sturmian系统为极小系统.

S5.4 拓扑混合性

在这一节,我们讨论另一类具有较强回复属性的传递系统——混合系统. 回顾两个动

力系统的乘积系统𝑇 × 𝑆 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑋 × 𝑌 的作用定义为

𝑇 × 𝑆(𝑥, 𝑦) = (𝑇𝑥, 𝑆𝑦), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌.

S5.4.1 混合性与滤子

定义 5.4.1 设(𝑋,𝑇 )和(𝑌, 𝑆)为两个拓扑动力系统, 称它们为弱不交的是指乘积系统(𝑋 ×
𝑌, 𝑇 × 𝑆)为传递的, 记为(𝑋,𝑇 )f (𝑌, 𝑆).

Z+的子集𝐴称为有限余的是指Z+ ∖ 𝐴为有限的. 我们用ℱcf 来表示全体有限余集构成

的集合. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统，𝐴,𝐵 ⊆ 𝑋，令

𝑁𝑇 (𝐴,𝐵) = {𝑛 ∈ Z+ : 𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵 ̸= ∅}. (5.4.1)

定义 5.4.2 1. 一个拓扑动力系统(𝑋,𝑇 )称为（拓扑）弱混合的是指它弱不交于自己,即(𝑋×
𝑋,𝑇 × 𝑇 ) 为传递的;

2. 一个拓扑动力系统(𝑋,𝑇 )称为（拓扑）强混合的是指对每个非空开集𝑈 和𝑉 , 𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 )

为有限余的, 即存在𝑁 > 0 使得

𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ̸= ∅, ∀𝑛 ≥ 𝑁.

由定义知,强混合的系统必为弱混合的,而弱混合系统必为传递的（实际上也为完全传

递的）. 圆周上的无理旋转为完全传递而非弱混合的,后面我们会看到许多弱混合而非强

混合的例子. 为刻画混合性,我们引入如下概念：

定义 5.4.3 Z+的一个子集族ℱ称为一个滤子是指它满足：
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1. ∅ ̸∈ ℱ ;

2. 如果𝐹1 ∈ ℱ且𝐹1 ⊆ 𝐹2,那么就有𝐹2 ∈ ℱ ;

3. 对任意𝐹1, 𝐹2 ∈ ℱ , 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∈ ℱ .

下面的定理被称为“Furstenberg相交引理”, 这是研究混合性的一个重要工具. 对

于Z+ 的子集族ℱ , 我们令

[ℱ ] = {𝐴 ⊆ Z+ :存在 𝐹 ∈ ℱ 使得 𝐴 ⊇ 𝐹}.

定理 5.4.4 (Furstenberg相交引理) 一个拓扑动力系统(𝑋,𝑇 )为拓扑弱混合的当且仅当[ℱ ]

为滤子, 其中

ℱ = {𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 ) : 𝑈, 𝑉 为𝑋的非空子集}.

证明. 如果[ℱ ] 为滤子, 那么对于𝑋 的任意非空开集𝑈1, 𝑈2, 𝑉1, 𝑉2 有

𝑁𝑇×𝑇 (𝑈1 × 𝑈2, 𝑉1 × 𝑉2) = 𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑉1) ∩𝑁𝑇 (𝑈2, 𝑉2) ∈ [ℱ ].

特别地, 𝑁𝑇×𝑇 (𝑈1 × 𝑈2, 𝑉1 × 𝑉2) ̸= ∅. 所以(𝑋,𝑇 ) 为弱混合的.

反之, 设(𝑋,𝑇 ) 为弱混合的, 且𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑉1), 𝑁𝑇 (𝑈2, 𝑉2) ∈ [ℱ ]. 由弱混合的定义, 存

在𝑚 ∈ 𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑈2) ∩𝑁𝑇 (𝑉1, 𝑉2). 设

𝐴 = 𝑈1 ∩ 𝑇−𝑚𝑈2, 𝐵 = 𝑉1 ∩ 𝑇−𝑚𝑉2.

对任意𝑘 ∈ 𝑁𝑇 (𝐴,𝐵), 有

𝐴 ∩ 𝑇−𝑘𝐵 = (𝑈1 ∩ 𝑇−𝑚𝑈2) ∩ 𝑇−𝑘(𝑉1 ∩ 𝑇−𝑚𝑉2) = (𝑈1 ∩ 𝑇−𝑘𝑉1) ∩ 𝑇−𝑚(𝑈2 ∩ 𝑇−𝑘𝑉2).

这意味着𝑈1 ∩ 𝑇−𝑘𝑉1 ̸= ∅ 且𝑈2 ∩ 𝑇−𝑘𝑉2 ̸= ∅. 于是

𝑁𝑇 (𝐴,𝐵) ⊆ 𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑉1) ∩𝑁𝑇 (𝑈2, 𝑉2).

证毕！ �

下面的定理表明弱混合系统与集族ℱt有着密切关联.

定理 5.4.5 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统,则以下各命题等价：

1. (𝑋,𝑇 )为拓扑弱混合的;

2. 对任意非空开集𝑈和𝑉 , 𝑁𝑇 (𝑈,𝑈) ∩𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 ) ̸= ∅;

3. 对任意非空开集𝑈和𝑉 , 𝑁𝑇 (𝑈,𝑈) ∩𝑁𝑇 (𝑉,𝑈) ̸= ∅;

4. 对任意非空开集𝑈和𝑉 , 𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 )为thick的.
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证明. (1)⇒(2). 由定义即得.

(2)⇒(3). 设𝑈, 𝑉为𝑋的非空开集, 那么存在𝑛 ∈ Z+使得𝑉1 = 𝑉 ∩ 𝑇−𝑛𝑈 ̸= ∅.于是

𝑁𝑇 (𝑈,𝑈) ∩𝑁𝑇 (𝑉,𝑈) ⊇ 𝑁𝑇 (𝑇−𝑛𝑈, 𝑇−𝑛𝑈) ∩𝑁𝑇 (𝑉1, 𝑈) ⊇ 𝑁𝑇 (𝑉1, 𝑉1) ∩𝑁𝑇 (𝑉1, 𝑈) ̸= ∅.

(3)⇒(1). 设𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4为𝑋的非空开集, 那么存在𝑛1, 𝑛2 ∈ Z+使得

𝐸 = 𝑈1 ∩ 𝑇−𝑛1𝑈2 ̸= ∅

及

𝐹 = 𝑇−𝑛1𝑈3 ∩ 𝑇−𝑛2𝐸 ̸= ∅.

同样地,存在𝑛3 ∈ Z+使得𝐹 ∩ 𝑇−𝑛3𝐹 ̸= ∅及𝑈4 ∩ 𝑇−𝑛3𝐹 ̸= ∅.令𝑛 = 𝑛2 + 𝑛3,则有

𝑇−𝑛1(𝑇−𝑛𝑈2 ∩ 𝑈3) ⊇ 𝑇−(𝑛1+𝑛)𝑈2 ∩ 𝑇−𝑛𝑈1 ∩ 𝑇−𝑛1𝑈3 ⊇ 𝑇−𝑛𝐸 ∩ 𝐹 ⊇ 𝑇−𝑛3𝐹 ∩ 𝐹 ̸= ∅.

于是𝑇−𝑛𝑈2 ∩ 𝑈3 ̸= ∅.另外

𝑇−𝑛𝑈1 ∩ 𝑈4 ⊇ 𝑇−(𝑛1+𝑛)𝑈2 ∩ 𝑇−𝑛𝑈1 ∩ 𝑈4 = 𝑇−𝑛𝐸 ∩ 𝑈4 ⊇ 𝑇−𝑛3𝐹 ∩ 𝑈4 ̸= ∅.

即𝑁𝑇 (𝑈3, 𝑈2) ∩𝑁𝑇 (𝑈4, 𝑈1) ̸= ∅.
(1)⇒(4). 设𝑈, 𝑉为𝑋的非空开集. 由定理5.4.4,对任意𝑁 ∈ N有

𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 ) ∩𝑁𝑇 (𝑈, 𝑇−1𝑉 ) ∩ . . . ∩𝑁𝑇 (𝑈, 𝑇−𝑁𝑉 ) ̸= ∅.

所以𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 )为thick的.

(4)⇒(2). 设𝑈, 𝑉为𝑋的非空开集及𝑚 ∈ 𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 ), 那么𝑊 = 𝑈 ∩ 𝑇−𝑚𝑉 ̸= ∅. 由
于𝑁𝑇 (𝑊,𝑊 )为thick的, 存在𝑛 ∈ Z+使得𝑊 ∩ 𝑇−𝑛𝑊 ̸= ∅及𝑊 ∩ 𝑇−(𝑛−𝑚)𝑊 ̸= ∅. 于是

𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑈 ⊇𝑊 ∩ 𝑇−𝑛𝑊 ̸= ∅, 𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 = 𝑈 ∩ 𝑇−(𝑛−𝑚)𝑇−𝑚𝑉 ⊇𝑊 ∩ 𝑇−(𝑛−𝑚)𝑊 ̸= ∅.

即, 𝑁𝑇 (𝑈,𝑈) ∩𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 ) ̸= ∅. �

S5.4.2 拓扑mild 混合

介于弱混合性与强混合性之间有一类非常重要的混合性：mild混合.

定义 5.4.6 一个拓扑动力系统称为拓扑mild混合的是指它弱不交与任何传递系统.

由定义,两个mild混合系统的乘积系统仍为mild混合的. 实际上mild混合是严格介于

强、弱混合之间的性质. 根据定理 5.4.5,一个动力系统为拓扑弱混合的当且仅当对任意非

空开集𝑈, 𝑉 , 𝑁(𝑈, 𝑉 )为thick的. 设ℱ为Z+的子集族, 定义ℱ − ℱ = {𝐹 − 𝐹 : 𝐹 ∈ ℱ} , 而子

集𝐴 ⊆ Z+属于集合(ℱip −ℱip)*是指它与任何ℱip −ℱip中元相交. 对mild混合我们有：
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定理 5.4.7 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 则(𝑋,𝑇 ) 为拓扑mild混合的当且仅当对任意非空开

集𝑈, 𝑉 ,

𝑁𝑇 (𝑈, 𝑉 ) ∈ (ℱip −ℱip)*.

证明. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑mild混合的, 即对任意传递系统(𝑌, 𝑆), (𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆)仍为传递的.

因此(𝑋,𝑇 )为弱混合的. 下证对任意IP子集𝐹以及𝑋的任意非空开集𝑈1, 𝑈2, 𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑈2) ∩
(𝐹 − 𝐹 ) ̸= ∅成立. 由定理5.2.18存在传递系统(𝑌, 𝑆), 传递点𝑦 ∈ 𝑌 , 以及𝑦的邻域𝑉使

得𝑁(𝑦, 𝑉 ) ⊆ 𝐹 . 由于(𝑋,𝑇 )为mild混合的, (𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆)为传递的. 于是𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑈2) ∩
𝑁𝑆(𝑉, 𝑉 ) = 𝑁𝑇×𝑆(𝑈1 × 𝑉,𝑈2 × 𝑉 ) ̸= ∅. 由于

𝑁𝑆(𝑉, 𝑉 ) = 𝑁(𝑦, 𝑉 )−𝑁(𝑦, 𝑉 ) ⊆ 𝐹 − 𝐹,

我们得到𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑈2) ∩ (𝐹 − 𝐹 ) ̸= ∅.
反之,假设对𝑋的任意两个非空开集𝑈1, 𝑈2均有𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑈2) ∈ (ℱip−ℱip)*. 设(𝑌, 𝑆)为任

一传递系统, 且设𝑈1, 𝑈2为𝑋的任意非空开集而𝑉1, 𝑉2 为𝑌任意的非空开集. 则由定义有

𝑁𝑇×𝑆(𝑈1 × 𝑉1, 𝑈2 × 𝑉2) = {𝑛 ∈ Z+ : (𝑇 × 𝑆)−𝑛(𝑈2 × 𝑉2) ∩ (𝑈1 × 𝑉1) ̸= ∅}.

由于(𝑌, 𝑆)为传递的, 存在𝑘 ∈ Z+使得𝑉 = 𝑆−𝑘𝑉2 ∩ 𝑉1 为𝑋非空开集. 这样就有：

𝑁𝑇×𝑆(𝑈1 × 𝑉1, 𝑈2 × 𝑉2)

= {𝑛 ∈ Z+ : (𝑇 × 𝑆)−𝑛(𝑈2 × 𝑉2) ∩ (𝑈1 × 𝑉1) ̸= ∅}

⊇ 𝑘 + {𝑚 ∈ Z+ : (𝑇−(𝑚+𝑘)𝑈2 ∩ 𝑈1)× (𝑆−(𝑚+𝑘)𝑉2 ∩ 𝑉1) ̸= ∅}

⊇ 𝑘 + {𝑚 ∈ Z+ : (𝑇−𝑚(𝑇−𝑘𝑈2 ∩ 𝑈1)× (𝑆−𝑚𝑉 ∩ 𝑉 ) ̸= ∅}

= 𝑘 +𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑇
−𝑘𝑈2) ∩𝑁𝑆(𝑉, 𝑉 ).

由定理5.2.18, 𝑁(𝑉, 𝑉 )包含子集(𝐹 − 𝐹 ), 其中𝐹 为IP子集. 由于(𝑋,𝑇 )为(ℱip − ℱip)* 传

递的,我们有𝑁𝑇 (𝑈1, 𝑇
−𝑘𝑈2) ∩ 𝑁𝑆(𝑉, 𝑉 ) ̸= ∅. 于是𝑁𝑇×𝑆(𝑈1 × 𝑉1, 𝑈2 × 𝑉2) ̸= ∅. 因

为𝑈1, 𝑈2与𝑉1, 𝑉2为任意的, 所以(𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆)为传递的, 亦即(𝑋,𝑇 )为mild混合的. �

习 题

1. 证明：全转移(Σ𝑘, 𝑇 )为拓扑强混合的.

2. 一个拓扑动力系统称为拓扑遍历的是指对任意非空开集𝑈, 𝑉 , 𝑁(𝑈, 𝑉 ) ∈ ℱs;一个拓扑动力系统称

为扩散的是指它弱不交于任意极小系统;一个拓扑动力系统称为极端扩散的是指它弱不交于任意

拓扑遍历系统. 证明:

(a) 任何弱混合系统弱不交与拓扑遍历系统.

(b) 任何弱混合系统为极端扩散的.

(c) 任何极端扩散系统为扩散的.

3. 证明：Chacón系统为弱混合的.
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S5.5 其它不变集

在前面几节中,我们研究了传递性、极小性和混合性,介绍了周期点、几乎周期点和回

复点的概念. 它们有如下包含关系：

Fix(𝑇 ) ⊆ Per(𝑇 ) ⊆ AP(𝑇 ) ⊆ Rec(𝑇 ).

在这一节,我们再介绍一些诸如𝜔极限集、非游荡集、链回复点等其它不变集.

S5.5.1 𝜔极限集

定义 5.5.1 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统. 令𝜔(𝑇 ) =
⋃︀
𝑥∈𝑋 𝜔(𝑥, 𝑇 ), 我们称𝜔(𝑇 )为(𝑋,𝑇 )的𝜔极

限集.

由定义易见, 𝑥 ∈ Rec(𝑇 )当且仅当𝑥 ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 ). 需要注意的是一个𝜔极限点不必为回复

点. 例如, 令𝑥 = (10100100010000 . . .) ∈ Σ2, 𝑇为转移映射. 则𝑦 = (100000 . . .) ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 )但它

不是回复点. 𝜔极限点集有如下性质：

定理 5.5.2 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋.则

1. 𝜔(𝑥, 𝑇 )为非空闭集;

2. 𝑇𝜔(𝑥, 𝑇 ) = 𝜔(𝑥, 𝑇 ). 于是𝑇𝜔(𝑇 ) = 𝜔(𝑇 ). 另外, 对每个𝑖 ≥ 0 和𝑛 ∈ N, 𝑇𝜔(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇𝑛) =

𝜔(𝑇 𝑖+1𝑥, 𝑇𝑛);

3. 对每个𝑛 ∈ N 均成立𝜔(𝑥, 𝑇 ) =
⋃︀𝑛−1
𝑖=0 𝜔(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇𝑛), 于是对每个𝑛 ∈ N 有𝜔(𝑇𝑛) = 𝜔(𝑇 );

4. Rec(𝑇 ) ⊆ 𝜔(𝑇 ).

证明. 1. 由𝑋的紧性, 𝜔(𝑥, 𝑇 )为非空的.对𝑦 ∈ 𝑋 ∖𝜔(𝑥, 𝑇 ),存在𝑦的邻域𝑈使得𝑈 ∩orb(𝑥, 𝑇 )有

限. 于是存在𝑦的邻域𝑈 ′使得𝑈 ′ ⊆ 𝑋 ∖ 𝜔(𝑥, 𝑇 ).此意味着𝜔(𝑥, 𝑇 )为闭集.

2. 易验证, 留作习题.

3. 易见
⋃︀𝑛−1
𝑖=0 𝜔(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇𝑛) ⊆ 𝜔(𝑥, 𝑇 ). 下设𝑦 ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 ). 那么存在𝑛𝑖 → +∞使得𝑇𝑛𝑖𝑥 → 𝑦.

不失一般性, 设𝑛𝑖 = 𝑘𝑖𝑛+ 𝑟,其中0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛− 1. 于是𝑦 ∈ 𝜔(𝑇 𝑟𝑥, 𝑇𝑛) ⊆
⋃︀𝑛−1
𝑖=0 𝜔(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇𝑛).

4. 易证. �

注记 5.5.3 如果𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚, 那么𝑇−1 的𝜔极限集称为𝛼- 极限集.

需要特别注意的是, 一般而言𝜔(𝑇 ) 并非为闭的. 下面的定理告诉我们并非𝑋的每一

个闭不变子集都可以作为某个𝑥 ∈ 𝑋的𝜔极限集.

定理 5.5.4 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果存在一个周期点𝑝 ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 )使得𝑝为𝜔(𝑥, 𝑇 )的

孤立点, 那么𝜔(𝑥, 𝑇 )为周期轨. 尤其, 如果𝜔(𝑥, 𝑇 )为有限的, 那么它必为周期轨.
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证明. 设𝑝的周期为𝑛.根据定理5.5.2 (3), 存在𝑖使得𝑝 ∈ 𝜔(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇𝑛).令𝑦 = 𝑇 𝑖(𝑥)及𝑔 = 𝑇𝑛.于

是𝑝 ∈ 𝜔(𝑦, 𝑔)为𝑔的不动点,且为𝜔(𝑦, 𝑔)的孤立点.下证𝜔(𝑦, 𝑔) = {𝑝}.
假设𝜔(𝑦, 𝑔) ̸= {𝑝}.令𝑈为𝑝的开邻域满足𝑈 ∩ (𝜔(𝑦, 𝑔) ∖ {𝑝}) = ∅. 则存在𝑛𝑖 → +∞使

得𝑔𝑛𝑖𝑦 ∈ 𝑈且𝑔𝑛𝑖+1𝑦 ̸∈ 𝑈 .因为𝑝为𝜔(𝑦, 𝑔)的孤立点, 𝑔𝑛𝑖𝑦 → 𝑝.由𝑔的连续性, 𝑔𝑛𝑖+1𝑦 → 𝑝.因

为𝑔𝑛𝑖+1𝑦 ̸∈ 𝑈 , 矛盾！

于是𝜔(𝑦, 𝑔) = {𝑝}.这说明{𝑝} = 𝜔(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇𝑛), 从而𝜔(𝑥, 𝑇 ) = orb(𝑝, 𝑇 )为周期轨. �

S5.5.2 非游荡集

定义 5.5.5 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 一个点𝑥 ∈ 𝑋称为非游荡点是指对𝑥的任意邻域𝑈 ,

存在𝑛 ∈ N使得𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑈 ̸= ∅. 如果𝑥不是非游荡点, 那么称它为游荡点.

记全体𝑋 非游荡点的集合为Ω(𝑋,𝑇 ) 或者Ω(𝑇 ).

非游荡点集有如下性质：

定理 5.5.6 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统, 则

1. Ω(𝑇 )为闭的;

2. 𝜔(𝑇 ) ⊆ Ω(𝑇 ), 尤其Ω(𝑇 )为非空的;

3. 𝑇 (Ω(𝑇 )) ⊆ Ω(𝑇 ).

证明. 1. 因为𝑋 ∖ Ω(𝑇 )为开集,所以Ω(𝑇 )为闭集.

2. 设𝑥 ∈ 𝑋及𝑦 ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 ).则存在序列𝑛𝑖 → +∞使得𝑇𝑛𝑖𝑥 → 𝑦.对𝑦的任意邻域𝑈 ,存

在𝑛𝑗 > 𝑛𝑖使得𝑇𝑛𝑗𝑥, 𝑇𝑛𝑖𝑥 ∈ 𝑈 .于是𝑈 ∩ 𝑇−(𝑛𝑗−𝑛𝑖)𝑈 ̸= ∅,继而𝑦 ∈ Ω(𝑇 ).所以𝜔(𝑇 ) ⊆ Ω(𝑇 ).因

为Ω(𝑇 )为闭集,所以𝜔(𝑇 ) ⊆ Ω(𝑇 ).

3. 令𝑥 ∈ Ω(𝑇 )且𝑈为𝑇𝑥的邻域.由𝑇的连续性,存在𝑥的邻域𝑉使得𝑇𝑉 ⊆ 𝑈 .因为𝑥 ∈
Ω(𝑇 ), 存在𝑛 ∈ N使得𝑉 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ̸= ∅.于是𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑈 ⊇ 𝑇𝑉 ∩ 𝑇−𝑛𝑇𝑉 ⊇ 𝑇 (𝑉 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ) ̸= ∅. �

需要指出的是𝑇 (Ω(𝑇 )) = Ω(𝑇 )一般不成立. 另外迭代不变性也一般不成立,即Ω(𝑇𝑛) =

Ω(𝑇 ) 一般不再成立.

当Ω(𝑇 ) = 𝑋时, 我们有：

定理 5.5.7 设(𝑋,𝑇 )为一个拓扑动力系统.如果Ω(𝑇 ) = 𝑋,那么Rec(𝑇 )为𝑋 的一个稠密𝐺𝛿

集.

证明. 对任意𝜀 > 0, 令

𝐴𝜀 = {𝑥 ∈ 𝑋 :存在 𝑛 ≥ 1 使得 𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑥) < 𝜀}.
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易见𝐴𝜀 为稠密开集. 设

𝐴 =
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴 1
𝑖
,

则Rec(𝑇 ) = 𝐴为稠密的𝐺𝛿集. �

设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统,则Ω(𝑋,𝑇 )为非空闭正不变子集,于是(Ω(𝑋,𝑇 ), 𝑇 |Ω(𝑋,𝑇 ))为

子系统. 同样的对(Ω(𝑋,𝑇 ), 𝑇 |Ω(𝑋,𝑇 )) 也有非游荡集, 定义Ω2(𝑋,𝑇 ) = Ω(Ω(𝑋,𝑇 ), 𝑇 |Ω(𝑋,𝑇 )).

而(Ω2(𝑋,𝑇 ), 𝑇 |Ω2(𝑋,𝑇 )) 仍为动力系统, 从而可定义其非游荡点集为Ω3(𝑋,𝑇 ), · · · .
一般的, 令𝛾 为大于|𝑋| 的最小序数, 如下定义{Ω𝜆(𝑋,𝑇 ) : 𝜆 < 𝛾}：
(1) 如𝜆 < 𝛾 为后继序数, 则设

Ω𝜆(𝑋,𝑇 ) = Ω(Ω𝜆−1(𝑋,𝑇 ), 𝑇 |Ω𝜆−1(𝑋,𝑇 ));

(2) 如𝜆 为极限序数, 则设

Ω𝜆(𝑋,𝑇 ) =
⋂︁
𝜇<𝜆

Ω𝜇(𝑋,𝑇 ).

由超限归纳法, 存在𝜃 < 𝛾 使得Ω𝜃+1(𝑋,𝑇 ) = Ω𝜃(𝑋,𝑇 ). 于是对任何𝜆 > 𝜃, 我们

有Ω𝜆(𝑋,𝑇 ) = Ω𝜃(𝑋,𝑇 ), 即

Ω(𝑋,𝑇 ) ⊇ Ω2(𝑋,𝑇 ) ⊇ · · · ⊇ Ω𝜃(𝑋,𝑇 ) = Ω𝜃+1(𝑋,𝑇 ) = · · · .

我们称Ω∞ = Ω𝜃 为(𝑋,𝑇 ) 的中心, 𝜃 称为(𝑋,𝑇 ) 的中心深度(Depth of the centre). 由定

理5.5.7, 系统的中心实际上就是Rec(𝑇 ). 另外, 对任意可数序数𝜏 , 我们都可以找到一个系

统(𝑋,𝑇 ), 其中心深度为𝜏 . 我们收集中心的性质如下：

定理 5.5.8 设(𝑋,𝑇 ) 为动力系统, 则

(1) Ω∞(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅;
(2) 如𝑋 为度量空间, 则(𝑋,𝑇 ) 中心深度可数；

(3) (Ω∞(𝑋,𝑇 ), 𝑇 ) 任一点为非游荡点；

(4) Rec(𝑇 ) = Ω∞(𝑋,𝑇 ).

对系统(𝑋,𝑇 ), 一般我们把它的回复点全体的闭包Rec(𝑇 ) 称为系统的Birkhoff 中心.

如果系统(𝑋,𝑇 )的每个点都是非游荡点,则称(𝑋,𝑇 )为中心的(Central). 此时系统的Birkhoff

中心即为全空间. 对于传递系统, 如果它没有孤立点, 那它就是中心的.

例 5.5.9 (Ω2(𝑇 ) ̸= Ω(𝑇 )) 设𝑋 为极坐标下单位圆盘, 即

𝑋 = {(𝑟, 2𝜋𝜃) : 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 𝜃 ∈ [0, 1)}.

定义

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, (𝑟, 2𝜋𝜃) ↦→ (𝑟
1
2 , 2𝜋(𝜃2 + 1− 𝑟) mod 2𝜋).
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则𝑇 为同胚.

在单位圆周上,

(1, 2𝜋𝜃) ↦→ (1, 2𝜋𝜃2).

它保持点(1, 0) 不动, 其余点逆时针方向向点(1, 0) 移动. 于是

Ω(𝑇 |𝜕𝑋) = {(1, 0)}.

圆盘上其余点在𝑇 作用下都螺旋形向边界逼近. 我们断言

Ω(𝑇 ) = {(0, 0)} ∪ 𝜕𝑋.

如果(𝑟, 2𝜋𝜃) ̸∈ {(0, 0)} ∪ 𝜕𝑋, 则它为游荡点；如果(1, 2𝜋𝜃) ∈ 𝜕𝑋, 那么对于它的任何连通邻

域𝑈 , 其像𝑇𝑛𝑈 也为连通的, 并且螺旋形逆时针向𝜕𝑋 逼近, 𝑛 充分大后会与𝑈 相交, 所以

为非游荡点.

综上,

Ω(𝑇 ) = {(0, 0)} ∪ 𝜕𝑋; Ω2(𝑇 ) = {(0, 0), (1, 0)}.

S5.5.3 链回复点

设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚, 𝛼 > 0, 𝑎, 𝑏 ∈ Z (允许𝑎 = −∞ 和𝑏 = ∞). 点列{𝑥𝑖}𝑏𝑖=𝑎 ⊆ 𝑋 称

为𝑇 的一个𝛼伪轨, 如果

𝑑(𝑇𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) < 𝛼, ∀𝑖 = 𝑎, . . . , 𝑏.

我们称𝛼伪轨{𝑥𝑖}𝑏𝑖=𝑎 被从点𝑦 出发的轨道𝛽 跟踪, 如果

𝑑(𝑇 𝑖𝑦, 𝑥𝑖) < 𝛽, ∀𝑖 = 𝑎, . . . , 𝑏.

𝛼 伪轨{𝑥𝑖}∞𝑖=−∞称为周期的, 如果存在𝑛 ∈ N 使得

𝑥𝑖+𝑛 = 𝑥𝑖, ∀𝑖 ∈ Z.

定义 5.5.10 (链回复点) 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚. 点𝑥 ∈ 𝑋 称为𝑇 的链回复点, 如果对于任

何𝛼 > 0都存在通过点𝑥 的周期𝛼 伪轨. 全体链回复点记为CR(𝑇 ).

S5.5.4 总结

综上我们有：

Fix(𝑇 ) ⊆ Per(𝑇 ) ⊆ AP(𝑇 ) ⊆ Rec(𝑇 ) ⊆ Ω(𝑇 ) ⊆ CR(𝑇 ).

最后我们从二元关系的观点重新审视上面定义的概念.

设𝑊 ⊆ 𝑋 ×𝑋为二元关系, 记𝑊 (𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊}. 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋为映射, 可

以将它等同于二元关系𝑇 = {(𝑥, 𝑇𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋} ⊆ 𝑋 ×𝑋. 我们称𝒪𝑇 =
∞⋃︀
𝑛=0

𝑇𝑛为轨道关系.
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此时𝒪𝑇 (𝑥)即为𝑥的轨道𝑂𝑟𝑏(𝑥). 定义𝜔极限点关系为𝜔𝑇 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ 𝜔(𝑥, 𝑇 )}. 虽然对任
意𝑥 ∈ 𝑋, 𝜔(𝑥, 𝑇 )为闭的, 但是一般而言𝜔𝑇并不是𝑋 ×𝑋中闭集. 我们定义

Ω𝑇 =
⋂︁
𝑁≥0

⋃︁
𝑛≥𝑁

𝑇𝑛 ⊆ 𝑋 ×𝑋.

则𝑦 ∈ Ω𝑇 (𝑥)当且仅当存在序列{𝑛𝑘}及{𝑥′𝑘} ⊆ 𝑋使得𝑛𝑘 →∞, 𝑥′𝑘 → 𝑥且𝑇𝑛𝑘(𝑥′𝑘)→ 𝑦. 显然,

Ω𝑇为包含𝜔𝑇的闭集.

对关系𝑊 , 定义

|𝑊 | = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈𝑊 (𝑥)}.

则有：

Fix(𝑋,𝑇 ) = |𝒪𝑇 |; Rec(𝑋,𝑇 ) = |𝜔𝑇 |; Ω(𝑋,𝑇 ) = |Ω𝑇 |.

习 题

1. 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚. 那么𝑇 为单边拓扑传递当且仅当𝑇 为双边拓扑传递并且Ω(𝑇 ) = 𝑋.

2. 证明定理5.5.8.

S5.6 等度连续性

在这一节我们研究等度连续系统. 在本节中, 我们总是假设对于拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ),

映射𝑇 为满射.

S5.6.1 等度连续与一致几乎周期

定义 5.6.1 拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 称为等度连续的是指函数族{𝑇𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} 为等度连续
的,亦即对任意𝜀 > 0, 存在𝛿 > 0 使得当𝑑(𝑥1, 𝑥2) < 𝛿 时𝑑(𝑇𝑛𝑥1, 𝑇

𝑛𝑥2) < 𝜀,∀𝑛 ∈ Z+ 成立.

如果令

𝑑𝑇 (𝑥, 𝑦) = sup
𝑛∈Z+

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦),

后面我们会说明当(𝑋,𝑇 ) 为等度连续的时候, 𝑑𝑇 与𝑑 是等价的, 并且它为𝑇 不变的, 即

𝑑𝑇 (𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = 𝑑𝑇 (𝑥, 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

直观上讲, 等度连续系统中的任何两个不同点随着时间的推移将保持同样的差距,亦即它

们的轨道是“平行”的. 所以从某种意义上讲, 等度连续性是最简单的一种动力学性状.

例 5.6.2 1. 设S1为圆周, 𝑇为圆周上的旋转映射.则(S1, 𝑇 )为等度连续的.

2. 加法机器为等度连续的.

下面的定理说明等度连续系统中的每个点按一致的步调回复.
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定义 5.6.3 一个拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 称为一致几乎周期的 是指对任意𝜀 > 0, 存在syndetic

集𝐴 使得对任意𝑥 ∈ 𝑋,𝑛 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑥, 𝑇𝑛𝑥) < 𝜀 成立.

我们用𝐶(𝑋,𝑋) 表示从𝑋 到𝑋 的全体连续映射.

定理 5.6.4 一个拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 为等度连续的当且仅当它为一致几乎周期的.

证明. 设(𝑋,𝑇 ) 为等度连续的. 对任意𝜀 > 0, 根据Ascoli 定理{𝑇𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} 在𝐶(𝑋,𝑋)（取

一致拓扑）中为相对紧的, 于是存在有限𝜀 网{𝑇𝑛}𝑘𝑛=1. 亦即, 对任意𝑛 ∈ Z+, 存在1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘
使得

sup
𝑥∈𝑋

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇 𝑗𝑥) < 𝜀.

因𝑇 是满射, 易见

{𝑛 ∈ Z+ : sup
𝑥∈𝑋

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑥) < 𝜀}

为以𝑘 为间距的syndetic 集, 从而(𝑋,𝑇 ) 为一致几乎周期的.

反之, 设(𝑋,𝑇 ) 为一致几乎周期的. 对任意𝜀 > 0, 存在syndetic 集𝐴 使得对任意𝑥 ∈
𝑋,𝑛 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑥, 𝑇𝑛𝑥) < 𝜀

3 成立. 设𝐴 间距为𝑘. 取𝛿 > 0 使得对任意满足𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿 的𝑥, 𝑦,

𝑑(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇 𝑖𝑦) < 𝜀
3 ,∀𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘.

下证对满足𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿的𝑥, 𝑦, 𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) < 𝜀,∀𝑛 ∈ Z+成立. 对任意𝑛 ∈ Z+,存在𝑎 ∈ 𝐴
及𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1} 使得𝑛 = 𝑎+ 𝑖. 于是

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤ 𝑑(𝑇 𝑎(𝑇 𝑖𝑥), 𝑇 𝑖𝑥) + 𝑑(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇 𝑖𝑦) + 𝑑(𝑇 𝑖𝑦, 𝑇 𝑎(𝑇 𝑖𝑦)) <
𝜀

3
+
𝜀

3
+
𝜀

3
= 𝜀.

所以(𝑋,𝑇 ) 为等度连续的. �

S5.6.2 拓扑离散谱

从拓扑同构的角度看, 等度连续系统相当于一个紧致交换群上的旋转. 为了说明这

点, 我们首先引入一些概念.

定义 5.6.5 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统,记𝐶(𝑋)为全体复值连续函数的集合.称非零函数𝑓 ∈
𝐶(𝑋) 为𝑇 的特征函数是指存在𝜆 ∈ C 使得𝑓(𝑇𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥),∀𝑥 ∈ 𝑋. 此时称𝜆 为相应于𝑓 的

特征值.

命题 5.6.6 设(𝑋,𝑇 )为传递拓扑动力系统,则

1. 如𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) 为以𝜆 为特征值的非零特征函数, 则|𝜆| = 1 且|𝑓 | = 𝑐, 𝑐为常数;

2. 如𝑓, 𝑔 为同一特征值的特征函数, 则𝑓 = 𝑐𝑔, 其中𝑐 为常数;

3. 在𝐶(𝑋) 中, 相应于不同特征值的特征函数为线性无关的;
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4. 𝑇 的全体特征值形成𝑆1 的一个可数子群.

证明. 留作习题. �

定义 5.6.7 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统,称之有拓扑离散谱是指系统的特征函数张成了𝐶(𝑋).

由前命题可见,如(𝑋,𝑇 )为有拓扑离散谱的传递系统,则存在可数个特征值{𝜆𝑛}∞𝑛=1 及

线性无关组{𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝐶(𝑋) 使得

span{𝑓𝑛} = 𝐶(𝑋) 且𝑓𝑛 ∘ 𝑇 = 𝜆𝑛𝑓𝑛.

定理 5.6.8 (Halmos-von Neumann) 设(𝑋,𝑇 )为可逆拓扑动力系统,则以下等价：

1. 𝑇 为极小等度连续的;

2. 𝑇 传递且存在𝑋 上的度量使得𝑇 在此度量下为等距的;

3. 𝑇 拓扑共轭于紧致交换群上的一个极小旋转;

4. 𝑇 极小且有拓扑离散谱;

5. 𝑇 传递且有拓扑离散谱.

证明. (1)⇔ (2) : 易证.

(2)⇒ (3) : 设𝜌 为等距度量. 设𝑥0 为传递点, 所以𝑋 = orb(𝑥0, 𝑇 ). 定义运算：

* : orb(𝑥0, 𝑇 )× orb(𝑥0, 𝑇 )→ orb(𝑥0, 𝑇 ), 𝑇𝑛𝑥0 * 𝑇𝑚𝑥0 ↦→ 𝑇𝑛+𝑚𝑥0.

因为

𝜌(𝑇𝑛𝑥0 * 𝑇𝑚𝑥0, 𝑇 𝑝𝑥0 * 𝑇 𝑞𝑥0)

= 𝜌(𝑇𝑛+𝑚𝑥0, 𝑇
𝑝+𝑞𝑥0)

≤ 𝜌(𝑇𝑛+𝑚𝑥0, 𝑇
𝑝+𝑚𝑥0) + 𝜌(𝑇 𝑝+𝑚𝑥0, 𝑇

𝑝+𝑞𝑥0)

= 𝜌(𝑇𝑛𝑥0, 𝑇
𝑝𝑥0) + 𝜌(𝑇𝑚𝑥0, 𝑇

𝑞𝑥0).

所以* 为一致连续的, 于是可以唯一扩充为 * : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋.

另外, 因为

𝜌(𝑇−𝑛𝑥0, 𝑇
−𝑚𝑥0) = 𝜌(𝑇𝑚+𝑛𝑇−𝑛𝑥0, 𝑇

𝑚+𝑛𝑇−𝑚𝑥0) = 𝜌(𝑇𝑚𝑥0, 𝑇
𝑛𝑥0),

所以映射

𝑇𝑛𝑥0 ↦→ 𝑇−𝑛𝑥0, orb(𝑥0, 𝑇 )→ orb(𝑥0, 𝑇 )

为一致连续的, 于是可以唯一扩充为𝑋 到𝑋 的映射.
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这样, 我们说明了(𝑋, *) 为拓扑群. 因为{𝑇𝑛𝑥0 : 𝑛 ∈ Z} 在𝑋 中稠密, 所以(𝑋, *)为交
换的. 因为𝑇 (𝑇𝑛𝑥0) = 𝑇𝑥0 * 𝑇𝑛𝑥0,∀𝑛 ∈ Z, 所以𝑇𝑥 = 𝑇𝑥0 * 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 这说明(𝑋,𝑇 ) 为𝑇 在

群(𝑋, *) 上的𝑇𝑥0 旋转.

(3) ⇒ (4) : 设𝑋为紧交换群, 且𝑇𝑥 = 𝑎𝑥,∀𝑥 ∈ 𝑋. 则𝑋的每个特征为𝑋的特征函数(因

为如果𝑓 ∈ �̂�, 那么𝑓(𝑇𝑥) = 𝑓(𝑎𝑥) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑥)). 设𝐴为由所有特征的线性组合生成的代

数, 则𝐴 ⊆ 𝐶(𝑋). 由于𝐴包含常值函数、对共轭运算封闭并且分离点, 所以根据Stone-

Weierstrass 定理就有𝐴 = 𝐶(𝑋).

(4)⇒ (5) : 显然.

(5) ⇒ (2) : 由前面分析, 存在可数个特征值{𝜆𝑛}∞𝑛=1 及线性无关组{𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝐶(𝑋) 使

得|𝑓𝑛| = 1, span{𝑓𝑛} = 𝐶(𝑋) 且𝑓𝑛 ∘ 𝑇 = 𝜆𝑛𝑓𝑛. 定义

𝜌(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑦)|
2𝑛

,

它为𝑋 上的伪度量. 由于span{𝑓𝑛} = 𝐶(𝑋), 所以{𝑓𝑛}∞𝑛=1 分离𝑋 的点. 于是𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 蕴

含𝑥 = 𝑦, 亦即𝜌 为度量.

因为|𝜆𝑛| = 1, 所以我们有：

𝜌(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

|𝜆𝑛𝑓𝑛(𝑥)− 𝜆𝑛𝑓𝑛(𝑦)|
2𝑛

= 𝜌(𝑥, 𝑦).

于是(𝑋, 𝜌) 为等距的.

设𝑑为𝑋 的原始度量,下说明(𝑋, 𝑑)与(𝑋, 𝜌)等价. 我们仅需证明恒同映射id : (𝑋, 𝑑)→
(𝑋, 𝜌) 连续即可(紧致空间到Hausdorff空间的连续双射是同胚).

对任意𝜀 > 0, 取𝑁 ∈ N 使得
∞∑︁

𝑛=𝑁+1

2

2𝑛
<
𝜀

2
. 由于𝑓𝑛 连续, 所以存在𝛿 > 0 使得

𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⇒ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑦)| < 𝜀

2
, ∀1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁.

于是我们就有

𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑥, 𝑦) <
𝑁∑︁
𝑛=1

𝜀

2𝑛+1
+

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

2

2𝑛
<
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀.

所以id 连续. �

S5.6.3 distal性质与等度连续性

对于一个系统, 其中的任何两个点随着时间的转移它们要么会在许多时候变得越来

越接近, 要么它们将永远保持着一定的距离. 下面我们在数学上准确的给出上面的描述.
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定义 5.6.9 设(𝑋,𝑇 ) 为动力系统, 𝑑 为𝑋 上的度量. 两点𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 称为proximal的是

指lim inf
𝑛→+∞

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) = 0;又如点对满足 lim
𝑛→+∞

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) = 0,则称之为渐近(asymptotic)的.

两点𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 如果不是proximal 的, 那么就称为distal的. 一个系统如果其任何两个

不同的点都是distal 的, 就称之为distal系统.

distal 这个名称是由Gottschalk 引入的, 但是这个概念最早是由Hilbert 在试图给刚性

群一个拓扑刻画时提出的. 从定义我们容易推导出等度连续系统一定是distal 的. 一个简

单的distal 非等度连续的例子是圆盘上的不等速旋转. 设𝐷 为平面上单位圆盘, 我们在平

面上取极坐标(𝑟, 𝜃). 定义𝑇 : 𝐷 → 𝐷, 𝑇 (𝑟, 𝜃) = (𝑟, 𝜃 + 𝑟). 则(𝐷,𝑇 ) 为distal 的但不是等度连

续的. 但是要举一个极小的distal但不是等度连续的例子要困难一些, Furstenberg[61]给出

了这样的例子, 并且他分析了二者的区别, 给出了极小distal 系统的结构定理.

给定拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), (𝑌, 𝑆),设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为扩充. 扩充称为等度连续的是指对任

意𝜀 > 0,存在𝛿 > 0使得对满足𝜋(𝑥1) = 𝜋(𝑥2)及𝑑(𝑥1, 𝑥2) < 𝛿的𝑥1, 𝑥2成立𝑑(𝑇𝑛(𝑥1), 𝑇
𝑛(𝑥2)) <

𝜀,∀𝑛 ∈ Z. 等度连续扩充也称为等距扩充.

下面是著名的Furstenberg 的极小distal 系统结构定理.

定理 5.6.10 [61] 一个极小拓扑动力系统为distal 的当且仅当它为等度连续扩充的逆极

限,即存在如下图表：

{𝑝𝑡} ← 𝑋0
𝜋0←− 𝑋1

𝜋1←− 𝑋2
𝜋2←− · · · 𝜋𝑛−1←− 𝑋𝑛

𝜋𝑛←− 𝑋𝑛+1
𝜋𝑛+1←− · · · ←− 𝑋𝜃

𝜋𝜃←− 𝑋.

其中{𝑝𝑡} 指平凡系统,而每个𝜋𝑖 为等度连续扩充.

习 题

1. 证明命题5.6.6.

2. 设

𝑇 : T2 → T2, (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥+ 𝛼, 𝑦 + 2𝑥+ 𝛼),

其中𝛼 ̸∈ Q. 证明：

(a) (T2, 𝑇 ) 为distal 但是不是等度连续的极小拓扑动力系统.

(b) 验证

𝑇𝑛(0, 0) = (𝑛𝛼, 𝑛2𝛼).

于是{𝑛2𝛼}𝑛∈N 在T 中稠密.

S5.7 可扩同胚

在本节我们介绍可扩同胚性.
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S5.7.1 可扩同胚

定义 5.7.1 (可扩同胚) 设(𝑋, 𝑑) 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚. 称𝑇 为可扩

的(expansive), 是指存在𝛿 > 0 使得对于任何𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋 存在𝑛 ∈ Z 满足𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) > 𝛿.

称满足上面条件的𝛿 为𝑇 的可扩常数.

注记 5.7.2 我们将这个概念与初值敏感对比. 给定𝜀 > 0, 𝑇 称为在点𝑥 处 Lyapunov 𝜀不

稳定的 是指对𝑥 的任意邻域𝑈 , 存在点𝑦 ∈ 𝑈 及𝑛 ≥ 0 使得𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) > 𝜀; 𝑇 称为在𝑥 处

不稳定是指存在𝜀 > 0 使得𝑇 在𝑥 处为Lyapunov 𝜀 不稳定的.如果系统为处处不稳定的, 一

般而言并不能保证存在一个𝜀 > 0 使得所有点都是𝜀 不稳定的. 但对于传递系统, 这是能

得到保证的, 即, 此时系统如为处处不稳定的, 则存在一个𝜀 > 0 使得所有点都是𝜀 不稳定

的. 这就是初值敏感的定义.

具体地讲, 称动力系统(𝑋,𝑇 ) 具有初值敏感性是指存在𝜖 > 0 使得对任意𝛿 > 0 和𝑥 ∈
𝑋 我们都能找到𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝛿) 和𝑛 ∈ N 满足𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) > 𝜖.

1986 年Devaney 以初值敏感性为核心定义了一类重要的混沌. Devaney 称系统(𝑋,𝑇 )

为混沌的, 如果它满足以下三条：

1. (𝑋,𝑇 ) 是传递的,

2. 𝑇 的周期点集在𝑋 中稠密,

3. (𝑋,𝑇 ) 具有初值敏感性.

人们习惯把满足上述三条属性的系统称为Devaney混沌的. 可以证明传递的周期点

稠密的非周期系统具有初值敏感性, 亦即, 我们有(1) + (2) ⇒ (3). 鉴于这些原因, 我们干

脆将上面定义中第二条舍弃, 而直接把满足第一, 第三个条件的系统成为混沌的. 准确的

说,我们称系统为Auslander-Yorke 混沌的 是指它为初值敏感的传递系统. 例如,任何非

极小的E系统（进而M系统）为Auslander-Yorke 混沌的.

S5.7.2 生成子

设𝑋 为拓扑空间, 𝒰、𝒱 为𝑋 的两个覆盖, 𝒰 和𝒱的交 𝒰 ∨ 𝒱 定义为

𝒰 ∨ 𝒱 = {𝑈 ∩ 𝑉 : 𝑈 ∈ 𝒰 , 𝑉 ∈ 𝒱},

它仍为𝑋 的覆盖. 类似地我们可以定义至多可数个覆盖{𝒰𝑛}𝑛 的交
⋁︀
𝑛 𝒰𝑛. 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋

为同胚, 𝒰 为𝑋 的覆盖, 对于𝑛 ∈ Z 我们定义

𝑇−𝑛𝒰 = {𝑇−𝑛𝑈 : 𝑈 ∈ 𝒰}.

显然𝑇−𝑛𝒰 仍为𝑋 的覆盖.

定义 5.7.3 (生成子) 设𝑋 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚. 𝑋 的一个有限开覆盖𝛼

称为𝑇 的生成子(generator), 是指对于任何𝛼 元素组成的序列{𝐴𝑛}∞𝑛=−∞ (即𝐴𝑛 ∈ 𝛼,∀𝑛 ∈ Z
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), 我们有

Card

(︃ ∞⋂︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝐴𝑛

)︃
≤ 1.

如果上面条件换为

Card

(︃ ∞⋂︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝐴𝑛

)︃
≤ 1,

则称𝛼 为𝑇 的弱生成子( weak generator).

注记 5.7.4 设𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑘} 为𝑋 的有限开覆盖. 那么我们可以如下重新表述生成

子的定义：对于任何(𝑎𝑛)𝑛∈Z ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}Z, 我们有

Card

(︃ ∞⋂︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝐴𝑎𝑛

)︃
≤ 1.

类似定义弱生成子.

设𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘}. 注意
⋁︀
𝑛∈Z 𝑇

−𝑛𝛼 中元素具有形式
⋂︀∞
𝑛=−∞ 𝑇

−𝑛𝐴𝑎𝑛. 所以𝛼 为生成

子当且仅当
⋁︀
𝑛∈Z 𝑇

−𝑛𝛼 中元素为独点集或空集.

定理 5.7.5 设𝑋 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚. 那么𝑇 具有生成子当且仅当它具

有弱生成子.

证明. 由定义,生成子自然为弱生成子. 下证反之.设𝛽 = {𝐵1, . . . , 𝐵𝑠}为𝑇 的弱生成子,设𝛿

为𝛽 的Lebesgue 数. 设𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑡} 为𝑋 的开覆盖, 且max
1≤𝑖≤𝑡

diam𝐴𝑖 ≤ 𝛿. 设{𝐴𝑎𝑛}∞𝑛=−∞
为𝛼 元素序列, 其中(𝑎𝑛)𝑛 ∈ {1, 2, . . . , 𝑡}Z. 那么对于任何𝑛, 存在𝑏𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑠} 使得𝐴𝑎𝑛 ⊆
𝐵𝑏𝑛 . 于是

∞⋂︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝐴𝑎𝑛 ⊆
∞⋂︁

𝑛=−∞
𝑇−𝑛𝐵𝑏𝑛 .

尤其

Card

(︃ ∞⋂︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝐴𝑎𝑛

)︃
≤ Card

(︃ ∞⋂︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝐵𝑏𝑛

)︃
≤ 1.

亦即𝛼 为生成子. �

定理 5.7.6 设(𝑋, 𝑑) 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚. 设𝛼 为生成子. 那么对于任

何𝜀 > 0, 存在𝑁 使得

diam
𝑁⋁︁

𝑛=−𝑁
𝑇−𝑛𝛼 ≤ 𝜀.

反之, 对于任何𝑁 > 0, 存在𝜀 > 0 使得𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀 蕴含

𝑥, 𝑦 ∈
𝑁⋂︁

𝑛=−𝑁
𝑇−𝑛𝐴𝑛,

其中𝐴−𝑁 , 𝐴−𝑁+1 . . . , 𝐴𝑁 ∈ 𝛼.
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证明. 设𝛼 为生成子. 下证对于任何𝜀 > 0, 存在𝑁 使得

diam

𝑁⋁︁
𝑛=−𝑁

𝑇−𝑛𝛼 ≤ 𝜀.

否则, 存在𝜀 > 0 使得对于任何𝑗 > 0, 存在𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) > 𝜀 , 以及存在𝐴𝑗,𝑖 ∈ 𝛼,−𝑗 ≤
𝑖 ≤ 𝑗 使得

𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ∈
𝑗⋂︁

𝑛=−𝑗
𝑇−𝑖𝐴𝑗,𝑖.

根据紧致性, 不妨设𝑥𝑗 → 𝑥, 𝑦𝑗 → 𝑦, 𝑗 →∞ (否则取子列). 因为𝑑(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) > 𝜀, 所以𝑥 ̸= 𝑦. 因

为𝛼为有限的,所以𝐴𝑗,0 有无穷个是相同的, 设为𝐴0 ∈ 𝛼. 因为对于无穷多个𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ∈ 𝐴0,

所以𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴0. 类似的, 对于任何𝑛 ∈ Z, 存在无穷多个𝐴𝑗,𝑛 相同的, 设为𝐴𝑛, 同理𝑥, 𝑦 ∈
𝑇−𝑛𝐴𝑛. 于是

𝑥, 𝑦 ∈
∞⋂︁

𝑛=−∞
𝑇−𝑛𝐴𝑛,

这与𝛼 为生成子矛盾.

下面证明对于任何𝑁 > 0, 存在𝜀 > 0 使得𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀 蕴含𝑥, 𝑦 ∈
⋂︀𝑁
𝑛=−𝑁 𝑇

−𝑛𝐴𝑛, 其

中𝐴−𝑁 , . . . , 𝐴𝑁 ∈ 𝛼. 取𝛿 > 0 为𝛼 的Lebesgue 数. 取𝜀 > 0 使得𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀 蕴含𝑑(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇 𝑖𝑦) <

𝛿,−𝑁 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 . 于是如果𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀,那么对于任何−𝑁 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 ,存在𝐴𝑖 ∈ 𝛼使得𝑇 𝑖𝑥, 𝑇 𝑖𝑦 ∈
𝐴𝑖. 由此

𝑥, 𝑦 ∈
𝑁⋂︁

𝑛=−𝑁
𝑇−𝑛𝐴𝑛.

定理证毕！ �

S5.7.3 可扩性与生成子

定理 5.7.7 (Reddy-Keynes-Robertson) 设(𝑋, 𝑑) 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为同胚.

那么𝑇 为可扩的当且仅当𝑇 具有生成子, 当且仅当𝑇 具有弱生成子.

证明. 根据定理5.7.5, 我们已经知道𝑇 具有生成子当且仅当𝑇 具有弱生成子. 下面证明它

们等价于可扩性.

设𝑇 为可扩同胚, 𝛿 为其可扩系数. 设𝛼 为任何直径小于𝛿 的有限开覆盖. 设

𝑥, 𝑦 ∈
∞⋂︁

𝑛=−∞
𝑇−𝑛𝐴𝑛, 𝐴𝑛 ∈ 𝛼.

则

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤ 𝛿, ∀𝑛 ∈ Z.

根据可扩性定义, 𝑥 = 𝑦. 于是𝛼 为生成子.
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反之,设𝛼为弱生成子, 设𝛿为它的Lebesgue数. 如果对于任何𝑛 ∈ Z有𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤ 𝛿,
那么我们需要证明𝑥 = 𝑦. 对于任何𝑛 ∈ Z, 因为𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤ 𝛿, 所以存在𝐴𝑛 ∈ 𝛼 使

得𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦 ∈ 𝐴𝑛. 于是

𝑥, 𝑦 ∈
∞⋂︁

𝑛=−∞
𝑇−𝑛𝐴𝑛.

因为𝛼 为弱生成子, 所以𝑥 = 𝑦. 即𝑇 可扩. �

注记 5.7.8 1. 根据定理5.7.7, 可扩性不依赖与空间的度量选取, 但是可扩常数会依赖于

度量的选取.

2. 对于任何𝑘 ̸= 0, 𝑇 可扩当且仅当𝑇 𝑘 可扩. 设𝛼为𝑇 生成子,那么𝛼∨𝑇−1𝛼∨. . .∨𝑇−(𝑘−1)𝛼
为𝑇 𝑘 的生成子；反之显然.

3. 可扩性是同构不变性质.

4. 可扩系统的子系统也是可扩的.

5. 有限个可扩系统的乘积仍然为可扩的, 但是无穷个可扩系统的乘积不一定为可扩的.

注记 5.7.9 对于连续映射𝑇 : 𝑋 → 𝑋 我们也可以定义可扩性：称𝑇 为正向可扩的, 是指存

在𝛿 > 0 使得对于任何𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋 存在𝑛 ∈ Z+ 满足𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) > 𝛿.

S5.7.4 扩充同胚与符号扩充

例 5.7.10 (可扩系统的因子不一定可扩的例子1) 设T2 为二维环面,在T2 = R2/Z2 上定义

等价关系:

(𝑥, 𝑦) + Z2 ∼ (−𝑥,−𝑦) + Z2.

于是得到商空间为S2 = T2/ ∼. 设
𝜑 : T2 → S2

为商映射. 注意𝜑 除了在四个点(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1) 外为二对一的.

设𝐴 : T2 → T2 为连续自同构, 易见通过𝜑它诱导了S2 上同胚, 记为𝑇 : S2 → S2. 根
据定义, (S2, 𝑇 ) 为(T2, 𝐴) 的因子. 下说明如果矩阵[𝐴] 没有绝对值等于1 的特征值, 那么𝐴

为可扩的, 但是𝑇 不是. 与之前一样, 我们设 ̃︀𝐴 : R2 → R2 为[𝐴] 对应的线性映射.

设矩阵[𝐴] 没有绝对值等于1 的特征值, 那么它有两个特征值𝜆𝑠, 𝜆𝑢. 因为| det[𝐴]| = 1,

所以设

|𝜆𝑠| < 1, |𝜆𝑢| > 1.

此处𝑠 指“stable”, 而𝑢 指“unstable”. 设𝑉𝑠 和𝑉𝑢 为𝜆𝑠, 𝜆𝑢 对应的特征空间. 对于𝜀 > 0, 取

点(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵𝜀(0, 0). 考虑过(𝑥, 𝑦) 以(0, 0) 为中心, 边平行于𝑉𝑠, 𝑉𝑢 的平行四边形. 设它的四

个顶点为

𝑃1(𝑥, 𝑦), 𝑃2(𝑢, 𝑣), 𝑃3(−𝑥,−𝑦), 𝑃4(−𝑢,−𝑣).
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其中𝑃1𝑃2, 𝑃3𝑃4 平行于𝑉𝑢, 𝑃1𝑃4, 𝑃2𝑃4 平行于𝑉𝑠 则四个顶点, 以及整个平行四边形包含在

球𝐵𝑐𝜀(0, 0) 中, 其中𝑐 为仅依赖于𝑉𝑠, 𝑉𝑢 斜率的常数.

注意到(𝑢, 𝑣)− (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉𝑢, 所以

‖ ̃︀𝐴𝑛(𝑥, 𝑦)− ̃︀𝐴𝑛(𝑢, 𝑣)‖ = 𝜆𝑛𝑢‖(𝑥, 𝑦)− (𝑢, 𝑣)‖, 𝑛 ≤ 0.

因为(−𝑢,−𝑣)− (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉𝑠, 所以

‖ ̃︀𝐴𝑛(𝑥, 𝑦)− ̃︀𝐴𝑛(−𝑢,−𝑣)‖ = 𝜆𝑛𝑠 ‖(𝑥, 𝑦)− (−𝑢,−𝑣)‖, 𝑛 ≥ 0.

上面‖ · ‖ 为R2 的模, 设𝑑 为环面上由‖ · ‖ 诱导的度量, 那么我们得到

𝑑(𝐴𝑛(𝑥, 𝑦), 𝐴𝑛(𝑢, 𝑣)) < 2𝑐𝜀,∀𝑛 ≤ 0,

𝑑(𝐴𝑛(𝑥, 𝑦), 𝐴𝑛(−𝑢,−𝑣)) < 2𝑐𝜀,∀𝑛 ≥ 0.

如果(S2, 𝑇 ) 有生成子𝛾 = {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘}. 那么𝜑−1𝛾 具有性质：任何形如

∞⋂︁
𝑛=−∞

𝐴−𝑛𝜑−1𝐶𝑎𝑛

的子集至多会包含一个等价类. 取𝜀 充分小, 使得𝑐𝜀 为覆盖𝜑−1𝛾 的Lebesgue 数. 根据上面

分析, 我们知道存在某个形如
∞⋂︁

𝑛=−∞
𝐴−𝑛𝜑−1𝐶𝑎𝑛

的子集同时包含了(𝑥, 𝑦) 和(𝑢, 𝑣) 的等价类. 但是上面两个事实是矛盾的.

所以(S2, 𝑇 ) 不可扩.

例 5.7.11 (可扩系统的因子不一定可扩的例子2) 设𝑇 : S1 → S1, 𝑧 ↦→ 𝑎𝑧 为无理旋转, 即𝑎

非单位根. 对于𝑥, 𝑦 ∈ S1, 我们用
−−→
[𝑥, 𝑦] 表示从𝑥 出发逆时针到𝑦 的弧. 设

𝐴0 = {𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖𝑥 :
1

2
≤ 𝑥 ≤ 1}; 𝐴0 = {𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖𝑥 : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

2
},

即𝐴0 =
−−−−→
[−1, 1], 𝐴1 =

−−−−→
[1,−1] 分别为下、上半闭圆周. 令

𝑌 = S1 ∖ {𝑎𝑛,−𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ Z}.

定义

𝜓 : 𝑌 → Σ2 = {0, 1}Z, 𝑧 ↦→ (𝑎𝑛)𝑛∈Z,

其中(𝑎𝑛)𝑛∈Z 由下式定义：

𝑇𝑛𝑧 ∈ 𝐴𝑎𝑛 .
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设Λ = 𝜓(𝑌 ), 我们要证明𝜓 为单射, 并且其逆可以扩充为连续映射

𝜑 : Λ→ S1.

为此我们证明：对于任何𝜀 > 0,存在𝑁 ∈ N使得如果𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 ,并且(𝜓(𝑥))𝑛 = (𝜓(𝑦))𝑛, ∀|𝑛| ≤
𝑁 , 那么𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀, 即𝜓−1 为一致连续的.

设𝜀 > 0. 取𝑁 ∈ N 使得{𝑎𝑛 : |𝑛| ≤ 𝑁} 为S1 的𝜀/2-网. 设𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 , 并且(𝜓(𝑥))𝑛 =

(𝜓(𝑦))𝑛,∀|𝑛| ≤ 𝑁 . 根据条件, 对于|𝑛| ≤ 𝑁 , 𝑇𝑛𝑥 = 𝑎𝑛𝑥 与𝑇𝑛𝑦 = 𝑎𝑛𝑦 都在𝐴0 中, 或者都

在𝐴1 中. 这就排除了𝑦 = −𝑥 的可能性. 假设𝑦 到𝑥 逆时针方向弧长小于顺时针方向弧长.

根据{𝑎𝑛 : |𝑛| ≤ 𝑁} 为S1 的𝜀/2-网, 存在某个|𝑛| ≤ 𝑁 , 使得𝑎𝑛𝑥 位于从1 出发逆时针方向

长为𝜀 的开弧内. 此时𝑎𝑛𝑥 ∈ 𝐴1. 于是根据我们的假设, 𝑎𝑛𝑦 ∈ 𝐴1, 并且𝑦 在1 和𝑎𝑛𝑥 之间,

即𝑦 ∈
−−−−→
[1, 𝑎𝑛𝑥]. 于是𝑑(𝑎𝑛𝑥, 𝑎𝑛𝑦) < 𝜀, 从而𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀.

综上, 我们将𝜓−1 : Λ→ S1 可以扩充为连续映射

𝜑 : Λ→ S1.

容易验证𝜑为因子映射. 根据例子5.7.14, 符号系统一定为可扩的, 而等度连续系统一定不

是可扩的. 于是(Λ, 𝜎) 为可扩的, 但是其因子(S1, 𝑇 ) 不是可扩的.

定理 5.7.12 设(𝑋, 𝑑) 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为可扩同胚. 设𝛿 为可扩常数. 设𝛾 =

{𝐶1, . . . , 𝐶𝑟} 为𝑋 的任何直径小于𝛿 的有限覆盖（即diam𝛾 < 𝛿）. 那么

diam

⎛⎝ 𝑛⋁︁
𝑗=−𝑛

𝑇−𝑗𝛾

⎞⎠→ 0, 𝑛→∞.

证明. 如果命题不成立,那么存在𝜀0 > 0,序列{𝑛𝑖}𝑖∈N ⊆ N,以及𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝑋 使得𝑑(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ≥ 𝜀0,
且

𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈
𝑛𝑖⋂︁

𝑗=−𝑛𝑖

𝑇−𝑗𝐶𝑖,𝑗 ,

其中𝐶𝑖,𝑗 ∈ 𝛾.

不妨设𝑥𝑖 → 𝑥, 𝑦𝑖 → 𝑦, 𝑖 → ∞ (否则取子列). 由于𝑑(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ≥ 𝜀0, 所以𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜀0. 因

为𝛾 有限, 所以无穷多个𝐶𝑖,0 取到𝛾 同一个元素, 记为𝐶𝑖0 . 因为对于无穷多个𝑖, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑖0 ,

所以𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑖0 . 类似的, 无穷多个𝐶𝑖,𝑗 取到𝛾 同一个元素, 记为𝐶𝑖𝑗 . 因为对于无穷多个𝑖,

𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝑇−𝑗𝐶𝑖𝑗 , 所以𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇−𝑗𝐶𝑖𝑗 . 由于diam𝛾 < 𝛿, 𝑑(𝑇 𝑗𝑥, 𝑇 𝑗𝑦) ≤ 𝛿, ∀𝑗 ∈ Z, 根据可扩

性𝑥 = 𝑦. 此与𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜀0 矛盾. �

类似于例子5.7.11的证明, 可以证明任何可扩同胚都有符号扩充.

定理 5.7.13 设(𝑋, 𝑑) 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为可扩同胚. 那么存在𝑘 ∈ N 以及子
转移系统Ω ⊆ Σ𝑘 使得(Ω, 𝜎) 为(𝑋,𝑇 ) 的扩充.
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证明. 设𝛿 为𝑇 的可扩常数. 我们首先构造一个覆盖𝛾 = {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘−1} 满足：

1. diam(𝛾) < 𝛿,

2. 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = 𝜕𝐶𝑖 ∩ 𝜕𝐶𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘 − 1},

3.
𝑘−1⋃︁
𝑖=0

𝜕𝐶𝑖 内部为空.

为此, 我们先取一个半径为𝛿/3 的开球覆盖{𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘−1}, 然后再改造成所需.

设𝐶0 = 𝐵0. 对于𝑛 > 0, 令

𝐶𝑛 = 𝐵𝑛 ∖ (𝐵0 ∪ . . . ∪𝐵𝑛−1).

于是对于𝑖 < 𝑗, 我们有

𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = 𝜕𝐶𝑗 ∩ 𝐶𝑖 (∵ int(𝐶𝑗) = 𝐵𝑗 ∖ (𝐵0 ∪ . . . ∪𝐵𝑗−1))

= 𝜕𝐶𝑗 ∩ 𝜕𝐶𝑖 (∵ 𝜕𝐶𝑗 ∩ int(𝐶𝑖) ⊆ 𝐵𝑖 ∖ (𝐵0 ∪ . . . ∪𝐵𝑗−1) = ∅).

根据
𝑘−1⋃︁
𝑖=0

𝜕𝐶𝑖 ⊆
𝑘−1⋃︁
𝑖=0

𝜕𝐵𝑖, 知道其内部为空.

设𝐷 =
𝑘−1⋃︁
𝑖=0

𝜕𝐶𝑖 以及𝐷∞ =
⋃︁
𝑛∈Z

𝑇𝑛𝐷.

𝑌 = 𝑋 ∖𝐷∞.

定义

𝜓 : 𝑌 → Σ𝑘 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}Z, 𝑧 ↦→ (𝑎𝑛)𝑛∈Z,

其中(𝑎𝑛)𝑛∈Z 由下式定义：

𝑇𝑛𝑧 ∈ 𝐴𝑎𝑛 .

设Λ = 𝜓(𝑌 ), 我们要证明𝜓 为单射, 并且其逆可以扩充为连续映射

𝜑 : Λ→ 𝑋.

为此我们证明：对于任何𝜀 > 0,存在𝑁 ∈ N使得如果𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 ,并且(𝜓(𝑥))𝑛 = (𝜓(𝑦))𝑛, ∀|𝑛| ≤
𝑁 , 那么𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀, 即𝜓−1 为一致连续的.

设𝜀 > 0. 由定理5.7.12, 取𝑁 ∈ N 使得diam

⎛⎝ 𝑛⋁︁
𝑗=−𝑛

𝑇−𝑗𝛾

⎞⎠ < 𝜀. 如果𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 , 并

且(𝜓(𝑥))𝑛 = (𝜓(𝑦))𝑛, ∀|𝑛| ≤ 𝑁 , 那么𝑥, 𝑦 在
𝑛⋁︁

𝑗=−𝑛
𝑇−𝑗𝛾 同一元素中, 尤其𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀.

于是𝜓−1 为一致连续的, 我们可以将𝜓−1 : Λ→ 𝑋 扩充为连续映射

𝜑 : Λ→ 𝑋.

因为𝑋 ∖𝐷∞ 稠密, 所以𝜑 为满射. 容易验证𝜑 为因子映射. 证毕！ �
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S5.7.5 可扩同胚的例子

例 5.7.14 1. 除非为有限个点, 等度连续系统不是可扩的.

2. 设𝐴 : T𝑛 → T𝑛 为自同构, [𝐴] 为对应的矩阵. 𝐴 为可扩的当且仅当[𝐴] 没有模为1 的

特征值.

3. 任何符号子转移系统(𝑋,𝜎)为可扩的. 设𝑋 ⊆ Σ𝑘, 𝑘 ≥ 2. 因为

𝛼 = {0[𝑖]0 ∩𝑋 : 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}}

为生成子, 所以(𝑋,𝜎) 可扩.

注记 5.7.15 一个重要的问题是：对于什么样的拓扑空间一定存在可扩同胚？

容易证明在紧致一维流形上不存在可扩同胚, 于是任何带边紧致曲面上没有可扩同

胚. O’Brien 与Reddy（1970）证明了任何具有正亏格可定向曲面上存在可扩同胚[158]. 一

个重要的结果是Hiraide (1990) [97]和Lewowicz (1989) [146]独立证明了在一个闭曲面上, 任

何可扩同胚共轭于pseudo-Anosov 映射, 于是在二维球面、射影平面以及Klein 瓶上不存在

可扩同胚. 对于高维流形, 情况更为复杂, 目前只有部分成果.

定理 5.7.16 设(𝑋, 𝑑) 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为可扩同胚. 那么对于任何𝑝 ∈ N,

|Fix(𝑋,𝑇 𝑝)| <∞.

证明. 设𝛿 > 0 为𝑇 𝑝 的可扩常数. 设𝑇 𝑝𝑥 = 𝑥, 𝑇 𝑝𝑦 = 𝑦. 那么𝑥 = 𝑦 或𝑑(𝑥, 𝑦) > 𝛿. 于是

|Fix(𝑋,𝑇 𝑝)| <∞.

证毕！ �

定理 5.7.17 闭区间上不存在可扩同胚.

证明. 设𝐼 = [0, 1], 𝑇 : 𝐼 → 𝐼 为同胚, 于是

𝑇 (0) = 0, 𝑇 (1) = 1; 或者 𝑇 (0) = 1, 𝑇 (1) = 0.

无论何种情况, 我们总是有

𝑇 2(0) = 0; 𝑇 2(1) = 1.

所以𝑇 2 为保向同胚.

(1) 设𝑇 2 除了0, 1 外没有不动点, 那么于是对于任何𝑥 ∈ 𝐼,

𝑇 2𝑛𝑥→ 1, 𝑛→∞; 𝑇 2𝑛𝑥→ 0, 𝑛→ −∞.
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于是任何子区间都收缩地趋向端点, 𝑇 2 不可能为可扩的.

(2) 根据定理5.7.16, 如果𝑇 2 为可扩的, 那么它只有有限个不动点. 设𝑥1, 𝑥2 为其中任

何两个相邻的不动点. 那么𝑇 2 将区间[𝑥1, 𝑥2] 映为[𝑥1, 𝑥2], 并且在其中除了端点外没有不

动点, 于是归结到情况(1), 𝑇 2 不为可扩的.

综上, 𝑇 不为可扩的. �

定理 5.7.18 圆周S1 上不存在可扩同胚.

证明. 设𝑇 : S1 → S1 为同胚. 设它为保向同胚, 否则研究𝑇 2 即可.

情况(1)：Per(𝑇 ) ̸= ∅.
于是存在𝑝 ∈ N 使得Fix(𝑇 𝑝) ̸= ∅. 取𝑤1 ∈ Fix(𝑇 𝑝). 如果𝑇 为可扩的, 那么根据定

理5.7.16, |Fix(𝑇 𝑝)| <∞. 设𝑤2 为从𝑤1 出发逆时针方向上出现的第一个𝑇 𝑝 不动点（当然可

能出现𝑤2 = 𝑤1 的情况）. 因为𝑇 𝑝 保向, 所以

𝑇 𝑝 :
−−−−−→
[𝑤1, 𝑤2]→

−−−−−→
[𝑤1, 𝑤2]

为区间自映射,其中
−−−−−→
[𝑤1, 𝑤2]为从𝑤1出发逆时针方向到𝑤2 的弧. 根据定理5.7.17, 𝑇 𝑝 不是可

扩的, 进而𝑇 不是可扩的.

情况(2)：Per(𝑇 ) = ∅.
那么根据定理6.4.8, 存在因子映射𝜑 : (S1, 𝑇 ) → (S1, 𝑆), 其中𝑆 为无理旋转. 对于任何

点𝑤 ∈ S1, 𝜑−1(𝑤) 要么为独点集, 要么为闭区间.

S1

𝜑
��

𝑇 // S1

𝜑
��

S1
𝑆
// S1

因为(S1, 𝑆)为无理旋转, 所以𝑆 不是可扩的. 如果对于任何𝑤 ∈ S1, 𝜑−1(𝑤)要么为独点集,

那么𝜑 为同胚. 于是𝑇, 𝑆 为同构, 𝑇 也不可扩. 如果存在点𝑤0 使得𝜑−1(𝑤0) 为非平凡闭区

间, 那么易见

{𝑇−𝑛(𝜑−1(𝑤0)) : 𝑛 ∈ Z}

为S1 互不相交闭区间列. 任取𝛿 > 0, 那么存在𝑁 使得对于任何|𝑛| ≥ 𝑁 , 𝑇−𝑛(𝜑−1(𝑤0)) 的

长度小于𝛿. 在区间𝜑−1(𝑤0) 中取点𝑧1, 𝑧2 使得𝑧1 ̸= 𝑧2 且满足

𝑑(𝑇𝑛𝑧1, 𝑇
𝑛𝑧2) < 𝛿, ∀|𝑛| ≤ 𝑁.

由此得到

𝑑(𝑇𝑛𝑧1, 𝑇
𝑛𝑧2) < 𝛿, ∀𝑛 ∈ Z.

于是𝛿 不可能为𝑇 的可扩常数. 因为𝛿 是任何正实数, 所以𝑇 不可扩. �

习 题
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1. 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统.证明：如果(𝑋,𝑇 )是传递的,并且𝑇 的周期点集在𝑋 中稠密,那么(𝑋,𝑇 )

具有初值敏感性.

S5.8 注记

拓扑动力系统有许多非常优秀的专著,例如[3, 4, 9, 56, 64, 73, 84, 190, 199, 209]等. 本

章内容主要参考了笔者们的另一本专著[207], 可扩同胚的内容来自[195]. 关于可扩同胚还

可参见[6, 153, 208] 等. 替换系统是非常重要的一类符号系统，系统研究可参见[57, 165].



第六章 拓扑动力系统的不变测度

本章主要介绍拓扑动力系统上的不变测度.我们将看到对于任何拓扑动力系统,总是

可以找到不变测度使得它成为一个保测系统. 反之, 对于任何保测系统, 也可以建立适当

的拓扑模型而不影响其测度结构. 本章的目的之一就是希望介绍拓扑动系统与保测系统

的相互关系.

在第一节我们回顾测度论中的一些基本知识, 在第二节我们将说明任何拓扑动力系

统, 总是可以找到相对于其Borel 𝜎 代数的不变测度, 即总是可以将拓扑动力系统视为某

个不变测度下的保测系统. 在第三、四节我们介绍通用点与支撑、唯一遍历等, 并且给出

一些数论中的应用. 最后我们简单介绍拓扑模型理论, 说明保测系统也可以视为拓扑动

力系统.

S6.1 测度空间的一些基本性质

设(𝑋, 𝑑)是一个度量空间,我们总是以ℬ(𝑋)记其上的Borel 𝜎 代数. 记(𝑋,ℬ(𝑋))上全

体Borel 概率测度构成的集合为ℳ(𝑋). 注意对于𝜇, 𝜈 ∈ ℳ(𝑋), 𝜇 与𝜈 相等（记为𝜇 = 𝜈）,

是指对任意的𝐵 ∈ ℬ(𝑋), 𝜇(𝐵) = 𝜈(𝐵). 在本节中, 我们将赋予ℳ(𝑋) 适当的拓扑使得它成

为紧致度量空间.

S6.1.1 测度的正则性

命题 6.1.1 设𝑋 为度量空间, 则𝜇 ∈ℳ(𝑋) 为正则的, 即对任意𝐵 ∈ ℬ(𝑋) 和𝜀 > 0, 存在开

集𝑈和闭集𝐶 使得

𝐶 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑈,且 𝜇(𝑈 ∖ 𝐶) < 𝜀.

证明. 令

𝒜 = {𝐵 ∈ ℬ(𝑋) : ∀𝜀 > 0,∃开集𝑈 , 闭集𝐶 𝑠.𝑡. 𝐶 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑈, 𝜇(𝑈 ∖ 𝐶) < 𝜀}.

我们先验证𝒜 是一个𝜎 代数.

(1) 首先显然有∅, 𝑋 ∈ 𝒜.

(2) 设𝐵 ∈ 𝒜. 对任意的𝜀 > 0, 存在开集𝑈 和闭集𝐶 使得𝐶 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑈 且𝜇(𝑈 ∖ 𝐶) < 𝜀.

则𝑋 ∖ 𝑈 ⊆ 𝑋 ∖𝐵 ⊆ 𝑋 ∖𝐶 和𝜇((𝑋 ∖𝐶) ∖ (𝑋 ∖ 𝑈)) = 𝜇(𝑈 ∖𝐶). 由于𝑋 ∖ 𝑈 是闭的和𝑋 ∖𝐶 是
开的, 𝑋 ∖𝐵 ∈ 𝒜.

(3) 设𝐵𝑛 ∈ 𝒜, 𝑛 ≥ 1. 对任意的𝜀 > 0, 存在存在开集𝑈𝑛 和闭集𝐶𝑛 使得𝐶𝑛 ⊆ 𝐵𝑛 ⊆ 𝑈𝑛

且𝜇(𝑈𝑛 ∖ 𝐶𝑛) < 𝜀
2𝑛+1 . 令𝑈 =

⋃︀∞
𝑛=1 𝑈𝑛 和𝐶0 =

⋃︀∞
𝑛=1𝐶𝑛. 则𝐶0 ⊆

⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ⊆ 𝑈 和

𝜇(𝑈 ∖ 𝐶0) ≤
∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝑈𝑛 ∖ 𝐶𝑛) <
𝜀

2
.

{𝑈 ∖
⋃︀𝑚
𝑛=1𝐶𝑛}∞𝑚=1 单调递减收敛到𝑈 ∖ 𝐶0. 故存在𝑚 ∈ N 使得

𝜇

(︂
𝑈 ∖

𝑚⋃︁
𝑛=1

𝐶𝑛

)︂
− 𝜇(𝑈 ∖ 𝐶0) <

𝜀

2
.

217
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令𝐶 =
⋃︀𝑚
𝑛=1𝐶𝑛. 则𝑈 是开的和𝐶 是闭的, 且满足𝐶 ⊆

⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ⊆ 𝑈 和𝜇(𝑈 ∖ 𝐶) < 𝜀. 因

此
⋃︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 ∈ 𝒜. 这证明了𝒜 是一个𝜎代数.

要证𝒜 = ℬ(𝑋), 只需要证明𝒜 包含所有非空闭集. 设𝐴 是一个非空闭集. 对任意

的𝑛 ∈ N, 令

𝑉𝑛 = 𝐵 1
𝑛

(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥,𝐴) < 1
𝑛}.

易见{𝑉𝑛}∞𝑛=1是一列单调下降的开集列, 并收敛到𝐴. 则lim𝑛→∞ 𝜇(𝑉𝑛 ∖ 𝐴) = 0. 故𝐴 ∈ 𝒜. 这

就完成了整个证明. �

根据上定理, 我们马上有如下推论：

推论 6.1.2 设𝑋 为度量空间, 则对于任何𝜇 ∈ℳ(𝑋)和𝐵 ∈ ℬ(𝑋), 有

𝜇(𝐵) = sup{𝜇(𝐶) : 𝐶 ⊆ 𝐵, 𝐶是𝑋的闭子集}

= inf{𝜇(𝑈) : 𝐵 ⊆ 𝑈, 𝑈是𝑋的开子集}.

下面简单的命题提供了一个判定两个测度是否一样的方法. 下面命题根据Riesz表示

定理即得, 我们给出一个直接的证明.

命题 6.1.3 设𝑋 为度量空间, 𝜇, 𝜈 ∈ℳ(𝑋). 则𝜇 = 𝜈当且仅当对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜈.

证明. (⇒)是显然的. 下证(⇐). 由推论6.1.2, 我们只需证对𝑋中任意一个非空闭集𝐴

有𝜇(𝐴) = 𝜈(𝐴). 设𝐴 是一个非空闭集. 对任意的𝑛 ∈ N, 令

𝑉𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥,𝐴) < 1
𝑛}

和

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑑(𝑥,𝑋 ∖ 𝑉𝑛)

𝑑(𝑥,𝐴) + 𝑑(𝑥,𝑋 ∖ 𝑉𝑛)
.

则𝑓𝑛 连续, 0 ≤ 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 1, 对任意𝑥 ∈ 𝐴 有𝑓𝑛(𝑥) = 1 和对任意𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑉𝑛 有𝑓𝑛(𝑥) = 0. 于是

𝜇(𝐴) ≤
∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤ 𝜇(𝑉𝑛) 和𝜈(𝐴) ≤

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜈 ≤ 𝜈(𝑉𝑛).

由于{𝑉𝑛}∞𝑛=1 单调下降收敛到𝐴,

𝜇(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝑉𝑛)

= lim
𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇 = lim

𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜈

= lim
𝑛→∞

𝜈(𝑉𝑛) = 𝜈(𝐴).

证毕！ �
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S6.1.2 ℳ(𝑋)的拓扑

𝑋 上全体连续函数集合𝐶(𝑋) 按函数的加法和数乘构成一个线性空间. 对𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),

定义

‖𝑓‖sup = sup
𝑥∈𝑋
|𝑓(𝑥)|.

则(𝐶(𝑋), ‖ · ‖sup) 构成一个Banach 空间. 由于𝑋 是一个紧致度量空间, 𝐶(𝑋) 是可分的.

𝐶(𝑋) 的对偶空间𝐶(𝑋)* 由𝐶(𝑋) 的所有连续线性泛函𝐿 : 𝐶(𝑋) → C 组成. 𝐶(𝑋)* 上

的弱* 拓扑是使得所有由𝐶(𝑋) 的中元素𝑓 诱导的线性算子, 𝐶(𝑋)* → C, 𝐿 ↦→ 𝐿(𝑓), 都连

续的最小拓扑.

如果𝑓 ≥ 0 蕴含𝐿(𝑓) ≥ 0, 则称线性泛函𝐿 : 𝐶(𝑋)→ C 是正的. 记

𝐶(𝑋)*1 = {𝐿 ∈ 𝐶(𝑋)* : 𝐿是正的且𝐿(1) = 1.}

易见, 对于𝐿 ∈ 𝐶(𝑋)*1,

‖𝐿‖ = sup{|𝐿(𝑓)| : ‖𝑓‖sup = 1} = 1.

所以𝐶(𝑋)*1 是𝐶(𝑋)* 单位球面上的一个凸子空间.

定理 6.1.4 (Riesz表示定理) 设𝑋 为紧致度量空间.

Φ :ℳ(𝑋)→ 𝐶(𝑋)*1, 𝜇 ↦→ 𝐿𝜇,

是一个既单又满的仿射, 其中𝐿𝜇(𝑓) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

于是可以把𝐶(𝑋)* 的拓扑诱导到ℳ(𝑋)上,称此拓扑为ℳ(𝑋)上的弱* 拓扑,即ℳ(𝑋)

上的弱* 拓扑是使得对任意𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 映射

ℳ(𝑋)→ C, 𝜇 ↦→
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇,

都连续的最小拓扑. 设𝜇𝑛, 𝜇 ∈ℳ(𝑋), 那么在弱* 拓扑下

lim
𝑖→∞

𝜇𝑖 = 𝜇⇐⇒ lim
𝑖→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑖 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

这个拓扑的一个拓扑基可由如下形式的集合给出:

𝑉𝜇(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, 𝜀) =
{︁
𝜈 ∈ℳ(𝑋) :

⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜈

⃒⃒⃒
< 𝜀, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘

}︁
,

其中𝜇 ∈ℳ(𝑋), 𝜀 > 0, 𝑓𝑖 ∈ 𝐶(𝑋) (𝑖 = 1, . . . , 𝑘) 和𝑘 ∈ N.

定理 6.1.5 设𝑋 为紧致度量空间, 那么ℳ(𝑋) 在弱* 拓扑下是一个紧致可度量化空间.

它的一个相容度量定义为

𝑃 (𝜇, 𝜈) =
∞∑︁
𝑛=1

1

2𝑛‖𝑓𝑛‖sup

⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜈

⃒⃒⃒
,

其中{𝑓𝑛}∞𝑛=1 是𝐶(𝑋) 中一列稠密的非零函数列.
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证明. 首先容易验证𝑃 (·, ·) 是ℳ(𝑋) 上的一个度量. 下证明拓扑相容性. 设𝜇 ∈ ℳ(𝑋)

和𝜀 > 0. 存在𝑁 ∈ N 使得
∞∑︁

𝑛=𝑁+1

1

2𝑛
<
𝜀

4
. 若𝜈 ∈ 𝑉𝜇(𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ,

𝜀

4
min

1≤𝑛≤𝑁
‖𝑓𝑛‖sup), 则

𝑃 (𝜇, 𝜈) =

∞∑︁
𝑛=1

1

2𝑛‖𝑓𝑛‖sup

⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜈

⃒⃒⃒
≤

𝑁∑︁
𝑛=1

1

2𝑛‖𝑓𝑛‖sup
· 𝜀

4
· min
1≤𝑛≤𝑁

‖𝑓𝑛‖sup +

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

1

2𝑛
· 2 ≤ 𝜀.

设𝑔1, . . . , 𝑔𝑘 ∈ 𝐶(𝑋) 以及𝜈 ∈ 𝑉𝜇(𝑔1, . . . , 𝑔𝑘, 𝜀). 由于{𝑓𝑛}∞𝑛=1 在𝐶(𝑋) 中稠密, 对任意的𝑖 =

1, . . . , 𝑘, 存在𝑛𝑖 ∈ N 使得‖𝑔𝑖 − 𝑓𝑛𝑖‖sup < 𝜀
4 . 若

𝑃 (𝜈, 𝜂) <
1

max1≤𝑖≤𝑘 2𝑛𝑖‖𝑓𝑛𝑖‖sup
· 𝜀

2
,

则 ⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑔𝑖𝑑𝜈 −

∫︁
𝑋
𝑔𝑖𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑖𝑑𝜈 −

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑖𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
+
𝜀

2

≤ 2𝑛𝑖‖𝑓𝑛𝑖‖sup𝑃 (𝜈, 𝜂) +
𝜀

2
< 𝜀.

这说明ℳ(𝑋) 的弱*拓扑与度量𝑃 (·, ·) 诱导的拓扑一致.

为证明紧致性, 只需要证明每个序列具有收敛子列. 设{𝜇𝑘}∞𝑘=1 是ℳ(𝑋) 中一个序列.

由于
{︁∫︁

𝑋
𝑓1𝑑𝜇𝑘

}︁∞
𝑘=1
是一个有界序列, 存在一个收敛子列

{︁∫︁
𝑋
𝑓1𝑑𝜇𝑘1,𝑖

}︁∞
𝑖=1

. 对任意的𝑛 ≥ 2,

我们递归选取𝑘𝑛−1,𝑖的子序列𝑘𝑛,𝑖使得
{︁∫︁

𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇𝑘𝑛,𝑖

}︁∞
𝑖=1
收敛. 根据对角线原则,令𝑘𝑖 = 𝑘𝑖,𝑖,

则对任意的𝑛 ∈ N,
{︁∫︁

𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇𝑘𝑖

}︁∞
𝑖=1
收敛, 从而令

𝐿(𝑓𝑛) = lim
𝑖→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇𝑘𝑖 .

对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 存在序列{𝑛𝑠}使得

lim
𝑠→∞

‖𝑓𝑛𝑠 − 𝑓‖sup = 0.

则对任意的𝑠, 𝑖, 𝑗 ∈ N,⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑠𝑑𝜇𝑘𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑠𝑑𝜇𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
+

∫︁
𝑋
|𝑓 − 𝑓𝑛𝑠 |𝑑𝜇𝑘𝑖 +

∫︁
𝑋
|𝑓 − 𝑓𝑛𝑠 |𝑑𝜇𝑘𝑗

≤
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑠𝑑𝜇𝑘𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑠𝑑𝜇𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
+ 2‖𝑓 − 𝑓𝑛𝑠‖sup.

故
{︁∫︁

𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑖

}︁∞
𝑖=1
是一个Cauchy 列, 从而收敛. 令

𝐿(𝑓) = lim
𝑖→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑖 .
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于是我们得到算子

𝐿 : 𝐶(𝑋)→ C, 𝑓 ↦→ 𝐿(𝑓).

易见它为线性的. 若𝑓 ≥ 0, 则对任意的𝑖 ∈ N,

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑖 ≥ 0, 从而𝐿(𝑓) ≥ 0. 若‖𝑓‖sup ≤ 1,

则对任意的𝑖 ∈ N,

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑓‖sup, 从而|𝐿(𝑓)| ≤ ‖𝑓‖sup. 若𝑓 ≡ 1, 则对任意的𝑖 ∈ N,∫︁

𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑘𝑖 = 1, 从而𝐿(𝑓) = 1. 这说明𝐿 是𝐶(𝑋) 上的一个连续正线性泛函且𝐿(1) = 1.

由Riesz 表示定理, 存在𝜇 ∈ ℳ(𝑋) 使得对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 = 𝐿(𝑓). 故𝜇𝑘𝑖 按照度

量𝑃 (·, ·) 收敛到𝜇. 证毕！ �

容易证明：

命题 6.1.6 𝜙 : 𝑋 →ℳ(𝑋), 𝑥 ↦→ 𝛿𝑥, 是一个拓扑嵌入.

定理 6.1.7 (Portmanteau定理) 设𝑋是一个度量空间, 设𝜇𝑖, 𝜇 ∈ ℳ(𝑋), 𝑖 = 1, 2, . . . . 则下

列论断等价

1. 弱*拓扑下𝜇𝑖 → 𝜇, 𝑖→∞.

2. 对𝑋中任意一个闭子集𝐸, lim sup
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐸) ≤ 𝜇(𝐸).

3. 对𝑋中任意一个开子集𝑈 , lim inf
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝑈) ≥ 𝜇(𝑈).

4. 对任意满足𝜇(𝜕𝐴) = 0的𝐴 ∈ ℬ(𝑋), lim
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐴) = 𝜇(𝐴), 其中𝜕𝐴表示集合𝐴的边界.

证明. (1)⇒(2) 设𝐸是𝑋一个非空闭子集. 对任意的𝑛 ∈ N, 令

𝑈𝑛 = 𝐵 1
𝑛

(𝐸) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥,𝐸) < 1
𝑛}

和

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑑(𝑥,𝑋 ∖ 𝑈𝑛)

𝑑(𝑥,𝐸) + 𝑑(𝑥,𝑋 ∖ 𝑈𝑛)
.

则𝑓𝑛 连续, 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1, 对任意𝑥 ∈ 𝐸 有𝑓(𝑥) = 1 和对任意𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑈𝑛 有𝑓(𝑥) = 0. 于是

lim sup
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐸) ≤ lim sup
𝑖→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇𝑖 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤ 𝜇(𝑈𝑛).

由于{𝑈𝑛}∞𝑛=1 单调下降收敛到𝐸, lim𝑛→∞ 𝜇(𝑈𝑛) = 𝜇(𝐸). 所以

lim sup
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐸) ≤ 𝜇(𝐸).

(2)⇔(3) 设𝑈 ⊆ 𝑋. 则𝑈 是𝑋 中一个开集当且仅当𝑋 ∖ 𝑈 是𝑋 中的一个闭集. 注意

到𝜇(𝑈) = 1− 𝜇(𝑋 ∖ 𝑈) 和𝜇𝑖(𝑈) = 1− 𝜇𝑖(𝑋 ∖ 𝑈). 所以

lim sup
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝑋 ∖ 𝑈) ≤ 𝜇(𝑋 ∖ 𝑈) 当且仅当 lim inf
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝑈) ≥ 𝜇(𝑈).
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(2)⇒(4) 设𝐴 ∈ ℬ(𝑋) 且满足𝜇(𝜕𝐴) = 0. 则𝜇(int(𝐴)) = 𝜇(𝐴) = 𝜇(cl(𝐴)), 其中int(𝐴)

和cl(𝐴) 分别为𝐴 的内部和闭包. 由(2) 和(3),

lim inf
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐴) ≥ lim inf
𝑖→∞

𝜇𝑖(int(𝐴)) ≥ 𝜇(int(𝐴)) = 𝜇(𝐴)

和

lim sup
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐴) ≤ lim sup
𝑖→∞

𝜇𝑖(cl(𝐴)) ≤ 𝜇(cl(𝐴)) = 𝜇(𝐴).

故 lim
𝑖→∞

𝜇𝑖(𝐴) = 𝜇(𝐴).

(4)⇒(1) 设𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 不妨设𝑓 为实值函数. 则存在𝑎, 𝑏 ∈ R使得𝑓(𝑋) ⊆ (𝑎, 𝑏). 对任意

的𝑧 ∈ (𝑎, 𝑏), 令𝐹𝑧 = 𝑓−1(𝑧). 则{𝐹𝑧 : 𝑧 ∈ (𝑎, 𝑏)} 是𝑋 中一族两两不交的闭集组成的覆盖, 从

而只有至多可数个这样的集相对于𝜇 的测度是正的. 对任意的𝜀 > 0, 取𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · <
𝑡𝑚 = 𝑏 使得𝜇(𝐹𝑡𝑖) = 0 和𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗 < 𝜀, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1. 令

𝐴𝑗 = 𝑓−1([𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗)), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

易见𝑋 =
⋃︀𝑚
𝑗=1𝐴𝑗 和𝜕𝐴𝑗 ⊆ 𝐹𝑡𝑗−1 ∪ 𝐹𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1 和𝜕𝐴𝑚 ⊆ 𝐹𝑡𝑚−1 . 则由𝐴𝑗 取法

知𝜇(𝜕𝐴𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. 由(4), lim𝑖→∞ 𝜇𝑖(𝐴𝑗) = 𝜇(𝐴𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. 令

𝑔 =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗−11𝐴𝑗 .

则‖𝑓 − 𝑔‖sup < 𝜀. 从而⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇𝑖

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖sup +

𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑡𝑗−1| · |𝜇𝑖(𝐴𝑗)− 𝜇(𝐴𝑗)|.

故

lim sup
𝑖→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑖 −

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
≤ 2𝜀.

由𝜀的任意性得

lim
𝑖→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑖 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

证毕！ �

设𝑋和𝑌是两个紧致度量空间. 若𝜑 : 𝑋 → 𝑌是一个可测映射, 则𝜑诱导一个映射

𝜑* :ℳ(𝑋)→ℳ(𝑌 ), 𝜇 ↦→ 𝜑*𝜇 = 𝜇 ∘ 𝜑−1,

即对任意𝐵 ∈ ℬ(𝑌 ), (𝜑*𝜇)(𝐵) = 𝜇(𝜑−1𝐵).
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引理 6.1.8 若𝜑 : 𝑋 → 𝑌 是一个连续映射, 则𝜑* :ℳ(𝑋) →ℳ(𝑌 ) 是一个连续的仿射. 并

且𝜑* 是满射当且仅当𝜑 是满射.

证明. 易见𝜑* 是一个仿射, 即对任意的𝜇, 𝜈 ∈ℳ(𝑋) 和𝛼 ∈ [0, 1],

𝜑*(𝛼𝜇+ (1− 𝛼)𝜈) = 𝛼𝜑*(𝜇) + (1− 𝛼)𝜑*(𝜈).

故只需证𝜑* 连续. 注意到对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ),∫︁
𝑌
𝑓𝑑𝜑*𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝜑𝑑𝜇.

设𝜇𝑛, 𝜇 ∈ℳ(𝑋), 且𝜇𝑛 → 𝜇, 𝑛→∞, 则对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ),∫︁
𝑌
𝑓𝑑𝜑*𝜇𝑛 =

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝜑𝑑𝜇𝑛 →

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝜑𝑑𝜇 =

∫︁
𝑌
𝑓𝑑𝜑*𝜇.

故𝜑*𝜇𝑛 → 𝜑*𝜇, 𝑛→∞. 这就证明了𝜑* 的连续性.

命题后一部分留作习题. �

习 题

1. 证明命题6.1.6.

2. 设𝑋 是一个度量空间和𝐴 ⊆ 𝑋. 对任意的𝜀 > 0, 令

𝐵𝜀(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 : ∃𝑦 ∈ 𝐴 s. t. 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀}.

对于𝜇, 𝜈 ∈ℳ(𝑋), 定义

𝜌(𝜇, 𝜈) = inf{𝜀 > 0 : 𝜇(𝐴) < 𝜈(𝐵𝜀(𝐴)), 𝜈(𝐴) < 𝜇(𝐵𝜀(𝐴)), ∀𝐴 ∈ ℬ(𝑋)}.

证明𝜌 是与ℳ(𝑋) 弱* 拓扑相容的一个度量. 我们称之为Prohorov 度量(Prohorov metric).

3. 点测度的凸包

𝑐𝑜(𝑋) =

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝛿𝑥𝑖
: 𝑛 ∈ N, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1

}︂
在ℳ(𝑋)中稠密.

4. 证明引理6.1.8后面部分. 若𝜑 : 𝑋 → 𝑌 是一个连续映射,则𝜑* :ℳ(𝑋)→ℳ(𝑌 )是满射当且仅当𝜑

是满射.

5. 设𝑋 = [0, 1]. 设𝜇𝑖 = 𝛿 1
𝑖
和𝜇 = 𝛿0. 则𝜇𝑖 → 𝜇, 𝑖 → ∞. 取𝐸 = {0} 和𝑈 = (0, 1]. 考察lim𝑖→∞ 𝜇𝑖(𝐸)

和lim𝑖→∞ 𝜇𝑖(𝑈).

6. 设𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 如果存在𝐿 > 0使得对任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ 𝐿 · 𝑑(𝑥, 𝑦),

则称𝑓是Lipschitz连续(Lipschitz continuous) 和𝐿 为𝑓 的一个Lipschitz常数(Lipschitz constant).

记𝐶(𝑋) 中所有Lipschitz连续函数的组成的集合为𝐵𝐿(𝑋). 证明𝐵𝐿(𝑋)在𝐶(𝑋)中稠密. 从而定

理6.1.5中可取𝐶(𝑋)中满足下列要求的子列{𝑓𝑛}∞𝑛=1:
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(a) 0 < ‖𝑓𝑛‖sup ≤ 1, 𝑛 ∈ N;

(b) 𝑓𝑛具有Lipschitz常数1, 𝑛 ∈ N;

(c) {
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝑓𝑖 : 𝛼𝑖 ∈ C, 𝑛 ∈ N} 在𝐶(𝑋)中稠密.

S6.2 拓扑动力系统的不变测度空间

对于一个紧致度量空间𝑋, 它有一个自然的𝜎 代数与之对应, 即由全体开集生成的𝜎

代数ℬ(𝑋). 对于一个动力系统(𝑋,𝑇 ),一个自然而且重要的问题是：在ℬ(𝑋)上是否存在一

个不变测度? 如果是, 那么我们就可以将遍历理论的方法运用到拓扑动力系统中. 幸运的

是, 答案是肯定的. 我们在本节讨论这个问题.

S6.2.1 不变测度

设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和𝜇 ∈ℳ(𝑋). 如果对任意的𝐵 ∈ ℬ(𝑋), 𝜇(𝐵) = 𝜇(𝑇−1𝐵),

则称𝜇 是一个不变测度(invariant measure). 有时为了强调𝑇 , 也称之为一个𝑇 不变测度.

记ℳ(𝑋,𝑇 ) ⊆ℳ(𝑋) 为全体𝑇 不变Borel 概率测度组成的集合, 而ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) ⊆ℳ(𝑋,𝑇 ) 为

全体遍历测度组成的集合.

令

𝑇* :ℳ(𝑋)→ℳ(𝑋), 𝜇 ↦→ 𝜇 ∘ 𝑇−1.

则由引理6.1.8, 𝑇* 为连续的，从而(ℳ(𝑋), 𝑇*) 为拓扑动力系统, 称之为测度空间系统. 令

𝛿 : (𝑋,𝑇 )→ (ℳ(𝑋), 𝑇*), 𝑥 ↦→ 𝛿𝑥.

那么动力系统(𝑋,𝑇 ) 嵌入(ℳ(𝑋), 𝑇*) 中(命题6.1.6).

注意ℳ(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统(ℳ(𝑋), 𝑇*) 的全体不动点构成的集合. 即

ℳ(𝑋,𝑇 ) = Fix(ℳ(𝑋), 𝑇*) = {𝜇 ∈ℳ(𝑋) : 𝑇*𝜇 = 𝜇}.

一个常用的事实是（引理1.1.6）：∫︁
𝑋
𝑓𝑑(𝑇*𝜇) =

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

由此我们有：

引理 6.2.1 设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和𝜇 ∈ℳ(𝑋). 那么𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 当且仅当∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

由Markov-Kakutani定理(例如参见[173, 定理5.11]), 每个紧致凸集上的连续仿射必有

不动点. 所以ℳ(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅. 1 下面命题6.2.2 给出这个结论的一个直接证明.

1很多书籍中将这个结论叫做Krylov-Bogolyubov 定理.
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命题 6.2.2 设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和{𝜎𝑛}∞𝑛=1是ℳ(𝑋)中的一个序列. 对任意的𝑛 ∈

N, 令𝜇𝑛 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖*𝜎𝑛. 则序列{𝜇𝑛}∞𝑛=1 在弱
* 拓扑下的极限测度是𝑇 不变的. 尤其

ℳ(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅.

证明. 设{𝑛𝑗}𝑗∈𝑁 ⊆ N 使得𝜇𝑛𝑗 → 𝜇, 𝑗 →∞. 则对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
= lim

𝑗→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑛𝑗 −

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒

= lim
𝑗→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋

1

𝑛𝑗

𝑛𝑗−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝑓 ∘ 𝑇 𝑖 − 𝑓 ∘ 𝑇 𝑖+1

)︀
𝑑𝜎𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
= lim

𝑗→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋

1

𝑛𝑗

(︀
𝑓 − 𝑓 ∘ 𝑇𝑛𝑗

)︀
𝑑𝜎𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
≤ lim

𝑗→∞

2‖𝑓‖sup
𝑛𝑗

= 0.

所以𝑇*𝜇 = 𝜇, 即𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). �

一个常用的推论如下, 它是构造不变测度常用的方式.

推论 6.2.3 设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和𝑥 ∈ 𝑋. 对任意的𝑛 ∈ N, 令

𝜇𝑛 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖*𝛿𝑥 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛿𝑇 𝑖𝑥.

则序列{𝜇𝑛}∞𝑛=1 在弱
* 拓扑下的极限测度是𝑇 不变的.

定理 6.2.4 设(𝑋,𝑇 )为动力系统, 则ℳ(𝑋,𝑇 )为ℳ(𝑋)的紧致凸子集.

证明. 仅需证明ℳ(𝑋,𝑇 ) 为闭的. 设{𝜇𝑛}∞𝑛=1 为ℳ(𝑋,𝑇 ) 中的序列且𝜇𝑛 → 𝜇, 𝑛→∞. 那么∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇 = lim

𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇𝑑𝜇𝑛 = lim

𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇𝑛 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

于是𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). �

S6.2.2 ℳ的凸集结构

定义 6.2.5 (凸集端点) 设𝑀是某向量空间的一个凸子集和𝑥 ∈ 𝑀 . 如果𝑥 满足下面的性

质: 对任意𝑦, 𝑧 ∈𝑀 若存在𝛼 ∈ (0, 1)使得𝑥 = 𝛼𝑦+ (1−𝛼)𝑧 则必有𝑦 = 𝑧 = 𝑥, 那么称𝑥是𝑀

的一个端点 (extreme point). 记𝑀 的所有端点的集合为𝑒𝑥(𝑀).

我们有下面关于凸集性质的Krein–Milman定理（证明可参见[173, 定理3.23]）.

定理 6.2.6 (Krein–Milman定理) 设𝑋 是一个局部凸Hausdorff的拓扑向量空间, 𝑀 是𝑋

的一个紧凸子集. 则𝑒𝑥(𝑀) 是𝑀 的一个非空𝐺𝛿 子集, 并且𝑒𝑥(𝑀) 的凸包在𝑀 中稠密.
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命题 6.2.7 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )是一个端点当且仅当𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ).

证明. (⇐) 设存在𝛼 ∈ [0, 1] 和𝜇1, 𝜇2 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ) 使得𝜇 = 𝛼𝜇1 + (1 − 𝛼)𝜇2. 则𝜇1 ≪ 𝜇.

由Radon-Nikodym 定理(见定理0.3.3), 存在𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇) 使得𝑓 ≥ 0 和对任意的𝐴 ∈ ℬ(𝑋),

𝜇1(𝐴) =

∫︁
𝐴
𝑓𝑑𝜇.

设𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 0 ≤ 𝑓(𝑥) < 1}. 则𝐵 ∈ ℬ(𝑋) 和∫︁
𝐵∩𝑇−1𝐵

𝑓𝑑𝜇+

∫︁
𝐵∖𝑇−1𝐵

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐵
𝑓𝑑𝜇 = 𝜇1(𝐵) = 𝜇1(𝑇

−1𝐵)

=

∫︁
𝑇−1𝐵

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝐵∩𝑇−1𝐵

𝑓𝑑𝜇+

∫︁
(𝑇−1𝐵)∖𝐵

𝑓𝑑𝜇.

从而 ∫︁
𝐵∖𝑇−1𝐵

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
(𝑇−1𝐵)∖𝐵

𝑓𝑑𝜇.

由𝐵 的定义,当𝑥 ∈ 𝐵 ∖ 𝑇−1𝐵 时, 0 ≤ 𝑓(𝑥) < 1. 又有𝑓 ≥ 0,当𝑥 ∈ 𝑇−1𝐵 ∖𝐵 时, 𝑓(𝑥) ≥ 1. 注

意到

𝜇((𝑇−1𝐵) ∖𝐵) = 𝜇(𝑇−1𝐵)− 𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−1𝐵)

= 𝜇(𝐵)− 𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−1𝐵) = 𝜇(𝐵 ∖ 𝑇−1𝐵).

于是根据

𝜇(𝐵 ∖ 𝑇−1𝐵) >

∫︁
𝐵∖𝑇−1𝐵

𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
(𝑇−1𝐵)∖𝐵

𝑓𝑑𝜇 ≥ 𝜇(𝑇−1𝐵 ∖𝐵),

我们得到𝜇((𝑇−1𝐵) ∖ 𝐵) = 𝜇(𝐵 ∖ 𝑇−1𝐵) = 0, 即𝜇(𝐵Δ𝑇−1𝐵) = 0. 由于𝜇 是遍历的, 𝜇(𝐵) =

0或𝜇(𝐵) = 1. 如果𝜇(𝐵) = 1, 则

𝜇1(𝑋) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 < 𝜇(𝐵) = 1,

矛盾. 故𝜇(𝐵) = 0.

类似地可以证明{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 1} 的测度也是0. 所以𝑓 ≡ 1, 从而𝜇1 = 𝜇. 这就证明

了𝜇 是一个端点.

(⇒)如果𝜇不是遍历的,则存在则存在𝐵 ∈ ℬ(𝑋)使得𝑇−1𝐵 = 𝐵 和𝜇(𝐵) ∈ (0, 1). 对任

意的𝐴 ∈ ℬ(𝑋), 令

𝜈1(𝐴) =
𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)
和 𝜈2(𝐴) =

𝜇(𝐴 ∩𝑋 ∖𝐵)

𝜇(𝑋 ∖𝐵)
.

则𝜈1, 𝜈2 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 和𝜇 = 𝜇(𝐵)𝜈1 + (1− 𝜇(𝐵))𝜈2. 这与𝜇 是端点矛盾. 所以𝜇 是遍历的. �

根据上面证明, 我们得到：

命题 6.2.8 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 𝜇, 𝜈 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ).
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1. 若𝜇 ̸= 𝜈, 则𝜇 ⊥ 𝜈.

2. 若𝜇≪ 𝜈, 则𝜇 = 𝜈.

根据Krein–Milman 定理, 我们有

定理 6.2.9 设(𝑋,𝑇 ) 是一个拓扑动力系统. 则ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 是ℳ(𝑋,𝑇 ) 的一个非空𝐺𝛿 子集,

并且ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 的凸包在ℳ(𝑋,𝑇 ) 中稠密.

S6.2.3 Choquet定理与遍历分解定理

前面我们已经给出了遍历分解定理,根据著名的Choquet理论我们可以给出遍历分解

定理的另一个证明.

定理 6.2.10 (Choquet定理) 设𝑋 是一个局部凸的Hausdorff 的拓扑向量空间和𝑀是𝑋的

一个紧凸子集. 则对任意的𝑚 ∈𝑀 , 存在𝑒𝑥(𝑀) 上唯一一个Borel 概率测度𝜏 使得

𝑚 =

∫︁
𝑒𝑥(𝑀)

𝑥𝑑𝜏(𝑥).

这里的积分定义为: 对𝑋 上的任意连续线性泛函𝑓 ,

𝑓(𝑚) =

∫︁
𝑒𝑥(𝑀)

𝑓(𝑥)𝑑𝜏(𝑥).

设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统.将Choquet定理应用到𝐶(𝑋)* 和ℳ(𝑋,𝑇 ),我们得到下

面的遍历分解定理.

定理 6.2.11 (遍历分解定理) 设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 则存在ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

上唯一一个Borel 概率测度𝜏 使得

𝜇 =

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

𝜈𝑑𝜏(𝜈).

特别地, 对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

(︂∫︁
𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝜈(𝑥)

)︂
𝑑𝜏(𝜈).

注意这种证明方法可以推广到一般群作用的动力系统, 而前面方法（第S4.6节）却不

太容易做到这点.
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S6.2.4 因子映射诱导的映射

定理 6.2.12 设𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆) 是一个因子映射. 则

𝜋*(ℳ(𝑋,𝑇 )) =ℳ(𝑌, 𝑆), 且 𝜋*(ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )) =ℳ𝑒(𝑌, 𝑆).

证明. (1) 设𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 和令𝜈 = 𝜋*𝜇. 对任意的𝐴 ∈ ℬ(𝑌 ),

𝜈(𝑆−1(𝐴)) = 𝜇(𝜋−1(𝑆−1(𝐴))) = 𝜇(𝑇−1(𝜋−1(𝐴))) = 𝜇(𝜋−1(𝐴)) = 𝜈(𝐴).

故𝜈 ∈ℳ(𝑌, 𝑆). 设𝐴 ∈ ℬ(𝑌 )满足𝑆−1𝐴 = 𝐴. 则

𝑇−1(𝜋−1(𝐴)) = 𝜋−1(𝑆−1(𝐴)) = 𝜋−1(𝐴).

如果𝜇 是遍历的, 则𝜇(𝜋−1(𝐴)) = 0 或1, 从而𝜈(𝐴) = 0 或1. 故此时𝜈 也是遍历的. 由上, 我

们得到了

𝜋*(ℳ(𝑋,𝑇 )) ⊆ℳ(𝑌, 𝑆), 且 𝜋*(ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )) ⊆ℳ𝑒(𝑌, 𝑆).

(2) 设𝜈 ∈ℳ(𝑌, 𝑆). 易见{𝑓 ∘ 𝜋 : 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 )} 为𝐶(𝑋) 的一个闭子空间，以及

𝐿 : {𝑓 ∘ 𝜋 : 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 )} → C𝑓 ∘ 𝜋 ↦→
∫︁
𝑌
𝑓𝑑𝜈

是{𝑓 ∘ 𝜋 : 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 )} 上的一个范数为1 正线性泛函且𝐿𝜈(1) = 1. 根据Hahn-Banach 定理,

𝐿𝜈 可延拓为𝐶(𝑋) 上一个范数为1 正线性泛函𝐿.

由Riesz 表示定理, 存在�̂� ∈ ℳ(𝑋)使得对任意的𝑔 ∈ 𝐶(𝑋), 𝐿(𝑓) =
∫︀
𝑔𝑑�̂�. 特别地, 对

任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ), ∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝜋𝑑�̂� = 𝐿(𝑓 ∘ 𝜋) = 𝐿𝜈(𝑓 ∘ 𝜋) =

∫︁
𝑌
𝑓𝑑𝜈.

所以𝜋*�̂� = 𝜈.

设𝜇𝑘 =
1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖*�̂�. 由紧致性，存在{𝜇𝑘} 的一个子列{𝜇𝑘𝑗} 和𝜇 ∈ℳ(𝑋) 使得

lim
𝑗→∞

𝜇𝑘𝑗 = 𝜇.

由命题6.2.2, 𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 因为𝜋*(𝜇𝑘) = 𝜈,∀𝑘 ∈ N, 所以𝜋*𝜇 = 𝜈, 从而𝜋−1* (𝜈) ∩ℳ(𝑋,𝑇 )

是ℳ(𝑋,𝑇 ) 的一个非空闭凸子集.

设𝜈 ∈ℳ𝑒(𝑌, 𝑆). 设𝜇是𝜋−1* (𝜈)∩ℳ(𝑋,𝑇 )的一个端点. 下证𝜇是ℳ(𝑋,𝑇 )的一个端点.

如果𝜇 不是ℳ(𝑋,𝑇 )的一个端点, 则存在𝛼 ∈ (0, 1) 和𝜇1, 𝜇2 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 使得

𝜇 = 𝛼𝜇1 + (1− 𝛼)𝜇2

且𝜇1 或𝜇2 不在𝜋−1* (𝜈)中. 注意𝜈 = 𝜋*𝜇 = 𝛼𝜋*𝜇1 + (1− 𝛼)𝜋*𝜇2, 𝜋*𝜇1, 𝜋*𝜇2 ∈ℳ(𝑌, 𝑆). 由于𝜈

是遍历的, 则𝜈 是ℳ(𝑌, 𝑆) 的一个端点, 从而𝜋*𝜇1 = 𝜋*𝜇2 = 𝜈. 这与𝜇1 或𝜇2 不在𝜋−1* (𝜈) 中

矛盾. 所以𝜇 是ℳ(𝑋,𝑇 ) 的一个端点, 从而根据命题6.2.7, 𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ). �

习 题
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1. 设(𝑋,𝑇 )和(𝑌, 𝑆)是两个动力系统. 若𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )和𝜈 ∈ℳ(𝑌, 𝑆), 证明𝜇× 𝜈 ∈ℳ(𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆).

2. 𝜇为ℳ(𝑋)的一个端点当且仅当𝜇是一个Dirac测度.

3. 设{𝑛𝑘}和{𝑚𝑘}是两个递增的自然数序列且满足lim𝑘→∞(𝑛𝑘 −𝑚𝑘) =∞. 设(𝑋,𝑇 )是一个动力系统

和𝑥 ∈ 𝑋. 对任意的𝑘 ∈ N, 令

𝜇𝑘 =
1

𝑛𝑘 −𝑚𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=𝑚𝑘

𝑇 𝑖
*𝛿𝑥 =

1

𝑛𝑘 −𝑚𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=𝑚𝑘

𝛿𝑇 𝑖𝑥.

则序列{𝜇𝑘}∞𝑘=1 在弱
*-拓扑下的极限测度是𝑇 -不变的.

4. 设(𝑋,𝑇 )是一个可逆动力系统. 则ℳ(𝑋,𝑇 ) =ℳ(𝑋,𝑇−1).

5. 设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ). 证明𝜇要么是一个周期轨上的等分布测度要么是

无原子的.

6. 设(𝑋,𝑇 )是一个可逆拓扑动力系统. 则ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) =ℳ𝑒(𝑋,𝑇−1)

7. 设(𝑋,𝑇 )是一个拓扑动力系统和𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 则𝜇是遍历的当且仅当对任意的𝜈 ∈ ℳ(𝑋), 𝜈 ≪
𝜇蕴含

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑇 𝑖
*𝜈 = 𝜇.

S6.3 不变测度的通用点与支撑

通用点是由Furstenberg引入的[61], 现在它已经是动力系统中的重要概念.

S6.3.1 通用点

定义 6.3.1 (Furstenberg) 设(𝑋,𝑇 ) 是一个拓扑动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋 和𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 如果

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛿𝑇 𝑖𝑥 = 𝜇,

即

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),

则称𝑥 为𝜇 的一个通用点(generic point). 记𝜇 的全体通用点构成的集合为𝐺𝜇(𝑇 ) 或𝐺𝜇.

一般而言, 𝐺𝜇 可能是空集, 但是对于遍历测度它为非空的.

引理 6.3.2 设(𝑋,𝑇 ) 是一个拓扑动力系统, 𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 则𝐺𝜇 是𝑋 的一个Borel 子集. 𝜇

是遍历的当且仅当𝜇(𝐺𝜇) = 1.
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证明. 设{𝑓𝑘}∞𝑘=1 是𝐶(𝑋) 的一个由非零函数构成的稠密子列. 对任意的𝑘 ∈ N, 令

𝐺𝜇(𝑓𝑘) =

{︂
𝑥 ∈ 𝑋 : lim

𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓𝑘(𝑇
𝑖𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑘𝑑𝜇

}︂
.

则𝐺𝜇(𝑓𝑘) 是一个Borel 子集. 下说明

𝐺𝜇 =
∞⋂︁
𝑘=1

𝐺𝜇(𝑓𝑘).

从而它为Borel 子集. 由于{𝑓𝑘}∞𝑘=1 在𝐶(𝑋) 中稠密, 对于𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 𝜀 > 0, 取𝑖 ∈ N 使得

‖𝑓 − 𝑓𝑖‖sup < 𝜀.

于是 ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑇 𝑗𝑥)− 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓𝑖(𝑇
𝑗𝑥)−

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇+

∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑇 𝑗𝑥)− 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓𝑖(𝑇
𝑗𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇−

∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
< 2𝜀

于是我们有∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇− 2𝜀 ≤ lim inf

𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑇 𝑗𝑥) ≤ lim sup
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑇 𝑗𝑥) ≤
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇+ 2𝜀.

由此我们得到, 对于任何𝑥 ∈
∞⋂︁
𝑘=1

𝐺𝜇(𝑓𝑘)

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

所以就有𝐺𝜇 =
⋂︀∞
𝑘=1𝐺𝜇(𝑓𝑘).

如果𝜇 是遍历的, 则由逐点遍历定理2.3.1, 𝜇(𝐺𝜇(𝑓𝑘)) = 1 对任意的𝑘 ≥ 1 成立, 从

而𝜇(𝐺𝜇) = 1.

如果𝜇(𝐺𝜇) = 1, 则对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)和𝑔 ∈ 𝐿1(𝑋,𝜇),

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓 ∘ 𝑇 𝑖 · 𝑔 →
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 · 𝑔, 𝑛→∞,

几乎处处成立. 由Lebesgue控制收敛定理,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇 𝑖 · 𝑔𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇

∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇.

所以𝜇 是遍历的. �
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S6.3.2 支撑

定义 6.3.3 设𝑋 为紧致度量空间, 𝜇 ∈ℳ(𝑋). 定义测度𝜇 的支撑(support)为

Supp(𝜇) = {𝑥 ∈ 𝑋 :对 𝑥 的任意一个开邻域 𝑈, 𝜇(𝑈) > 0.}

定理 6.3.4 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ).

1. Supp(𝜇) 为非空闭的不变集, 且𝜇(Supp(𝜇)) = 1.

2. Ω(Supp(𝜇), 𝑇 ) = Supp(𝜇).

3. 如果𝜇 为遍历的, 那么(Supp(𝜇), 𝑇 ) 为传递的, 并且𝜇(Trans(Supp(𝜇), 𝑇 )) = 1.

证明. 1. 如果Supp(𝜇) 为空集, 那么由𝑋 的紧性知道存在开覆盖, 其每个元素都是𝜇 零测

集. 于是𝜇(𝑋) = 0,这不可能！于是Supp(𝜇)非空.因为𝑋 ∖Supp(𝜇)为开集,所以Supp(𝜇)为

闭集. 下面说明Supp(𝜇) 为𝑇 不变的. 设𝑥 ∈ Supp(𝜇) 及𝑈 为𝑇𝑥 的邻域. 因为𝑇 为连续的,

所以存在𝑥 的邻域𝑉 使得𝑉 ⊆ 𝑇−1𝑈 . 这样就有𝜇(𝑈) = 𝜇(𝑇−1𝑈) ≥ 𝜇(𝑉 ) > 0.

2. 由于𝜇(Supp(𝜇)) = 1, 𝜇也可视为(Supp(𝜇), 𝑇 )上的一个不变测度.设𝑉 是Supp(𝜇)的

一个非空开集, 则𝜇(𝑉 ) > 0. 由命题1.3.5, 𝑁𝜇(𝑉, 𝑉 ) = {𝑛 : 𝜇(𝑉 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ) > 0} 是一个Δ* 集.

特别地, 𝑁(𝑉, 𝑉 ) = {𝑛 : 𝑉 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ̸= ∅} 是一个无限集. 故Ω(Supp(𝜇), 𝑇 ) = Supp(𝜇).

3. 假设𝜇为遍历的. 则(Supp(𝜇),ℬ(Supp(𝜇)), 𝜇, 𝑇 )也为遍历的. 如果𝑈, 𝑉 为Supp(𝜇)的

非空开集, 则𝜇(𝑈)𝜇(𝑉 ) > 0. 由遍历性,存在𝑛 > 0 使得𝜇(𝑈 ∩ 𝑇−𝑛𝑉 ) > 0, 尤其𝑁(𝑈, 𝑉 ) ̸= ∅.
由于𝑋 ′ = Supp(𝜇) 紧致, 取一组由可数个非空开集构成的拓扑基{𝑈𝑛}∞𝑛=1. 因为

Trans(𝑋 ′, 𝑇 ) =

∞⋂︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑘=0

𝑇−𝑘𝑈𝑛.

对任意的𝑛 ∈ N, 𝜇(𝑈𝑛) > 0. 所以𝜇(
⋃︀∞
𝑘=0 𝑇

−𝑘𝑈𝑛) = 1, 进而𝜇(Trans(𝑋 ′, 𝑇 )) = 1. �

推论 6.3.5 设(𝑋,𝑇 )是一个极小系统. 则对任意的𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), Supp(𝜇) = 𝑋.

由于Ω(Supp(𝜇), 𝑇 ) = Supp(𝜇), 所以Supp(𝜇) 中回复点稠密. 这给出了Birkhoff 回复定

理的另一个证明. 事实上我们有下面更强的结果.

定理 6.3.6 设(𝑋,𝑇 ) 是一个拓扑动力系统. 则对任意的𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 𝜇(Rec(𝑋,𝑇 )) = 1.

证明. 由于𝑋是一个紧致度量空间,取𝑋的一组可数拓扑基{𝑈𝑛}∞𝑛=1使得对任意的𝑚 ∈ Z+,⋃︀∞
𝑛=𝑚 𝑈𝑛 = 𝑋; 对任意的𝑚 ∈ Z+, 𝑥 ∈ 𝑋 和𝑥 的一个邻域𝑈 , 存在𝑛 ≥ 𝑚 使得𝑥 ∈ 𝑈𝑛 ⊆ 𝑈 .

对任意的𝑛 ∈ N, 令𝑉𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑈𝑛 : 𝑁(𝑥, 𝑈𝑛) 是一个无限集} 以及

𝑉 =

∞⋂︁
𝑚=0

∞⋃︁
𝑛=𝑚

𝑉𝑛.
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不难验证𝑉 = Rec(𝑋,𝑇 ). 设𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 由Poincaré 回复定理(定理1.3.6)证明, 𝜇(𝑉𝑛) =

𝜇(𝑈𝑛). 则

𝜇(Rec(𝑋,𝑇 )) = lim
𝑚→∞

𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑛=𝑚

𝑉𝑛

)︂
= lim

𝑚→∞
𝜇

(︂ ∞⋃︁
𝑛=𝑚

𝑈𝑛

)︂
= 𝜇(𝑋) = 1.

证毕！ �

注记 6.3.7 根据下面方式容易给出命题6.3.6另一个证明. 取𝑋 的一组可数拓扑基{𝑈𝑛}∞𝑛=1.

对任意的𝑛 ∈ N, 令

𝑊𝑛 = 𝑈𝑛 ∖
∞⋃︁
𝑖=1

𝑇−𝑖𝑈𝑛.

易见𝜇(𝑊𝑛) = 0 和𝑋 ∖ Rec(𝑋,𝑇 ) =
⋃︀∞
𝑛=1𝑊𝑛. 于是𝜇(Rec(𝑋,𝑇 )) = 1.

习 题

1. 设(𝑋,𝑇 ) 是一个动力系统. 定义(𝑋,𝑇 ) 的支撑(support)为

Supp(𝑋,𝑇 ) = {𝑥 ∈ 𝑋 :对任意 𝑥 的开邻域 𝑈, 存在𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )使得𝜇(𝑈) > 0}.

证明Supp(𝑋,𝑇 ) 具有下列性质:

(a) Supp(𝑋,𝑇 ) 是一个非空不变闭子集.

(b) 对任意的𝑘 ∈ N, Supp(𝑋,𝑇 ) = Supp(𝑋,𝑇 𝑘).

(c) 存在𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )使得Supp(𝑋,𝑇 ) = Supp(𝜇). 但不一定存在𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )使得Supp(𝑋,𝑇 ) =

Supp(𝜇).

(d) Supp(𝑋,𝑇 ) = {𝑥 ∈ 𝑋 :对 𝑥 的任意一个开邻域 𝑈, 存在𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )使得𝜇(𝑈) > 0.}

(e) Supp(𝑋,𝑇 ) =
⋃︀

𝜇∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) Supp(𝜇).

(f) 设𝑌 是𝑋 的一个闭子集. 如果对任意的𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 𝜇(𝑌 ) = 1, 则Supp(𝑋,𝑇 ) ⊆ 𝑌 .

(g) 设𝑌 是𝑋 的一个闭子集. 如果对任意的𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ), 𝜇(𝑌 ) = 1, 则Supp(𝑋,𝑇 ) ⊆ 𝑌 .

S6.4 唯一遍历性

唯一遍历性是一个重要的动力系统性质，它指拓扑动力系统只有唯一一个不变测度

的性质. 它由Furstenberg引入[?], 具有很多重要的刻画和应用. 我们首先给出定义和刻

画, 再给出它在等分布等中的应用.
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S6.4.1 唯一遍历

从定理6.2.4我们看到对于一个拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), ℳ(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅. 下面我们考虑一种
特殊的情况.

定义 6.4.1 设(𝑋,𝑇 )为一个拓扑动力系统,我们称(𝑋,𝑇 )为唯一遍历的是指ℳ(𝑋,𝑇 )只有

一个元素.

因为ℳ(𝑋,𝑇 ) 只有一个元素, 所以ℳ(𝑋,𝑇 ) =ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ), 即此测度为遍历的.

下面是唯一遍历性的一些刻画：

定理 6.4.2 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 则以下命题等价：

1. 对任意𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)) 一致收敛到一个常值函数;

2. 对任意𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)) 逐点收敛到一个常值函数;

3. 存在𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 使得对任意的𝑥 ∈ 𝑋,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛿𝑇 𝑖𝑥 = 𝜇,

即对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) 和𝑥 ∈ 𝑋,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇.

4. 𝑇为唯一遍历的.

证明. (1)⇒ (2). 显然.

(2)⇒ (3). 定义𝑘 : 𝐶(𝑋)→ C 使得

𝑘(𝑓) = lim
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)).

由于| 1
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥))| ≤ ||𝑓 ||,易见𝑘 为连续线性算子. 并且𝑘(1) = 1以及对𝑓 ≥ 0有𝑘(𝑓) ≥ 0.

这样就由Riesz表示定理存在Borel概率测度𝜇使得𝑘(𝑓) =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇. 由于𝑘(𝑓 ∘ 𝑇 ) = 𝑘(𝑓),于

是
∫︁
𝑋
𝑓 ∘ 𝑇 𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇. 所以有𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ).
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(3)⇒ (4). 设𝜈 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 由(3) 我们有: 对于任何𝑥 ∈ 𝑋 和任何𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥))→ 𝑓* =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, 𝑛→∞.

对𝜈 积分之, 根据Lebesgue 控制收敛定理就有∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜈 =

∫︁
𝑋
𝑓*𝑑𝜈 = 𝑓* =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

于是就有𝜈 = 𝜇.亦即, 𝑇 为唯一遍历的.

(4) ⇒ (1). 设{𝜇} = ℳ(𝑋,𝑇 ). 如果
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖(𝑥)) 一致收敛于一个常值, 那么此常值

必为
∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇. 假设(1)不成立, 那么存在𝑔 ∈ 𝐶(𝑋), 𝜀 > 0 使得对任意𝑁 ∈ N 存在𝑛 > 𝑁

及𝑥𝑛 ∈ 𝑋 使得 ⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑇 𝑖(𝑥𝑛))−
∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 𝜀.

如果设𝜇𝑛 = 1
𝑛

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝛿𝑇 𝑖𝑥𝑛 , 那么上式改写为⃒⃒⃒⃒∫︁

𝑋
𝑔𝑑𝜇𝑛 −

∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜀.

取{𝜇𝑛}𝑛∈N 的收敛子列{𝜇𝑛𝑖}𝑖∈N. 如果𝜇𝑛𝑖 → 𝜇∞, 那么由命题6.2.2, 𝜇∞ ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 因

为

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇∞ −

∫︁
𝑋
𝑔𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜀, 所以𝜇∞ ̸= 𝜇. 这与𝑇 的唯一遍历性矛盾. �

定理 6.4.3 设(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为唯一遍历的拓扑动力系统, 那么(Supp(𝜇), 𝑇 ) 为极小的.

证明. 设𝑌 ⊆ Supp(𝜇) 为非空闭的不变子集. 存在𝜈 ∈ ℳ(𝑌, 𝑇 ) 使得Supp(𝜈) ⊆ 𝑌 . 因

为(𝑋,𝑇 ) 为唯一遍历的, 𝜈 = 𝜇 及𝑌 = Supp(𝜇). 所以(Supp(𝜇), 𝑇 ) 为极小的. �

命题 6.4.4 设(𝑋,𝑇 )是一个动力系统.则(𝑋,𝑇 )是唯一遍历的当且仅当对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋),

函数列
{︀ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
}︀∞
𝑛=1
有一个子列逐点收敛到一个常值函数.

证明. “⇒”根据定理6.4.2即可.

“⇐” 设𝜇, 𝜈 ∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 和𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 则存在𝑐 ∈ R 和递增的正整数序列{𝑛𝑘} 使得

lim
𝑘→∞

1

𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) = 𝑐, ∀𝑥 ∈ 𝑋.

由Lebesgue 控制收敛定理, 函数列
{︀ 1

𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
}︀∞
𝑘=1
在𝐿1(𝑋,𝜇) 中依范数收敛到𝑐 和

在𝐿1(𝑋, 𝜈) 中依范数收敛到𝑐. 由𝐿1-平均遍历定理(定理2.2.6), 函数列
{︀ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
}︀∞
𝑛=1
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在𝐿1(𝑋,𝜇)中依范数收敛到
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 和在𝐿1(𝑋, 𝜈) 中依范数收敛到

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜈. 故

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 = 𝑐 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜈.

由𝑓 的任意性, 𝜇 = 𝜈. 故ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 是一个单点集, 从而(𝑋,𝑇 ) 是唯一遍历的. �

命题 6.4.5 设(𝑋,𝑇 ) 是一个传递系统. 如果对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 函数列
{︀ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
}︀∞
𝑛=1

是等度连续的, 则(𝑋,𝑇 ) 是唯一遍历的.

证明. 设𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 不难验证函数列
{︀ 1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
}︀∞
𝑛=1
是一致有界. 根据题设, 这个函

数列还是等度连续的. 由Arezlá-Ascoli 定理(见定理0.2.44), 存在𝑓* ∈ 𝐶(𝑋) 和子列{𝑛𝑘}

使得
{︀ 1

𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥)
}︀∞
𝑘=1
一致收敛于𝑓*. 对任意的𝑥 ∈ 𝑋, 不难验证𝑓*(𝑇𝑥) = 𝑓*(𝑥). 由

于(𝑋,𝑇 ) 是传递的和𝑓* 连续, 𝑓* 是一个常值函数. 由命题6.4.4, (𝑋,𝑇 ) 是唯一遍历的. �

S6.4.2 一些例子

定义 6.4.6 设(𝑋,𝑇 )是一个动力系统. 如果它既是极小的又是唯一遍历的, 则称之为严格

遍历的(strictly ergodic).

例 6.4.7 1. 设𝑛 ∈ Z, (Z𝑛, 𝑅1)是严格遍历的.

2. 当𝛼 ∈ T是无理数时, (T, 𝑅𝛼)是严格遍历的.

3. 加法机器系统(Σ2, 𝑅1)是严格遍历的.

4. 设𝑘 ≥ 2和𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ∈ (0, 1) ∖ Q. 若这些𝛼𝑖是有理无关的, 则(T𝑘,
∏︀𝑘
𝑖=1𝑅𝛼𝑖)是严格遍历

的.

定理 6.4.8 设𝑇 : S1 → S1 为没有周期点的同胚. 那么𝑇 为唯一遍历的, 并且它半共轭于

圆周无理旋转, 即存在因子映射𝜑 : (S1, 𝑇 )→ (S1, 𝑆), 其中𝑆 为无理旋转.

S1

𝜑
��

𝑇 // S1

𝜑
��

S1
𝑆
// S1

对于任何点𝑤 ∈ S1, 𝜑−1(𝑤) 要么为独点集, 要么为闭区间.

如果𝑇 为极小的, 那么𝜑 为同构.
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证明. 因为𝑇 没有周期点, 所以任何不变测度是无原子的. 设𝜇1, 𝜇2 ∈ℳ(S1, 𝑇 ), 我们需要

证明𝜇1 = 𝜇2. 令𝜈 = 1
2(𝜇1 + 𝜇2) ∈ℳ(S1, 𝑇 ). 定义

𝜑 : S1 → S1, 𝜑(𝑧) = 𝑒2𝜋𝑖𝜈(
−−→
[1,𝑧]),

其中
−−→
[𝑎, 𝑏]表示从𝑎逆时针到𝑏的闭弧. 因为𝜈 无原子,所以𝜑为连续满射. 一个重要的事实

是：

𝜈(
−−−−→
[𝑧1, 𝑧2]) + 𝜈(

−−−−→
[𝑧2, 𝑧3]) = 𝜈(

−−−−→
[𝑧1, 𝑧3]) (mod 1), ∀𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ S1.

令

𝑆 : S1 → S1, 𝑧 ↦→ 𝑎𝑧,

其中𝑎 = 𝑒2𝜋𝑖𝛼, 𝛼 = 𝜈(
−−−−−→
[1, 𝑇 (1)]). 于是

𝜑(𝑇𝑧) = 𝑒2𝜋𝑖𝜈(
−−−−−→
[1,𝑇 (𝑧)])

= 𝑒2𝜋𝑖
(︀
𝜈(
−−−−−→
[1,𝑇 (1)])+𝜈(

−−−−−−−→
[𝑇 (1),𝑇 (𝑧)])

)︀
= 𝑒2𝜋𝑖𝜈(

−−−−−→
[1,𝑇 (1)])𝑒2𝜋𝑖𝜈(

−−→
[1,𝑧]) = 𝑎𝜑(𝑧)

= 𝑆(𝜑(𝑧)).

即𝜑 为因子映射.

下证𝛼 为无理数. 否则存在𝑝 ∈ N 使得𝑎𝑝 = 1, 于是𝜑(𝑇 𝑝𝑧) = 𝜑(𝑧), ∀𝑧 ∈ S1. 所以

𝜈(
−−−−→
[1, 𝑇 𝑝𝑧]) = 𝜈(

−−→
[1, 𝑧]) (mod 1), ∀𝑧 ∈ S1.

因为𝑇 𝑝 没有不动点, 所以存在𝛿 > 0 使得

𝑑(𝑧, 𝑇 𝑝𝑧) > 𝛿, ∀𝑧 ∈ S1,

其中𝑑 为S1 上的度量. 于是S1 每个点都是某个长为𝛿 区间的端点, 并且区间的𝜈 测度为0.

这将推出𝜈(S1) = 0, 此不可能. 于是𝛼 ̸∈ Q.
(S1, 𝑆) 为无理旋转, 所以它是唯一遍历的, 遍历测度为Haar测度𝑚. 于是

𝜑*𝜈 = 𝜑*𝜇1 = 𝜑*𝜇2 = 𝑚.

设
−−→
[𝑎, 𝑏] 为S1 区间, 那么

𝜑(
−−→
[𝑎, 𝑏]) = [𝑒2𝜋𝑖𝜈(

−−→
[1,𝑎]), 𝑒2𝜋𝑖𝜈(

−−→
[1,𝑏])].

设

𝜑−1
(︁
𝜑(
−−→
[𝑎, 𝑏])

)︁
=
−−→
[𝑐, 𝑑],

其中

𝑐 = inf{𝑧 : 𝜈(
−−→
[𝑎, 𝑧]) = 0}; 𝑑 = sup{𝑤 : 𝜈(

−−−→
[𝑏, 𝑤]) = 0}.
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因为𝜈
(︁
𝜑−1

(︀
𝜑(
−−→
[𝑎, 𝑏])

)︀
Δ
−−→
[𝑎, 𝑏]

)︁
= 0, 所以

𝜇𝑖

(︁
𝜑−1

(︀
𝜑(
−−→
[𝑎, 𝑏])

)︀
Δ
−−→
[𝑎, 𝑏]

)︁
= 0, 𝑖 = 1, 2.

于是

𝜇𝑖(
−−→
[𝑎, 𝑏]) = 𝜇𝑖

(︁
𝜑−1

(︀
𝜑(
−−→
[𝑎, 𝑏])

)︀)︁
= 𝑚(𝜑(

−−→
[𝑎, 𝑏])), 𝑖 = 1, 2.

尤其

𝜇1(
−−→
[𝑎, 𝑏]) = 𝜇2(

−−→
[𝑎, 𝑏]).

因此𝜇1 = 𝜇2, 即𝑇 唯一遍历.

设𝑤 ∈ S1, 下面考虑𝜑−1(𝑤). 设𝑧1 ∈ 𝜑−1(𝑤), 那么

𝑧2 ∈ 𝜑−1(𝑤)⇒ 𝜈(
−−−−→
[𝑧1, 𝑧2]) = 0 或 1.

于是𝜑−1(𝑤) 为包含𝑧1 的最大𝜈 零测的闭区间.

如果𝑇 为极小的,那么对于任何非平凡开区间𝐼 有𝜈(𝐼) > 0. 根据上面证明, 𝜑−1(𝑤)为

包含𝑧1 的最大𝜈 零测的闭区间. 所以此时只能是独点集, 即𝜑 为同胚. �

例 6.4.9 (更多的例子) 下面系统为严格遍历的, 但是大部分例子证明都不容易, 所以我

们不再给出证明, 感兴趣的读者可以参见[76, Theorem 4.11].

1. 设𝑇𝜑 : T2 → T2, (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥 + 𝛼, 𝑦 + 𝜑(𝑥)), 其中𝛼 ̸∈ Q, 𝜑 : T → T 满足Lipschitz 条件且

具有非退化的度.

2. 极小幂零系统.

3. horocycle 系统.

4. Morse 系统.

5. Chacón 系统.

6. 规则的几乎自守系统.即𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑋𝑒𝑞, 𝑇 )使得𝑚({𝑦 ∈ 𝑋𝑒𝑞 : Card 𝜋−1(𝑦) = 1}) = 1.

S6.4.3 等分布

定义 6.4.10 设{𝑥𝑛}∞𝑛=1 是[0, 1]中的一个序列. 如果

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘) =

∫︁ 1

0
𝑓𝑑𝑥, ∀𝑓 ∈ 𝐶([0, 1]),

则称{𝑥𝑛}∞𝑛=1 在[0, 1] 是等分布的 (equidistributed) 或一致分布的 (uniformly distributed).
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引理 6.4.11 设{𝑥𝑛}∞𝑛=1 是[0, 1] 中的一个序列.那么以下等价：

1. 序列{𝑥𝑛}∞𝑛=1 为等分布的.

2. 对于任何𝑘 ̸= 0,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑗 = 0.

3. 对任意的0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1,

lim
𝑛→∞

|{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} ∩ [𝑎, 𝑏]|
𝑛

= 𝑏− 𝑎.

证明. (1) 蕴含(2) 是显然的, (2) 蕴含(1) 是因为三角多项式在𝐶([0, 1]) 中稠密.

(3)蕴含(1)是因为连续函数被区间上的简单函数一致逼近.所以仅需证明(1)蕴含(3).

设0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. 对于任何𝜀 > 0, 我们定义逼近1[𝑎,𝑏] 的函数如下：

𝑓+(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;
𝑥−(𝑎−𝜀)

𝜀 , max{0, 𝑎− 𝜀} ≤ 𝑥 < 𝑎;
(𝑏+𝜀)−𝑥

𝜀 , 𝑏 < 𝑥 ≤ min{𝑏+ 𝜀, 1};
0, 其它𝑥

以及

𝑓−(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, 𝑎+ 𝜀 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏− 𝜀;
𝑥−𝑎
𝜀 , 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑎+ 𝜀;

𝑏−𝑥
𝜀 , 𝑏− 𝜀 < 𝑥 ≤ 𝑏;

0, 其它𝑥.

注意到

𝑓−(𝑥) ≤ 1[𝑎,𝑏] ≤ 𝑓+(𝑥), ∀𝑥 ∈ [0, 1]

且 ∫︁ 1

0

(︁
𝑓+(𝑥)− 𝑓−(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 ≤ 2𝜀.

于是
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓−(𝑥𝑗) ≤
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1[𝑎,𝑏](𝑥𝑗) ≤
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓+(𝑥𝑗).

于是根据等分布定义,

𝑏− 𝑎− 2𝜀 ≤
∫︁ 1

0
𝑓−(𝑥)𝑑𝑥 ≤ lim inf

𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1[𝑎,𝑏](𝑥𝑗)

≤ lim sup
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1[𝑎,𝑏](𝑥𝑗) ≤
∫︁ 1

0
𝑓+(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑏− 𝑎+ 2𝜀.
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于是

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1[𝑎,𝑏](𝑥𝑗) = 𝑏− 𝑎.

证毕！ �

定理 6.4.12 (Weyl等分布定理) 设𝛼是一个无理数. 则{𝑛𝛼 (mod 1)}∞𝑛=1 在[0, 1]是等分布

的.

证明. 由于𝛼 ∈ T 是无理数时, (T, 𝑅𝛼) 是唯一遍历的. 设𝑚 为其上Haar 测度. 对任意

的𝑥 ∈ T,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛿𝑅𝑖
𝛼𝑥

= 𝑚.

设0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. 则𝑚(𝜕([𝑎, 𝑏])) = 𝑚({𝑎, 𝑏}) = 0. 由命题6.1.7,

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛿𝑅𝑖
𝛼0

([𝑎, 𝑏]) = lim
𝑛→∞

|{0, 𝛼, . . . , (𝑛− 1)𝛼 (mod1)} ∩ [𝑎, 𝑏]|
𝑛

= 𝑚([𝑎, 𝑏]) = 𝑏− 𝑎.

证毕！ �

作为应用，我们有下面例子.

例 6.4.13 用

𝑆 = (1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, . . .)

表示序列

{2𝑛 : 𝑛 ∈ Z+} = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, . . .}

的十进制表示中首数字组成的序列. 设𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 9}. 用𝑝𝑘(𝑛) 表示𝑘 在𝑆前𝑛个位置中

出现的次数. 那么我们有

lim
𝑛→∞

𝑝𝑘(𝑛)

𝑛
= log10(

𝑘 + 1

𝑘
).

事实上，2𝑖 的十进制表示的首位数字为𝑘 但且仅当存在𝑟 ≥ 0 使得

𝑘 · 10𝑟 ≤ 2𝑖 < (𝑘 + 1) · 10𝑟.

此时

𝑟 + log10 𝑘 ≤ 𝑖 log10 2 < 𝑟 + log10(𝑘 + 1).

即𝑟 = [𝑖 log10 2] 以及

log10 𝑘 ≤ 𝑖 log10 2− [𝑖 log10 2] < log10(𝑘 + 1).
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设𝐽𝑘 = [log10 𝑘, log10(𝑘+ 1)) 以及𝛼 = log10 2. 考虑无理旋转(T, 𝑅𝛼). 根据上面分析: 2𝑖 的十

进制表示的首位数字为𝑘 但且仅当𝑅𝑖𝛼0 ∈ 𝐽𝑘. 于是

lim
𝑛→∞

𝑝𝑘(𝑛)

𝑛
= lim

𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

1𝐽𝑘(𝑅𝑖𝛼0) = log10(𝑘 + 1)− log10 𝑘 = log10(
𝑘 + 1

𝑘
).

定义 6.4.14 设𝑋 为紧致度量空间, 𝜇 ∈ℳ(𝑋), {𝑥𝑛}𝑛∈N ⊆ 𝑋. 称序列{𝑥𝑛}𝑛∈N 关于𝜇 为等

分布的(equidistributed), 是指

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑥𝑗) =

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥), ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝑋).

等价的, 序列{𝑥𝑛}𝑛∈N 关于𝜇 为等分布的当且仅当

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛿𝑥𝑗 → 𝜇, 𝑛→∞,

收敛取弱*拓扑.

注记 6.4.15 根据定义, 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 那么点𝑥 ∈ 𝑋 为通用的
当且仅当{𝑇𝑛𝑥}𝑛∈N 为关于𝜇 等分布的.

定理 6.4.16 (Furstenberg) 设(𝑌, 𝑆)是一个唯一遍历系统和𝜈 为其唯一的不变测度, 𝐺是

紧致可度量化的交换群和𝑚为其上的Haar测度.设𝜉 : 𝑋 → 𝐺为连续映射,定义𝑋 = 𝑌 ×𝐺
以及斜积映射

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, (𝑦, 𝑔) ↦→ (𝑆𝑦, 𝜉(𝑦)𝑔).

如果𝜈 ×𝑚 是(𝑋,𝑇 ) 上的一个遍历测度, 那么(𝑋,𝑇 ) 是唯一遍历的.

证明. 因为𝜈 ×𝑚为遍历的, 𝜈 ×𝑚通用点集合非空.对于任何𝜈 ×𝑚的通用点(𝑦, 𝑔) ∈ 𝑋 以
及任意的ℎ ∈ 𝐺. 设

𝑅ℎ : 𝑋 → 𝑋, (𝑦, 𝑔) ↦→ (𝑦, 𝑔ℎ).

由于𝑚 是𝑅ℎ-不变的, 所以(𝑦, ℎ𝑔) 也是𝜈 × 𝑚 的一个通用点, 即{𝑦} × 𝐺 均为通用点. 根

据𝜈 ×𝑚是遍历的,则𝜈 ×𝑚几乎处处的点为𝜈 ×𝑚通用的. 则存在一个𝜈 满测集𝑌0 使得每

个𝑌0 ×𝐺 中的点是𝜈 ×𝑚 通用的.

下设𝜇是(𝑋,𝑇 )上的一个遍历测度和𝑝1 : 𝑋 → 𝑌 , (𝑦, 𝑔) ↦→ 𝑦. 则𝑝1*(𝜇) = 𝜈,从而𝜇(𝑌0 ×
𝐺) = 1. 所以存在(𝑦, 𝑔) ∈ 𝑌0 ×𝐺使得(𝑦, 𝑔)是𝜇通用的. 此时必有𝜇 = 𝜈 ×𝑚,即(𝑋,𝑇 )是唯

一遍历的. �

命题 6.4.17 设𝛼 ̸∈ Q 和𝑘 ≥ 2,

𝑇 : T𝑘 → T𝑘, (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ↦→ (𝑥1 + 𝛼, 𝑥2 + 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1).

则(T𝑘, 𝑇 ) 是严格遍历的.
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证明. 根据定理6.4.16, 我们仅需要证明(T𝑘, 𝑇 ) 为遍历的. 设𝑓 ∈ 𝐿2(T𝑘,𝑚) 为𝑇 不变的, 其

中𝑚 为Haar 测度(此时即Lebesgue 测度). 设其Fourier 级数为

𝑓(x) =
∑︁
n∈Z𝑘

𝑐n𝑒
2𝜋𝑖n·x.

设

𝑇 ′ : Z𝑘 → Z𝑘,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑛1

𝑛2
...

𝑛𝑘−1

𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
↦→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑛1 + 𝑛2

𝑛2 + 𝑛3
...

𝑛𝑘−1 + 𝑛𝑘

𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

根据𝑓(x) = 𝑓(𝑇x), 我们得到∑︁
n∈Z𝑘

𝑐n𝑒
2𝜋𝑖n·x =

∑︁
n∈Z𝑘

𝑐n𝑒
2𝜋𝑖𝑛1𝛼𝑒2𝜋𝑖𝑇

′n·x.

根据Fourier 级数的唯一性, 我们得到

𝑐𝑇 ′n = 𝑒2𝜋𝑖𝛼𝑛1𝑐n.

于是

|𝑐𝑇 ′n| = |𝑐n|, ∀n ∈ Z𝑘.

于是对于任何n ∈ Z𝑘, 要么n, 𝑇 ′n, (𝑇 ′)2n, . . . 互异（此时因为
∑︀

n∈Z𝑘 |n|2 < ∞, 我们有𝑐n =

0）;要么存在𝑝 > 𝑞 使得(𝑇 ′)𝑝n = (𝑇 ′)𝑞(n)（此时可以归纳证明𝑛2 = 𝑛3 = . . . = 𝑛𝑘 = 0）. 对

于n = (𝑛1, 0, 0, . . . , 0) 带入前面关系式𝑐𝑇 ′n = 𝑒2𝜋𝑖𝛼𝑛1𝑐n 我们得到𝑛1 = 0 或𝑐n = 0. 所以𝑓 为

常值函数, 即𝑇 为遍历的. �

定理 6.4.18 (Weyl) 设𝑃 (𝑛) = 𝑎𝑘𝑛
𝑘 + · · ·+ 𝑎1𝑛+ 𝑎0 是一个实多项式. 如果𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘 中

至少有一个是无理数, 那么{𝑃 (𝑛) (mod 1)}∞𝑛=1 在[0, 1] 是等分布的.

证明. 假设命题对于任何阶数少于𝑘 的多项式成立. 如果𝑎𝑘 ∈ Q,那么存在𝑞 ∈ Z使得𝑞𝑎𝑘 ∈
Z. 于是对于任何𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑞 − 1, {𝑃 (𝑞𝑛+ 𝑗) (mod 1)}𝑛 取值与为阶数严格小于𝑘 的多项

式吻合.根据假设,每个{𝑃 (𝑞𝑛+ 𝑗) (mod 1)}𝑛 为等分布的,从而{𝑃 (𝑛) (mod 1)}∞𝑛=1 是等分

布的. 于是根据上面分析, 我们不妨可以假设𝑎𝑘 ̸∈ Q. 令𝑇 : {𝛼} × T𝑘 → {𝛼} × T𝑘 为⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
↦→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1 1

1 1
. . .

1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼

𝑥1 + 𝛼

𝑥2 + 𝑥1
...

𝑥𝑘1 + 𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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迭代之, ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1 1

1 1
. . .

1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑛⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛 1(︀
𝑛
2

)︀
𝑛 1

...
. . .(︀

𝑛
𝑘

)︀
𝑛 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼

𝑛𝛼+ 𝑥1(︀
𝑛
2

)︀
𝛼+ 𝑛𝑥1 + 𝑥2

...(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝛼+

(︀
𝑛
𝑘−1
)︀
𝑥1 + . . .+ 𝑛𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
我们取𝛼 = 𝑘!𝑎𝑘, 取𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 使得

𝑃 (𝑛) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝛼+

(︂
𝑛

𝑘 − 1

)︂
𝑥1 + . . .+ 𝑛𝑥𝑘−1 + 𝑥𝑘.

根据命题6.4.17, 这个系统的任何点轨道是等分布的, 尤其是最后个分量取值也是等分布

的. �

习 题

1. 设{𝑎𝑖}∞𝑖=0是一个有界序列. 定义

lim sup
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 = lim
𝑘→∞

(︂
sup

𝑛−𝑚≥𝑘

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖

)︂
和

lim inf
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 = lim
𝑘→∞

(︂
inf

𝑛−𝑚≥𝑘

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖

)︂
.

如果

lim sup
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 = 𝐴 = lim inf
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖,

则称极限 lim
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 存在并定义它的极限是𝐴.

设{𝑎𝑖}∞𝑖=0是一个有界序列. 证明

lim sup
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖 = sup

{︂
lim sup
𝑘→∞

1

𝑛𝑘 −𝑚𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=𝑚𝑘

𝑎𝑖 :

{𝑛𝑘}和{𝑚𝑘}递增且 lim
𝑘→∞

(𝑛𝑘 −𝑚𝑘) =∞
}︂
,
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并且存在递增的序列{𝑛𝑘}和{𝑚𝑘}使得lim𝑘→∞(𝑛𝑘 −𝑚𝑘) =∞ 和

lim
𝑘→∞

1

𝑛𝑘 −𝑚𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=𝑚𝑘

𝑎𝑖 = lim sup
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖.

2. 设{𝑎𝑖}∞𝑖=0是一个有界序列. 如果极限 lim
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑎𝑖存在且等于𝐴,则对任意满足lim𝑘→∞(𝑛𝑘−

𝑚𝑘) =∞的递增的自然数序列{𝑛𝑘} 和{𝑚𝑘}, 有

lim
𝑘→∞

1

𝑛𝑘 −𝑚𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑖=𝑚𝑘

𝑎𝑖 = 𝐴.

3. 设(𝑋,𝑇 )是一个动力系统. 则则下列论断等价:

(a) (𝑋,𝑇 )是唯一遍历的;

(b) 对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), lim
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) 逐点收敛到一个常值函数;

(c) 存在𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )使得对任意的𝑥 ∈ 𝑋,

lim
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝛿𝑇 𝑖𝑥 = 𝜇,

即对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) 和𝑥 ∈ 𝑋,

lim
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) =

∫︁
𝑓𝑑𝜇.

4. 设(𝑋,𝑇 )是一个动力系统. 若(𝑋,𝑇 )是唯一遍历的, 则对任意的𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)和𝑥 ∈ 𝑋,

lim
𝑛−𝑚→∞

1

𝑛−𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑚

𝑓(𝑇 𝑖𝑥) = lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑇 𝑖𝑥).

5. 设𝐹 ⊆ Z+. 𝐹的上Banach密度(upper Banach density)定义为

𝐵𝐷(𝐹 ) = lim sup
𝑛−𝑚→∞

|𝐹 ∩ {𝑚,𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛− 1}|
𝑛−𝑚

.

类似地, 𝐹的下Banach密度(lower Banach density)定义为

𝐵𝐷(𝐹 ) = lim inf
𝑛−𝑚→∞

|𝐹 ∩ {𝑚,𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛− 1}|
𝑛−𝑚

.

如果𝐵𝐷(𝐹 ) = 𝐵𝐷(𝐹 ), 则称𝐹的Banach密度(Banach density)存在, 它的Banach密度𝐵𝐷(𝐹 ) =

𝐵𝐷(𝐹 ).

设(𝑋,𝑇 )是一个唯一遍历系统和𝜇为其唯一的不变测度.则对任意的𝑥 ∈ 𝑋和开集𝑈 , 𝑁(𝑥, 𝑈)的

下Banach密度至少为𝜇(𝑈).

6. 设𝑘 ∈ N. 如果(𝑋,𝑇 𝑘)是唯一遍历的, 则(𝑋,𝑇 )也是唯一遍历的. 逆命题是否成立?

7. 设𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆)是一个因子映射. 如果(𝑋,𝑇 )是唯一遍历的, 则(𝑌, 𝑆)也是唯一遍历的.

8. 设(𝑋,𝑇 )是一个可逆系统. 则(𝑋,𝑇 )是唯一遍历的当且仅当(𝑋,𝑇−1)是唯一遍历的.
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S6.5 测度动力系统的拓扑模型

动力系统的模型理论是动力系统的一个重要组成部分, 也是遍历理论与拓扑动力系

统的一个交汇点. 给定一个拓扑动力系统,那么自然由全体开集生成一个𝜎代数（即Borel

𝜎 代数）, 并且可以证明上面必定存在一个不变测度. 于是拓扑动力系统自然可以看成一

个保测系统, 从而可以将遍历论的方法运用到拓扑动力系统的研究中去. 反之,给定一个

保测系统, 是否也可以赋予它拓扑结构, 使上面拓扑结构与测度结构相容？这个问题要困

难很多,也是动力系统模型理论涉及的主要内容.它的一个直接应用就是使得拓扑动力系

统的方法也可以用到遍历论的研究中. 如果对拓扑结构不加苛刻的限制条件, 那么这个

问题相对容易回答, 例如经典的结果告诉我们任何具有一定可数性要求的保测系统一定

测度同构于一个Lebesgue 系统; 任何Lebesgue 系统测度同构于一个Cantor 空间上的拓扑

动力系统等. 但是如果要对拓扑结构加上限制条件使得系统的测度结构与拓扑结构更加

融洽, 那么问题就不是那么容易了.

在模型理论中最为令人吃惊的结论是著名的Jewett-Krieger 定理, 它指出任何遍历系

统都测度同构于一个唯一遍历的极小拓扑动力系统. “唯一遍历”是指系统仅有唯一一

个不变概论测度. 这个定理指出了遍历理论和拓扑动力系统的深刻内在联系. 在Jewett-

Krieger 定理出现之后, 包括著名数学家美国艺术与科学院院士B. Weiss 在内的很多数学

工作者对此方面进行了研究. 例如, Weiss 证明了存在一个极小系统使得任何遍历系统都

测度同构于这个极小系统上的某个测度系统[197]. 另外他还证明了Jewett-Krieger定理对

于相对化和更一般的群作用也是成立的[196]. 此外我们还能够在拓扑模型上要求更多的

性质, 例如：E. Lehrer 证明了任何遍历系统都测度同构与一个唯一遍历的极小拓扑强混

合系统[142]；Glasner和Weiss证明了系统具有正熵当且仅当它有u.p.e. 的唯一遍历模型, 2

而具有零熵当且仅当它有prime 的唯一遍历模型[78, 81]. 3

定义 6.5.1 (拓扑模型) 设(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, 𝑇 ) 是一个保测系统, 其中(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇) 是一个Borel

概率空间. 设( ̂︀𝑋, ̂︀𝑇 ) 是一个拓扑动力系统. 如果存在̂︀𝜇 ∈ ℳ( ̂︀𝑋, ̂︀𝑇 ) 使得(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, 𝑇 )

和( ̂︀𝑋,ℬ( ̂︀𝑋), ̂︀𝜇, ̂︀𝑇 ) 是测度同构的, 则称( ̂︀𝑋,ℬ( ̂︀𝑋), ̂︀𝜇, ̂︀𝑇 ) 是(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, 𝑇 ) 的一个拓扑模型

(topological model)或拓扑实现 (topological realization).

之前我们已经知道每个保测映射都有一个拓扑模型.

定理 6.5.2 (Furstenberg) [64] 任何可逆保测系统都存在一个拓扑模型.

Weiss说明存在万有的拓扑模型：证明了存在一个极小系统使得任何遍历系统都测度

同构于这个极小系统上的某个测度系统. 具体讲：

2u.p.e. 的定义参见后面定义7.12.1
3prime 系统指没有非平凡因子的系统. 例如Chacón 系统为prime 的.
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定理 6.5.3 (Weiss) [81, 197] 存在一个可逆极小系统( ̂︀𝑋, ̂︀𝑇 ), 使得对任意的可逆非原子遍

历系统(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, 𝑇 ), 存在̂︀𝜇 ∈ ℳ( ̂︀𝑋, ̂︀𝑇 ) 使得( ̂︀𝑋,ℬ( ̂︀𝑋), ̂︀𝜇, ̂︀𝑇 ) 是(𝑋,ℬ(𝑋), 𝜇, 𝑇 ) 的一个拓

扑模型.

在模型理论中最为著名的就是Jewett-Krieger定理. 它的证明比较复杂, 我们在此略

去, 请参见[199]中Weiss给的简化证明.

定理 6.5.4 (Jewett-Krieger定理) [120, 138]任何可逆遍历系统都存在一个唯一遍历的极

小的拓扑模型.

我们还可以在Jewett-Krieger定理基础上添加一些性质,例如有下面的Lehrer定理. 这

个定理在构造很多问题的反例时十分有用.

定理 6.5.5 (Lehrer) [142] 任何可逆非原子遍历系统都存在一个唯一遍历的极小强混合

的拓扑模型.

Weiss 还给出了Jewett-Krieger定理的相对化版本. 我们称�̂� : �̂� → 𝑌 为因子映射𝜋 :

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的拓扑实现或拓扑模型, 是指�̂� 为拓扑因子映射, 并且存在测度

同构𝜑 和𝜓 使得下图表交换

𝑋
𝜑−−−−→ �̂�

𝜋

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄�̂�
𝑌

𝜓−−−−→ 𝑌

即�̂�𝜑 = 𝜓𝜋. Weiss 于1985 年将Jewett-Krieger 定理推广到相对化的情况. 他证明了：

定理 6.5.6 (Weiss) [199] 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为因子映射, 其中(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 遍

历. 设(𝑌 ,ℬ(𝑌 ), 𝜈, 𝑆)为(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑇 )唯一遍历模型,那么存在(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )唯一遍历模型(�̂�,ℬ(�̂�), �̂�, 𝑇 )

以及拓扑因子映射�̂� : �̂� → 𝑌 使得它为𝜋 : 𝑋 → 𝑌 的模型.

S6.6 注记

测度空间的基本性质可以参见测度论的专著,例如[32]. 涉及关于凸集的结构的Krein-

Milman定理等可以参见[173]以及[163]等. 更多关于唯一遍历及其应用的内容可以参见[54,

64, 76, 199] 等. 关于拓扑模型理论方面的证明参见[81, 76, 199].

拓扑动力系统与遍历理论密切相关，关于介绍二者关联的综述性文章参见[81, 114].
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保测系统上的熵的概念是由Kolmogorov在1958年给出的[133],之后Adler等人在拓扑

动力系统中引入了拓扑熵的定义[2]. 熵是目前为止发现的最重要的共扼不变量之一,并得

到广泛、深入地研究.

本章主要涉及熵的经典理论, 具体来说我们先介绍测度熵, 给出其基本性质, 而后给

出拓扑熵的定义并研究它们的基本属性. 在此处我们会重点介绍测度熵与拓扑熵的计算,

熵的变分原理等. 之后我们将介绍测度Pinsker 𝜎 代数和熵的Pinsker 公式; 重新介绍测

度Kolmogorov 系统, 然后研究其基本属性并证明Rohlin-Sinai定理等.

S7.1 测度熵

1958 年Kolmogorov [133] 借鉴Shannon [180] 信息论中不确定性的描述在遍历论中引

入了测度熵的概念, 测度熵是重要的同构不变量, 它反映了保测系统的混乱程度.

S7.1.1 一些关于剖分和𝜎代数的概念和符号

设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间. 由𝑋 的有限个互不相交的可测集构成的𝑋 的覆盖,我们称其

为𝑋 的有限可测剖分. 确切地说, 𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛}是𝑋 的有限可测剖分,如果𝐴𝑖 ∈ 𝒳 ,

𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ 对任意1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 成立且
⋃︀𝑛
𝑖=1𝐴𝑖 = 𝑋.

对𝑋 的有限可测剖分𝛼,我们用�̂�或者𝜎(𝛼)表示由𝛼生成的𝜎代数. 对𝑋的剖分𝛼, 𝛽,如

果𝜎(𝛼) ⊂ 𝜎(𝛽), 我们就说𝛽 为𝛼 的加细, 记为𝛽 ⪰ 𝛼 或𝛼 ⪯ 𝛽.

对于有限𝜎 代数𝒞, 我们记由𝒞 确定的剖分为𝜉(𝒞). 设𝒞 = {𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛}, 那么易
见𝜉(𝒞)中元形如𝐵1 ∩ . . . ∩𝐵𝑛,其中𝐵𝑖 = 𝐶𝑖 或𝑋 ∖𝐶𝑖. 易见对于有限𝜎 代数𝒞 和有限剖分𝜂,

我们有

𝜎(𝜉(𝒞)) = 𝒞, 𝜉(𝜎(𝜂)) = 𝜂.

于是𝒳 的有限子𝜎 代数与有限剖分𝜂 一一对应.

设𝛼, 𝛽 为𝑋 的剖分, 那么剖分的交 (join) 定义为

𝛼 ∨ 𝛽 = {𝐴 ∩ 𝐶 : 𝐴 ∈ 𝛼,𝐶 ∈ 𝛽}.

对𝒳 的两个子𝜎 代数ℱ1,ℱ2, 我们用ℱ1 ∨ ℱ2 表示𝒳 的同时包含ℱ1,ℱ2的最小子𝜎代数.

易见对于𝜎 代数𝒞,𝒟 和剖分𝛼, 𝛽 我们有

𝜉(𝒞 ∨ 𝒟) = 𝜉(𝒞) ∨ 𝜉(𝒟); 𝜎(𝛼 ∨ 𝛽) = 𝜎(𝛼) ∨ 𝜎(𝛽).

为方便起见,在本书中如果上下文没有歧义的情况下,我们有时会混用剖分和其对应

的𝜎 代数. 例如, 𝛼 ∨ ℱ 表示𝜎(𝛼) ∨ ℱ .

设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为保测映射, 𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘} 为可测剖分, 𝑛 ∈ N, 那么

𝑇−𝑛𝛼 = {𝑇−𝑛𝐴1, . . . , 𝑇
−𝑛𝐴𝑘}

246
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仍为剖分. 设𝒜 为𝒳 的子𝜎 代数, 那么

𝑇−𝑛𝒜 = {𝑇−𝑛𝐴 : 𝐴 ∈ 𝒜}

仍为子𝜎 代数.

S7.1.2 剖分的熵

根据信息论和概率论, 我们有如下关于剖分熵的定义.

定义 7.1.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛} 是𝑋 的有限可测剖分, 令

𝐻𝜇(𝛼) =
𝑛∑︁
𝑗=1

−𝜇(𝐴𝑗) log𝜇(𝐴𝑗).

我们将数𝐻𝜇(𝛼)称为可测剖分𝛼的熵.

显然𝐻𝜇(𝛼) ∈ [0,+∞). 进一步, 我们考虑函数𝜑 : [0, 1]→ [0,+∞),

𝜑(𝑡) =

{︃
−𝑡 log 𝑡, 𝑡 > 0

0, 𝑡 = 0
.

我们不难看出函数𝜑 是严格凸函数: 即对满足
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑝𝑖 = 1 的𝑝𝑖 ≥ 0 和𝑡𝑖 ∈ [0, 1], 我们

有

𝜑(
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑡𝑖) ≥
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝜑(𝑡𝑖),

其中等号成立当且仅当对所有满足𝑝𝑖 ̸= 0 的𝑡𝑖 是彼此相等的.

注记 7.1.2 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间.

1. 设𝒩 = {𝑋, ∅}, 那么𝐻𝜇(𝒩 ) = 0.

2. 设𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘} 为剖分, 并且𝜇(𝐴1) = . . . = 𝜇(𝐴𝑘) = 1
𝑘 , 那么我们有

𝐻𝜇(�̂�) = −
𝑘∑︁
𝑖=1

1

𝑘
log

1

𝑘
= log 𝑘.

用𝜑 的凸性容易证明, 在元素个数为𝑘 的所有剖分中, log 𝑘 为熵的最大值.

3. 设𝒜, 𝒞 为有限子𝜎 代数, 并且𝒜 =
𝜇
𝒞, 那么𝐻𝜇(𝒜) = 𝐻𝜇(𝒞).

4. 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 保测, 𝒜 为有限子𝜎 代数, 那么𝐻𝜇(𝑇−1𝒜) = 𝐻𝜇(𝒜).
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S7.1.3 条件期望与信息函数

设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间. 我们把𝒳 中的元素称为𝑋 的可测集. 对𝑋 的一个有限可测

剖分𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛}, 我们将𝛼 的信息函数定义为

𝐼(𝛼)(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑗=1

−1𝐴𝑗 (𝑥) log𝜇(𝐴𝑗),

其中1𝐴𝑗 (𝑥) 为𝐴𝑗 的特征函数.

更一般地, 对𝒳 的给定的子𝜎 代数ℱ , 可以定义相应的信息函数和条件熵.

定义 7.1.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛} 是𝑋 的有限可测剖分. 对𝒳 的
给定的子𝜎 代数ℱ , 可测剖分𝛼 相对于ℱ 的条件信息函数定义为

𝐼(𝛼|ℱ)(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑗=1

−1𝐴𝑗 (𝑥) logE(1𝐴𝑗 |ℱ)(𝑥),

在这里E(1𝐴𝑗 |ℱ) 为函数1𝐴𝑗 相对于ℱ 的数学期望.

注记 7.1.4 1. 设𝒩 = {∅, 𝑋}为𝒳的平凡子𝜎代数, 显然𝐼(𝛼|𝒩 ) = 𝐼(𝛼).

2. 当ℱ = 𝒳时, 对于任意的𝐴 ∈ 𝒳我们有E(1𝐴|ℱ) = 1𝐴, 进而𝐼(𝛼|ℱ) = 0. .

对于𝑋 的有限可测剖分𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛} 和𝛽 = {𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑚} 容易验证

𝐼(𝛼|𝛽) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

−1𝐴𝑖∩𝐵𝑗 (𝑥) log
𝜇(𝐴𝑖 ∩𝐵𝑗)
𝜇(𝐵𝑗)

. (7.1.1)

由公式(7.1.1), 对𝑋 的有限可测剖分𝛼, 𝛽 和𝛾 容易验证

𝐼(𝛼 ∨ 𝛽|𝛾) = 𝐼(𝛼|𝛾) + 𝐼(𝛽|�̂� ∨ 𝛾) (7.1.2)

以下我们将上述公式(7.1.2)一般化.

命题 7.1.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间, 𝛼, 𝛽 为𝑋 的有限可测剖分以及ℱ 为𝒳 的子𝜎 代数. 则

对𝜇-a.e. 𝑥 有

𝐼(𝛼 ∨ 𝛽|ℱ)(𝑥) = 𝐼(𝛼|ℱ)(𝑥) + 𝐼(𝛽|�̂� ∨ ℱ)(𝑥).

证明. 首先我们说明对𝐵 ∈ 𝛽, 作为𝐿1(𝑋, �̂� ∨ ℱ , 𝜇) 函数而言成立

E(1𝐵|𝛼 ∨ ℱ)(𝑥) =
∑︁
𝐴∈𝛼

1𝐴(𝑥)
E(1𝐵∩𝐴|ℱ)(𝑥)

E(1𝐴|ℱ)(𝑥)
. (7.1.3)
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为此目的, 设𝐴′ ∈ 𝛼, 𝐹 ∈ ℱ , 将特征函数1𝐴′∩𝐹 与(7.1.3) 的右边项相乘, 再积分我们有∫︁
𝑋
1𝐴′∩𝐹 (𝑥) · (

∑︁
𝐴∈𝛼

1𝐴(𝑥)
E(1𝐵∩𝐴|ℱ)(𝑥)

E(1𝐴|ℱ)(𝑥)
)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝐹
1𝐴′(𝑥)

E(1𝐵∩𝐴′ |ℱ)(𝑥)

E(1𝐴′ |ℱ)(𝑥)
𝑑𝜇(𝑥)

=

∫︁
𝐹
E(1𝐴′

E(1𝐵∩𝐴′ |ℱ)

E(1𝐴′ |ℱ)
|ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝐹
E(1𝐴′ |ℱ)(𝑥) · E(

E(1𝐵∩𝐴′ |ℱ)

E(1𝐴′ |ℱ)
|ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

=

∫︁
𝑋
1𝐹 (𝑥)E(1𝐵∩𝐴′ |ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑋
E(1𝐹 · 1𝐵∩𝐴′ |ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

=

∫︁
𝑋
1𝐹 (𝑥) · 1𝐵∩𝐴′(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝐴′∩𝐹

1𝐵(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝐴′∩𝐹

E(1𝐵|�̂� ∨ ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

=

∫︁
𝑋
1𝐴′∩𝐹 (𝑥) · E(1𝐵|�̂� ∨ ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥).

因𝐴′, 𝐹是任意的, 从期望的定义我们获得(7.1.3). 现在在等式(7.1.3)两边取对数即得

log(E(1𝐵|𝛼 ∨ ℱ)(𝑥)) =
∑︁
𝐴∈𝛼

1𝐴(𝑥) (log(E(1𝐵∩𝐴|ℱ)(𝑥))− log(E(1𝐴|ℱ)(𝑥))) ,

因此

𝐼(𝛼 ∨ 𝛽|ℱ)(𝑥) = −
∑︁
𝐴∈𝛼

∑︁
𝐵∈𝛽

1𝐴∩𝐵(𝑥) logE(1𝐴∩𝐵|ℱ)(𝑥)

= −
∑︁
𝐴∈𝛼

∑︁
𝐵∈𝛽

1𝐴(𝑥)1𝐵(𝑥) log(E(1𝐴|ℱ)(𝑥))−
∑︁
𝐵∈𝛽

1𝐵(𝑥) log(E(1𝐵|𝛼 ∨ ℱ)(𝑥))

= −
∑︁
𝐴∈𝛼

1𝐴(𝑥) log(E(1𝐴|ℱ)(𝑥))−
∑︁
𝐵∈𝛽

1𝐵(𝑥) log(E(1𝐵|𝛼 ∨ ℱ)(𝑥))

= 𝐼(𝛼|ℱ)(𝑥) + 𝐼(𝛽|�̂� ∨ ℱ)(𝑥),

这就完成了命题的证明. �

推论 7.1.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 为有限剖分, 那么

𝐼(

𝑛⋁︁
𝑗=1

𝛽𝑗) = 𝐼(𝛽1) +

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝐼(𝛽𝑗+1|𝛽1 ∨ . . . ∨ 𝛽𝑗).

S7.1.4 熵的定义

定义 7.1.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛} 是𝑋 的有限可测剖分. 对𝒳 的
给定的子𝜎 代数ℱ , 可测剖分𝛼 相对于ℱ 的条件熵定义为

𝐻𝜇(𝛼|ℱ) =

∫︁
𝑋
𝐼(𝛼|ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

=
𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑋
−1𝐴𝑗 (𝑥) logE(1𝐴𝑗 |ℱ)𝑑𝜇(𝑥).
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由于

E(𝐼(𝛼|ℱ)|ℱ) =
𝑛∑︁
𝑗=1

−E(1𝐴𝑗 |ℱ) logE(1𝐴𝑗 |ℱ) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜑(E(1𝐴𝑗 |ℱ)),

因此

𝐻𝜇(𝛼|ℱ) =

∫︁
𝑋
𝐼(𝛼|ℱ)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑋
E(𝐼(𝛼|ℱ)|ℱ)𝑑𝜇(𝑥)

=
𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑋
𝜑(E(1𝐴𝑗 |ℱ))𝑑𝜇(𝑥).

(7.1.4)

注记 7.1.8 1. 设𝒩 = {∅, 𝑋}为𝒳的平凡子𝜎代数, 显然𝐻𝜇(𝛼) = 𝐻𝜇(𝛼|𝒩 ).

2. 当ℱ = 𝒳时, 对于任意的𝐴 ∈ 𝒳我们有E(1𝐴|ℱ) = 1𝐴, 进而𝐻𝜇(𝛼|ℱ) = 0.

可测剖分𝛼的条件熵具有以下性质：

命题 7.1.9 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间. 对𝑋 的有限测度𝛼, 𝛽 以及𝒳 的子𝜎 代数ℱ ,ℱ1,ℱ2, 我

们有

1. 如果𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘}, 则

𝐻𝜇(𝛼|ℱ) ≤ log 𝑘.

等号成立当且仅当E(1𝐴𝑖 |ℱ) ≡ 1
𝑘对每个𝑖 ∈ {1, 2, · · · , 𝑘}. 特别地𝐻𝜇(𝛼) ≤ log 𝑘且等号成

立当且仅当𝜇(𝐴𝑖) = 1
𝑘对每个𝑖 ∈ {1, 2, · · · , 𝑘};

2. 𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽|ℱ) = 𝐻𝜇(𝛼|ℱ) +𝐻𝜇(𝛽|�̂� ∨ ℱ). 特别地𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽) = 𝐻𝜇(𝛼) +𝐻𝜇(𝛽|�̂�);

3. 𝐻𝜇(𝛼|ℱ) = 0成立当且仅当𝛼 为ℱ可测的.特别地𝐻𝜇(𝛼|𝛽) = 0 成立当且仅当𝛼 ⪯ 𝛽;

4. ℱ1 ⊂ ℱ2 ⇒ 𝐻𝜇(𝛼|ℱ1) ≥ 𝐻𝜇(𝛼|ℱ2);

5. 𝛼 ⪯ 𝛽 ⇒ 𝐻𝜇(𝛼|ℱ) ≤ 𝐻𝜇(𝛽|ℱ). 特别地𝐻𝜇(𝛼) ≤ 𝐻𝜇(𝛽);

6. 𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽|ℱ) ≤ 𝐻𝜇(𝛼|ℱ) +𝐻𝜇(𝛽|ℱ). 特别地𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽) ≤ 𝐻𝜇(𝛼) +𝐻𝜇(𝛽);

7. 设𝑇 : (𝑋,𝒳 )→ (𝑋,𝒳 )为可测映射, 则

𝐻𝜇(𝑇−1𝛼|𝑇−1ℱ) = 𝐻𝑇𝜇(𝛼|ℱ).

如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 则𝐻𝜇(𝑇−1𝛼|𝑇−1ℱ) = 𝐻𝜇(𝛼|ℱ).
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证明. (1) 首先由于𝜑 是区间[0,∞) 上严格凸的函数, 因此

𝐻𝜇(𝛼|ℱ) =

∫︁
𝑋

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜑(E(1𝐴𝑗 |ℱ))𝑑𝜇(𝑥)

≤
∫︁
𝑋
𝑘𝜑(

𝑘∑︁
𝑗=1

1

𝑘
E(1𝐴𝑗 |ℱ))𝑑𝜇(𝑥)

=

∫︁
𝑋

log 𝑘𝑑𝜇(𝑥) = log 𝑘.

且等号成立当且仅当E(1𝐴𝑖 |ℱ) ≡ 1
𝑘 每个𝑖 ∈ {1, 2, · · · , 𝑘}. 这就证明了(1).

(2,5,6)由命题7.1.5知对𝜇-a.e. 𝑥有𝐼ℱ (𝛼∨ 𝛽)(𝑥) = 𝐼ℱ (𝛼)(𝑥) + 𝐼𝛼∨ℱ (𝛽)(𝑥)成立. 对上式

两边积分即得

𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽|ℱ) = 𝐻𝜇(𝛼|ℱ) +𝐻𝜇(𝛽|𝛼 ∨ ℱ).

这就证明了(2). 现在由(2) 我们得到(5) 和(6).

(3) 注意到𝛼 为ℱ 可测的当且仅当𝐼ℱ (𝛼) = 0, 由公式(7.1.4) 即得.

(4) 设𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘}. 则

𝐻𝜇(𝛼|ℱ1) =
𝑘∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑋
𝜑(E(1𝐴𝑖 |ℱ1)(𝑥))𝑑𝜇(𝑥) =

𝑘∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑋
𝜑(E(E(1𝐴𝑖 |ℱ2))|ℱ1)(𝑥))𝑑𝜇(𝑥)

≥
𝑘∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑋
E(𝜑(E(1𝐴𝑖 |ℱ2))|ℱ1)(𝑥))𝑑𝜇(𝑥) (Jensen不等式)

=
𝑘∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑋
𝜑(E(1𝐴𝑖 |ℱ2)(𝑥))𝑑𝜇(𝑥) = 𝐻𝜇(𝛼|ℱ2).

这就证明了(4).

(7) 对可测函数𝑓 , 我们有

E(𝑓 ∘ 𝑇 |𝑇−1ℱ)(𝑥) = E(𝑓 |ℱ)(𝑇𝑥)

对𝜇-a.e. 𝑥 ∈ 𝑋 成立. �

注记 7.1.10 在上面我们用到了如下形式的Jensen 不等式. 设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤
1, 𝑎.𝑒., 以及𝒜 ⊂ 𝒳 为子𝜎 代数. 设𝜑 : [0, 1] → R 为凸函数(即𝜑(𝑝𝑥 + (1 − 𝑝)𝑦) ≥ 𝑝𝜑(𝑥) +

(1− 𝑝)𝜑(𝑦), 𝑝 ∈ [0, 1] ), 那么𝜑(E(𝑓 |𝒜)) ≥ E(𝜑(𝑓)|𝒜).

定义 7.1.11 设𝛼, 𝛽 为(𝑋,𝒳 , 𝜇) 的两个有限可测剖分, 称𝛼 独立于 𝛽, 是指

𝜇(𝐴 ∩𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), ∀𝐴 ∈ 𝛼,𝐵 ∈ 𝛽,

此时记𝛼 ⊥𝜇 𝛽.
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命题 7.1.12 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统和𝛼, 𝛽 为𝑋 的两个有限可测剖分. 则以下性质彼此

等价：

1. 𝛼 独立于𝛽;

2. 𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽) = 𝐻𝜇(𝛼) +𝐻𝜇(𝛽);

3. 𝐻𝜇(𝛼|𝛽) = 𝐻𝜇(𝛼).

证明. 由命题7.1.9 (2), 我们知(2)等价于(3).以下证明(1)等价于(3). 首先假设(1)成立,

即𝛼 ⊥𝜇 𝛽. 因此对任意𝐴 ∈ 𝛼, 𝐵 ∈ 𝛽, 𝜇(𝐴 ∩𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), 进而

𝐼(𝛼|𝛽)(𝑥) =
∑︁

𝐴∈𝛼,𝐵∈𝛽
−1𝐴∩𝐵(𝑥) log

𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)
=

∑︁
𝐴∈𝛼,𝐵∈𝛽

−1𝐴∩𝐵(𝑥) log𝜇(𝐴) = 𝐼(𝛼)(𝑥).

这就说明𝐻𝜇(𝛼|𝛽) = 𝐻𝜇(𝛼).

反之, 假设𝐻𝜇(𝛼|𝛽) = 𝐻𝜇(𝛼).使用(7.1.1), 对凸函数𝜑(𝑡) = −𝑡 log 𝑡我们有

0 =
∑︁
𝐴∈𝛼

𝜑(𝜇(𝐴))−
∑︁
𝐴∈𝛼

∑︁
𝐵∈𝛽

𝜇(𝐵)𝜑(
𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)
). (7.1.5)

因𝜑是严格凸的, 对每个𝐴 ∈ 𝛼我们有

𝜑(𝜇(𝐴)) ≥
∑︁
𝐵∈𝛽

𝜇(𝐵)𝜑(
𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)
), (7.1.6)

且等号成立当且仅当𝜇(𝐴∩𝐵)
𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴)对𝐵 ∈ 𝛽, 𝜇(𝐵) > 0成立.

现在结合(7.1.5)和(7.1.6), 对𝐴 ∈ 𝛽我们得到

𝜑(𝜇(𝐴)) =
∑︁
𝐵∈𝛽

𝜇(𝐵)𝜑(
𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)
).

再注意到(7.1.6)不等式成立条件, 对𝐵 ∈ 𝛽, 𝜇(𝐵) > 0 我们有

𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)
= 𝜇(𝐴).

这就证明𝛼 ⊥𝜇 𝛽. �

S7.1.5 动力系统测度熵的定义

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝛼 为𝑋 的有限或可数可测剖分. 对整数𝑚 ≤ 𝑛 ∈ Z 我们记

𝛼𝑛𝑚 =
𝑛⋁︁

𝑖=𝑚

𝑇−𝑖𝛼 = 𝑇−𝑚𝛼 ∨ 𝑇−𝑚+1𝛼 ∨ . . . ∨ 𝑇−𝑛𝛼.

尤其

𝛼𝑛−10 = 𝛼 ∨ 𝑇−1𝛼 ∨ . . . ∨ 𝑇−𝑛+1𝛼.
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我们还常用下面符号：

𝛼− = 𝛼∞1 =
+∞⋁︁
𝑛=1

𝑇−𝑛𝛼 以及 𝛼𝑇 = 𝛼∞−∞ =
∞⋁︁

𝑛=−∞
𝑇−𝑛𝛼,

其中
⋁︀+∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝛼 表示𝒳 的包含
⋃︀∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝛼 的最小子𝜎 代数.

为定义动力系统的熵, 我们需要下面引理：

引理 7.1.13 设{𝑎𝑛} ⊂ R 为次可加非负序列, 即

𝑎𝑚+𝑛 ≤ 𝑎𝑛 + 𝑎𝑚.

那么

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑎𝑛 = inf

𝑛

1

𝑛
𝑎𝑛.

证明. 设𝑎 = inf
𝑛≥1

𝑎𝑛
𝑛

. 固定ℓ ≥ 1, 对每个𝑚 ∈ N 存在𝑘𝑚 ∈ Z+ 和𝑟𝑚 ∈ {0, 1, · · · , ℓ − 1} 使

得𝑚 = 𝑘𝑚ℓ+ 𝑟𝑚. 利用{𝑎𝑛} 的次可加性可得

𝑎𝑚
𝑚
≤ 𝑘𝑚𝑎ℓ + 𝑎𝑟𝑚

𝑘𝑚ℓ+ 𝑟𝑚
,

再让𝑚→ +∞ 便得lim sup𝑚→∞
𝑎𝑚
𝑚 ≤

𝑎ℓ
ℓ . 现在从ℓ 的任意性, 我们有

lim sup
𝑚→∞

𝑎𝑚
𝑚
≤ inf

ℓ≥1

𝑎ℓ
ℓ

.

而相反方向的不等式是明显成立的. �

命题 7.1.14 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 对𝑋 的有限可测剖分𝛼 序列𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ) 为次可加

非负序列, 进而极限 lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ) 存在且

lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ) = inf

𝑛∈N

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ).

证明. 序列𝑎𝑛的次可加性来自于以下不等式

𝑎𝑛+𝑚

= 𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝑇−1𝛼 ∨ · · · ∨ 𝑇−(𝑛+𝑚−1)𝛼)

≤ 𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝑇−1𝛼 ∨ · · · ∨ 𝑇−(𝑛−1)𝛼) +𝐻𝜇(𝑇−𝑛(𝛼 ∨ 𝑇−1𝛼 ∨ · · · ∨ 𝑇−(𝑚−1)𝛼))

= 𝑎𝑛 + 𝑎𝑚.

(7.1.7)

于是

lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ) = inf

𝑛∈N

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ).

�

根据上面命题我们可以定义剖分的熵：
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定义 7.1.15 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.对𝑋的有限可测剖分𝛼, 我们用ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) 表示极限

lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 )

且称ℎ𝜇(𝑇, 𝛼)为剖分𝛼相对于𝑇的熵.

定义 7.1.16 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 我们称

ℎ𝜇(𝑇 ) = sup
𝛼
ℎ𝜇(𝑇, 𝛼)

为系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的熵, 其中𝛼 取遍𝑋 的有限可测剖分.

注记 7.1.17 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为因子映射. 对𝑌的有限可测剖分𝛼, 容易验

证ℎ𝜈(𝑆, 𝛼) = ℎ𝜇(𝑇, 𝜋−1𝛼). 进而从定义7.1.16 我们知ℎ𝜇(𝑇 ) ≥ ℎ𝜈(𝑆). 特别地, 当𝜋为测度同

构时, ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜈(𝑆). 这说明测度熵是测度同构不变量!

命题 7.1.18 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝛼, 𝛽 为有限剖分, 那么

ℎ𝜈(𝑇, 𝛼) ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) +𝐻(𝛼|𝛽).

证明. 首先我们有：

𝐻𝜇(𝛼𝑛0 ) ≤ 𝐻𝜇(𝛼𝑛0 ∨ 𝛽𝑛0 ) = 𝐻𝜇(𝛽𝑛0 ) +𝐻𝜇(𝛼𝑛0 |𝛽𝑛0 )

≤ 𝐻𝜇(𝛽𝑛0 ) +

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐻𝜇(𝑇−𝑗𝛼|𝛽𝑛0 )

≤ 𝐻𝜇(𝛽𝑛0 ) +

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐻𝜇(𝑇−𝑗𝛼|𝑇−𝑗𝛽)

= 𝐻(𝛽𝑛0 ) + (𝑛+ 1)𝐻𝜇(𝛼|𝛽).

于是两边除以𝑛+ 1 趋向无穷即有命题. �

由此我们得到：

推论 7.1.19 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝛼, 𝛽 为有限剖分, 那么

|ℎ𝜇(𝛼)− ℎ𝜇(𝛽)| ≤ 𝐻(𝛽|𝛼) +𝐻(𝛼|𝛽).

命题 7.1.20 对保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和每个𝑚 ∈ N, 我们有

ℎ𝜇(𝑇𝑚) = 𝑚ℎ𝜇(𝑇 ).
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证明. 首先对𝑋每个可测剖分𝛼, 我们不难算得

ℎ𝜇(𝑇𝑚, 𝛼𝑚−10 ) = lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻𝜇(

𝑘−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝑚𝛼𝑚−10 ) = lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻𝜇(𝛼𝑘𝑚−10 ) = 𝑚ℎ𝜇(𝑇, 𝛼).

因此由定义我们可有

ℎ𝜇(𝑇𝑚) = sup
𝛼
ℎ𝜇(𝑇𝑚, 𝛼𝑚−10 ) = 𝑚 sup

𝛼
ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = 𝑚ℎ𝜇(𝑇 ).

其中𝛼取遍𝑋的所有有限可测剖分. �

注记 7.1.21 当保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )可逆时,我们可以说明对𝑋 的每个可测剖分𝛼有ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) =

ℎ𝜇(𝑇−1, 𝛼) 成立, 进而

ℎ𝜇(𝑇𝑚) = |𝑚|ℎ𝜇(𝑇 ), 𝑚 ∈ Z.

习 题

1. 设保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆的, 证明：对𝑋 的每个可测剖分𝛼 有ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = ℎ𝜇(𝑇−1, 𝛼) 成立.

S7.2 鞅定理、Kolmogorov-Sinai定理以及一些例子的计算

鞅理论是概率论的重要理论之一, 它在动力系统研究中也有着重要应用.

S7.2.1 鞅定理

在此我们介绍鞅定理. 首先介绍一个很有用的引理, 此引理类似于著名的Chebyshev

不等式1

引理 7.2.1 (Maximal 引理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 是概率空间, 𝒳1 ⊂ 𝒳2 ⊂ . . . ⊂ 𝒳𝑁 ⊂ 𝒳 为子𝜎 代

数列, 𝜆 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 设𝐸 = {𝑥 ∈ 𝑋 : max
1≤𝑛≤𝑁

E(𝑓 |𝒳𝑛)(𝑥) > 𝜆}, 那么

𝜇(𝐸) ≤ 1

𝜆

∫︁
𝑋
|𝑓 |𝑑𝜇 =

1

𝜆
‖𝑓‖1.

证明. 不失一般性, 我们假设𝑓 ≥ 0 (否则用𝑓+ = max{𝑓(𝑥), 0} 代替𝑓). 设

𝐸𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : E(𝑓 |𝒳𝑛)(𝑥) > 𝜆; E(𝑓 |𝒳𝑗) ≤ 𝜆, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1}.

那么我们就有𝐸𝑛 ∈ 𝒳𝑛, 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, 且

𝐸 = 𝐸1 ∪ . . . ∪ 𝐸𝑁 .
1对于𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝜆 > 0, Chebyshev 不等式指𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝜆}) ≤ 1

𝜆

∫︀
𝑋
|𝑓 |𝑑𝜇 = ‖𝑓‖1

𝜆
.
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于是 ∫︁
𝐸
𝑓𝑑𝜇 =

𝑁∑︁
𝑛=1

∫︁
𝐸𝑛

𝑓𝑑𝜇 =

𝑁∑︁
𝑛=1

∫︁
𝐸𝑛

E(𝑓 |𝒳𝑛)𝑑𝜇 ≥
𝑁∑︁
𝑛=1

𝜆𝜇(𝐸𝑛) = 𝜆𝜇(𝐸).

进而,

𝜇(𝐸) ≤ 1

𝜆

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

1

𝜆

∫︁
𝑋
|𝑓 |𝑑𝜇.

证毕！ �

定理 7.2.2 (递增鞅定理; Increasing Martingale Theorem) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇).

如果{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为𝒳 递增的子𝜎 代数且满足𝒳𝑛 ↗ 𝒳∞ (𝒳∞ 为由
⋃︀∞
𝑛=1𝒳𝑛 生成的𝜎 代数), 则

lim
𝑛→+∞

E(𝑓 |𝒳𝑛) = E(𝑓 |𝒳∞)

在𝐿1(𝜇) 和𝜇-a.e. 意义下同时成立.

证明. 不失一般性,我们设𝒳∞ = 𝒳 . 首先定理对于𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)的稠密子集
⋃︀∞
𝑘=1 𝐿

1(𝑋,𝒳𝑘, 𝜇)

成立：如果𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳𝑘, 𝜇), 那么E(𝑓 |𝒳𝑛) = 𝑔,∀𝑛 ≥ 𝑘. 证明的主体在于用稠密子集逼近一

般的函数.

设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 对于任何取定𝜀 > 0,存在𝑘 ∈ N以及𝑔 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳𝑘, 𝜇)使得‖𝑓−𝑔‖1 <
𝜀. 于是对于任何𝑛 ≥ 𝑘, E(𝑔|𝒳𝑛) = 𝑔, 进而

‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− 𝑓‖1

≤ ‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− E(𝑔|𝒳𝑛)‖1 + ‖E(𝑔|𝒳𝑛)− 𝑔‖1 + ‖𝑔 − 𝑓‖1

≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖1 < 2𝜀.

于是

lim sup
𝑛→∞

‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− 𝑓‖1 ≤ 2𝜀.

因为𝜀 任意, 我们得到lim𝑛→∞ ‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− 𝑓‖1 = 0.

下面证明逐点收敛. 首先我们有：

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup
𝑛→∞

|E(𝑓 |𝒳𝑛)(𝑥)− 𝑓(𝑥)| > 𝜀1/2})

≤ 𝜇
(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞

(︀
|E((𝑓 − 𝑔)|𝒳𝑛)(𝑥)− (𝑓 − 𝑔)(𝑥)|+ |E(𝑔|𝒳𝑛)(𝑥)− 𝑔(𝑥)|

)︀
> 𝜀1/2}

)︂
≤ 𝜇

(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞

(︀
|E((𝑓 − 𝑔)|𝒳𝑛)(𝑥)|+ |(𝑓 − 𝑔)(𝑥)|

)︀
> 𝜀1/2}

)︂
≤ 𝜇

(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞
|E((𝑓 − 𝑔)|𝒳𝑛)(𝑥)| > 1

2
𝜀1/2}

)︂
+ 𝜇

(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞
|(𝑓 − 𝑔)(𝑥)| > 1

2
𝜀1/2}

)︂
≤ 2

1
1
2𝜀

1/2
‖𝑓 − 𝑔‖1 ≤ 4𝜀1/2.
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其中最后不等式根据引理7.2.1 以及Chebyshev不等式. 因为𝜀 任意, 所以

E(𝑓 |𝒳𝑛)(𝑥)
𝑎.𝑒.−→ 𝑓(𝑥), 𝑛→∞.

证毕！ �

定理 7.2.3 (递减鞅定理；Decreasing Martingale Theorem) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝑓 ∈
𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 如果{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为𝒳 递减的子𝜎 代数且满足𝒳𝑛 ↘ 𝒳∞ =

⋂︀∞
𝑛=1𝒳𝑛, 则

lim
𝑛→+∞

E(𝑓 |𝒳𝑛) = E(𝑓 |𝒳∞)

在𝐿1(𝜇) 和𝜇-a.e. 意义下同时成立.

证明. 因为对于取定𝑁 ∈ N, 𝒳𝑁 ⊂ 𝒳𝑁−1 ⊂ . . . ⊂ 𝒳1 为递增的, 根据引理7.2.1, 对𝑓 ∈
𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝜆 > 0

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : sup
1≤𝑛≤𝑁

E(𝑓 |𝒳𝑛) > 𝜆}) ≤ 1

𝜆
‖𝑓‖1.

令𝑁 →∞, 于是

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : sup
1≤𝑛≤∞

E(𝑓 |𝒳𝑛) > 𝜆}) ≤ 1

𝜆
‖𝑓‖1,

以及

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup
𝑛→∞

E(𝑓 |𝒳𝑛) > 𝜆}) ≤ 1

𝜆
‖𝑓‖1.

我们后面将用到这个不等式.

设𝑉𝑛 = KerE(·|𝒳𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇) : E(𝑓 |𝒳𝑛) = 0}. 易见𝑉1 ⊂ 𝑉2 ⊂ · · · . 令𝑉∞ =

KerE(·|𝒳∞), 下证明
⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛 在𝑉∞ 中稠密, 进而

𝑉 = 𝐿1(𝑋,𝒳∞, 𝜇) +

∞⋃︁
𝑛=1

𝑉𝑛

在𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇)中稠密.为了证明
⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛在𝑉∞中稠密,我们证明在

⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛上消失的泛函𝐽

也在𝑉∞ 上消失即可.

设𝐽 : 𝐿1(𝑋,𝜇) → C 为
⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛 上消失的泛函. 因为(𝐿1)* = 𝐿∞, 存在ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇)

使得

𝐽 : 𝐿1(𝑋,𝜇)→ C, 𝑓 ↦→
∫︁
𝑋
𝑓ℎ𝑑𝜇.

因为𝐽 在
⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛 上消失, 所以对于任何𝑛 ∈ N∫︁

𝑋
(𝑓 − E(𝑓 |𝒳𝑛))ℎ𝑑𝜇 = 0, ∀𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇.)

尤其 ∫︁
𝑋

(ℎ− E(ℎ|𝒳𝑛))ℎ𝑑𝜇 = 0.
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由此易得 ∫︁
𝑋

(ℎ− E(ℎ|𝒳𝑛))E(ℎ|𝒳𝑛)𝑑𝜇 = 0.

从而 ∫︁
𝑋

(ℎ− E(ℎ|𝒳𝑛))2𝑑𝜇 = 0.

即ℎ = E(ℎ|𝒳𝑛) ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳𝑛, 𝜇). 因为𝑛 任意, 所以ℎ ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳∞, 𝜇). 于是E(𝑓 |𝒳∞) = 0 蕴含

𝐽(𝑓) =

∫︁
𝑋
𝑓ℎ𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
E(𝑓ℎ|𝒳∞)𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
ℎE(𝑓 |𝒳∞)𝑑𝜇 = 0.

亦即我们证明了在
⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛 上消失的泛函𝐽 也在𝑉∞ 上消失, 即

⋃︀∞
𝑛=1 𝑉𝑛 在𝑉∞ 中稠密.

注意需要证明的命题对于𝑉 上函数成立. 下面用𝑉 上函数逼近一般的函数. 设𝑓 ∈
𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 对于任何取定𝜀 > 0, 存在𝑘 ∈ N 以及𝑔 ∈ 𝑉 使得‖𝑓 − 𝑔‖1 < 𝜀. 于是对于任

何𝑛 ≥ 𝑘, E(𝑔|𝒳𝑛) = 𝑔, 进而

‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− E(𝑓 |𝒳∞)‖1

≤ ‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− E(𝑔|𝒳𝑛)‖1 + ‖E(𝑔|𝒳𝑛)− E(𝑔|𝒳∞)‖1 + ‖E(𝑔|𝒳∞)− E(𝑓 |𝒳∞)‖1

≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖1 + ‖E(𝑔|𝒳𝑛)− E(𝑔|𝒳∞)‖1.

于是

lim sup
𝑛→∞

‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− E(𝑓 |𝒳∞)‖1 ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖1 ≤ 2𝜀.

因为𝜀 任意, 我们得到lim𝑛→∞ ‖E(𝑓 |𝒳𝑛)− E(𝑓 |𝒳∞)‖1 = 0.

下面证明逐点收敛. 首先我们有：

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup
𝑛→∞

|E(𝑓 |𝒳𝑛)(𝑥)− E(𝑓 |𝒳∞)(𝑥)| > 𝜀1/2})

≤ 𝜇
(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞

(︀
|E((𝑓 − 𝑔)|𝒳𝑛)(𝑥)− E((𝑓 − 𝑔)|𝒳∞)(𝑥)|+ |E(𝑔|𝒳𝑛)(𝑥)− E(𝑔|𝒳∞)(𝑥)|

)︀
> 𝜀1/2}

)︂
≤ 𝜇

(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞

(︀
|E((𝑓 − 𝑔)|𝒳𝑛)(𝑥)− E((𝑓 − 𝑔)|𝒳∞)(𝑥)|

)︀
> 𝜀1/2}

)︂
≤ 𝜇

(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : lim sup

𝑛→∞
|E((𝑓 − 𝑔)|𝒳𝑛)(𝑥)| > 1

2
𝜀1/2}

)︂
+ 𝜇

(︂
{𝑥 ∈ 𝑋 : |E((𝑓 − 𝑔)|𝒳∞)(𝑥)| > 1

2
𝜀1/2}

)︂
≤ 2

1
1
2𝜀

1/2
‖𝑓 − 𝑔‖1 ≤ 4𝜀1/2,

其中最后一个不等式用到了证明开始时建立的不等式和Chebyshev 不等式. 因为𝜀 任意,

所以

E(𝑓 |𝒳𝑛)(𝑥)
𝑎.𝑒.−→ E(𝑓 |𝒳∞)(𝑥), 𝑛→∞.

证毕！ �
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定理 7.2.4 (钟开莱定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇)为概率空间,设𝛼为可数剖分且𝐻(𝛼) <∞. 设{𝒳𝑛}∞𝑛=1

为递增子𝜎 代数列, 那么 ∫︁
𝑋

sup
𝑛≥1

𝐼(𝛼|𝒳𝑛)𝑑𝜇 ≤ 𝐻(𝛼) + 1. (7.2.1)

尤其, 𝑓(𝑥) = sup𝑛≥1 𝐼(𝛼|𝒳𝑛)(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇).

如{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为递减子𝜎 代数列, 结果仍成立.

证明. 设𝛼 为可数剖分且𝐻(𝛼) <∞. 设{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为递增子𝜎 代数列, 令

𝑓(𝑥) = sup
𝑛≥1

𝐼(𝛼|𝒳𝑛)(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇).

我们下面估计𝐶(𝑡) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑡}, 𝑡 ∈ R, 的测度.

取𝐴 ∈ 𝛼, 设𝑔𝑛 = 𝜇(𝐴|𝒳𝑛). 于是对于𝑥 ∈ 𝐴, 我们有𝐼(𝛼|𝒳𝑛)(𝑥) = − log 𝑔𝑛(𝑥). 根据定义,

由𝑓(𝑥) > 𝑡 可以推出存在𝑛 ∈ N 使得𝑔𝑛(𝑥) < 𝑒−𝑡. 令

𝐶𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑔𝑘(𝑥) ≥ 𝑒−𝑡, 𝑘 < 𝑛; 𝑔𝑛(𝑥) < 𝑒−𝑡}.

则𝐶𝑛 ∈ 𝒳𝑛, {𝐶𝑛}∞𝑛=1 互不相交, 并且𝐶 ∩𝐴 ⊂
⋃︀∞
𝑛=1𝐶𝑛. 因为𝐶𝑛 为𝒳𝑛 可测的,

𝜇(𝐴 ∩ 𝐶𝑛) =

∫︁
𝐶𝑛

1𝐴𝑑𝜇 =

∫︁
𝐶𝑛

𝑔𝑛𝑑𝜇 < 𝑒−𝑡𝜇(𝐶𝑛).

对𝑛 求和, 就得到

𝜇({𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑓(𝑥) > 𝑡}) ≤ 𝑒−𝑡.

于是

𝜇(𝐶(𝑡)) = 𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑡}) ≤
∑︁
𝐴∈𝛼

min{𝜇(𝐴), 𝑒−𝑡}.

设𝐹 (𝑡) = 𝜇(𝐶(𝑡)), 则 ∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 = −

∫︁ ∞
0

𝑡𝑑𝐹 (𝑡) = [−𝑡𝐹 (𝑡)]∞0 +

∫︁ ∞
0

𝐹 (𝑡)𝑑𝑡

=

∫︁ ∞
0

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑡})𝑑𝑡

≤
∫︁ ∞
0

∑︁
𝐴∈𝛼

min{𝜇(𝐴), 𝑒−𝑡}𝑑𝑡

=
∑︁
𝐴∈𝛼

(︃∫︁ − log 𝜇(𝐴)

0
+

∫︁ ∞
− log 𝜇(𝐴)

𝑒−𝑡

)︃
= 𝐻𝜇(𝛼) +

∑︁
𝐴∈𝛼

𝜇(𝐴) = 𝐻𝜇(𝛼) + 1.

下设{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为递减子𝜎 代数列. 对于每个𝑛, 那么𝒳𝑛 ⊂ 𝒳𝑛−1 ⊂ . . . ⊂ 𝒳1 为递增的.

设𝑓𝑛(𝑥) = sup1≤𝑗≤𝑛 𝐼(𝛼|𝒳𝑗), 那么根据上面结论我们有∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇 ≤ 𝐻𝜇(𝛼) + 1.
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于是𝑓𝑛 ∈ 𝐿1(𝜇), 并且𝑓𝑛 ↗ 𝑓 = sup𝑛≥1 𝐼(𝛼|𝒳𝑛). 根据单调收敛定理,∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇→

∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 ≤ 𝐻𝜇(𝛼) + 1.

证毕！ �

根据鞅定理和钟开莱定理我们马上就得到下面结论：

定理 7.2.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝛼 为𝑋 的可数可测剖分, 𝐻(𝛼) <∞.

1. 如果{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为𝒳 递增的子𝜎 代数且满足𝒳𝑛 ↗ 𝒳∞, 则

𝐼(𝛼|𝒳𝑛)→ 𝐼(𝛼|𝒳∞), 𝑛→∞

在𝐿1(𝜇) 和𝜇-a.e. 意义下同时成立. 进而𝐻𝜇(𝛼|𝒳𝑛)↘ 𝐻𝜇(𝛼|𝒳∞);

2. 如果{𝒳𝑛}∞𝑛=1 为𝒳 递减的子𝜎 代数且满足𝒳𝑛 ↘ 𝒳∞, 则

𝐼(𝛼|𝒳𝑛)→ 𝐼(𝛼|ℱ∞), 𝑛→∞

在𝐿1(𝜇) 和𝜇-a.e. 意义下同时成立. 进而𝐻𝜇(𝛼|𝒳𝑛)↗ 𝐻𝜇(𝛼|𝒳∞).

推论 7.2.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇) 为概率空间, 𝜉, 𝜂 为可数剖分, 𝐻(𝜉) < ∞, 𝐻(𝜂) < ∞, 𝒜 为子𝜎 代

数, 那么

𝐼(𝜉 ∨ 𝜂|𝒜) = 𝐼(𝜉|𝒜) + 𝐼(𝜂|̂︀𝜉 ∨ 𝒜),

𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝜂|𝒜) = 𝐻𝜇(𝜉|𝒜) +𝐻𝜇(𝜂|̂︀𝜉 ∨ 𝒜).

证明. 用有限递增子𝜎 代数列取逼近𝒜, 然后根据鞅定理证明结论. 请读者自己补充细节.

�

命题 7.2.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 对𝑋的有限可测剖分𝛼,

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−).

特别地ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≤ 𝐻𝜇(𝛼).

证明. 由于 lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(𝛼|
⋁︀𝑛−1
𝑖=1 𝑇

−𝑖𝛼) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−) (参见定理7.2.5的(1)), 我们有

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = lim
𝑛→∞

1
𝑛𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝑇−1𝛼 ∨ · · · ∨ 𝑇−(𝑛−1)𝛼)

= lim
𝑛→∞

1
𝑛(𝐻𝜇(𝛼) +𝐻𝜇(𝛼|𝑇−1𝛼) + · · ·+𝐻𝜇(𝛼|

⋁︀𝑛−1
𝑖=1 𝑇

−𝑖𝛼))

= lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(𝛼|
⋁︀𝑛−1
𝑖=1 𝑇

−𝑖𝛼)

= 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−).

证毕！ �
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S7.2.2 Kolmogorov-Sinai 定理

我们需要一些更易于操作的方法去计算测度熵. 下面的定理7.2.8以及Kolmogorov-

Sinai 定理给我们一种易于操作的计算测度熵的办法.

定理 7.2.8 (Abramov) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 如果𝑋 的有限可测剖分序列{𝛼𝑛}∞𝑛=1

满足𝛼1 ⪯ 𝛼2 ⪯ · · · 且�̂�𝑛 ↗ 𝒳 , 则

ℎ𝜇(𝑇 ) = lim
𝑛→∞

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛).

证明. 对𝑋的每个有限可测剖分𝛽和𝑛 ∈ N,

ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝛽 ∨ 𝛼𝑛) = lim
𝑚→∞

1

𝑚
𝐻𝜇(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖(𝛽 ∨ 𝛼𝑛))

= lim
𝑚→∞

1

𝑚
(𝐻𝜇(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼𝑛) +𝐻𝜇(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛽|
𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼𝑛))

≤ lim
𝑚→∞

1

𝑚
(𝐻𝜇(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼𝑛) +
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝐻𝜇(𝑇−𝑖𝛽|𝑇−𝑖𝛼𝑛))

= lim
𝑚→∞

1

𝑚
(𝐻𝜇(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼𝑛) +𝑚𝐻𝜇(𝛽|𝛼𝑛)) (利用命题7.1.5 (7))

= ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛) +𝐻𝜇(𝛽|𝛼𝑛),

(7.2.2)

在上面不等式中令𝑛→∞ 并利用鞅定理我们得到

ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) ≤ lim
𝑛→∞

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛) +𝐻𝜇(𝛽|𝒳 ) = lim
𝑛→∞

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛).

最后由𝛽的任意性, ℎ𝜇(𝑇 ) = lim𝑛→∞ ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛). �

定理 7.2.9 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为两个保测系统.则

ℎ𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆) = ℎ𝜇(𝑇 ) + ℎ𝜈(𝑆).

证明. 分别取𝑋 和𝑌 的递增有限可测剖分序列{𝛼𝑛}∞𝑛=1 和{𝛽𝑛}∞𝑛=1 使得�̂�𝑛 ↗ 𝒳 且𝛽𝑛 ↗ 𝒴.

则{𝛼𝑛×𝛽𝑛}∞𝑛=1 为𝑋 ×𝑌 递增的有限可测剖分序列且满足�̂�𝑛×𝛽𝑛 ↗ 𝒳 ×𝒴.利用定理7.2.8,

我们有

ℎ𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆) = lim
𝑛→∞

ℎ𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆, 𝛼𝑛 × 𝛽𝑛)

= lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

1

𝑚
𝐻𝜇×𝜈(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

(𝑇 × 𝑆)−𝑖𝛼𝑛 × 𝛽𝑛)

= lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

1

𝑚
(𝐻𝜇(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼𝑛) +𝐻𝜈(

𝑚−1⋁︁
𝑖=0

𝑆−𝑖𝛽𝑛))

= lim
𝑛→∞

(ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛) + ℎ𝜈(𝑆, 𝛽𝑛))

= ℎ𝜇(𝑇 ) + ℎ𝜈(𝑆).
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证毕！ �

定理 7.2.10 (Kolmogorov-Sinai定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.如果有限可测剖分𝛼满

足
∞⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼 = 𝒳 (如此的𝛼 称为生成子), 2 则ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼).

证明. 首先对𝑘 ∈ N 我们有

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑘−10 ) = lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇((𝛼𝑘−10 )𝑛−10 ) = lim

𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑘+𝑛−10 )

= lim
𝑛→+∞

𝑘 + 𝑛

𝑛

1

𝑘 + 𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑘+𝑛−10 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼).

类似于不等式(7.2.2), 对𝑋 的每个有限可测剖分𝛽 和𝑛 ∈ N 我们有

ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝛼𝑛−10 ) +𝐻𝜇(𝛽|𝛼𝑛−10 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) +𝐻𝜇(𝛽|𝛼𝑛−10 ).

在上式中令𝑛→ +∞, 利用鞅定理我们有

ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) +𝐻𝜇(𝛽|𝒳 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼).

最后, 因𝛽 是任意的, ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼). �

注记 7.2.11 当保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 可逆时, 我们把满足
⋁︀+∞
𝑖=−∞ 𝑇

−𝑖𝛼 = 𝒳 的有限可测剖
分𝛼称为生成子. 此时,我们同样可以证明：如果有限可测剖分𝛼为可逆保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

的生成子,则ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼).我们容易看出具有生成子的保测系统其测度熵一定有限,与

之对应的是, 1970 年W. Krieger [137] 证明了每个具有有限熵的遍历保测系统都存在生成

子. 因为这个定理的证明比较困难，我们在本书中不再介绍，例如可参见[76].

定理 7.2.12 (Krieger生成子定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统.如果ℎ𝜇(𝑇 ) <∞, 那么𝑇 有

有限的生成子𝜉 = {𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛}, 其中𝑒ℎ𝜇(𝑇 ) ≤ 𝑛 ≤ 𝑒ℎ𝜇(𝑇 )+1.

S7.2.3 一些例子

例 7.2.13 恒同映射Id : (𝑋,𝒳 , 𝜇)→ (𝑋,𝒳 , 𝜇) 的熵为零.

例 7.2.14 设𝑇 : T→ T, 𝑥 ↦→ 2𝑥 (mod 1), 𝑚T 为T 上的Haar 测度, 那么ℎ𝑚T(𝑇 ) = log 2.

证明. 设𝛼 = {[0, 12), [12 , 1)}. 则

𝛼𝑛−10 =

{︂[︂
𝑖

2𝑛
,
𝑖+ 1

2𝑛

)︂
: 𝑖 = 0, 1, . . . , 2𝑛 − 1

}︂
.

2在可扩同胚的研究中我们也有生成子的概念, 请读者自己对比二者.
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于是𝛼 为生成子, 并且

𝐻𝑚T(∨𝑛−1𝑖=0 𝑇
−𝑖𝛼) = −

2𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜇

(︂[︂
𝑖

2𝑛
,
𝑖+ 1

2𝑛

)︂)︂
log

(︂
𝜇
(︁[︂ 𝑖

2𝑛
,
𝑖+ 1

2𝑛

)︂)︁)︂

= −
2𝑛−1∑︁
𝑖=0

1

2𝑛
log(

1

2𝑛
)

= 𝑛 log 2.

于是

ℎ𝑚T(𝑇 ) = ℎ𝑚T(𝑇, 𝛼) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻𝑚T(𝛼𝑛−10 ) = log 2.

�

例 7.2.15 设𝑇 : T→ T, 𝑥 ↦→ 𝑥+ 𝛼 (mod 1) 上的旋转, 𝑚T 为T 上的Haar 测度. 则ℎ𝑚T(𝑇 ) =

0.

证明. 情况1：𝛼 = 𝑝
𝑞 为有理数. 此时𝑇 𝑞 = Id. 所以ℎ𝑚T(𝑇 ) = 1

𝑞ℎ𝑚T(Id) = 0.

情况2：𝛼为无理数. 设𝜉 = {[0, 12), [12 , 1)}. 因为{12 +𝑛𝛼 (mod 1)}∞𝑛=0 在[0, 1)中稠密,所

以𝜉 为生成子, 并且𝒳 = 𝜉∞1 . 所以

ℎ𝑚T(𝑇 ) = ℎ𝑚T(𝑇, 𝜉) = lim
𝑛→∞

𝐻𝑚T(𝜉|𝜉∞1 ) = 𝐻𝑚T(𝜉|𝒳 ) = 0.

无论哪种情况，我们均得到ℎ𝑚T(𝑇 ) = 0. �

例 7.2.16 设𝑘 ≥ 2 和𝑝 = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘−1) 是一个概率向量. 设(Σ𝑘,ℬ, 𝜇𝑝, 𝜎)为双边边𝑝转移

系统. 则

ℎ𝜇(𝜎) = −
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗 log 𝑝𝑗 .

证明. 设𝛼 = {0[𝑗]0 : 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1}. 则𝛼 为(Σ𝑘, 𝜇, 𝜎) 的有限可测剖分且

∞⋁︁
𝑖=−∞

𝑇−𝑖𝛼 = 𝒳 (Σ𝑘).

由于𝛼
(𝑛−1)
0 ⊥𝜇 𝑇−𝑛𝛼 和对任意𝑛 ∈ N 成立, 利用命题7.1.12我们有

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(𝛼𝑛−10 ) = 𝐻𝜇(𝛼) = −

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗 log 𝑝𝑗 .

最后, 由注记7.2.11,

ℎ𝜇(𝜎) = ℎ𝜇(𝜎, 𝛼) = −
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗 log 𝑝𝑗 .

�
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例 7.2.17 设𝐼 = [0, 1] 为区间, 𝑋 = 𝐼Z, 其上𝜇 为乘积测度, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为转移映射. 那

么ℎ𝜇(𝑇 ) =∞.

证明. 对𝑛 > 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 设

𝐴𝑛,𝑖 = {𝑥 = (𝑥𝑗)𝑗∈Z ∈ 𝑋 :
𝑖− 1

𝑛
< 𝑥0 <

𝑖

𝑛
}.

则𝜉𝑛 = {𝐴𝑛,1, . . . , 𝐴𝑛,𝑛} 为𝑋 剖分, 且𝜇(𝐴𝑛,𝑗) = 1
𝑛 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 类似于上面例子的计算,

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛) = log 𝑛. 于是

ℎ𝜇(𝑇 ) ≥ ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛) ≥ log 𝑛, ∀𝑛 ∈ N.

即ℎ𝜇(𝑇 ) =∞. �

例 7.2.18 (Markov转移) 双(单)边(−→𝑝 , 𝑃 ) Markov 转移的熵为

ℎ𝜇(𝜎) = −
𝑘−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 log 𝑝𝑖𝑗 .

证明. 设𝛼 = {𝐴𝑗 : 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1}, 其中𝐴𝑗 = 0[𝑗]0. 则𝛼 为(Σ𝑘, 𝜇, 𝜎) 的有限可测剖分且为生

成子. 于是𝛼𝑛−10 中元形如

𝐴𝑖0 ∩ 𝑇−1𝐴𝑖1 ∩ . . . ∩ 𝑇−(𝑛−1)𝐴𝑖𝑛−1 = [𝑖0𝑖1 . . . 𝑖𝑛−1].

其测度为𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1 . 于是

𝐻𝑚(∨𝑛−1𝑖=0 𝑇
−𝑖𝛼) = −

𝑘−1∑︁
𝑖0,...,𝑖𝑛−1=0

𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1 log(𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1)

= −
𝑘−1∑︁

𝑖0,...,𝑖𝑛−1=0

𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1(log 𝑝𝑖0 + log 𝑝𝑖0𝑖1 + . . .+ log 𝑝𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1)

= −
𝑘−1∑︁
𝑖0=0

𝑝𝑖0 log 𝑝𝑖0 − (𝑛− 1)
𝑘−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 log 𝑝𝑖𝑗 .

此处我们用了
∑︀𝑘−1

𝑖=0 𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 以及
∑︀𝑘−1

𝑗=0 𝑝𝑖𝑗 = 1.

于是ℎ𝜇(𝜎) = −
∑︀𝑘−1

𝑖,𝑗=0 𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 log 𝑝𝑖𝑗 . �

习 题

1. 证明公式(7.1.2).

2. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统𝛼, 𝛼为𝑋的有限可测剖分.证明: 1𝑛𝐻𝜇(𝛼𝑛
0 )关于𝑛单调递减. 因此ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) =

lim
𝑛→∞

1
𝑛𝐻𝜇(𝛼𝑛

0 ).

3. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.如果𝛼为𝑋的有限可测剖分, 则ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≤ |𝛼|𝜇, 其中|𝛼|𝜇 = Card{𝐴 ∈
𝛼 : 𝜇(𝐴) > 0}.

4. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.如果存在有限可测剖分𝛼满足𝛼− = 𝒳 (如此的𝛼称为强生成子),则ℎ𝜇(𝑇 ) =

0.
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S7.3 Shannon-McMillan-Breiman定理

Shannon-McMillan-Breiman定理是熵理论的一个重要定理，例如根据它也可定义熵.

引理 7.3.1 (Breiman引理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝑔𝑛, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇), ∀𝑛 ∈ N且𝑔𝑛 → 𝑔, 𝑛→
∞ a.e. 如果 ∫︁

𝑋
sup
𝑛∈N
|𝑔𝑛|𝑑𝜇 <∞,

那么

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑔𝑛(𝑇𝑛𝑥) = E(𝑔|ℐ),

其中收敛为a.e., 以及𝐿1(𝜇) 意义下.

证明. 由遍历定理, 我们有

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑇 𝑗𝑥) = E(𝑔|ℐ),

其中收敛为a.e., 以及𝐿1(𝜇) 意义下. 因为

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔𝑗(𝑇
𝑗𝑥) =

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑇 𝑗𝑥) +
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝑔𝑗(𝑇
𝑗𝑥)− 𝑔(𝑇 𝑗𝑥)),

所以我们仅需证明

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗(𝑇 𝑗𝑥)− 𝑔(𝑇 𝑗𝑥)| = 0.

设

𝐺𝑛 = sup
𝑗h≥𝑛
|𝑔𝑗(𝑥)− 𝑔(𝑥)| ≤ sup

𝑗≥𝑛
(|𝑔𝑗(𝑥)|+ |𝑔(𝑥)|).

根据Lebesgue控制收敛定理, 易有lim𝑛→∞
∫︀
𝑋 𝐺𝑛𝑑𝜇 = 0,尤其lim𝑛→∞ E(𝐺𝑛|ℐ) = 0. 取𝑁,𝑛 ∈

N 使得𝑛 > 𝑁 + 1. 注意我们有不等式

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗(𝑇 𝑗𝑥)− 𝑔(𝑇 𝑗𝑥)|

≤ 1

𝑛

𝑁−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗(𝑇 𝑗𝑥)− 𝑔(𝑇 𝑗𝑥)|+ 𝑛−𝑁 − 1

𝑛

⎛⎝ 1

𝑛−𝑁 − 1

𝑛−𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝐺𝑁 (𝑇 𝑗(𝑇𝑁𝑥))

⎞⎠ .

于是

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

|𝑔𝑗(𝑇 𝑗𝑥)− 𝑔(𝑇 𝑗𝑥)| ≤ 0 + E(𝐺𝑁 |ℐ).

其中收敛为a.e., 以及𝐿1(𝜇) 意义下. 再由lim𝑁→∞ E(𝐺𝑁 |ℐ) = 0 我们就得到需要的结论. �
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注记 7.3.2 根据同样的证明, 我们有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑔𝑁−𝑛−1(𝑇
𝑛𝑥) = E(𝑔|ℐ).

定理 7.3.3 (Shannon-McMillan-Breiman定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝛼 为可数剖

分且𝐻(𝛼) <∞. 设𝑔(𝑥) = 𝐼(𝛼| ∨∞𝑛=1 𝑇
−𝑛�̂�) = 𝐼(𝛼|�̂�−) 那么

lim
𝑁→∞

1

𝑁
𝐼(𝛼𝑁−10 ) = E(𝑔|ℐ),

其中收敛为a.e., 以及𝐿1(𝜇) 意义下, 并且

lim
𝑁→∞

1

𝑁
𝐻(𝛼𝑁−10 ) = 𝐻(𝛼|�̂�−) = ℎ𝜇(𝛼, 𝑇 ).

当𝑇 为遍历的时候, 我们有

lim
𝑁→∞

1

𝑁
𝐼(𝛼𝑁−10 ) = 𝐻(𝛼|�̂�−) = ℎ𝜇(𝛼, 𝑇 )

其中收敛为a.e., 以及𝐿1(𝜇) 意义下.

证明. 对𝑘 ∈ N, 设𝑔𝑘(𝑥) = 𝐼(𝛼|�̂�𝑘1)(𝑥), 𝑔0(𝑥) = 𝐼(𝛼)(𝑥). 则

𝐼(𝛼𝑁−10 ) = 𝐼(𝛼 ∨ 𝑇−1𝛼 ∨ . . . ∨ 𝑇𝑁−1𝛼)

= 𝐼(𝛼| ∨𝑁−1𝑛=1 𝑇
−𝑛�̂�) + 𝐼(∨𝑁−2𝑛=0 𝑇

−𝑛𝛼) ∘ 𝑇

= 𝑔𝑁−1 + 𝑔𝑁−2 ∘ 𝑇 + 𝐼(∨𝑁−3𝑛=0 𝑇
−𝑛𝛼) ∘ 𝑇 2

= 𝑔𝑁−1 + 𝑔𝑁−2 ∘ 𝑇 + . . .+ 𝑔0 ∘ 𝑇𝑁−1 =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑔𝑁−𝑛−1(𝑇
𝑛𝑥).

由鞅定理和钟开莱定理, 𝑔𝑘(𝑥) = 𝐼(𝛼|�̂�𝑘1)(𝑥)→ 𝐼(𝛼|�̂�−)(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑘 →∞, 且∫︁
𝑋

sup 𝑔𝑘 =

∫︁
𝑋
𝑔 < 𝐻𝜇(𝛼) + 1 <∞.

根据Breiman引理以及注记, 我们有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑔𝑛(𝑇𝑛𝑥) = E(𝑔|ℐ),

其中收敛为a.e., 以及𝐿1(𝜇) 意义下. 证明剩余部分是简单的. �

推论 7.3.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统, 𝛼为可数剖分且𝐻(𝛼) <∞. 那么对于任何𝜀 > 0, 𝛿 >

0, 存在𝑁 = 𝑁(𝜀.𝛿) ∈ N 使得当𝑛 ≥ 𝑁 时, 我们有

1. 𝛼𝑛−10 中元素分成两类ℱ ,𝒢 使得
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(a) 𝜇(
⋃︀
𝐵∈ℱ )𝐵 < 𝛿,

(b) 𝑒−𝑛(ℎ𝜇(𝛼)+𝜀) ≤ 𝜇(𝐴) ≤ 𝑒−𝑛(ℎ𝜇(𝛼)−𝜀),∀𝐴 ∈ 𝒢

2. 存在𝛼𝑛−10 -可测集𝐸 = 𝐸(𝜀), 𝜇(𝐸) < 𝛿, 并且包含在𝑋 ∖ 𝐸 中𝛼𝑛−10 的元素总数𝑀满足

𝑒𝑛(ℎ𝜇(𝛼)−𝜀) ≤𝑀 ≤ 𝑒𝑛(ℎ𝜇(𝛼)+𝜀).

习 题

1. 完成上面推论7.3.4的证明.

2. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝛼 为可数剖分且𝐻(𝛼) < ∞. 对于𝑥 ∈ 𝑋, 设𝛼𝑛(𝑥) 为剖分
⋁︀𝑛−1

𝑖=0 𝑇
−𝑖𝛼

中包含𝑥 的元素. 设𝜈 为(𝑋,𝒳 ) 上另外一个概率测度，且存在0 < 𝐶1 < 𝐶2 使得𝐶1𝜈(𝐴) < 𝜇(𝐴) <

𝐶2𝜈(𝐴),∀𝐴 ∈ 𝒳 . 证明：对于𝜈 几乎处处的𝑥 ∈ 𝒳 , 我们有

lim
𝑛→∞

− log 𝜈(𝛼𝑛(𝑥))

𝑛
= ℎ𝜇(𝛼, 𝑇 ).

3. 设([0, 1],ℬ([0, 1]), 𝜇, 𝑇 ) 为连分数系统，其中𝜇 为Gauss 测度. 证明：

ℎ𝜇(𝑇 ) =
𝜋2

6 log 2
.

S7.4 拓扑熵

在本小节, 我们将介绍拓扑动力系统中一个重要的不变量—-拓扑熵. 它是由Adler,

Konheim和McAndrew [2]在1965年首先引入的,后来Dinabury [?]和Bowen [36]使用分离集

和张成集给出了一个新的等价定义. 拓扑熵在拓扑动力系统共轭分类中扮演了相当重要

的角色, 反映了拓扑动力系统的复杂性程度.

S7.4.1 开覆盖的定义方式

设𝑋为一非空集合,我们通常用花写字母𝒰、𝒱 等来表示𝑋 的覆盖.设𝒰、𝒱 为𝑋 的两

个覆盖, 𝒰和𝒱的交 𝒰 ∨ 𝒱定义为

𝒰 ∨ 𝒱 = {𝑈 ∩ 𝑉 : 𝑈 ∈ 𝒰 , 𝑉 ∈ 𝒱},

它仍为𝑋 的覆盖.类似地我们可以定义有限个覆盖𝒰1, 𝒰2, · · · , 𝒰𝑛 的交 𝒰1 ∨ · · · ∨ 𝒰𝑛. 设𝑇 :

𝑋 → 𝑋为映射, 𝒰 为𝑋 的覆盖, 我们定义

𝑇−1𝒰 = {𝑇−1𝑈 : 𝑈 ∈ 𝒰}.

显然𝑇−1𝒰 仍为𝑋 的覆盖. 一般来说, 对两个非负整数𝑚, 𝑛 (𝑛 ≥ 𝑚) 我们可以定义

𝒰𝑛𝑚 =

𝑛⋁︁
𝑗=𝑚

𝑇−𝑗𝒰 ,
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特别地对𝑛 ≥ 1

𝒰𝑛−10 = 𝒰 ∨ 𝑇−1𝒰 ∨ · · · ∨ 𝑇−(𝑛−1)𝒰 .

设𝒰 ,𝒱 为𝑋 的两个覆盖,如果对每个𝑉 ∈ 𝒱,我们能找到某个𝑈 ∈ 𝒰 使得𝑉 ⊂ 𝑈 ,则称𝒱
为𝒰 的加细, 记为𝒱 ⪰ 𝒰 或𝒰 ⪯ 𝒱. 特别地, 如果𝒱 的每个元素均为𝒰 中的元素, 则称𝒱为𝒰
的子覆盖, 显然此时𝒱 ⪰ 𝒰 .

定义 7.4.1 如果𝒰 为非空集合𝑋 的覆盖,我们用𝑁(𝒰)表示𝒰 的所有子覆盖中具有最少元
素个数的子覆盖的元素个数. 当𝒰 没有有限子覆盖时, 我们约定𝑁(𝒰) = +∞.

易见当𝑋为紧度量空间以及𝒰为𝑋的开覆盖时, 𝑁(𝒰)为有限数. 为方便起见, 对覆盖𝒰
我们记

𝐻(𝒰) = log𝑁(𝒰).

性质 7.4.2 设𝑋为一非空集合, 𝒰 , 𝒱 为𝑋的两个覆盖. 则

1. 𝐻(𝒰) ≥ 0.

2. 如果𝒱 ⪰ 𝒰 , 则𝐻(𝒱) ≥ 𝐻(𝒰).

3. 𝐻(𝒰 ∨ 𝒱) ≤ 𝐻(𝒰) +𝐻(𝒱).

4. 对任意映射𝑇 : 𝑋 → 𝑋,我们有𝐻(𝒰) ≥ 𝐻(𝑇−1𝒰);进而当𝑇为满射时, 𝐻(𝒰) = 𝐻(𝑇−1𝒰).

证明. 由定义(1)、(2)和(4)是明显成立的. 对于(3),当𝐻(𝒰) = +∞或𝐻(𝒱) = +∞时,它是明

显成立地. 现假设{𝑈1, · · · , 𝑈𝑁(𝒰)} 和{𝑉1, · · · , 𝑉𝑁(𝒱)} 分别为𝒰 和𝒱具有最少元素个数的子
覆盖. 则

{𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝑗 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁(𝒰), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁(𝒱)}

为𝒰 ∩ 𝒱 的子覆盖, 从而

𝑁(𝒰 ∨ 𝒱) ≤ 𝑁(𝒰)𝑁(𝒱).

�

命题 7.4.3 设𝑋 为一非空集合, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为映射, 𝒰 为𝑋 的覆盖. 则非负序列𝑎𝑛 =

𝐻(𝒰𝑛−10 ) 具有次可加性, 即𝑎𝑚+𝑛 ≤ 𝑎𝑚 + 𝑎𝑛, ∀𝑚,𝑛 ≥ 1. 进而极限

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻(𝒰𝑛−10 ) = inf

𝑛≥1

1

𝑛
𝐻(𝒰𝑛−10 ),

我们将该极限称为𝒰 相对于𝑇 的组合熵, 记为ℎ𝑐(𝑇,𝒰).

当(𝑋,𝑇 ) 为动力系统以及𝒰 为𝑋 的开覆盖时, 以上方式定义的ℎ𝑐(𝑇,𝒰) 称为𝒰 相对
于𝑇 的拓扑熵, 记为ℎtop(𝑇,𝒰).



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第269页

第七章 测度熵与拓扑熵 S7.4 拓扑熵

证明. 对𝑚,𝑛 ≥ 1, 由性质7.4.2的(3)和(4)我们有

𝑎𝑚+𝑛 = 𝐻(

𝑚+𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰)

≤ 𝐻(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰) +𝐻(𝑇−𝑛(

𝑚−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝒰))

≤ 𝑎𝑛 + 𝑎𝑚

这说明{𝑎𝑛} 为次可加非负序列. 这就完成了引理的证明. �

从命题7.4.2和7.4.3, 我们不难得到

性质 7.4.4 设𝑋 为一非空集合和𝑇 : 𝑋 → 𝑋为映射. 则对𝑋 的任意两个覆盖𝒰 ,𝒱, 我们有

1. 𝐻(𝒰) ≥ ℎ𝑐(𝑇,𝒰) ≥ 0.

2. 如果𝒱 ⪰ 𝒰 , 则ℎ𝑐(𝑇,𝒱) ≥ ℎ𝑐(𝑇,𝒰).

3. ℎ𝑐(𝑇,𝒰 ∨ 𝒱) ≤ ℎ𝑐(𝑇,𝒰) + ℎ𝑐(𝑇,𝒱).

4. ℎ𝑐(𝑇,𝒰) ≥ ℎ𝑐(𝑇, 𝑇−1𝒰); 进而当𝑇为满射时, ℎ𝑐(𝑇,𝒰) = ℎ𝑐(𝑇, 𝑇
−1𝒰).

定义 7.4.5 对动力系统(𝑋,𝑇 ), 我们用𝒞𝑜𝑋 表示空间𝑋 的全体开覆盖. 令

ℎtop(𝑇 ) = sup
𝒰∈𝒞𝑜𝑋

ℎtop(𝑇,𝒰),

我们把ℎtop(𝑇 )称为系统(𝑋,𝑇 )的拓扑熵. 在必要时,为强调空间𝑋 我们也可将其记为ℎtop(𝑇,𝑋).

需要提及的是在这里可能出现ℎtop(𝑇 )为+∞的情形.

命题 7.4.6 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统.

1. 如果(𝑌, 𝑇 ) 为(𝑋,𝑇 ) 的子系统, 则ℎtop(𝑇,𝑋) ≥ ℎtop(𝑇, 𝑌 ).

2. 如果𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆) 为因子映射, 则ℎtop(𝑇 ) ≥ ℎtop(𝑆).

3. 如果(𝑋,𝑇 ) 为可逆系统, 则ℎtop(𝑇 ) = ℎtop(𝑇−1).

证明. 由定义7.4.5和性质7.4.2, (1)是明显成立地. (2)来自于以下事实: 对任意𝒰 ∈ 𝒞𝑜𝑌 ,

ℎtop(𝑇, 𝜋−1(𝒰)) = ℎtop(𝑆,𝒰). 最后, (2)蕴含着(3). �

注记 7.4.7 由命题7.4.6的性质(2),如果𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆)为拓扑共轭,则ℎtop(𝑇 ) = ℎtop(𝑆).

这说明熵是系统的拓扑共轭不变量.
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一般来说, 跟测度熵一样, 系统的拓扑熵是相当不容易计算的, 但对于一些特殊系统

我们仍然有章可寻. 我们会在后面介绍一些基本的方法和例子.

例 7.4.8 设𝑇 = Id : 𝑋 → 𝑋 为恒同映射, 则对𝑋 任意的开覆盖𝒰 = {𝑈1, . . . , 𝑈𝑡} 我们
有𝑇−𝑖𝒰 = 𝒰 对所有𝑖 ∈ Z+ 成立. 因此存在𝑘 使得𝒰𝑛−10 = 𝒰𝑘−10 , 𝑛 ≥ 𝑘. 这说明

𝐻(𝒰𝑛−10 ) = 𝐻(𝒰𝑘−10 ), 𝑛 ≥ 𝑘.

因此

ℎtop(𝑇,𝒰) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻(𝒰𝑛−10 ) = lim

𝑛→∞

1

𝑛
𝐻(𝒰𝑘−10 ) = 0.

进而由𝒰 的任意性, 我们得到ℎtop(𝑇 ) = 0.

S7.4.2 Bowen 的定义

以下我们介绍Bowen 关于拓扑熵的定义, 对相当多的系统而言Bowen 的定义使我们

更容易计算其拓扑熵. 注意Bowen熵可以对于非紧致空间类似定义,我们先对紧致空间给

出定义, 然后对于非紧空间上熵的定义给出简单的描述.

当(𝑋,𝑇 )为动力系统, 𝑑为𝑋 上与拓扑相容的度量以及𝑛 ∈ N时,对𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 我们定义

𝑑𝑛(𝑥, 𝑥′) = max
0≤𝑘≤𝑛−1

𝑑(𝑇 𝑘𝑥, 𝑇 𝑘𝑥′).

容易证明𝑑𝑛 也为𝑋 上与拓扑相容的度量. 注意在𝑑𝑛 下以𝑥 为中心, 𝑟 为半径的球为

𝑛−1⋂︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐵(𝑇 𝑖𝑥, 𝑟).

定义 7.4.9 设(𝑋,𝑇 )为具有度量𝑑的动力系统.

1. 对𝑛 ≥ 1和𝜖 > 0,我们称有限集𝐴 ⊂ 𝑋为一个(𝑛, 𝜖)分离集((𝑛, 𝜀)-separated set),如果对𝐴

中任意两个不同的点𝑥, 𝑦 均有𝑑𝑛(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜖成立; 我们用sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 )表示(𝑋,𝑇 )具有最多元

素个数的(𝑛, 𝜖)分离集的元素个数;

2. 对𝑛 ≥ 1和𝜖 > 0, 我们称有限集𝐴 ⊂ 𝑋为一个(𝑛, 𝜖)张成集((𝑛, 𝜀)-spanning set), 如果对𝑋

的任意点𝑥 存在𝑦 ∈ 𝐴 使得𝑑𝑛(𝑥, 𝑦) < 𝜖; 我们用sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 )表示(𝑋,𝑇 )具有最少元素个数

的(𝑛, 𝜖)张成集的元素个数.

由于空间𝑋是紧的, sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 )和sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) 均为有限数. 现在我们定义

sr(𝜖, 𝑇 ) = lim sup
𝑛→+∞

1

𝑛
log sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ),

sp(𝜖, 𝑇 ) = lim sup
𝑛→+∞

1

𝑛
log sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ).

易见当𝜖→ 0+时, sr(𝜖, 𝑇 )和sp(𝜖, 𝑇 ) 关于𝜖单调上升. 因此极限

sr(𝑑, 𝑇 ) = lim
𝜖→0+

sr(𝜖, 𝑇 ) 和 sp(𝑑, 𝑇 ) = lim
𝜖→0+

sp(𝜖, 𝑇 )存在.
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引理 7.4.10 对每个𝑛 ∈ N.

1. sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ sp(𝑛, 𝜖2 , 𝑇 );

2. sp(𝜖, 𝑇 ) ≤ sr(𝜖, 𝑇 ) ≤ sp( 𝜖2 , 𝑇 );

3. sp(𝑑, 𝑇 ) = sr(𝑑, 𝑇 ).

证明. 由于(1) ⇒ (2) ⇒ (3)是明显成立的, 我们只需证明(1). 显然𝑋的一个具有最多元

素个数的(𝑛, 𝜖)分离集也为(𝑛, 𝜖) 张成集, 所以sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ).相反地, 如果𝐴为具有

最少元素个数的(𝑛, 𝜖2) 张成集以及𝐸为任意(𝑛, 𝜖)分离集, 则对每个𝑥 ∈ 𝐸存在点𝜑(𝑥) ∈ 𝐴使
得𝑑𝑛(𝑥, 𝜑(𝑥)) < 𝜖

2 . 因𝐸为任意(𝑛, 𝜖)分离集, 𝜑为一一对应.这说明|𝐴| ≥ |𝐸|, 进而sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤
sp(𝑛, 𝜖2 , 𝑇 ). �

以下命题说明通过分离集和张成集可给出拓扑熵的等价定义.

命题 7.4.11 设(𝑋,𝑇 ) 为动力系统. 则

ℎtop(𝑇 ) = sp(𝑑, 𝑇 ) = sr(𝑑, 𝑇 ).

特别地, sp(𝑑, 𝑇 ) = sr(𝑑, 𝑇 ) 不依赖于相容度量𝑑 的选取.

证明. 首先我们固定一个𝜖 > 0和𝑛 ∈ N.设𝒰 为具有Lebesque数2𝜖的开覆盖以及𝐸 为具有

最少元素个数的(𝑛, 𝜖) 张成集; 即|𝐸| = sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ). 从sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 )的定义知

⋃︁
𝑥∈𝐸

𝑛−1⋂︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝐵𝜖(𝑇
𝑖𝑥) = 𝑋.

现在对每个𝑥 ∈ 𝐸和1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝐵𝜖(𝑇
𝑖𝑥) 包含在覆盖𝒰的某个元素中, 由此可见

𝑁(
𝑛⋁︁
𝑖=1

𝑇−𝑖𝒰) ≤ sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ).

取𝒱为𝑋的满足diam(𝒱) < 𝜖的开覆盖.设𝐴为具有最多元素个数的(𝑛, 𝜖)分离集,即|𝐴| =
sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ).注意到

⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝒱每个元素中至多含有𝐴中一个点, 由此可见

sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ 𝑁(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒱).

由以上分析

𝑁(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰) ≤ sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ 𝑁(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒱),
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因此

1

𝑛
𝑁(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰) ≤ 1

𝑛
sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ 1

𝑛
sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ) ≤ 1

𝑛
𝑁(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒱). (7.4.1)

令𝑛→∞，得到

ℎtop(𝑇,𝒰) ≤ sp(𝜖, 𝑇 ) ≤ sr(𝜖, 𝑇 ) ≤ ℎtop(𝑇,𝒱).

然后让𝜖↘ 0, 同时要求diam(𝒰)↘ 0 (这样𝒱 也满足diam(𝒱)↘ 0), 利用引理7.5.1 可得

ℎtop(𝑇 ) = sp(𝑑, 𝑇 ) = sr(𝑑, 𝑇 ).

证毕！ �

从公式(7.4.1)我们同时获得了如下的推论:

推论 7.4.12 设

sr(𝜖, 𝑇 ) = lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
log sr(𝑛, 𝜖, 𝑇 ),

sp(𝜖, 𝑇 ) = lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
log sp(𝑛, 𝜖, 𝑇 ).

则：极限sr(𝑑, 𝑇 ) = lim
𝜖→0+

sr(𝜖, 𝑇 ) 和sp(𝑑, 𝑇 ) = lim
𝜖→0+

sp(𝜖, 𝑇 ) 存在, 且

ℎtop(𝑇 ) = sp(𝑑, 𝑇 ) = sr(𝑑, 𝑇 ).

例 7.4.13 设𝑇 在(𝑋, 𝑑) 上等距, 那么𝑑𝑛 = 𝑑,∀𝑛 ∈ N, 由此ℎ(𝑇 ) = 0. 所以等度连续系统的

熵为零.

下面我们讨论下非紧空间上的熵的定义. 下面设(𝑋, 𝑑) 是一个度量空间, 用𝑈𝐶(𝑋, 𝑑)

表示(𝑋, 𝑑) 上全体一致连续自映射的全体. 下面我们取定𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑). 首先需要定义子

集上的分离集与张成集.

定义 7.4.14 设𝐾 为𝑋 的紧致子集.

1. 对𝑛 ≥ 1 和𝜖 > 0, 我们称子集𝐴 ⊂ 𝐾 为一个𝐾 上的(𝑛, 𝜖) 分离集((𝑛, 𝜀)-separated set),

如果对𝐴中任意两个不同的点𝑥, 𝑦 均有𝑑𝑛(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜖成立;我们用sr(𝑛, 𝜖,𝐾, 𝑇 )表示𝐾 上

具有最多元素个数的(𝑛, 𝜖)分离集的元素个数;

2. 对𝑛 ≥ 1 和𝜖 > 0, 我们称子集𝐴 ⊂ 𝑋 为一个𝐾 的(𝑛, 𝜖)张成集((𝑛, 𝜀)-spanning set), 如果

对𝐾 的任意点𝑥 存在𝑦 ∈ 𝐴 使得𝑑𝑛(𝑥, 𝑦) < 𝜖; 我们用sp(𝑛, 𝜖,𝐾, 𝑇 ) 表示(𝑋,𝑇 ) 具有最少

元素个数的(𝑛, 𝜖) 张成集的元素个数.
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设

sr(𝜀,𝐾, 𝑇 ) = lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
log sr(𝑛, 𝜀,𝐾, 𝑇 ),

sp(𝜀,𝐾, 𝑇 ) = lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
log sp(𝑛, 𝜀,𝐾, 𝑇 ).

如需要强调度量𝑑, 就记上式为sr(𝜀,𝐾, 𝑇, 𝑑) 和sp(𝜀,𝐾, 𝑇, 𝑑). 接着我们可以定义拓扑熵为

ℎtop(𝑇 ) = sup
𝐾

lim
𝜀→0

sp(𝜀,𝐾, 𝑇 ),

其中𝐾取遍𝑋的所有紧致子集. 容易验证下面性质：sp(𝑛, 𝜖,𝐾, 𝑇 ) ≤ sr(𝑛, 𝜖,𝐾, 𝑇 ) ≤ sp(𝑛, 𝜖2 ,𝐾, 𝑇 ),

从而我们有

ℎtop(𝑇 ) = sup
𝐾

lim
𝜀→0

sr(𝜀,𝐾, 𝑇 ).

即用生成集和分离集定义熵的方式是等价的. 注意对于非紧的情况,上面的定义会依赖于

度量𝑑 的选取. 如果𝑋 上度量𝑑 和𝑑′ 为一致等价的(即Id : (𝑋, 𝑑)→ (𝑋, 𝑑′) 为一致同胚), 那

么𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑) 当且仅当𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑′).

命题 7.4.15 设𝑋 上度量𝑑 和𝑑′ 为一致等价的, 那么按照𝑑 和𝑑′ 定义的Bowen 熵是相等的.

注记 7.4.16 如果𝑋 上度量𝑑 和𝑑′ 只是等价而非一致等价的, 那么熵算出来可能不一样.

例如设𝑋 = (0,∞), 𝑇 : 𝑋 → 𝑋,𝑇 (𝑥) = 2𝑥. 如果𝑑 为欧式度量, 那么𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑), 并且容

易估计ℎ𝑑(𝑇 ) ≥ log 2. 设𝑑′ 定义如下：在区间[1, 2] 是欧式度量并且𝑇 为𝑑′ 等距的(具体如

下构造：𝑋 =
⋃︀
𝑛∈Z(2𝑛−1, 2𝑛] 为剖分, 因为𝑇 ((2𝑛−1, 2𝑛]) = (2𝑛, 2𝑛+1], 将[1, 2] 上度量诱导到

每个区间(2𝑛−1, 2𝑛] 上). 此时ℎ𝑑′(𝑇 ) = 0, 但是𝑑, 𝑑′ 等价.

习 题

1. 证明命题7.4.15.

2. 设(𝑋, 𝑑) 为度量空间, 𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑), 𝐾,𝐾1, . . . ,𝐾𝑚 为紧致子集满足𝐾 ⊂ 𝐾1 ∪ . . . ∪𝐾𝑚. 那么

ℎtop(𝑇 ;𝐾) ≤ max
1≤𝑖≤𝑚

ℎtop(𝑇 ;𝐾𝑖).

于是对于任何𝛿 > 0, ℎtop(𝑇 ) = sup𝐾 ℎtop(𝑇 ;𝐾), 其中𝐾 取遍直径小于𝛿 的全体紧致子集.

3. 存在非紧度量空间(𝑋1, 𝑑1), (𝑋2, 𝑑2), 𝑇1 ∈ 𝑈𝐶(𝑋1, 𝑑1), 𝑇2 ∈ 𝑈𝐶(𝑋2, 𝑑2) 使得

ℎtop(𝑇1 × 𝑇2) < ℎtop(𝑇1) + ℎtop(𝑇2).

4. 存在非紧度量空间(𝑋, 𝑑), 𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑) 使得

ℎtop(𝑇 ) ̸= ℎtop(𝑇−1).
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S7.5 拓扑熵的计算

在本节我们计算一些常见系统的拓扑熵, 首先介绍几个常用的定理.

S7.5.1 一些有用的性质

下面的引理提供给我们一个相对来说更易于操作的计算熵的方法.

引理 7.5.1 设(𝑋,𝑇 ) 为具有度量𝑑 的动力系统. 如果{𝒰𝑖}∞𝑖=1 为𝑋 满足

diam(𝒰𝑛) = sup{diam(𝑈) : 𝑈 ∈ 𝒰𝑛} → 0

的开覆盖序列,则

lim
𝑛→∞

ℎtop(𝑇,𝒰𝑛) = ℎtop(𝑇 ).

证明. 设𝒱为𝑋的任一开覆盖, 𝛿 为𝒱 的Lebesgue数. 则对满足diam(𝒰𝑛) < 𝛿 的𝑛而言,我们

有𝒰𝑛 ⪰ 𝒱, 进而

lim inf
𝑛→+∞

ℎtop(𝑇,𝒰𝑛) ≥ ℎtop(𝑇,𝒱).

再由𝒱的任意性, 我们得到

lim inf
𝑛→+∞

ℎtop(𝑇,𝒰𝑛) ≥ ℎtop(𝑇 ).

同时, 由于

lim sup
𝑛→+∞

ℎtop(𝑇,𝒰𝑛) ≤ ℎtop(𝑇 )

是明显成立地, 结论成立. �

引理 7.5.2 设(𝑋,𝑇 )为动力系统, 对𝑋的每个开覆盖𝒰和𝑛 ∈ N, 我们有

ℎtop(𝑇,𝒰𝑛0 ) = ℎtop(𝑇,𝒰).

证明. 注意到

ℎtop(𝑇,𝒰) ≤ ℎtop(𝑇,𝒰𝑛0 ) = lim
𝑘→+∞

1

𝑘
𝐻((𝒰𝑛0 )𝑘−10 ) = lim

𝑘→+∞

1

𝑘
𝐻(𝒰𝑛+𝑘−10 )

= lim
𝑘→+∞

𝑛+ 𝑘

𝑘

1

𝑛+ 𝑘
𝐻(𝒰𝑛+𝑘−10 ) = ℎtop(𝑇,𝒰),

引理得证. �

注记 7.5.3 当(𝑋,𝑇 )为可逆动力系统时, 对𝑋的每个开覆盖𝒰和𝑛 ∈ N我们有

ℎtop(𝑇,𝒰𝑛−𝑛) = ℎtop(𝑇,𝒰).

命题 7.5.4 (Abramov定理) 设(𝑋,𝑇 )为动力系统且𝑚 ∈ N, 则

ℎtop(𝑇𝑚) = 𝑚 ℎtop(𝑇 ).
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证明. 首先对每个𝒰 ∈ 𝒞𝑜𝑋 , 我们不难得到

ℎtop(𝑇𝑚,𝒰𝑚−10 ) = lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻(

𝑘−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝑚𝒰𝑚−10 ) = lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻(𝒰𝑘𝑚−10 ) = 𝑚ℎtop(𝑇,𝒰).

因此

ℎtop(𝑇𝑚) = sup
𝒰∈𝒞𝑜𝑋

ℎtop(𝑇𝑚,𝒰𝑚−10 ) = 𝑚 sup
𝒰∈𝒞𝑜𝑋

ℎtop(𝑇,𝒰) = 𝑚 ℎtop(𝑇 ).

上面第一个和最后一个等号的成立由定义所保证. �

注记 7.5.5 当(𝑋,𝑇 )为可逆动力系统且𝑚 ∈ Z时, 我们有ℎtop(𝑇𝑚) = |𝑚|ℎtop(𝑇 ).

定理 7.5.6 设(𝑋,𝑇 ), (𝑌, 𝑆) 为拓扑动力系统, 那么

ℎtop(𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆) = ℎtop(𝑋,𝑇 ) + ℎtop(𝑌, 𝑆).

证明. 设𝑋,𝑌 的度量为𝑑𝑋 , 𝑑𝑌 , 对于乘积空间𝑋 × 𝑌 , 我们取度量

𝑑((𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′)) = max{𝑑𝑋(𝑥, 𝑥′), 𝑑𝑌 (𝑦, 𝑦′)}.

在此度量下,如果𝐸,𝐹 为𝑋,𝑌 的(𝑛, 𝜀)张成集,那么𝐸×𝐹 为𝑋 ×𝑌 的张成集. 由此我们有

sp(𝑛, 𝜀,𝑋 × 𝑌 ) ≤ sp(𝑛, 𝜀,𝑋) · sp(𝑛, 𝜀, 𝑌 ),

从而

ℎtop(𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆) ≤ ℎtop(𝑋,𝑇 ) + ℎtop(𝑌, 𝑆).

另一方面, 如果𝐸,𝐹 为𝑋,𝑌 的(𝑛, 𝜀) 分离集, 那么𝐸 × 𝐹 为𝑋 × 𝑌 的分离集. 于是

sr(𝑛, 𝜀,𝑋 × 𝑌 ) ≥ sr(𝑛, 𝜀,𝑋) · sr(𝑛, 𝜀, 𝑌 ).

由此

sr(𝜀,𝑋 × 𝑌 ) ≥ lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
(log sr(𝑛, 𝜀,𝑋) + log sr(𝑛, 𝜀, 𝑌 ))

≥ lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
log sr(𝑛, 𝜀,𝑋) + lim inf

𝑛→∞

1

𝑛
log sr(𝑛, 𝜀, 𝑌 )

= sr(𝜀,𝑋) + sr(𝜀, 𝑌 ).

所以我们得到

ℎtop(𝑋 × 𝑌, 𝑇 × 𝑆) ≥ ℎtop(𝑋,𝑇 ) + ℎtop(𝑌, 𝑆).

由此我们完成了整个证明. �

定理 7.5.7 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为可扩同胚, 那么
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1. 如果𝛼 为生成子, 则ℎtop(𝑇 ) = ℎtop(𝑇, 𝛼).

2. 如果𝛿 为𝑇 可扩常数, 那么

ℎtop(𝑇 ) = sp(𝛿0, 𝑇 ) = sr(𝛿0, 𝑇 ),

其中𝛿0 < 𝛿/4.

证明. 1. 设𝛽 为开覆盖, 设𝛿 为𝛽 的Lebesgue 数. 根据定理5.7.12, 存在𝑁 ∈ N 使
得diam

⋁︀𝑁
𝑛=−𝑁 𝑇

−𝑛𝛼 < 𝛿. 于是𝛽 ≺
⋁︀𝑁
𝑛=−𝑁 𝑇

−𝑛𝛼. 于是

ℎtop(𝑇, 𝛽) ≤ ℎtop(𝑇,
𝑁⋁︁

𝑛=−𝑁
𝑇−𝑛𝛼)

= lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻
(︁ 𝑘−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖
(︀ 𝑁⋁︁
𝑛=−𝑁

𝑇−𝑛𝛼
)︀)︁

= lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻
(︁𝑁+𝑘−1⋁︁
𝑛=−𝑁

𝑇−𝑛𝛼
)︁

= lim
𝑘→∞

1

𝑘
𝐻
(︁ 2𝑁+𝑘−1⋁︁

𝑛=0

𝑇−𝑛𝛼
)︁

= lim
𝑘→∞

2𝑁 + 𝑘 − 1

𝑘

1

2𝑁 + 𝑘 − 1
𝐻
(︁ 2𝑁+𝑘−1⋁︁

𝑛=0

𝑇−𝑛𝛼
)︁

= ℎtop(𝑇, 𝛼).

于是对于任何开覆盖𝛽, 我们得到ℎtop(𝑇, 𝛽) ≤ ℎtop(𝑇, 𝛼), 尤其

ℎtop(𝑇 ) = ℎtop(𝑇, 𝛼).

2. 设𝛿0 < 𝛿/4. 取𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 使得𝑋 =
⋃︀𝑘
𝑖=1𝐵(𝑥𝑖,

𝛿
2 −2𝛿0). 易见2𝛿0 为覆盖𝛼 = {𝐵(𝑥𝑖,

𝛿
2) :

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘} 的Lebesgue 数. 于是根据(7.4.1)

ℎtop(𝑇, 𝛼) ≤ sp(𝛿0, 𝑇 ) ≤ sr(𝛿0, 𝑇 ) ≤ ℎtop(𝑇 ).

于是根据(1) 我们得到所求. �

由上命题我们直接得到如下推论.

推论 7.5.8 可扩同胚具有有限的拓扑熵.

定理 7.5.9 设𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为紧致度量空间上的可扩同胚, 𝛿为可扩常数. 设𝜉为满足diam 𝜉 <

𝛿 的有限可测剖分. 那么

𝜉𝑇 =

∞⋁︁
𝑛=−∞

𝑇−𝑛𝜉 = 𝒳 (𝑋).

尤其对于任何𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 我们有

ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝜉).
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证明. 根据定理5.7.6, 对于任何𝑛 ∈ N, 存在𝑁𝑛 使得

diam(

𝑁𝑛⋁︁
𝑖=−𝑁𝑛

𝑇−𝑖𝜉) <
1

𝑛
.

设𝐸𝑛 为
⋁︀𝑁𝑛
𝑖=−𝑁𝑛

𝑇−𝑖𝜉 中与𝐵(𝑥, 𝜀− 1
𝑛)相交非空元素的并(如果𝜀− 1

𝑛 ≤ 0, 那么约定𝐸𝑛 = ∅).
则𝐵(𝑥, 𝜀− 1

𝑛) ⊂ 𝐸𝑛 ⊂ 𝐵(𝑥, 𝜀). 于是

𝐵(𝑥, 𝜀) =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐸𝑛 ∈
∞⋁︁

𝑖=−∞
𝑇−𝑖𝜉.

由此任何开集都包含在
⋁︀∞
𝑖=−∞ 𝑇

−𝑖𝜉 中, 于是
⋁︀∞
𝑛=−∞ 𝑇

−𝑛𝜉 = 𝒳 (𝑋). �

计算熵时我们经常会证明下面命题, 根据这个结论我们计算熵仅需要限制在非游荡

点集上计算即可. 定理的证明后面会给出.

定理 7.5.10 设(𝑋,𝑇 )为动力系统且Ω(𝑇 )为其非游荡点集. 那么

ℎtop(𝑇,𝑋) = ℎtop(𝑇 |Ω(𝑇 ),Ω(𝑇 )).

S7.5.2 一些例子

例 7.5.11 设Σ𝑘 = {0, 1, . . . , 𝑘− 1}Z, 𝜎 为转移映射. 设𝑌 ⊂ Σ𝑘 为闭不变子集, 设𝜃𝑛(𝑌 ) 为𝑌

中长为𝑛 的词的个数, 即

𝜃𝑛(𝑌 ) = Card {(𝑖0𝑖1 . . . 𝑖𝑛−1) : ∃𝑤 ∈ 𝑌 𝑠.𝑡. 𝑤0 = 𝑖0, 𝑤1 = 𝑖1, . . . , 𝑤𝑛−1𝑖𝑛−1}.

则

ℎtop(𝜎|𝑌 ) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
log 𝜃𝑛.

特别地当𝑌 = Σ𝑘 时, 我们有

ℎtop(𝜎) = log 𝑘.

证明. 我们定义它的基本柱形集[𝑗] = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥0 = 𝑗}, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1 和𝑌 的基本剖

分𝒰 = {[𝑗] ∩ 𝑌 : 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1}. 易见𝜃𝑛 = 𝑁(𝒰𝑛−10 ) = Card(𝒰𝑛−10 ).

明显地序列{𝒰𝑛−10 }∞𝑛=1满足引理7.5.1 的条件, 因此利用引理7.5.1 我们有

ℎtop(𝜎,𝑋) = lim
𝑛→+∞

ℎtop(𝜎,𝒰𝑛−10 ) = ℎtop(𝜎,𝒰)

= lim
𝑛→+∞

1

𝑛
log𝑁(𝒰𝑛−10 ) = lim

𝑛→+∞

1

𝑛
log 𝜃𝑛.

当𝑌 = Σ𝑘 时, 𝜃𝑛 = 𝑘𝑛. 因此我们得到

ℎtop(𝜎,Ω) = lim
𝑛→+∞

1

𝑛
log 𝑘𝑛 = log 𝑘.

�

注意我们也可用定理7.5.7 处理上面例子.



第278页 遍 历 理 论 及 其 应 用 叶 向 东 黄 文 邵 松

第七章 测度熵与拓扑熵 S7.5 拓扑熵的计算

例 7.5.12 设𝐴为不可约𝑘×𝑘的{0, 1}矩阵, 𝜆为𝐴最大正特征值, 𝑇𝐴 : 𝑋𝐴 → 𝑋𝐴为Markov

转移, 那么

ℎtop(𝑇𝐴) = log 𝜆.

证明. 注意{(𝑥𝑛)∞𝑛=−∞ ∈ 𝑋𝐴 : 𝑥0 = 𝑖0, . . . , 𝑥𝑛−1 = 𝑖𝑛−1} ≠ ∅ 当且仅当𝑎𝑖0𝑖1𝑎𝑖1𝑖2 . . . 𝑎𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1 =

1. 沿用例子7.5.11 符号,

𝜃𝑛(𝑋𝐴) =

𝑘−1∑︁
𝑖0,...,𝑖𝑛−1=0

𝑎𝑖0𝑖1𝑎𝑖2𝑖3 . . . 𝑎𝑖𝑛−2𝑖𝑛−1 =

𝑘−1∑︁
𝑖0,...,𝑖𝑛−1=0

(𝐴𝑛−1)𝑖0𝑖𝑛−1 ,

其中(𝐴𝑛−1)𝑖𝑗 表示𝐴𝑛−1 位置(𝑖𝑗) 的值. 取𝑘 × 𝑘 矩阵的模为‖𝐵‖ =
∑︀𝑘−1

𝑖,𝑗=0 |𝑏𝑖𝑗 |, 那么我们有

𝜃𝑛(𝑋𝐴) = ‖𝐴𝑛−1‖.

根据谱半径公式,

ℎtop(𝑇𝐴) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
log 𝜃𝑛(𝑋𝐴) = lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛−1‖

1
𝑛 = log 𝜆.

�

例 7.5.13 设𝑇 : 𝐼 → 𝐼 为区间自同胚, 那么ℎtop(𝑇 ) = 0

证明. 因为Ω(𝑇 2) = 𝐹𝑖𝑥(𝑇 2), 所以

ℎtop(𝑇 ) =
1

2
ℎtop(𝑇 2) =

1

2
ℎtop(𝑇 2|𝐹𝑖𝑥(𝑇 2)) = 0.

�

例 7.5.14 设𝑇 : T→ T 为圆周自同胚, 则ℎtop(𝑇 ) = 0.

证明. 因为𝑇 为同胚, 它将周周上子区间因为子区间. 设T 的长度为1. 取𝜀 > 0 使

得𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜀 蕴含𝑑(𝑇−1𝑥, 𝑇−1𝑦) ≤ 1/4. 下面我们考虑张成集. 首先明显有sp(1, 𝜀,T) ≤
[1𝜀 ] + 1. 下面我们证明sp(𝑛, 𝜀,T) ≤ 𝑛([1𝜀 ] + 1).

设𝐹 为基数sp(𝑛− 1, 𝜀,T)的(𝑛− 1, 𝜀)的张成集. 考虑点集𝑇𝑛−1𝐹 以及它所决定的T的
所有子区间. 至多加上[1𝜀 ] + 1个点可以使得𝑇𝑛−1𝐹 加上这些点得到的子区间长度都小于𝜀.

把新的点集记为𝐸. 再设

𝐹 ′ = 𝐹 ∪ 𝑇−(𝑛−1)𝐸.

我们证明𝐹 ′ 为T 的(𝑛, 𝜀) 张成集. 设𝑥 ∈ T, 则存在𝑦 ∈ 𝐹 使得

𝑑𝑛−1(𝑥, 𝑦) = max
0≤𝑖≤𝑛−2

𝑑(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇 𝑖𝑦) ≤ 𝜀

设𝐼 ′ 为端点为𝑇−(𝑛−2)𝑥, 𝑇−(𝑛−2)𝑦 长度小于等于𝜀 的子区间. 设𝐼 为端点

为𝑇−(𝑛−1)𝑥, 𝑇−(𝑛−1)𝑦 且在𝑇−1 下映射到𝐼 ′ 的子区间. 取点𝑧 ∈ 𝐹 ′ 使得𝑇𝑛−1𝑧 ∈ 𝐼
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且𝑑(𝑇𝑛−1𝑥, 𝑇𝑛−1𝑧) ≤ 𝜀. 则𝑇𝑛−2𝑧 ∈ 𝐼 ′ 且𝑑(𝑇𝑛−2𝑥, 𝑇𝑛−2𝑧) ≤ 𝜀. 注意𝐼 ′ 在𝑇−1 下像为端点

为𝑇𝑛−3𝑥, 𝑇𝑛−3𝑦 长小于1/4 的区间, 设之为𝐼 ′′. 根据𝑑𝑛−1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜀, 我们推出𝐼 ′′ 的长度实际

上小于等于𝜀. 因为𝑇𝑛−3𝑧 ∈ 𝐼 ′′, 我们得到𝑑(𝑇𝑛−3𝑥, 𝑇𝑛−3𝑧) ≤ 𝜀. 归纳地, 我们可以证明

𝑑(𝑇 𝑖𝑥, 𝑇 𝑖𝑧) ≤ 𝜀, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1.

亦即我们证明了𝐹 ′ 为一个(𝑛, 𝜀) 张成集, 尤其

sp(𝑛, 𝜀,T) ≤ sp(𝑛− 1, 𝜀,T) +

[︂
1

𝜀

]︂
+ 1,

从而

sp(𝑛, 𝜀,T) ≤ 𝑛(

[︂
1

𝜀

]︂
+ 1).

由此我们得到ℎtop(𝑇 ) = 0. �

例 7.5.15 对于任何给定的正数𝑎 > 0, 存在系统(𝑋,𝑇 ) 使得ℎtop(𝑇 ) = 𝑎.

证明. 设𝑎 = log 𝛽,则𝛽 ≥ 1. 因为全符号转移(Σ𝑘, 𝜎)的拓扑熵为log 𝑘,我们仅需要考虑𝛽 为

非整数的情况.

设1 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝛽
−𝑛 为1 的 1

𝛽 展开. 易见

𝑎1 = [𝛽], 𝑎𝑛 =

[︃
𝛽𝑛 −

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝛽
𝑛−𝑖

]︃
.

设𝑘 = [𝛽] + 1, 那么0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑘 − 1, ∀𝑛 ∈ N. 则𝑎 = (𝑎𝑛)∞𝑛=1 为Σ𝑘 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}N 的点.

设< 为Σ𝑘 的字典序, 𝜎 : Σ𝑘 → Σ𝑘 为单边转移映射. 注意𝜎𝑛𝑎 ≤ 𝑎,∀𝑛 ≥ 0.

设

𝑋𝛽 = {𝑥 = (𝑥𝑛)∞𝑛=1 : 𝑥 ∈ Σ𝑘, 𝜎
𝑛𝑥 ≤ 𝑎,∀𝑛 ≥ 0}.

那么𝑋𝛽 为Σ𝑘 闭不变子集(𝜎𝑋𝛽 = 𝑋𝛽). 下面我们运用例子7.5.11 证明ℎtop(𝜎|𝑋𝛽
) = log 𝛽.

设𝜃𝑛 为𝑋𝛽 中长为𝑛 词的个数. 注意一个词𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑛 出现在𝑋𝛽 中当且仅当对于任

何𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} 我们有(𝑏𝑘𝑏𝑘+1 . . . 𝑏𝑛) ≤ (𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−𝑘+1). 设𝜃0 = 1, 𝑎0 = 0. 我们断言

𝜃𝑛 = 1 + 𝑎0𝜃𝑛 + 𝑎1𝜃𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛𝜃0, ∀𝑛 ≥ 0.

设词𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑛 出现在𝑋𝛽 中, 那么有以下情况：

(1). 𝑏1 < 𝑎1, 且(𝑏2𝑏3 . . . 𝑏𝑛) 出现在𝑋𝛽 中, 此时一共有𝑎1𝜃𝑛−1 种可能.

(2). 𝑏1 = 𝑎1, 𝑏2 < 𝑎2 且(𝑏3𝑏4 . . . 𝑏𝑛) 出现在𝑋𝛽 中, 此时一共有𝑎2𝜃𝑛−1 种可能.

. . . . . .

(n). (𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑛−2) = (𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−2), 𝑏𝑛−1 ≤ 𝑎𝑛−1,且𝑏𝑛 出现在𝑋𝛽 中,此时一共有𝑎𝑛−1𝜃1

种可能.
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(n+1). (𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑛−1) = (𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1), 𝑏𝑛 ≤ 𝑎𝑛,且𝑏𝑛 出现在𝑋𝛽 中,此时一共有𝑎𝑛+ 1种

可能.

于是

𝛽−𝑛𝜃𝑛 = 𝛽−𝑛 + 𝛽−1𝑎1𝛽
−𝑛−1𝜃𝑛−1 + . . .+ 𝛽−𝑛𝑎𝑛𝜃0.

根据更新定理,

lim
𝑛→∞

𝛽−𝑛𝜃𝑛 = (

∞∑︁
𝑛=0

𝛽−𝑛)(

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑎𝑛𝛽
−𝑛) > 0.

于是

ℎtop(𝜎|𝑋𝛽
) = lim

𝑛→∞

1

𝑛
log 𝜃𝑛 = log 𝛽.

�

注记 7.5.16 在上面例子中, 如果我们需要同胚映射, 那么就令

𝑋 ′𝛽 = {𝑥 = (𝑥𝑛)∞𝑛=−∞ ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}Z : (𝑥𝑖𝑥𝑖+1 . . .) ∈ 𝑋𝛽, ∀𝑖 ∈ Z}.

那么𝜃𝑛(𝑋 ′𝑏) = 𝜃𝑛(𝑋𝛽), 从而熵仍为log 𝛽.

习 题

1. 设𝑋为非空集合, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋为满射, 𝒰 为𝑋的有限覆盖.证明：对𝑙 ∈ N有ℎ𝑐(𝑇,𝒰) ≥ 1
𝑙 ℎ𝑐(𝑇

𝑙,𝒰).

2. 设(𝑋,𝜎)为单边的𝑘符号全转移(Ω, 𝜎) 的子系统且ℎtop(𝜎,𝑋) = log 𝑘, 证明𝑋 = Ω.

3. 设(𝑋,𝑇 )为动力系统.假设𝑋 = 𝑋1 ∪𝑋2 ∪ · · · ∪𝑋𝑛, 其中𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 为𝑋的一些互不相交闭的

不变集, 证明：ℎtop(𝑇,𝑋) = max1≤𝑖≤𝑛 ℎtop(𝑇 |𝑋𝑖
, 𝑋𝑖).

S7.6 熵映射

S7.6.1 熵映射的定义

定义 7.6.1 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, ℬ(𝑋) 为Borel 𝜎代数, ℳ(𝑋,𝑇 ) 为全体不变概率测

度的集合. 映射

ℎ :ℳ(𝑋,𝑇 )→ [0,∞], 𝜇 ↦→ ℎ𝜇(𝑇 )

称为熵映射.

定理 7.6.2 熵映射为仿射, 即对于任何𝜇,𝑚 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 以及𝑝 ∈ [0, 1], 有

ℎ𝑝𝜇+(1−𝑝)𝑚(𝑇 ) = 𝑝ℎ𝜇(𝑇 ) + (1− 𝑝)ℎ𝑚(𝑇 ).
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证明. 因为𝜑(𝑥) = −𝑥 log 𝑥 为凸的, 对于任何𝐵 ∈ ℬ(𝑋), 我们有

0 ≤ 𝜑(𝑝𝜇(𝐵) + (1− 𝑝)𝑚(𝐵))− 𝑝𝜑(𝜇(𝐵))− (1− 𝑝)𝜑(𝑚(𝐵))

= (𝑝𝜇(𝐵) + (1− 𝑝)𝑚(𝐵)) log (𝑝𝜇(𝐵) + (1− 𝑝)𝑚(𝐵))− 𝑝𝜇(𝐵) log𝜇(𝐵)− (1− 𝑝)𝑚(𝐵) log𝑚(𝐵)

= 𝑝𝜇(𝐵) [log(𝑝𝜇(𝐵) + (1− 𝑝)𝑚(𝐵))− log(𝑝𝜇(𝐵))]

+ (1− 𝑝)𝑚(𝐵) [log(𝑝𝜇(𝐵) + (1− 𝑝)𝑚(𝐵))− log((1− 𝑝)𝑚(𝐵))]

+ 𝑝𝜇(𝐵)[log(𝑝𝜇(𝐵))− log(𝜇(𝐵))] + (1− 𝑝)𝑚(𝐵)[log((1− 𝑝)𝑚(𝐵))− log(𝑚(𝐵))]

≤ 0 + 0 + 𝑝𝜇(𝐵) log 𝑝+ (1− 𝑝)𝑚(𝐵) log(1− 𝑝).

于是对于任何有限可测剖分𝜉,

0 ≤ 𝐻𝑝𝜇+(1−𝑝)𝑚(𝜉)− 𝑝𝐻𝜇(𝜉)− (1− 𝑝)𝐻𝑚(𝜉)

≤ − (𝑝 log 𝑝+ (1− 𝑝) log(1− 𝑝))

≤ log 2.

设𝜂 为有限剖分, 在上面令𝜉 =
⋁︀𝑖−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝜂, 我们有

ℎ𝑝𝜇+(1−𝑝)𝑚(𝑇, 𝜂) = 𝑝ℎ𝜇(𝑇, 𝜂) + (1− 𝑝)ℎ𝑚(𝑇, 𝜂).

根据上式, 我们自然有

ℎ𝑝𝜇+(1−𝑝)𝑚(𝑇 ) ≤ 𝑝ℎ𝜇(𝑇 ) + (1− 𝑝)ℎ𝑚(𝑇 ).

还需要证明反向不等式. 设𝜀 > 0, 取有限剖分𝜂1, 𝜂2 使得

ℎ𝜇(𝑇, 𝜂1) >

{︃
ℎ𝜇(𝑇 )− 𝜀, 如果ℎ𝜇(𝑇 ) <∞;
1
𝜀 , 如果ℎ𝜇(𝑇 ) =∞.

ℎ𝑚(𝑇, 𝜂1) >

{︃
ℎ𝑚(𝑇 )− 𝜀, 如果ℎ𝑚(𝑇 ) <∞;
1
𝜀 , 如果ℎ𝑚(𝑇 ) =∞.

令𝜂 = 𝜂1
⋁︀
𝜂2, 则

ℎ𝑝𝜇+(1−𝑝)𝑚(𝑇, 𝜂) >

{︃
𝑝ℎ𝜇(𝑇 ) + (1− 𝑝)ℎ𝑚(𝑇 )− 𝜀, 如果ℎ𝜇(𝑇 ), ℎ𝑚(𝑇 ) <∞;
1
𝜀 , 如果ℎ𝜇(𝑇 ) =∞ 或ℎ𝑚(𝑇 ) =∞.

于是

ℎ𝑝𝜇+(1−𝑝)𝑚(𝑇 ) ≥ 𝑝ℎ𝜇(𝑇 ) + (1− 𝑝)ℎ𝑚(𝑇 ).

证毕！ �

下面例子说明ℎ : 𝑀(𝑋,𝑇 )→ [0,∞] 不必为连续的, 甚至不必为上半连续的.
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例 7.6.3 设𝑋 = Σ2 = {0, 1}Z. Fix(𝑋,𝜎𝑛) 为𝑋 的𝑛 周期点全体, 共2𝑛 个元素. 设𝜇𝑛 ∈
ℳ(𝑋,𝑇 ) 为原子测度, 它在Fix(𝑋,𝜎𝑛) 每个点取测度 1

2𝑛 . 明显地, 我们有ℎ𝜇𝑛(𝜎) = 0.

设𝜇 为𝑋 上(12 ,
1
2)乘积测度, 那么之前我们计算过, 它的熵为ℎ𝜇(𝜎) = log 2. 下证𝜇𝑛 →

𝜇, 𝑛 → ∞. 设𝐴 ⊂ 𝐶(𝑋) 为全体全体由有限个坐标确定的连续函数全体, 根据Stone-

Weierstrass 定理, 𝐴 在𝐶(𝑋) 中稠密. 对于任何𝑓 ∈ 𝐴, 存在𝑁 使得当𝑛 ≥ 𝑁 时
∫︀
𝑋 𝑓𝑑𝜇𝑛 =∫︀

𝑋 𝑓𝑑𝜇. 即𝜇𝑛 → 𝜇, 𝑛→∞.

综上, 我们有𝜇𝑛 → 𝜇, 𝑛→∞, 但是ℎ𝜇𝑛 ̸→ ℎ𝜇, 𝑛→∞.

例 7.6.4 设𝑌 = {0}∪{ 1𝑛 : 𝑛 ∈ N},拓扑取R的诱导拓扑,它为紧致集合.令𝑋 = 𝑌 Z, 𝑇 : 𝑋 →
𝑋 为转移映射. 对𝑛 ∈ N, 设𝜈𝑛 为𝑌 上使得𝜈𝑛({ 1𝑛}) = 𝜈({ 1

𝑛+1}) = 1
2 的测度,而𝜇𝑛 为相应的

乘积测度.因为(𝑋,𝜇𝑛, 𝑇 )测度同构于(Σ2, 𝜎)上(12 ,
1
2)乘积测度,所以ℎ𝜇𝑛(𝑇 ) = log 2,∀𝑛 ∈ N.

类似于上面例子, 容易验证𝜇𝑛 → 𝜇, 𝑛→∞, 其中𝜇 = 𝛿0 为点0 = (. . . 000 . . .) 上Dirac 测度.

ℎ𝜇(𝑇 ) = 0.

综上, 我们有𝜇𝑛 → 𝜇, 𝑛→∞, 但是ℎ𝜇𝑛 ̸→ ℎ𝜇, 𝑛→∞. 此时熵映射不是上半连续的.

S7.6.2 熵映射及上半连续性

定理 7.6.5 对于可扩同胚𝑇 : 𝑋 → 𝑋, 熵映射是上半连续的. 即对于任何𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ),

𝜀 > 0, 存在𝜇 的邻域𝑈 使得对于任何𝑚 ∈ 𝑈 , 我们有

ℎ𝑚(𝑇 ) < ℎ𝜇(𝑇 ) + 𝜀.

证明. 设𝛿 为𝑇 的可扩常数. 设𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ), 𝜀 > 0. 设𝛾 = {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘} 为满足diam𝛾 < 𝛿

的可测剖分. 由定理7.5.9, ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛾). 取𝑁 使得

1

𝑁
𝐻𝜇(

𝑁−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝛾) < ℎ𝜇(𝑇 ) +
𝜀

2
.

因为𝜇 为正则测度, 取紧致子集

𝐾(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑁−1) ⊂
𝑁−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶𝑖𝑗

使得𝜇
(︁⋂︀𝑁−1

𝑗=0 𝑇−𝑗𝐶𝑖𝑗 ∖𝐾(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑁−1)
)︁
< 𝜀1, 其中𝜀1 为后面再取的常数. 则

𝐶𝑖 ⊃ 𝐿𝑖 =

𝑁−1⋃︁
𝑗=0

{𝑇 𝑗𝐾(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1) : 𝑖𝑗 = 𝑖}.

根据定义, 𝐿1, . . . , 𝐿𝑘 为互不相交的紧致子集. 取剖分𝛾′ = {𝐶 ′1, . . . , 𝐶 ′𝑘} 使得diam𝛾′ < 𝛿

且𝐿𝑖 ⊂ int(𝐶 ′𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 根据定义,

𝐾(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑁−1) ⊂ int
(︁𝑁−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶 ′𝑖𝑗

)︁
.
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根据Urysohn 引理, 取连续函数𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1 ∈ 𝐶(𝑋) 使得0 ≤ 𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1 ≤ 1, 并且𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1

在𝐾(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1) 上取1, 在𝑋 ∖ int
(︁⋂︀𝑁−1

𝑗=0 𝑇−𝑗𝐶 ′𝑖𝑗

)︁
取0. 令

𝑈(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1) =

{︂
𝑚 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) :

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1𝑑𝑚−

∫︁
𝑋
𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀1

}︂
.

那么𝑈(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1) 为ℳ(𝑋,𝑇 ) 的开集, 并且对于𝑚 ∈ 𝑈(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1),

𝑚(

𝑁−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶 ′𝑖𝑗 ) ≥
∫︁
𝑋
𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1𝑑𝑚 >

∫︁
𝑋
𝑓𝑖0,...,𝑖𝑁−1𝑑𝜇− 𝜀1 ≥ 𝜇(𝐾(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1))− 𝜀1.

于是对于𝑚 ∈ 𝑈(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1),

𝜇
(︁𝑁−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶𝑖𝑗

)︁
−𝑚

(︁𝑁−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶 ′𝑖𝑗

)︁
< 2𝜀1.

令

𝑈 =

𝑘⋂︁
𝑖0,...,𝑖𝑁−1=1

𝑈(𝑖0, . . . , 𝑖𝑁−1).

那么对于任何𝑚 ∈ 𝑈 , 我们有3⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜇(︁𝑁−1⋂︁

𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶𝑖𝑗

)︁
−𝑚

(︁𝑁−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐶 ′𝑖𝑗

)︁⃒⃒⃒⃒⃒⃒ < 2𝜀1𝑘
𝑁 .

于是如果𝑚 ∈ 𝑈 , 取𝜀1 充分小使得根据𝑥 log 𝑥 连续性, 我们有

1

𝑁
𝐻𝑚

⎛⎝𝑁−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝛾′

⎞⎠ <
1

𝑁
𝐻𝜇

⎛⎝𝑁−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝛾

⎞⎠+
𝜀

2
.

由此我们有

ℎ𝑚(𝑇 ) = ℎ𝑚(𝑇, 𝛾′) ≤ 1

𝑁
𝐻𝑚

⎛⎝𝑁−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝛾′

⎞⎠ <
1

𝑁
𝐻𝜇

⎛⎝𝑁−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝛾

⎞⎠+
𝜀

2
< ℎ𝜇(𝑇 ) + 𝜀.

证毕！ �

注意紧致空间上上半连续实值函数能取到最大值,所以对于可扩同胚,存在𝑚 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )

使得ℎ𝑚(𝑇 ) = sup{ℎ𝜇(𝑇 ) : 𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )}.

定理 7.6.6 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, {𝜉𝑛}∞𝑛=1 为𝑋 可测剖分列, 且满足diam 𝜉𝑛 → 0, 𝑛→
∞. 那么对于任何𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 我们有

ℎ𝜇(𝑇 ) = lim
𝑛→∞

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛).

3这里我们用了下面简单的事实：如果
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖 =
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑏𝑖 = 1, 存在𝑐 > 0 使得𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 < 𝑐, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 那

么|𝑎𝑖 − 𝑏𝑖| = |
∑︀

𝑗 ̸=𝑖(𝑎𝑗 − 𝑏𝑗)| < 𝑚𝑐, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚.
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证明. 设𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 设𝜀 > 0. 取可测剖分𝜉 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘} 使得

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) >

{︃
ℎ𝜇(𝑇 )− 𝜀, 如果ℎ𝜇(𝑇 ) <∞;
1
𝜀 , 如果ℎ𝜇(𝑇 ) =∞.

取𝛿 > 0 使得对于任何𝑘 元剖分𝜉 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘}, 𝜂 = {𝐶1, . . . , 𝐶𝑘},
∑︀𝑘

𝑖=1 𝜇(𝐴𝑖𝒟𝐶𝑖) < 𝛿 蕴

含𝐻𝜇(𝜉|𝜂) + 𝐻𝜇(𝜂|𝜉) < 𝜀. 取紧致子集𝐾𝑖 ⊂ 𝐴𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 使得𝜇(𝐴𝑖 ∖ 𝐾𝑖) <
𝛿

𝑘+1 . 令𝛿′ =

inf𝑖 ̸=𝑗 𝑑(𝐾𝑖,𝐾𝑗). 取𝑛 ∈ N 使得diam𝜉𝑛 < 𝛿′/2.

对1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 令𝐸𝑛,𝑖 为与𝐾𝑖 相交非空的𝜉𝑛 元的并, 令𝐸𝑛,𝑘 = 𝑋 ∖
⋃︀𝑘−1
𝑖=1 𝐸𝑛,𝑖. 设𝜉′𝑛 =

{𝐸𝑛,1, . . . , 𝐸𝑛,𝑘}. 则𝜉′𝑛 4 𝜉𝑛. 因为diam𝜉𝑛 < 𝛿′/2, 所以每个𝜉𝑛 中元只与至多一个𝐾𝑖 相交非

空, 于是

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐸𝑛,𝑖𝒟𝐴𝑖) =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐸𝑛,𝑖 ∖𝐴𝑖) + 𝜇(𝐴𝑖 ∖ 𝐸𝑛,𝑖) ≤ 𝜇(𝑋 ∖
𝑘⋃︁
𝑖=1

𝐾𝑖) +

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖 ∖𝐾𝑖) < 𝛿.

根据𝛿 选取, 𝐻𝜇(𝜉𝑛|𝜉′𝑛) < 𝜀. 所以

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = ℎ𝜇(𝑇, 𝜉′𝑛) +𝐻𝜇(𝜉|𝜉′𝑛) < ℎ𝜇(𝑇, 𝜉′𝑛) + 𝜀 ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛) + 𝜀.

综上, 当𝑛 使得diam(𝜉𝑛) < 𝛿′/2 时, 我们有

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛) >

{︃
ℎ𝜇(𝑇 )− 2𝜀, 如果ℎ𝜇(𝑇 ) <∞;
1
𝜀 − 𝜀, 如果ℎ𝜇(𝑇 ) =∞.

所以ℎ𝜇(𝑇 ) = lim𝑛→∞ ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛). �

S7.6.3 上半连续与遍历分解

设𝜇 =

∫︁
Ω
𝜇𝜔𝑑𝑚(𝜔) 为𝜇 的遍历分解. 设𝐹 :ℳ(𝑋,𝑇 ) → R 为上半连续仿射, 那么它为

单调递增连续仿射的极限, 从而我们有

𝐹 (𝜇) =

∫︁
Ω
𝐹 (𝜇𝜔)𝑑𝑚(𝜔).

根据这个事实我们有如下命题：

定理 7.6.7 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 对𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ) 以及有限可测剖分𝜉. 如果𝜇 =∫︁
Ω
𝜇𝜔𝑑𝑚(𝜔) 为𝜇 的遍历分解, 那么

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) =

∫︁
Ω
ℎ𝜇𝜔(𝑇, 𝜉)𝑑𝑚(𝜔), ℎ𝜇(𝑇 ) =

∫︁
Ω
ℎ𝜇𝜔(𝑇 )𝑑𝑚(𝜔).

证明. 设𝜉 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘}, Σ𝑘 = {1, 2, . . . , 𝑘}Z. 定义

𝜑 : 𝑋 → Σ𝑘 使得 𝜑(𝑥) = (𝑖𝑛)𝑛∈Z当且仅当 𝑇𝑛𝑥 ∈ 𝐴𝑖𝑛 .
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于是诱导了映射

𝜑* :ℳ(𝑋,𝑇 )→ℳ(Σ𝑘, 𝜎), 𝑚 ↦→ 𝑚 ∘ 𝜑−1.

易验证, 如𝜇 =

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

𝜈𝑑𝑚(𝜈) 为遍历分解, 那么

𝜑*𝜇 =

∫︁
ℳ𝑒(Σ𝑘,𝜎)

𝜈𝑑𝑚(𝜑−1* (𝜈))

为𝜑*𝜇 遍历分解. 因为(Σ𝑘, 𝜎) 为可扩系统, 所以其熵映射为上半连续的, 于是

ℎ𝜑*𝜇(𝜎) =

∫︁
ℳ𝑒(Σ𝑘,𝜎)

ℎ𝜈(𝜎)𝑑𝑚(𝜑−1* (𝜈)) =

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

ℎ𝜑*𝜈(𝜎)𝑑𝑚(𝜈).

因为𝜉 = 𝜑−1𝜂, 其中𝜂 = {0[1]0, . . . , 0[𝑘]0}. 于是对于任意𝜈 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), ℎ𝜑*𝜈(𝜎) = ℎ𝜑*𝜈(𝜎, 𝜂) =

ℎ𝜈(𝑇, 𝜉). 由此

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) =

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

ℎ𝜈(𝑇, 𝜉)𝑑𝑚(𝜈).

取{𝜉𝑛}∞𝑛=1 为𝑋 可测剖分列, 且满足diam 𝜉𝑛 → 0, 𝑛 → ∞. 那么根据定理7.6.6, 对于任

何𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 我们有ℎ𝜇(𝑇 ) = lim𝑛→∞ ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛). 于是

ℎ𝜇(𝑇 ) = lim
𝑛→∞

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛) = lim
𝑛→∞

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

ℎ𝜈(𝑇, 𝜉𝑛)𝑑𝑚(𝜈) =

∫︁
𝑀𝑒(𝑋,𝑇 )

ℎ𝜈(𝑇 )𝑑𝑚(𝜈).

证毕！ �

S7.7 熵的变分原理

熵的变分原理指出拓扑熵与测度熵的关系.我们在本节介绍这个经典结果，后面还会

提及局部的变分原理.

定理 7.7.1 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 那么

1. ℎ𝜇(𝑇 ) ≤ ℎtop(𝑇 ),∀𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ),

2. ℎtop(𝑇 ) = sup𝜇∈ℳ(𝑋,𝑇 ) ℎ𝜇(𝑇 ).

证明. (1)取定可测剖分𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘}. 对于任何𝜀 > 0,取紧致子集 ̃︀𝐴𝑖 ⊂ 𝐴𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 使
得𝜇(𝐴𝑖 ∖ ̃︀𝐴𝑖) < 𝜀. 定义新的剖分

̃︀𝛼 = { ̃︀𝐴1, . . . ,̃︁𝐴𝑘, 𝑉 },
其中𝑉 = 𝑋 ∖

⋃︀𝑘
𝑖=1

̃︀𝐴𝑖. 定义开覆盖
𝒰 = { ̃︀𝐴1 ∪ 𝑉, . . . , ̃︀𝐴𝑘 ∪ 𝑉 }.
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对比
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝒰 和
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖̃︀𝛼, 我们有

𝑁(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖̃︀𝛼) ≤ 2𝑛𝑁(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰). (7.7.1)

注意上面𝑁(
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖̃︀𝛼)为
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖̃︀𝛼非平凡元素个数,而𝑁(
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝒰)为覆盖
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝒰
子覆盖最小个数.

根据命题7.1.9-(1), 𝐻𝜇(
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖̃︀𝛼) ≤ log𝑁(
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖̃︀𝛼). 结合(7.7.1) 得到

𝐻𝜇(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖̃︀𝛼) ≤ log𝑁(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖̃︀𝛼) ≤ 𝑛 log 2 + log𝑁(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰).

注意到

ℎtop(𝑇 ) ≥ ℎtop(𝑇,𝒰) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝒰),

以及

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼),

我们得到

ℎ𝜇(𝑇, ̃︀𝛼) ≤ log 2 + ℎtop(𝑇 ).

取𝜀 充分小使得

|ℎ𝜇(𝑇, ̃︀𝛼)− h𝜇(𝑇, 𝛼)| ≤ 𝐻𝜇(𝛼|̃︀𝛼) +𝐻(̃︀𝛼|𝛼) < 1.

于是

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≤ log 2 + ℎtop(𝑇 ) + 1.

综上我们得到

ℎ𝜇(𝑇 ) = sup{ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) : 𝛼 有限剖分} ≤ ℎtop(𝑇 ) + log 2 + 1.

在上式中用𝑇 𝑘 替代𝑇 ,

ℎ𝜇(𝑇 𝑘) ≤ ℎtop(𝑇 𝑘) + log 2 + 1

从而

ℎ𝜇(𝑇 ) = lim
𝑘→∞

ℎ𝜇(𝑇 𝑘)

𝑘
≤ lim

𝑘→∞

ℎtop(𝑇 𝑘)

𝑘
+ lim
𝑘→∞

log 2 + 1

𝑘
= ℎtop(𝑇 ).

(2)我们证明对于任何𝛿 > 0,存在𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )使得ℎ𝜇(𝑇 ) ≥ ℎtop(𝑇 )−𝛿. 取充分小𝜀 > 0

使得lim sup𝑛→∞
1
𝑛 log sr(𝑛, 𝜀) ≥ ℎtop(𝑇 )− 𝛿. 取子列{𝑛𝑖}∞𝑖=1 使得

lim sup
𝑖→∞

1

𝑛𝑖
log sr(𝑛𝑖, 𝜀) ≥ ℎtop(𝑇 )− 𝛿.
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设𝑆𝑛𝑖 为个数为sr(𝑛𝑖, 𝜀) 的(𝑛𝑖, 𝜀) 分离集. 对每个𝑛𝑖, 定义

𝜈𝑛𝑖 =
1

sr(𝑛𝑖, 𝜀)

∑︁
𝑥∈𝑆𝑛𝑖

𝛿𝑥.

再定义

𝜇𝑛𝑖 =
1

𝑛𝑖

𝑛𝑖−1∑︁
𝑟=0

(𝑇 𝑟)*𝜈𝑛𝑖 .

不妨设lim𝑖→∞ 𝜇𝑛𝑖 = 𝜇 (否则取子列),则𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 下面验证𝜇为所求：ℎ𝜇(𝑇 ) ≥ ℎtop(𝑇 )−
𝛿.

取可测剖分𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘} 满足diam(𝛼) < 𝜀 并且𝜇(𝜕𝐴𝑖) = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 因为𝑆𝑛𝑖

为(𝑛𝑖, 𝜀) 分离集, 对于每个𝐶 ∈ 𝛼𝑛𝑖−1
0 =

⋁︀𝑛𝑖−1
𝑗=0 𝑇−𝑗𝛼 至多包含一个点𝑥 = 𝑥𝐶 ∈ 𝑆𝑛𝑖 . 所

以𝛼𝑛𝑖−1
0 的元素中, 有sr(𝑛𝑖, 𝜀) 个元素具有𝜈𝑛𝑖 测度

1
sr(𝑛𝑖,𝜀)

, 其余𝜈𝑛𝑖测度为0. 尤其

log sr(𝑛𝑖, 𝜀) = −
∑︁

𝐶∈𝛼𝑛𝑖−1
0

𝜈𝑛𝑖(𝐶) log 𝜈𝑛𝑖(𝐶). (7.7.2)

取定1 < 𝑁 < 𝑛𝑖, 再取定𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1}. 则

𝛼𝑛𝑖−1
0 =

𝑛𝑖−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼 =

⎛⎝ ⋁︁
𝑙≡𝑗 (mod 𝑁),0≤𝑙≤𝑛𝑖−𝑁

𝑇−𝑙
(︁𝑁−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼
)︁⎞⎠⋁︁(︃⋁︁

𝑖∈𝐸
𝑇−𝑖𝛼

)︃
,

其中𝐸 = {0, 1, . . . , 𝑗 − 1}
⋃︀
{𝑀𝑗 ,𝑀𝑗 + 1, . . . , 𝑛𝑖 − 1}, 𝑀𝑗 = 𝑁 [𝑛𝑖−𝑗

𝑁 ]. 注意Card(𝐸) ≤ 2𝑁 .

于是

−
∑︁

𝐶∈𝛼𝑛𝑖−1
0

𝜈𝑛𝑖(𝐶) log 𝜈𝑛𝑖(𝐶)

≤
∑︁

𝑙≡𝑗 (mod 𝑁),0≤𝑙≤𝑛𝑖−𝑁

⎛⎜⎝− ∑︁
𝐶∈𝑇−𝑙𝛼𝑁−1

0

𝜈𝑛𝑖(𝐶) log 𝜈𝑛𝑖(𝐶)

⎞⎟⎠+
∑︁
𝑖∈𝐸

⎛⎜⎝− ∑︁
𝐶∈𝑇−𝑖𝛼𝑁−1

0

𝜈𝑛𝑖(𝐶) log 𝜈𝑛𝑖(𝐶)

⎞⎟⎠
≤

𝑀𝑗∑︁
𝑟=0

⎛⎜⎝− ∑︁
𝐷∈𝛼𝑁−1

0

(𝑇 𝑟𝑁+𝑗)*𝜈𝑛𝑖(𝐷) log(𝑇 𝑟𝑁+𝑗)*𝜈𝑛𝑖(𝐷)

⎞⎟⎠+ 2𝑁 log 𝑘

(7.7.3)

[[注意对于𝑙 = 𝑟𝑁+𝑗, 𝐷 ∈ 𝛼𝑁−10 对应于𝐶 ∈ 𝑇−𝑙𝛼𝑁−10 使得(𝑇 𝑙)*𝜈𝑛𝑖(𝐷) = 𝜈𝑛𝑖(𝑇
−𝑙𝐷) = 𝜈𝑛𝑖(𝐶)

且𝐶 = 𝑇−𝑙𝐷.]]

将(7.7.3) 对𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 做和, 结合(7.7.2) 我们得到

𝑁 log sr(𝑛𝑖, 𝜀) ≤
𝑛𝑖−1∑︁
𝑙=0

⎛⎜⎝− ∑︁
𝐷∈𝛼𝑁−1

0

(𝑇 𝑙)*𝜈𝑛𝑖(𝐷) log(𝑇 𝑙)*𝜈𝑛𝑖(𝐷)

⎞⎟⎠+ 2𝑁2 log 𝑘. (7.7.4)
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根据−𝑥 log 𝑥 的凸性以及(7.7.4),

1

𝑛𝑖
log sr(𝑛𝑖, 𝜀)

≤ 1

𝑛𝑖

𝑛𝑖−1∑︁
𝑙=0

⎛⎜⎝− 1

𝑁

∑︁
𝐶∈𝛼𝑁−1

0

(𝑇 𝑙)*𝜈𝑛𝑖(𝐶) log(𝑇 𝑙)*𝜈𝑛𝑖(𝐶)

⎞⎟⎠+
2𝑁 log 𝑘

𝑛𝑖

≤ − 1

𝑁

∑︁
𝐶∈𝛼𝑁−1

0

𝜇𝑛𝑖(𝐶) log𝜇𝑛𝑖(𝐶) +
2𝑁 log 𝑘

𝑛𝑖
.

因为𝜇(𝜕𝐴𝑖) = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 所以在上式中取𝑛𝑖 →∞ 我们得到

ℎtop(𝑇 )− 𝛿 ≤ lim
𝑖→∞

1

𝑛𝑖
log sr(𝑛𝑖, 𝜀)

≤ − 1

𝑁
lim
𝑖→∞

∑︁
𝐶∈𝛼𝑁−1

0

𝜇𝑛𝑖(𝐶) log𝜇𝑛𝑖(𝐶) + lim
𝑖→∞

2𝑁 log 𝑘

𝑛𝑖

=
1

𝑁
𝐻𝜇(𝛼𝑁−10 ).

再令𝑁 →∞,

ℎtop(𝑇 )− 𝛿 ≤ lim
𝑁→∞

1

𝑁
𝐻𝜇(𝛼𝑁−10 ) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≤ ℎ𝜇(𝑇 ).

证毕！ �

推论 7.7.2 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 那么

1. ℎtop(𝑇 ) = sup𝜇∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) ℎ𝜇(𝑇 ).

2. ℎtop(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 |Ω(𝑇 )).

3. ℎtop(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 |∩∞𝑛=0
𝑇𝑛𝑋)

习 题

1. 证明推论7.7.2.

2. 能否不运用变分原理给出推论7.7.2-2证明？

S7.8 最大熵测度

S7.8.1 最大熵测度的定义和性质

定义 7.8.1 设(𝑋,𝑇 ) 为动力系统, 如果𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 满足ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 ), 那么称𝜇 为最大

熵测度 . 记全体最大熵测度的集合为ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ).
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注记 7.8.2 最大熵测度集合ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 有可能为空集. 对于零熵系统ℎtop(𝑇 ) = 0, 易

见ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) =ℳ(𝑋,𝑇 ).

命题 7.8.3 设(𝑋,𝑇 ) 为动力系统, 则

1. ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 为凸集；

2. 如果ℎtop(𝑇 ) <∞, 那么ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 的端点恰为ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 的遍历元；

3. 如果ℎtop(𝑇 ) <∞ 且ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅, 那么ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 有遍历元；

4. 如果ℎtop(𝑇 ) =∞, 那么ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅；

5. 如果𝑇 的熵映射上半连续, 那么ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅ 且紧致.

证明. (1) 因为熵映射是仿射, 所以ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 为凸集.

(2) 如果𝜇 ∈ ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 是遍历的, 那么它为ℳ(𝑋,𝑇 ) 的端点, 自然也为ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 )

的端点. 反之, 设𝜇 ∈ ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 为ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 的端点. 设𝜇 = 𝑝𝜇1 + (1 − 𝑝)𝜇2, 𝑝 ∈
[0, 1], 𝜇1, 𝜇2 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 则根据仿射性,

ℎtop(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇 ) = 𝑝ℎ𝜇1(𝑇 ) + (1− 𝑝)ℎ𝜇2(𝑇 ).

由变分原理, ℎ𝜇1(𝑇 ), ℎ𝜇2(𝑇 ) ≤ ℎtop(𝑇 ). 于是我们有ℎ𝜇1(𝑇 ) = ℎ𝜇2(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇 ),

即𝜇1, 𝜇2 ∈ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ). 于是𝜇 = 𝜇1 = 𝜇2, 所以𝜇 为ℳ(𝑋,𝑇 ) 的端点, 它为遍历的.

(3) 设𝜇 ∈ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ), 设其遍历分解为𝜇 =
∫︀
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )𝑚𝑑𝜏(𝑚). 根据定理7.6.7,

ℎtop(𝑇 ) = ℎ𝜇(𝑇 ) =

∫︁
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

ℎ𝑚(𝑇 )𝑑𝜏(𝑚).

由变分原理（定理7.7.1）, ℎ𝑚(𝑇 ) ≤ ℎtop(𝑇 ). 于是对于𝜏 -a.e. 𝑚, 有ℎ𝑚(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 ), 尤

其ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 有遍历元.

(4) 由变分原理（定理7.7.1）, 对于任何𝑛 ∈ N, 取ℎ𝜇𝑛(𝑇 ) > 2𝑛. 令

𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

1

2𝑛
𝜇𝑛 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )

对于𝑁 ∈ N, 记𝜇 =
∑︀𝑁

𝑛=1 𝜇𝑛 + 1
2𝑁
𝜈, 其中𝜈 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 根据熵映射的仿射性,

ℎ𝜇(𝑇 ) ≥
𝑁∑︁
𝑛=1

1

2𝑛
ℎ𝜇𝑛(𝑇 ) > 𝑁.

由𝑁 的任意性, ℎ𝜇(𝑇 ) =∞, 即𝜇 ∈ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ).
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(5) 如果熵映射是上半连续的, 那么上半连续函数在紧致子集ℳ(𝑋,𝑇 ) 上取到最大

值ℎtop(𝑇 ), 所以ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅. 下说明它是紧致的. 设𝜇𝑛 ∈ ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ), 且lim𝑛→∞ 𝜇𝑛 =

𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ). 于是

ℎ𝜇(𝑇 ) ≥ lim sup
𝑛→∞

ℎ𝜇𝑛(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 ).

即𝜇 ∈ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ), 由此ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) 为紧致的. �

注记 7.8.4 存在极小系统(𝑋,𝑇 ), ℎtop(𝑇 ) = ∞ 但是对于任何𝜇 ∈ ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 有ℎ𝜇(𝑇 ) < ∞.

此说明当ℎtop(𝑇 ) =∞ 时, 不一定存在遍历的最大测度.

例 7.8.5 (Gureviě) 存在系统(𝑋,𝑇 ) 使得ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) = ∅.

证明. 取单调递增数论𝛽𝑛 ∈ (1, 2), 且𝛽𝑛 ↗ 2, 𝑛 → ∞. 设(𝑋𝑛, 𝑇𝑛) 为例子7.5.15 中系统使

得ℎtop(𝑇𝑛) = log 𝛽𝑛. 取𝑋𝑛 上度量𝑑𝑛 使得diam𝑑𝑛(𝑋) ≤ 1.

设𝑋 为所有𝑋𝑛 的无交并附加上紧化点𝑥∞, 使得𝑋𝑛 收缩为𝑥∞. 具体如下操作：定

义𝑋 =
⨆︀∞
𝑛=1𝑋𝑛 ⊔ {𝑥∞}, 定义𝑋 上度量𝜌:

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑛2
𝑑𝑛(𝑥, 𝑦), 如果𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑛;

𝑚∑︁
𝑖=𝑛

1

𝑖2
, 如果𝑥 ∈ 𝑋𝑛, 𝑦 ∈ 𝑋𝑚, 𝑛 < 𝑚;

∞∑︁
𝑖=𝑛

1

𝑖2
, 如果𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑦 = 𝑥∞.

可以验证(𝑋, 𝜌) 为紧致度量空间. 定义

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, 𝑇 |𝑋𝑛 = 𝑇𝑛, 𝑇 (𝑥∞) = 𝑥∞.

如果𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 那么

𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛𝜇𝑛 + (1−
∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛)𝛿𝑥∞ ,

其中𝜇𝑛 ∈ ℳ(𝑋𝑛, 𝑇𝑛), 𝑝𝑛 ≥ 0,
∑︀∞

𝑛=1 𝑝𝑛 ≤ 1. 于是如果𝜇 ∈ ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 当且仅当存在𝑛 使

得𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋𝑛, 𝑇𝑛), 或𝜇 = 𝛿𝑥∞ . 根据变分原理

ℎtop(𝑇 ) = sup
𝜇∈ℳ𝑒(𝑋,𝑇 )

ℎ𝜇(𝑇 ) = sup
𝑛∈N

sup
𝜇∈ℳ𝑒(𝑋𝑛,𝑇𝑛)

ℎ𝜇(𝑇𝑛) = sup
𝑛∈N

ℎtop(𝑇𝑛) = log 2.

如果ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅,根据命题7.8.3, ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 )中存在遍历元𝜇. 根据构造存在𝑛 ∈ N使
得𝜇 ∈ℳ𝑒(𝑋𝑛, 𝑇𝑛). 但是ℎ𝜇(𝑇 ) ≤ log 𝛽𝑛 ≤ log 2, 矛盾！所以ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) = ∅. �

注记 7.8.6 1. 存在极小系统, 也存在紧流形上微分同胚使得其上不存在最大熵测度.

2. Denker-Grillenberger-Sigmund 定理指出：ℎtop(𝑇 ) < ∞ 且ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅ 当且仅当存

在𝑋 的有限覆盖列{𝛼𝑛}∞𝑛=1 使得
∞∑︁
𝑛=1

ℎtop(𝑇, 𝛼𝑛) <∞ 且 lim
𝑘→∞

ℎtop(𝑇,∨𝑘𝑛=1𝛼𝑛) = ℎtop(𝑇 ).
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S7.8.2 唯一最大熵测度

定义 7.8.7 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 如果它的最大熵测度存在且唯一, 那么就称系统具

有唯一的最大熵测度.

注记 7.8.8 1. 如果系统(𝑋,𝑇 ) 为唯一遍历的, 那么它自然具有唯一最大熵测度.

2. 如果ℎtop(𝑋,𝑇 ) =∞并且ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) = {𝜇},那么ℳ(𝑋,𝑇 ) = {𝜇}. 否则设𝑚 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )

异于𝜇, 根据ℎ 1
2
𝜇+ 1

2
𝑚(𝑇 ) =∞,与具有唯一最大熵测度矛盾！

3. 如果ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) = {𝜇}, 那么𝜇 必为遍历的. 如果ℎtop(𝑇 ) =∞, 那么根据（2）即有结

论, 如果ℎ(𝑇 ) <∞, 那么根据命题7.8.3-(3)得到结论.

例 7.8.9 设(Σ𝑘, 𝜎) 为转移系统, 那么𝜎 具有唯一最大熵测度, 且此测度为( 1𝑘 ,
1
𝑘 , . . . ,

1
𝑘 )乘积

测度.

证明. 我们已知拓扑熵ℎtop(𝜎) = log 𝑘. 下设𝜇 ∈ ℳ(𝜎𝑘, 𝜎) 使得ℎ𝜇(𝑇 ) = log 𝑘. 设𝛼 =

{0[0]0, 0[1]0, . . . , 0[𝑘 − 1]0} 为生成子. 则

log 𝑘 = ℎ𝜇(𝑇 ) ≤ 1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇−𝑖𝛼) ≤ 1

𝑛
log 𝑘𝑛 = log 𝑘, ∀𝑛 ∈ N.

于是𝐻𝜇(
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝛼) = log 𝑘𝑛, 所以
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

−𝑖𝛼 每个元素测度需为 1
𝑘𝑛 , 即𝜇 为( 1𝑘 , . . . ,

1
𝑘 )乘积

测度. �

例 7.8.10 设𝑇𝐴 : 𝑋𝐴 → 𝑋𝐴 为Markov 转移系统, 其中𝑃,−→𝑝 是由不可约矩阵𝐴 确定的随机

矩阵和概率向量. 那么𝜎 具有唯一最大熵测度𝜇, 其中𝜇 由𝑃,−→𝑝 确定.

证明. 首先回顾一下符号.设𝐴为不可约非负矩阵, 𝜆, �⃗�, �⃗� 为最大特征值以及对应的严格正

值左右特征向量. 定义𝑘 × 𝑘 矩阵𝑃 = [𝑝𝑖𝑗 ] 如下：

𝑝𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}

因为𝐴�⃗� = 𝜆�⃗�, 容易验证

0 ≤ 𝑝𝑖𝑗 ≤ 1, 且
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

=

∑︀𝑘
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗

𝜆𝑣𝑖
= 1.

满足这种条件的𝑃称为随机矩阵. 令𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘)为

𝑝𝑖 = 𝑢𝑖𝑣𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

正规化�⃗�, �⃗�, 我们可以假设
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1.
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即𝑝为概率向量. 对于𝑃, 𝑝我们有:

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑝𝑖𝑗 =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

=
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖
𝜆

𝑣𝑗 = 𝑢𝑗𝑣𝑗 = 𝑝𝑗 , ∀𝑗.

即

𝑝𝑃 = 𝑝.

对应的测度𝜇 我们称之为Parry 测度. 我们要证明𝜇 为最大熵测度, 即ℎ𝜇(𝑇 ) = log 𝜆.

根据例子7.2.18 的公式

ℎ𝜇(𝑇𝐴) = −
𝑘−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

log
(︁𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆𝑣𝑖

)︁

= −
𝑘−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑢𝑖𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗
𝜆

[︁
log 𝑎𝑖𝑗 + log 𝑣𝑗 − log 𝜆− log 𝑣𝑖

]︁

= 0−
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑢𝑗𝑣𝑗 log 𝑣𝑗 + log 𝜆+
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑣𝑖 log 𝑣𝑖 (因为𝑎𝑖𝑗 ∈ {0, 1})

= log 𝜆.

下证唯一性, 即𝜇 为唯一的具有最大熵的测度. 首先因为𝐴 不可约性, 𝜇 为遍历测度

的. 于是如果ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋,𝑇 ) ̸= {𝜇}, 那么还会存在另一遍历的最大熵测度𝑚. 因为𝜇 ⊥ 𝑚, 所

以存在𝐸 ∈ 𝒳 (𝑋𝐴) 使得𝜇(𝐸) = 0,𝑚(𝐸) = 1.

令𝛼 = {𝐴0, . . . , 𝐴𝑘−1} 为标准生成子, 即𝐴𝑗 = 0[𝑗]0 ∩𝑋𝐴, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1. 因为�̂�𝑛−1−(𝑛−1) ↗
𝒳 (𝑋𝐴), 取𝐸𝑛 ∈ �̂�𝑛−1−(𝑛−1) 使得(𝑚+ 𝜇)(𝐸𝑛Δ𝐸)→ 0, 𝑛→∞. 于是𝜇(𝐸𝑛)→ 0,𝑚(𝐸𝑛)→ 1, 𝑛→
∞.

设𝜂𝑛 = {𝐸𝑛, 𝑋 ∖ 𝐸𝑛}, 则

log 𝜆 = ℎ𝑚(𝑇𝐴) ≤ 1

2𝑛− 1
𝐻𝑚(𝛼2𝑛−2

0 ) =
1

2𝑛− 1
𝐻𝑚(𝛼𝑛−1−(𝑛−1))

≤ 1

2𝑛− 1

[︁
𝐻𝑚(𝜂𝑛) +𝐻𝑚(𝛼𝑛−1−(𝑛−1)|𝜂𝑛)

]︁
≤ 1

2𝑛− 1
[−𝑚(𝐸𝑛) log𝑚(𝐸𝑛)− (1−𝑚(𝐸𝑛)) log(1−𝑚(𝐸𝑛))]

+
1

2𝑛− 1
[𝑚(𝐸𝑛) log 𝜃𝑛(𝐸𝑛) + (1−𝑚(𝐸𝑛)) log 𝜃𝑛(𝑋 ∖ 𝐸𝑛)],

其中𝜃𝑛(𝐵) 表示𝛼𝑛−1−(𝑛−1) =
⋁︀𝑛−1
𝑖=−(𝑛−1) 𝑇

−𝑖𝛼 与𝐵 ∈ �̂�𝑛−1−(𝑛−1) 相交非空元素的个数. 于是

log 𝜆 ≤ 1

2𝑛− 1

[︂
𝑚(𝐸𝑛) log

𝜃𝑛(𝐸𝑛)

𝑚(𝐸𝑛)
+ (1−𝑚(𝐸𝑛)) log

𝜃𝑛(𝑋 ∖ 𝐸𝑛)

1−𝑚(𝐸𝑛)

]︂
. (7.8.1)

如果𝐶 ∈ 𝛼𝑛−1−(𝑛−1) =
⋁︀𝑛−1
𝑖=−(𝑛−1) 𝑇

−𝑖𝛼, 设

𝐶 = −(𝑛−1)[𝑗−(𝑛−1) . . . 𝑗𝑛−1]𝑛−1 = {𝑥 : (𝑥−(𝑛−1) . . . 𝑥𝑛−1) = (𝑗−(𝑛−1) . . . 𝑗𝑛−1)},
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则根据𝑎𝑗𝑝𝑗𝑝+1 = 1,

𝜇(𝐶) = 𝑢𝑗−(𝑛−1)𝑣𝑗−(𝑛−1)

𝑛−2∏︁
𝑝=−(𝑛−1)

𝑎𝑗𝑝𝑗𝑝+1

𝜆𝑣𝑗𝑝
𝑣𝑗𝑝+1 =

𝑢𝑗−(𝑛−1)𝑣𝑗𝑛−1

𝜆2𝑛−1
.

于是如果设

𝑎 = min
0≤𝑖,𝑗≤𝑘−1

𝑢𝑖𝑢𝑗 , 𝑏 = max
0≤𝑖,𝑗≤𝑘−1

𝑢𝑖𝑢𝑗 ,

则
𝑎

𝜆2𝑛−1
≤ 𝜇(𝐶) ≤ 𝑏

𝜆2𝑛−1
, ∀𝐶 ∈

𝑛−1⋁︁
𝑖=−(𝑛−1)

𝑇−𝑖𝛼.

于是
𝑎

𝜆2𝑛−1
𝜃𝑛(𝐵) ≤ 𝜇(𝐵) ≤ 𝑏

𝜆2𝑛−1
𝜃𝑛(𝐵), ∀𝐵 ∈

𝑛−1⋁︁
𝑖=−(𝑛−1)

𝑇−𝑖�̂�.

结合上式将𝐵 = 𝐸𝑛, 𝐵 = 𝑋 ∖ 𝐸𝑛 用到(7.8.1) 我们就得到

log 𝜆 ≤ 1

2𝑛− 1

[︂
𝑚(𝐸𝑛) log

𝜇(𝐸𝑛)𝜆2𝑛−1

𝑎𝑚(𝐸𝑛)
+ (1−𝑚(𝐸𝑛)) log

(1− 𝜇(𝐸𝑛))𝜆2𝑛−1

𝑎(1−𝑚(𝐸𝑛))

]︂
.

整理得到

0 ≤ 𝑚(𝐸𝑛) log
𝜇(𝐸𝑛)

𝑎𝑚(𝐸𝑛)
+ (1−𝑚(𝐸𝑛)) log(1− 𝜇(𝐸𝑛))− (1−𝑚(𝐸𝑛)) log

(︀
𝑎(1−𝑚(𝐸𝑛))

)︀
.

令𝑛→∞, 得到0 ≤ −∞+ 0 + 0, 矛盾！所以ℳ𝑚𝑎𝑥(𝑋𝐴, 𝑇𝐴) = {𝜇}. �

习 题

1. 证明：紧致度量空间上的任何可扩同胚存在最大熵测度.

S7.9 仿射映射的熵公式

S7.9.1 紧致交换群上的仿射

定理 7.9.1 设𝐺 为紧致交换度量群, 设𝑇 = 𝑎 · 𝐴 : 𝐺 → 𝐺 为仿射变换, 𝑚 为𝐺 的Haar 测

度. 那么

ℎ𝑚(𝑇 ) = ℎ𝑚(𝐴) = ℎtop(𝐴) = ℎtop(𝑇 ).

如果𝑑 为𝐺 上左不变度量, 那么

ℎtop(𝑇 ) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

− 1

𝑛
log𝑚

(︃
𝑛−1⋂︁
𝑖=0

𝐴−𝑖𝐵(𝑒, 𝜀)

)︃
,

其中𝑒 为𝐺 单位元, 𝐵(𝑒, 𝜀) = {𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑑(𝑒, 𝑥) < 𝜀}.
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证明. 根据变分原理ℎ𝑚(𝑇 ) ≤ ℎtop(𝑇 ). 令

𝐷𝑛(𝑥, 𝜀, 𝑇 ) =
𝑛−1⋂︁
𝑘=0

𝑇−𝑘𝐵(𝑇 𝑘, 𝜀),

即𝐷𝑛(𝑥, 𝜀, 𝑇 ) = {𝑦 ∈ 𝐺 : 𝑑𝑛(𝑥, 𝑦) < 𝜀}. 首先我们有

𝑇−𝑘𝐵(𝑇 𝑘, 𝜀) = 𝑥 · (𝐴𝑘𝐵(𝑒, 𝜀)).

我们归纳证明上式. 𝑘 = 0根据𝑑的左不变性就有𝐵(𝑥, 𝜀) = 𝑥𝐵(𝑒, 𝜀). 假设上式对𝑘 成立,那

么对于𝑘 + 1 有：

𝑇−(𝑘+1)𝐵(𝑇 𝑘+1𝑥, 𝜀) = 𝑇−1(𝑇−𝑘𝐵(𝑇 𝑘(𝑇𝑥), 𝜀)) = 𝑇−1(𝑇𝑥 ·𝐴−𝑘𝐵(𝑒, 𝜀)) = 𝑥 · (𝐴−(𝑘+1)𝐵(𝑒, 𝜀)).

于是我们就有

𝐷𝑛(𝑥, 𝜀, 𝑇 ) = 𝑥

𝑛−1⋂︁
𝑘=0

𝐴−𝑘𝐵(𝑒, 𝜀) = 𝑥 ·𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴).

尤其

𝑚(𝐷𝑛(𝑥, 𝜀, 𝑇 )) = 𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴)).

设𝜀 > 0, 设𝛼 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘} 为𝐺 满足diam𝛼 < 𝜀 的剖分. 设𝑥 ∈
⋂︀𝑛−1
𝑗=0 𝑇

−𝑗𝐴𝑖𝑗 , 则

𝑛−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐴𝑖𝑗 ⊂ 𝑥 ·𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴).

上式成立的原因：如果𝑦 ∈
⋂︀𝑛−1
𝑗=0 𝑇

−𝑗𝐴𝑖𝑗 , 则𝑇 𝑗𝑥, 𝑇 𝑗𝑦 ∈ 𝐴𝑖𝑗 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1, 尤其𝑑𝑛(𝑥, 𝑦) < 𝜀.

所以𝑦 ∈ 𝐷𝑛(𝑥, 𝜀, 𝑇 ) = 𝑥𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴). 于是𝑚(
⋂︀𝑛−1
𝑗=0 𝑇

−𝑗𝐴𝑖𝑗 ) ≤ 𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴)). 由此

𝑘∑︁
𝑖0,...,𝑖𝑛−1=1

𝑚

⎛⎝𝑛−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐴𝑖𝑗

⎞⎠ log𝑚

⎛⎝𝑛−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐴𝑖𝑗

⎞⎠
≤

𝑘∑︁
𝑖0,...,𝑖𝑛−1=1

𝑚

⎛⎝𝑛−1⋂︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝐴𝑖𝑗

⎞⎠ log𝑚 (𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴))

= log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴)).

于是

ℎ𝑚 ≥ ℎ𝑚(𝑇, 𝛼) = lim
𝑛→∞

𝐻𝑚

⎛⎝𝑛−1⋁︁
𝑗=0

𝑇−𝑗𝛼

⎞⎠
≥ lim sup

𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴))

]︂
.
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由𝜀 任意性,

ℎ𝑚 ≥ lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴))

]︂
.

设𝐸 为具有最大个数的相对于𝑇 的(𝑛, 𝜀) 分离集. 则⋃︁
𝑥∈𝐸

𝐷𝑛(𝑥, 𝜀/2, 𝑇 ) =
⋃︁
𝑥∈𝐸

𝑥 ·𝐷𝑛(𝑒, 𝜀/2, 𝐴)

为无交并. 所以

sr(𝑛, 𝜀,𝑋, 𝑇 ) ·𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀/2, 𝐴)) ≤ 1.

由此

sr(𝜀,𝑋, 𝑇 ) ≤ lim sup
𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀/2, 𝐴))

]︂
.

令𝜀→ 0, 则

ℎtop(𝑇 ) ≤ lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀/2, 𝐴))

]︂
≤ ℎ𝑚(𝑇 ).

综上,

ℎ𝑚(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 ) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴))

]︂
.

因为上面证明中没有依赖于𝑎, 所以

ℎ𝑚(𝐴) = ℎtop(𝐴) = ℎ𝑚(𝑇 ) = ℎtop(𝑇 ) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚(𝐷𝑛(𝑒, 𝜀, 𝐴))

]︂
.

证毕！ �

S7.9.2 熵的提升

我们后面将计算环面上面仿射的熵. 首先回顾一些记号.每个自同态𝐴 : (S1)𝑛 → (S1)𝑛

形如

𝐴(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝑧𝑎111 𝑧𝑎122 . . . 𝑧𝑎1𝑛𝑛 , . . . , 𝑧𝑎𝑛1
1 𝑧𝑎𝑛2

2 . . . 𝑧𝑎𝑛𝑛
𝑛 ),

其中𝑎𝑖𝑗 ∈ Z. 等价的, 𝐴 : T𝑛 → T𝑛表达式为

𝐴

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ Z𝑛

⎞⎟⎟⎠ = [𝑎𝑖𝑗 ]

⎛⎜⎜⎝
𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ Z𝑛,

其中[𝑎𝑖𝑗 ] ∈ Z𝑛×𝑛为方阵, 第(𝑖, 𝑗)元素为𝑎𝑖𝑗 . 以后如果𝐴 : T𝑛 → T𝑛为自同态, 那么用[𝐴]表

示对应的方阵, 而用 ̃︀𝐴 : R𝑛 → R𝑛表示由矩阵[𝐴]定义的线性映射. 设𝜋 : R𝑛 → T𝑛 =

R𝑛/Z𝑛,x ↦→ x + Z𝑛 为自然投射, 于是我们有交换图标：

R𝑛

𝜋
��

̃︀𝐴 // R𝑛

𝜋
��

T𝑛
𝐴
// T𝑛.
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我们用‖ · ‖ 表示R𝑛 上标准模, ̃︀𝑑 为相应的度量, 而用𝑑 表示它诱导的环面度量:

𝑑(x + Z𝑛,y + Z𝑛) = inf
v∈Z𝑑

‖x− y + v‖.

𝑑 为左不变且右不变的度量, 并且在𝜋 映射下每个以x ∈ R𝑛 为球心半径小于1/4 的球等距

映为T𝑛 上球心𝜋(x) 相同半径的球.

定理 7.9.2 设(𝑋, 𝑑), ( ̃︀𝑋, ̃︀𝑑)为度量空间,设𝜋 : ̃︀𝑋 → 𝑋 为连续满射满足下面条件：存在𝛿 > 0

使得对于任何̃︀𝑥 ∈ ̃︀𝑋
𝜋|𝐵(̃︀𝑥,𝛿) : 𝐵(̃︀𝑥, 𝛿)→ 𝐵(𝜋(̃︀𝑥), 𝛿)

为等距满射. 那么对于满足𝜋 ̃︀𝑇 = 𝑇𝜋 的𝑇 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑑), ̃︀𝑇 ∈ 𝑈𝐶( ̃︀𝑋, ̃︀𝑑), 我们有

ℎ𝑑(𝑇, 𝑑) = ℎ̃︀𝑑( ̃︀𝑇 ).

此处ℎ𝑑 表示度量𝑑 下定义的Bowen 熵.

证明. 设 ̃︀𝐾 为 ̃︀𝑋 的直径小于𝛿 的紧致子集, 那么根据𝛿 的取法𝜋( ̃︀𝐾) 也为𝑋 直径小于𝛿 的

紧致子集. 设𝜀 > 0 使得𝜀 < 𝛿, 且̃︀𝑑(̃︀𝑥, ̃︀𝑦) < 𝜀 蕴含̃︀𝑑( ̃︀𝑇 ̃︀𝑥, ̃︀𝑇 ̃︀𝑦) < 𝛿.

设 ̃︀𝐸 ⊂ ̃︀𝐾 为相对于 ̃︀𝑇 的(𝑛, 𝜀) 分离集. 我们先说明𝜋( ̃︀𝐸) ⊂ 𝜋( ̃︀𝐾) 为相对于𝑇 的(𝑛, 𝜀)

分离集. 设̃︀𝑥 ̸= ̃︀𝑦 ∈ ̃︀𝐸. 则𝜋(̃︀𝑥) ̸= 𝜋(̃︀𝑦). 设𝑖0 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛 − 2} 使得̃︀𝑑( ̃︀𝑇 𝑖̃︀𝑥, ̃︀𝑇 𝑖̃︀𝑦) ≤ 𝜀, 𝑖 ≤ 𝑖

且̃︀𝑑( ̃︀𝑇 𝑖0+1̃︀𝑥, ̃︀𝑇 𝑖0+1̃︀𝑦) > 𝜀. 根据𝜀 的选取, ̃︀𝑑( ̃︀𝑇 𝑖0+1̃︀𝑥, ̃︀𝑇 𝑖0+1̃︀𝑦) < 𝛿, 所以

𝑑(𝑇 𝑖0+1𝜋(̃︀𝑥), 𝑇 𝑖0+1𝜋(̃︀𝑦)) = ̃︀𝑑( ̃︀𝑇 𝑖0+1̃︀𝑥, ̃︀𝑇 𝑖0+1̃︀𝑦) > 𝜀.

所以𝜋( ̃︀𝐸) 为𝑇 的(𝑛, 𝜀) 分离集. 由此我们得到

sr(𝑛, 𝜀, ̃︀𝐾, ̃︀𝑇 ) ≤ sr(𝑛, 𝜀, 𝜋( ̃︀𝐾), 𝑇 ).

下证反向不等式. 设𝐸 为𝜋( ̃︀𝐾) 的相对于𝑇 的(𝑛, 𝜀) 分离集. 令 ̃︀𝐸 = 𝜋−1(𝐸) ∩ ̃︀𝐾. 因

为对于̃︀𝑥, ̃︀𝑦 ∈ ̃︀𝐸 以及𝑖, 不等式̃︀𝑑( ̃︀𝑇 𝑖̃︀𝑥, ̃︀𝑇 𝑖̃︀𝑦) ≤ 𝜀 蕴含不等式𝑑(𝑇 𝑖𝜋̃︀𝑥, 𝑇 𝑖𝜋̃︀𝑦) ≤ 𝜀, 我们有 ̃︀𝐸 为 ̃︀𝑇
的(𝑛, 𝜀) 分离集. 于是

sr(𝑛, 𝜀, ̃︀𝐾, ̃︀𝑇 ) ≥ sr(𝑛, 𝜀, 𝜋( ̃︀𝐾), 𝑇 ).

所以

sr(𝑛, 𝜀, ̃︀𝐾, ̃︀𝑇 ) = sr(𝑛, 𝜀, 𝜋( ̃︀𝐾), 𝑇 ).

即ℎ̃︀𝑑( ̃︀𝑇 , ̃︀𝐾) = ℎ𝑑(𝑇, 𝜋( ̃︀𝐾)). 由此我们就有

ℎ𝑑(𝑇, 𝑑) = ℎ̃︀𝑑( ̃︀𝑇 ).

证毕！ �

推论 7.9.3 设𝐴 : T𝑛 → T𝑛 为环面自同态, 那么ℎ𝑑(𝐴) = ℎ̃︀𝑑( ̃︀𝐴), 其中 ̃︀𝐴 : R𝑛 → R𝑛 为诱导𝐴

的线性映射, ̃︀𝑑 为R𝑛 上诱导T𝑛 上度量𝑑 的度量.
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S7.9.3 环面上仿射熵公式

根据上面命题, 我们接着需要处理R𝑛 上的线性映射.

引理 7.9.4 设𝐴 : R𝑛 → R𝑛 为线性映射, 𝑚 为Lebesgue 测度, 𝜌 为R𝑛 上由模确定的度量.

那么

ℎ𝜌(𝐴) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑘→∞

−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀, 𝐴)),

其中𝐷𝑘(0, 𝜀, 𝐴) =
⋂︀𝑘−1
𝑖=0 𝐴

−𝑖𝐵𝜌(𝑒, 𝜀).

ℎ𝜌(𝐴) 不依赖于R𝑛 上模的选取.

证明. 因为有限维线性空间的模都是等价的, 它们诱导了一致等价的度量, 所以ℎ𝜌(𝐴) 不

依赖于R𝑛 上模的选取. 我们不妨假设𝜌 为欧式度量.

对于线性映射𝐴, 我们有𝑚(𝐴𝐵) = |det𝐴|𝑚(𝐵), ∀𝐵 ∈ 𝒳 (R𝑛). 设𝐾 ⊂ R𝑛 为紧致子集,

𝑚(𝐾) > 0. 设𝐹 为𝐾 的(𝑘, 𝜀) 张成集, 则

𝐾 ⊂
⋃︁
𝑥∈𝐹

𝐷𝑘(𝑥, 2𝜀,𝐴) =
⋃︁
𝑥∈𝐹

(𝑥+𝐷𝑘(0, 2𝜀,𝐴)) .

于是𝑚(𝐾) ≤ sp(𝑘, 𝜀,𝐾,𝐴)𝑚(𝐷𝑘(0, 2𝜀,𝐴)). 所以

ℎ𝜌(𝑇 ) ≥ sp(𝜀,𝐾,𝐴) ≥ lim sup
𝑘→∞

1

𝑘
log

𝑚(𝐾)

𝑚(𝐷𝑘(0, 2𝜀,𝐴))
= lim sup

𝑘→∞
−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 2𝜀,𝐴)).

由此

ℎ𝜌(𝑇 ) ≥ sp(𝜀,𝐾,𝐴) ≥ lim
𝜀→0

lim sup
𝑘→∞

−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀, 𝐴)).

设𝐾𝑟 为R𝑛 以0 为中心边长为2𝑚 的方体, 设𝐸 为𝐾𝑟 的(𝑘, 𝜀) 分离集.

则
⋃︀
𝑥∈𝐸 𝐷𝑘(𝑥, 𝜀/2, 𝐴) 为𝐾𝑟 的无交并, 并且⋃︁

𝑥∈𝐸
𝐷𝑘(𝑥, 𝜀/2, 𝐴) =

⋃︁
𝑥∈𝐸

(𝑥+𝐷𝑘(0, 𝜀/2, 𝐴)) ⊂ 𝐾𝑟+𝜀.

于是

sr(𝑘, 𝜀,𝐾𝑟) ·𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀/2, 𝐴)) ≤ 2𝑛(𝑟 + 𝜀)𝑛.

由此

sr(𝜀,𝐾𝑟, 𝐴) ≤ lim sup
𝑘→∞

1

𝑘
log

2𝑛(𝑟 + 𝜀)𝑛

𝑚(𝐷𝑛(0, 𝜀/2, 𝐴))
= lim sup

𝑘→∞
−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀/2, 𝐴)).

如果𝐾 为任何紧致子集, 取𝑟 使得𝐾 ⊂ 𝐾𝑟, 则

sr(𝜀,𝐾,𝐴) ≤ sr(𝜀,𝐾𝑟, 𝐴) ≤ lim sup
𝑘→∞

−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀/2, 𝐴)).
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尤其

ℎ𝜌(𝑇 ) = sup
𝐾

lim
𝜀→0

sr(𝜀,𝐾,𝐴) ≤ lim
𝜀→0

lim sup
𝑘→∞

−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀, 𝐴)).

综上,

ℎ𝜌(𝑇 ) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑘→∞

−1

𝑘
log𝑚(𝐷𝑘(0, 𝜀, 𝐴)).

证毕！ �

定理 7.9.5 设𝑉 为𝑛为向量空间, 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 为线性映射, 𝜌 为𝑉 上由模确定的度量. 那

么

ℎ𝜌(𝐴) =
∑︁

{𝑖:|𝜆𝑖|>1}

log |𝜆𝑖|,

其中𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 为𝐴 全体特征值（其中允许𝜆𝑖 相等）.

证明. 首先注意上面公式与𝜌 选取无关. 根据特征值将𝑉 分解为

𝑉 = 𝐸1 ⊕ 𝐸2,

其中𝐴𝐸1 ⊂ 𝐸1, 𝐴𝐸2 ⊂ 𝐸2, 𝐴1 = 𝐴|𝐸1 的特征值绝对值大于1, 𝐴2 = 𝐴|𝐸2 的特征值绝对

值小于等于1. 选取合适的基, 我们不妨设𝑉 = R𝑝, 𝐸1 = R𝑝1 , 𝐸2 = R𝑝2 , 其中𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝.

设R𝑝1 ,R𝑝2 Lebesgue测度为𝑚1,𝑚2,则𝑚 = 𝑚1×𝑚2 为R𝑝 的Lebesgue测度.设‖ · ‖𝑖 为R𝑝𝑖 的
欧式模, 𝜌𝑖 为相应的度量(𝑖 = 1, 2). 则

‖(x1,x2)‖ = max{‖x1‖1, ‖x2‖2}, 𝜌((x1,x2), (y1,y2)) = max{𝜌1(x1,y1), 𝜌2(x2,y2)}

为R𝑝 上的模与度量. 根据引理7.9.4,

ℎ𝜌(𝐴) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

[︂
− 1

𝑛
log𝑚1(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴1))−

1

𝑛
log𝑚2(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴2))

]︂
,

其中𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖) =
⋂︀𝑛−1
𝑗=0 𝐴

−𝑗
𝑖 𝐵𝜌𝑖(0, 𝜀), 𝑖 = 1, 2. 根据𝐴1, 𝐴2 的定义,

𝑚1(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴1)) ≤ 𝑚1(𝐴
−(𝑛−1)
1 𝐵𝜌1(0, 𝜀)) = |det𝐴1|−(𝑛−1)𝑚1(𝐵𝜌1(0, 𝜀)),

𝑚2(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴2)) ≤ 𝑚2(𝐵𝜌2(0, 𝜀)).

所以

− 1

𝑛
log𝑚1(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴1))−

1

𝑛
log𝑚2(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴2))

≥
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂
log |det𝐴1| −

1

𝑛
log𝑚1(𝐵𝜌1(0, 𝜀))− 1

𝑛
log𝑚2(𝐵𝜌2(0, 𝜀))

于是

ℎ𝜌(𝐴) ≥ log | det𝐴1| =
∑︁

{𝑖:|𝜆𝑖|>1}

log |𝜆𝑖|.
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下证反向不等式. 根据Jordan 分解, 我们可以将𝑉 分解为

𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2 ⊕ . . .⊕ 𝑉𝑘,

其中𝐴𝑉𝑖 ⊂ 𝑉𝑖, 𝐴𝑖 = 𝐴|𝑉𝑖 上的特征值绝对值为𝜏𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 选取合适的基, 我们不妨

设𝑉 = R𝑝, 𝑉𝑖 = R𝑝𝑖 , 𝑚𝑖 为R𝑝𝑖 上Lebsgue 测度, 𝜌𝑖 为R𝑝𝑖 上欧式度量(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘). 于是

𝑉 = R𝑝 = R𝑝1 ⊕ . . .⊕ R𝑝𝑘

并且𝑚 = 𝑚1× . . .×𝑚𝑘 为R𝑝的Lebesgue测度, 𝜌((x1, . . . ,xk), (y1, . . . ,y𝑘)) = max{𝜌𝑖(x𝑖,y𝑖) :

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘},x𝑖,y𝑖 ∈ R𝑝𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 为R𝑝 的度量.

根据引理7.9.4,

ℎ𝜌(𝐴) = lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

𝑘∑︁
𝑖=1

− 1

𝑛
log𝑚𝑖(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖)),

其中𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖) =
⋂︀𝑛−1
𝑗=0 𝐴

−𝑗
𝑖 𝐵𝜌𝑖(0, 𝜀), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. 下证对于1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,

lim
𝜀→0

lim sup
𝑛→∞

− 1

𝑛
log𝑚𝑖(𝐷𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖)) ≤ max{0, 𝑝𝑖 log 𝜏𝑖},

从而完成证明.

取定𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}, 𝛿 > 0. 设‖ · ‖𝑖 为R𝑝𝑖 的欧式模, 定义新的模为

9𝑥9 =
∞∑︁
𝑛=0

‖𝐴𝑛𝑥‖𝑖
(𝜏𝑖 + 𝛿)𝑛

.

因为

𝑛

√︃
‖𝐴𝑛𝑥‖𝑖

(𝜏𝑖 + 𝛿)𝑛
≤
‖𝐴𝑛‖

1
𝑛
𝑖 ‖𝑥‖

1
𝑛
𝑖

𝜏𝑖 + 𝛿
→ 𝜏𝑖

𝜏𝑖 + 𝛿
, 𝑛→∞,

所以9𝑥9 可定义. 又

‖𝑥‖𝑖 ≤ 9𝑥9 ≤ ‖𝑥‖𝑖
∞∑︁
𝑛=0

‖𝐴𝑛‖𝑖
(𝜏𝑖 + 𝛿)𝑛

= 𝑐−1‖𝑥‖𝑖,

其中𝑐 = (
∑︀∞

𝑛=0
‖𝐴𝑛‖𝑖
(𝜏𝑖+𝛿)𝑛

)−1, 所以‖ · ‖𝑖 与9 · 9 等价. 另外根据定义易见

9𝐴𝑥9 ≤ (𝜏𝑖 + 𝛿) 9 𝑥 9 .

用�̂�(𝑥, 𝜀) 表示9 · 9 诱导度量的球, 根据上式我们就有

𝐴−𝑗�̂�(0, 𝜀) ⊃ �̂�(0,
𝜀

(𝜏𝑖 + 𝛿)𝑗
), ∀𝑗 ∈ N.

用�̂�𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖) 表示R𝑝𝑖 上由9 · 9 诱导度量下的Bowen 球, 我们有

�̂�𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖) ⊃

{︃
�̂�(0, 𝜀

(𝜏𝑖+𝛿)𝑛−1 ) ⊃ 𝐵(0, 𝑐𝜀
(𝜏𝑖+𝛿)𝑛−1 ), 如果𝜏𝑖 + 𝛿 ≥ 1;

�̂�(0, 𝜀) ⊃ 𝐵(0, 𝑐𝜀), 如果𝜏𝑖 + 𝛿 ≤ 1.
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注意上面𝐵(𝑥, 𝜀) 为标准欧式度量的球. 于是

𝑚𝑖

(︁
�̂�𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖)

)︁
≥

⎧⎨⎩ 1
(𝜏𝑖+𝛿)𝑝𝑖(𝑛−1)𝑚𝑖(𝐵(0, 𝑐𝜀)), 如果𝜏𝑖 + 𝛿 ≥ 1;

𝑚𝑖(𝐵(0, 𝑐𝜀)), 如果𝜏𝑖 + 𝛿 ≤ 1.

于是

lim sup
𝑛→∞

− 1

𝑛
log𝑚𝑖(�̂�𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖)) ≤ max{0, 𝑝𝑖 log(𝜏𝑖 + 𝛿)}.

因为𝛿 维任意取的, 所以

lim sup
𝑛→∞

− 1

𝑛
log𝑚𝑖(�̂�𝑛(0, 𝜀, 𝐴𝑖)) ≤ max{0, 𝑝𝑖 log(𝜏𝑖)}.

这样我们完成了整个证明. �

综合上面得到的结论, 我们容易得到下面关于环面的结果：

定理 7.9.6 设𝑇 = 𝑎 · 𝐴 : T𝑛 → T𝑛 为仿射变换(𝑎 ∈ T𝑛, 𝐴 为满自同态), 𝑚 为T𝑛 的Haar 测

度. 那么. 那么

ℎtop(𝑇 ) = ℎ𝑚(𝑇 ) = ℎ𝑚(𝐴) =
∑︁

{𝑖:|𝜆𝑖|>1}

log |𝜆𝑖|,

其中𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 为𝐴 对应矩阵[𝐴] 的全体特征值（其中允许𝜆𝑖 相等）.

S7.10 零熵与Pinsker 𝜎 代数

以下我们介绍一个重要的概念：Pinsker 𝜎 代数. 一个保测系统的Pinsker 𝜎 代数可以

认为是该系统具有零熵的最大的子𝜎代数. Pinsker 𝜎 代数在熵的分析中是一个不可缺少

的工具.

S7.10.1 Pinsker 𝜎代数

定义 7.10.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 包含
⋃︀
{𝜉 : ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = 0, 𝐻𝜇(𝜉) < ∞} 的最小𝜎代数

称为Pinsker 𝜎 代数, 记为𝑃𝜇(𝑇 ) 或𝑃𝜇.

注记 7.10.2 容易验证
⋃︀
{𝜉 : ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = 0, 𝐻𝜇(𝜉) <∞} 为代数.

定理 7.10.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 则

1. 𝑃𝜇(𝑇 ) = {𝐴 ∈ 𝒳 : ℎ𝜇(𝑇, {𝐴,𝐴𝑐}) = 0}

2. 𝑃𝜇(𝑇 ) 为𝒳 的子𝜎 代数;

3. 有限可测剖分𝛼 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 ) 当且仅当ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−) = 0 当且仅当𝛼 ⊆ 𝛼−;

4. 𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 ) = 𝑃𝜇(𝑇 )( mod 𝜇);
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5. 对𝑘 ≥ 1, 𝑃𝜇(𝑇 ) = 𝑃𝜇(𝑇 𝑘). 如果𝑇 又是可逆的, 则𝑃𝜇(𝑇 ) = 𝑃𝜇(𝑇−1).

证明. 1. 显然∅, 𝑋 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 ). 设𝐴,𝐵 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 ). 因(𝐴𝑐)𝑐 = 𝐴, 𝐴𝑐 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 ). 注意到{𝐴,𝐴𝑐} ∨
{𝐵,𝐵𝑐} ⪰ {𝐴 ∪𝐵, (𝐴 ∪𝐵)𝑐}, 我们有

ℎ𝜇(𝑇, {𝐴 ∪𝐵, (𝐴 ∪𝐵)𝑐}) ≤ ℎ𝜇(𝑇, {𝐴,𝐴𝑐} ∨ {𝐵,𝐵𝑐})

≤ ℎ𝜇(𝑇, {𝐴,𝐴𝑐}) + ℎ𝜇(𝑇, {𝐵,𝐵𝑐}) = 0.

因此𝐴 ∪𝐵 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 ).

设𝐴𝑖 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 ), 𝑖 ∈ N, 现在, 对𝑘 ∈ N我们有

ℎ𝜇(𝑇, {
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, (
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖)
𝑐}) ≤ ℎ𝜇(𝑇,

𝑘⋁︁
𝑖=1

{𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}) +𝐻𝜇({
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, (
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖)
𝑐}|

𝑘⋁︁
𝑖=1

{𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖})

≤
𝑘∑︁
𝑖=1

ℎ𝜇(𝑇, {𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}) +𝐻𝜇({
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, (
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖)
𝑐}|

𝑘⋁︁
𝑖=1

{𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖})

= 𝐻𝜇({
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, (

∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖)
𝑐}|

𝑘⋁︁
𝑖=1

{𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}).

在上述不等式中令𝑘 → +∞ 并利用Martingale 定理我们有

ℎ𝜇(𝑇, {
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, (
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖)
𝑐}) ≤ 𝐻𝜇({

∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, (
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖)
𝑐}|

∞⋁︁
𝑖=1

{𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}) = 0.

因此∪∞𝑖=1𝐴𝑖 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 ). 综上所述我们知𝑃𝜇(𝑇 )为𝒳 的子𝜎代数.

2. 设𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘}. 注意到∨𝑘𝑗=1{𝐴𝑗 , 𝐴𝑐𝑗} ⪰ 𝛼 ⪰ {𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}, 我们有𝛼 ⊆ 𝑃𝜇(𝑇 )当且

仅当ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−) = 0当且仅当𝛼 ⊆ 𝛼−.

3. 由于对𝐴 ∈ 𝒳 ,

ℎ𝜇(𝑇, {𝐴,𝐴𝑐}) = ℎ𝜇(𝑇, 𝑇−1{𝐴,𝐴𝑐}) = ℎ𝜇(𝑇, {𝑇−1𝐴, (𝑇−1(𝐴))𝑐}),

我们得到𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 ) ⊆ 𝑃𝜇(𝑇 ). 反之, 设𝐴 ∈ 𝑃𝜇(𝑇 )和𝛼 = {𝐴,𝐴𝑐}. 则𝛼 ⊂ 𝛼−. 因𝛼 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 ), 我

们有

𝑇−𝑖𝛼 ⊂ 𝑇−𝑖𝑃𝜇(𝑇 ) ⊆ 𝑇−(𝑖−1)𝑃𝜇(𝑇 ) ⊂ · · · ⊂ 𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 )

对每个𝑖 ∈ N成立. 因𝑃𝜇(𝑇 )为𝒳的子𝜎代数, 𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 )也为𝒳的子𝜎代数. 再注意到𝛼−为𝒳的
包含所有𝑇−𝑖𝛼, 𝑖 ∈ N的最小的子𝜎代数, 𝛼− ⊂ 𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 ). 这已经说明𝐴 ∈ 𝛼 ⊂ 𝛼− ⊂
𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 ). 因𝐴是任意的, 𝑃𝜇(𝑇 ) ⊆ 𝑇−1𝑃𝜇(𝑇 ).

4. 对𝑋的任意有限可测剖分𝛼和𝑘 ∈ N, 首先我们有ℎ𝜇(𝑇 𝑘, 𝛼𝑘−10 ) = 𝑘ℎ𝜇(𝑇, 𝛼)(参见命

题7.1.20的证明). 进而我们不难算得 1
𝑘ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≤ ℎ𝜇(𝑇 𝑘, 𝛼) ≤ 𝑘ℎ𝜇(𝑇, 𝛼).这说明𝛼 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 )当

且仅当𝛼 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 𝑘). 因此𝑃𝜇(𝑇 ) = 𝑃𝜇(𝑇 𝑘). 最后由注记7.1.21, 我们有𝑃𝜇(𝑇 ) = 𝑃𝜇(𝑇−1). �
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注记 7.10.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 根据上面命题的3, 我们知道

1. 设𝛼 为有限可测剖分. ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = 0 当且仅当�̂� ⊂ �̂�−, 即过去决定现在.

2. ℎ𝜇(𝑇 ) = 0 当且仅当对于任何可数可测剖分𝛼, 𝐻(𝛼) <∞, 我们有�̂� ⊂ �̂�−.

3. 如果ℎ𝜇(𝑇 ) = 0, 那么𝑇−1𝒳 =
𝜇
𝒳 ,即𝑇 几乎处处可逆. 这个事实的证明如下：设𝐵 ∈ 𝒳 ,

令𝒜 = {∅, 𝐵,𝐵𝑐, 𝑋}, 那么由ℎ𝜇(𝑇 ) = 0, 我们有𝒜 ⊂ ∨∞𝑖=1𝑇
−𝑖𝒜 ⊂ 𝑇−1𝒳 . 由𝐵 任意, 我

们有𝒳 ⊂ 𝑇−1𝒳 .

4. 设ℎ𝜇(𝑇 ) = 0. 如果ℱ ⊂ 𝒳 为子𝜎 代数且𝑇−1ℱ ⊂
𝜇
ℱ , 那么𝑇−1ℱ =

𝜇
ℱ .

命题 7.10.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝜂 为有限可测剖分且满足𝐻𝜇(𝜂) < ∞, 𝜂 ⊂ 𝒫𝜇(𝑇 ).

那么ℎ𝜇(𝑇, 𝜂) = 0.

证明. 由于𝒢 =
⋃︀
{𝜉 : ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = 0, 𝐻𝜇(𝜉) < ∞} 为生成𝒫𝜇(𝑇 ) 的代数, 存在有限递增代数

列{𝜉𝑛}∞𝑛=1 使得𝜉𝑛 ⊂ 𝒢, 并且𝜉𝑛 ↗ 𝒫𝜇(𝑇 ).

但是

ℎ𝜇(𝑇, 𝜂) ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑛) +𝐻𝜇(𝜂|𝜉𝑛) = 𝐻(𝜂|𝜉𝑛).

令𝑛→∞, 我们就有

ℎ𝜇(𝑇, 𝜂) ≤ 𝐻𝜇(𝜂|𝒫𝜇(𝑇 )) = 0.

证毕！ �

于是, Pinsker 𝜎 代数可以视为最大有零熵的𝜎 代数.

S7.10.2 完全正熵

定义 7.10.6 我们将𝜎代数𝑃𝜇称为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )的Pinsker 𝜎代数. 当(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆Lebesgue

系统时, 由𝑃𝜇 可以确定(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的因子系统𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑍,𝒵, 𝜈, 𝑆) (即𝑃𝜇 =

𝜋−1(𝒵)), 我们称Lebesgue 系统(𝑍,𝒵, 𝜈, 𝑆) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )的Pinsker 因子.

定义 7.10.7 一个保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 称为完全正熵系统, 如果𝑃𝜇(𝑇 ) = {∅, 𝑋}. 这等价
于(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的每个非平凡因子系统有正熵.

设𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛}为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的可测剖分. 如果对每个𝑖 ∈ N有𝜇(𝐴𝑖) < 1, 则

称𝛼为测度非平凡的剖分.我们不难看出

命题 7.10.8 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 则以下性质彼此等价：

1. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为完全正熵系统;

2. 𝑋 的每个由两个元素构成的测度非平凡的剖分有正熵;

3. 𝑋 的每个测度非平凡的有限剖分有正熵.
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S7.10.3 Pinsker公式

引理 7.10.9 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统, 𝛼, 𝛽, 𝛾为𝑋的有限可测剖分.则

1. 如果𝛽 ⪯ 𝛼 或𝛼 ⪯ 𝛽, 那么

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛽−) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−);

2. 如果𝛼 ⪯ 𝛽, 那么

lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(𝛼|𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛽−).

证明. (i). 首先假设𝛽 ⪯ 𝛼. 则𝑇−𝑛(𝛽− ∨
⋁︀𝑛−1
𝑖=0 𝑇

𝑖𝛼)↗ 𝛼−, 因此

𝐻𝜇(𝛼|𝑇−𝑛(𝛽− ∨
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼))→ 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−).

注意到

𝐻𝜇(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛽−) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛽−) +𝐻𝜇(𝑇𝛼|𝛼 ∨ 𝛽−) + · · ·+𝐻𝜇(𝑇𝑛−1𝛼|
𝑛−2⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼 ∨ 𝛽−)

= 𝐻𝜇(𝛼|𝛽−) +𝐻𝜇(𝛼|𝑇−1(𝛼 ∨ 𝛽−)) + · · ·

+𝐻𝜇(𝛼|𝑇−(𝑛−1)(
𝑛−2⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼 ∨ 𝛽−)) (由命题7.1.9 (6)),

因此

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛽−)→ 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−).

(ii) 其次, 假设𝛼 ⪯ 𝛽.则一方面

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛽−) ≤ 1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛼−)→ 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−) (由(i)).

另一方面,

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛽−) =
1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|𝛽−)− 1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼 ∨ 𝛽−).
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在上式中令𝑛→∞我们得到

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛽−)

≥ 𝐻𝜇(𝛽|𝛽−)− lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼 ∨ 𝛼−)

= lim
𝑛→∞

(︃
1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|𝛼−)− 1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼 ∨ 𝛼−)

)︃

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛼−) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼−).

(iii) 以下我们证明(2), 假设𝛼 ⪯ 𝛽. 首先

𝐻𝜇(𝛼|𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−) = 𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−)−𝐻𝜇(𝛽|𝛼 ∨ 𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−). (7.10.1)

再考虑等式

𝐻𝜇(
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|𝛽− ∨ 𝛾−) = 𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝛾−) +𝐻𝜇(𝑇𝛽|𝑇𝛽− ∨ 𝛾−)

+ · · ·+𝐻𝜇(𝑇𝑛𝛽|𝑇𝑛𝛽− ∨ 𝛾−)

= 𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝛾−) +𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝑇−1𝛾−)

+ · · ·+𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−) (由命题7.1.9 (6)).

在上式中让𝑛→∞并利用前面的讨论, 我们得到

𝐻𝜇(𝛽|𝛽−) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|𝛽− ∨ 𝛾−) = lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−).

将此应用到等式(7.10.1)可得

lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(𝛼|𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−)

= 𝐻𝜇(𝛽|𝛽−)− lim
𝑛→∞

𝐻𝜇(𝛽|𝛼 ∨ 𝛽− ∨ 𝑇−𝑛𝛾−)

≥ 𝐻𝜇(𝛽|𝛽−)−𝐻𝜇(𝛽|𝛼 ∨ 𝛽−) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛽−).

反向的不等式是明显地. �

定理 7.10.10 (Pinsker公式) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆的保测系统, 𝛼, 𝛽 为𝑋 的有限可测剖

分. 则

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼 ∨ 𝛽) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) +𝐻𝜇(𝛼|𝛽𝑇 ∨ 𝛼−),

其中𝛽𝑇 =
⋁︀∞
𝑛=−∞ 𝑇

−𝑛𝛽.
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证明. 首先我们有

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖(𝛼 ∨ 𝛽)|𝛼− ∨ 𝛽−)

=
1

𝑛
{𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|𝛼− ∨ 𝛽−) +𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛼|𝛼− ∨ 𝛽− ∨
𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽)}

=
1

𝑛
{𝐻𝜇(

𝑛−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽|𝛼− ∨ 𝛽−) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐻𝜇(𝛼|𝛼− ∨ 𝛽− ∨
𝑘−1⋁︁
𝑖=0

𝑇 𝑖𝛽)}.

在上式中让𝑛→∞, 利用引理7.10.9的性质(1) 和定理7.2.5的(1) 我们可得

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼 ∨ 𝛽) = ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) +𝐻𝜇(𝛼|𝛽𝑇 ∨ 𝛼−).

证毕！ �

我们不难得到引理7.10.9和定理7.10.10 相对于一个严格𝑇不变的子𝜎代数的相对化版

本.例如：

定理 7.10.11 (相对的Pinsker公式) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆的保测系统, 𝛼, 𝛽为𝑋的有限可测

剖分和𝒜为𝒳严格𝑇不变的子𝜎代数(即𝑇−1𝒜 = 𝒜), 则

𝐻𝜇(𝛼 ∨ 𝛽|𝛼− ∨ 𝛽− ∨ 𝒜) = 𝐻𝜇(𝛽|𝛽− ∨ 𝒜) +𝐻𝜇(𝛼|𝛼− ∨ 𝛽𝑇 ∨ 𝒜).

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 我们用𝒫𝑋表示𝑋的全体有限可测剖分.

定理 7.10.12 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统, 则

𝑃𝜇(𝑇 ) =
⋁︁

𝛽∈𝒫𝑋

∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝛽−.

证明. 选取𝑋递增的有限剖分序列𝜉𝑘 ↗ 𝑃𝜇(𝑇 ).因ℎ𝜇(𝑇, 𝜉𝑘) = 𝐻𝜇(𝜉𝑘|𝜉−𝑘 ) = 0, 所以𝜉𝑘 ⊂ 𝜉−𝑘 .

进而

𝜉𝑘 ⊂ 𝜉−𝑘 =
∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝜉−𝑘 ⊂
⋁︁

𝛽∈𝒫𝑋

∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝛽−.

即

𝑃𝜇(𝑇 ) =
+∞⋁︁
𝑘=1

𝜉𝑘 ⊂
+∞⋁︁
𝑘=1

+∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝜉−𝑘 ⊂
⋁︁

𝛽∈𝒫𝑋

∞⋂︁
𝑛=1

𝑇−𝑛𝛽−.

另一方面, 固定𝜉 ∈ 𝒫𝑋 , 设𝜂 ∈ 𝒫𝑋满足𝜂 ⊂
⋂︀+∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝜉−, 则𝜂𝑇 ⊂ 𝜉− 且

𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝜂|𝜉− ∨ 𝜂−) ≤ 𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝜂|𝜉−) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉−),

𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝜂|𝜉− ∨ 𝜂−) = ℎ𝜇(𝑇, 𝜉 ∨ 𝜂) = ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) +𝐻𝜇(𝜂|𝜉𝑇 ∨ 𝜂−)

≥ ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉−).
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结合上面两个不等式, 我们有

𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝜂|𝜉− ∨ 𝜂−) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉−) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝜂𝑇 ) +𝐻𝜇(𝜂|𝜂−)

= 𝐻𝜇(𝜉|𝜉−) +𝐻𝜇(𝜂|𝜂−).

这说明𝐻𝜇(𝜂|𝜂−) = 0, 即𝜂 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 ).从而对每个𝜉 ∈ 𝒫𝑋我们有

𝑃𝜇(𝑇 ) ⊃
+∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝜉−,

这就推得

𝑃𝜇(𝑇 ) =
⋁︁
𝜉∈𝒫𝑋

+∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝜉−.

�

定理 7.10.13 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统, 𝜉 ∈ 𝒫𝑋和𝒜为𝒳 严格𝑇不变的子𝜎代数. 则

𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝒜) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜).

特别地,

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉−) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )).

证明. 任取有限可测剖分𝜂 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 ), 则由定理7.10.11可得

𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝜂|𝜉− ∨ 𝜂− ∨ 𝒜) = 𝐻𝜇(𝜂|𝜂− ∨ 𝜉𝑇 ∨ 𝒜) +𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝒜)

= 𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝜂− ∨ 𝒜) +𝐻𝜇(𝜂|𝜉 ∨ 𝜉− ∨ 𝜂− ∨ 𝒜).

即

𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝜂− ∨ 𝒜) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝒜).

现在选取满足𝜂𝑛 ↗ 𝑃𝜇(𝑇 )的有限可测剖分序列𝜂𝑛, 然后利用定理7.10.3 (3)便可得到

𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉− ∨ 𝒜).

证毕！ �

定理 7.10.14 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 𝜉 ∈ 𝒫𝑋 . 则

lim
𝑘→∞

ℎ𝜇(𝑇 𝑘, 𝜉) = 𝐻𝜇(𝜉|𝑃𝜇(𝑇 )).

证明. 使用定理7.10.3 (4)和定理7.10.13, 一方面

lim sup
𝑘→∞

ℎ𝜇(𝑇 𝑘, 𝜉) = lim sup
𝑘→∞

𝐻𝜇(𝜉|
+∞⋁︁
𝑗=1

𝑇−𝑘𝑗𝜉 ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )) ≤ 𝐻𝜇(𝜉|𝑃𝜇(𝑇 )).
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另一方面, 我们有

lim inf
𝑘→∞

ℎ𝜇(𝑇 𝑘, 𝜉) = lim inf
𝑘→∞

𝐻𝜇(𝜉|
+∞⋁︁
𝑗=1

𝑇−𝑘𝑗𝜉) ≥ lim inf
𝑘→∞

𝐻𝜇(𝜉|𝑇−𝑘𝜉−)

≥ 𝐻𝜇(𝜉|
+∞⋂︁
𝑘=1

𝑇−𝑘𝜉−) ≥ 𝐻𝜇(𝜉|𝑃𝜇(𝑇 )) (由定理7.10.12).

证毕！ �

习 题

1. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 证明：如果𝑇−1𝒳 ̸= 𝒳 (mod 𝜇), 则ℎ𝜇(𝑇 ) > 0.

2. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 如果𝛼, 𝛽 为𝑋 的两个有限可测剖分, 则

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≤ ℎ𝜇(𝑇, 𝛽) +𝐻𝜇(𝛼|𝛽 ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )).

3. 设S1 为复平面的单位圆周, 𝑝 > 1, 𝑇𝑝 : S1 → S1 满足𝑇𝑝(𝑧) = 𝑧𝑝 以及𝑚S1 为S1 上的Haar 测度, 证

明：ℎ𝑚S1
(𝑇𝑝) > 0 (实际上ℎS1(𝑇𝑝) = log 𝑝).

4. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为完全正熵系统, 则它是遍历系统且当(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 不为平凡系统时, 𝜇({𝑥}) = 0

对𝑥 ∈ 𝑋.

5. 证明相对的Pinsker 公式–定理7.10.11.

6. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆的保测系统, 𝛼 为𝑋 的有限可测剖分以及𝒜 为𝒳 的子𝜎 代数. 证明：如

果𝑇−1𝒜 ⊂ 𝒜, 则𝐻𝜇(𝛼|𝛼− ∨ 𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜) = 𝐻𝜇(𝛼|𝛼− ∨ 𝒜).

S7.11 Kolmogorov系统（续）

本小节,我们将介绍一类重要的正熵保测系统,它是1958年Kolmogorov[133]首先引入

的. Rohlin 和Sinai [169]将这类保测系统称为Kolmogorov 系统. 在第四章中我们已经研究

过这类系统，在这里我们从熵理论研究它.

S7.11.1 Kolmogorov系统

首先回顾下Kolmogorov系统的定义.设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统.如果存在𝒳的子𝜎代

数𝒦使得:

𝒦 ⊂ 𝑇𝒦,
+∞⋁︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝒦 = 𝒳 且
∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒦 = {∅, 𝑋}.

则称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为Kolmogorov系统或简称为K系统 .

引理 7.11.1 每个测度K系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )是遍历系统且当(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )不为平凡系统时, 𝜇({𝑥}) =

0对𝑥 ∈ 𝑋.
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证明. 设𝐴 ∈ 𝒳为𝑇 -不变, 𝜖 > 0和𝑚 ∈ N. 则存在𝑛0 ≥ 0和子集𝐵 ∈ 𝑇𝑛0𝒦使得𝜇(𝐴Δ𝐵) < 𝜖.

从而𝑇−(𝑛0+𝑚)𝐵 ∈ 𝑇−𝑚𝒦并且𝜇(𝐴Δ𝑇−(𝑚+𝑛0)𝐵) < 𝜖. 因这对任意𝜖 > 0成立, 我们有𝐴 ∈
𝑇−𝑚𝒦.进而再由𝑚的任意性知𝐴 ∈ ∩∞𝑛=0𝑇

−𝑛𝒦 = {∅, 𝑋}.这说明(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统.显

然当(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )不为平凡系统时, (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )与有限系统不测度同构. 因此𝜇({𝑥}) = 0对𝑥 ∈
𝑋. �

S7.11.2 Rohlin-Sinai定理

我们将以下引理留作习题：

引理 7.11.2 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝑘 ∈ N. 则对任意𝜖 > 0 存在𝛿 = 𝛿(𝜖, 𝑘) > 0 使

得如果可测剖分𝛼 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘}和𝛽 = {𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑘}满足
∑︀𝑘

𝑗=1 𝜇(𝐴𝑗Δ𝐵𝑗) < 𝛿, 那

么𝐻𝜇(𝛼|𝛽) +𝐻𝜇(𝛽|𝛼) < 𝜖. 进而

|ℎ𝜇(𝑇, 𝛼)− ℎ𝜇(𝑇, 𝛽)| ≤ 𝐻𝜇(𝛼|𝛽) +𝐻𝜇(𝛽|𝛼) < 𝜖.

定理 7.11.3 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为可逆保测系统, 𝒜为𝒳的子𝜎代数. 如果𝑇−1𝒜 ⊆ 𝒜且lim𝑛→+∞ 𝑇
𝑛𝒜 ↗

𝒳 , 则
𝑃𝜇(𝑇 ) ⊆ 𝒜−∞,

其中𝒜−∞ =
⋂︀∞
𝑛=1 𝑇

−𝑛𝒜.

证明. 首先, 我们有如下断言.

断言: 对每个有限可测剖分𝜉我们有𝐻𝜇(𝜉|𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜−∞) = 𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞). 断言的证明: 首先

假设𝜉 ⊂ 𝒜, 则

𝐻𝜇(𝜉|𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜−∞) ≥ lim
𝑝→∞

𝐻𝜇(𝜉|
∞⋁︁
𝑖=1

𝑇−𝑝𝑖𝜉 ∨ 𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜−∞)

= lim
𝑝→∞

𝐻𝜇(𝜉|
∞⋁︁
𝑖=1

𝑇−𝑝𝑖𝜉 ∨ 𝒜−∞) (由定理7.10.13)

≥ lim
𝑝→∞

𝐻𝜇(𝜉|𝑇−𝑝𝒜) = 𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞).

其次对任意的𝑛 ∈ N和有限可测剖分𝜉 ⊂ 𝑇𝑛𝒜, 我们可以进行同样的讨论. 最后对𝑋的任何

一个有限可测剖分𝜉 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘}和𝜖 > 0. 选𝛿 = 𝛿(𝜖, 𝑘) > 0满足引理7.11.2的条件. 注

意到lim𝑛→+∞ 𝑇
𝑛𝒜 ↗ 𝒳 , 我们能找到𝑛 ∈ N 和有限可测剖分𝛽 = {𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑘} ⊂ 𝑇𝑛𝒜使

得
∑︀𝑘

𝑖=1 𝜇(𝐴𝑖Δ𝐵𝑖) < 𝛿, 进而𝐻𝜇(𝜉|𝛽) +𝐻𝜇(𝛽|𝜉) < 𝜖. 现在

𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞) ≤ 𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝛽|𝒜−∞) ≤ 𝐻𝜇(𝛽|𝒜−∞) +𝐻𝜇(𝜉|𝛽)

≤ 𝐻𝜇(𝛽|𝒜−∞ ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )) + 𝜖 ≤ 𝐻𝜇(𝜉 ∨ 𝛽|𝒜−∞ ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )) + 𝜖

≤ 𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞ ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )) +𝐻𝜇(𝛽|𝜉) + 𝜖 ≤ 𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞ ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )) + 2𝜖.
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再因𝜖是任意的, 我们有𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞) ≤ 𝐻𝜇(𝜉|𝒜−∞ ∨ 𝑃𝜇(𝑇 )), 而相反方向的不等式是明显成

立地, 这就完成断言的证明.

现在从断言我们知道, 如果有限可测剖分𝜉满足𝜉 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 ) ∨ 𝒜−∞, 则𝜉 ⊂ 𝒜−∞.因

此𝑃𝜇(𝑇 ) ⊆ 𝒜−∞. �

定理 7.11.4 (Rohlin-Sinai定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 则存在𝒳的子𝜎代数𝒦使
得

1. 𝒦 ⊂ 𝑇𝒦,

2.
+∞⋁︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝒦 = 𝒳 ,

3.

∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒦 = 𝑃𝜇.

特别地, (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为K系统当且仅当(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为完全正熵系统.

证明. 取有限可测剖分𝜉𝑛 ↗ 𝒳 , 归纳地定义𝜂𝑝 = 𝜂𝑝−1 ∨ 𝑇−𝑛𝑝𝜉𝑝, 其中序列𝑛𝑝 ∈ N(利用引

理7.10.9的(2))满足对每个𝑞 ≥ 2 有以下一组不等式成立

𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑞−1)−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑞 ) < (
1

𝑝
)

1

2𝑞−𝑝
, 𝑝 = 1, 2, · · · , 𝑞 − 1.

现在固定𝑝, 再对𝑞 = 𝑝+ 1, 𝑝+ 2, · · · , 𝑛求和即可得到

𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 )−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑛 ) <
1

𝑝
对所有𝑛 > 𝑝 成立.

设ℰ为有限代数{𝜂𝑛}生成的𝜎代数, 则

𝜂−𝑛 →
∞⋁︁
𝑛=1

𝑇−𝑖ℰ .

再设

𝒦 =
∞⋁︁
𝑛=1

𝑇−𝑖ℰ .

我们有

𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 )−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝒦) ≤ 1

𝑝
.

显然𝑇−1𝒦 ⊂ 𝒦, 𝑇𝑛𝒦 ↗ 𝒳且

lim
𝑝→∞

(𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 )−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝒦)) = 0.

设𝜉 为有限可测剖分且𝜉 ⊂
⋂︀∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝒦, 那么

𝜉𝑇 ⊂
∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒦.
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因此

𝐻𝜇(𝜉|𝜉−) = 𝐻𝜇(𝜂𝑝 ∨ 𝜉|𝜂−𝑝 ∨ 𝜉−)−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 ∨ 𝜉𝑇 )

≤ 𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 ) +𝐻𝜇(𝜉|𝜂−𝑝 )−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝒦)

= 𝐻𝜇(𝜉|𝜂−𝑝 ) + (𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 )−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝒦)).

令𝑝→∞, 注意到

lim
𝑝→∞

𝐻𝜇(𝜉|𝜂−𝑝 ) = 𝐻𝜇(𝜉|𝒦) = 0

以及

lim
𝑝→∞

(︀
𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝜂−𝑝 )−𝐻𝜇(𝜂𝑝|𝒦)

)︀
= 0

我们就得到

ℎ𝜇(𝑇, 𝜉) = 𝐻𝜇(𝜉|𝜉−) = 0.

因此如果𝜉 ⊂
⋂︀∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝒦, 则𝜉 ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 ), 这说明

∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒦 ⊆ 𝑃𝜇(𝑇 ).

注意到𝒦满足定理 7.11.3的条件, 我们有

∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒦 ⊇ 𝑃𝜇(𝑇 ).

定理得证. �

定理 7.11.5 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为两个可逆保测系统, 则

𝑃𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆) = 𝑃𝜇(𝑇 )× 𝑃𝜈(𝑆).

特别地, 两个测度K系统的乘积仍为测度K系统.

证明. 利用Rohlin-Sinai 定理存在𝒳 的子𝜎 代数𝒦(𝑇 ) 和𝒴 的子𝜎 代数𝒦(𝑆) 满足𝑇𝑛𝒦(𝑇 )↗
𝒳 , 𝑇−𝑛𝒦(𝑇 )↘ 𝑃𝜇(𝑇 ), 𝑆𝑛𝒦(𝑆)↗ 𝒴 和𝑆−𝑛𝒦(𝑆)↘ 𝑃𝜈(𝑆). 因此

(𝑇 × 𝑆)𝑛𝒦(𝑇 )×𝒦(𝑆)↗ 𝒳 × 𝒴.

由定理7.11.3我们得到

𝑃𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆) ⊂
∞⋂︁
𝑛=1

[(𝑇 × 𝑆)−𝑛𝒦(𝑇 )×𝒦(𝑆)]

⊂
∞⋂︁
𝑛=1

[𝑇−𝑛𝒦(𝑇 )× 𝒴] = 𝑃𝜇(𝑇 )× 𝒴.
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同理

𝑃𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆) ⊂ 𝒳 × 𝑃𝜈(𝑆).

这就得到

𝑃𝜇×𝜈(𝑇 × 𝑆) ⊂ 𝑃𝜇(𝑇 )× 𝑃𝜈(𝑆).

而相反的包含关系是显然成立地, 从而定理得证. �

S7.11.3 K系统与混合性

一个保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )称为序𝑘强混合的, 如果对任意𝐴0, 𝐴1, · · · , 𝐴𝑘 ∈ 𝒳 ,

lim
𝑛1,𝑛2,··· ,𝑛𝑘→+∞

𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛1𝐴1 ∩ · · · ∩ 𝑇−(𝑛1+𝑛2+···+𝑛𝑘)𝐴𝑘) = 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1) · · ·𝜇(𝐴𝑘). (7.11.1)

如果对每个𝑘 ∈ N, (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )均为序𝑘强混合的,则称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为完全强混合系统.显然

序1强混合性等价于强混合性.

以下我们将证明测度K系统为完全强混合系统, 为此我们还需要另外几个引理. 首先

我们将以下Pinsker不等式留给读者做为练习.

引理 7.11.6 (Pinsker不等式) 设𝑝𝑖, 𝑞𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑙 满足
∑︀𝑙

𝑖=1 𝑝𝑖 = 1和
∑︀𝑙

𝑖=1 𝑞𝑖 ≤ 1. 则

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 log(
𝑝𝑖
𝑞𝑖

) ≥
(
∑︀𝑙

𝑖=1 |𝑝𝑖 − 𝑞𝑖|)2

2
log 2.

引理 7.11.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝛼, 𝛽为𝑋的两个有限可测剖分以及𝜖 > 0. 如果

𝐻𝜇(𝛼)−𝐻𝜇(𝛼|𝛽) <
𝜖2

2
log 2,

则 ∑︁
𝐵∈𝛽

∑︁
𝐴∈𝛼
|𝜇(𝐴 ∩𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)| < 𝜖.

证明. 由Pinsker不等式,

𝐻𝜇(𝛼)−𝐻𝜇(𝛼|𝛽) = −
∑︁
𝐴∈𝛼

𝜇(𝐴) log𝜇(𝐴) +
∑︁
𝐵∈𝛽

∑︁
𝐴∈𝛼

𝜇(𝐴 ∩𝐵) log
𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐵)

=
∑︁
𝐵∈𝛽

∑︁
𝐴∈𝛼

𝜇(𝐴 ∩𝐵) log
𝜇(𝐴 ∩𝐵)

𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)

≥ (
1

2
log 2) · (

∑︁
𝐵∈𝛽

∑︁
𝐴∈𝛼
|𝜇(𝐴 ∩𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)|)2

这说明 ∑︁
𝐵∈𝛽

∑︁
𝐴∈𝛼
|𝜇(𝐴 ∩𝐵)− 𝜇(𝐴)𝜇(𝐵)| < 𝜖.

�
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定理 7.11.8 测度K系统为完全强混合.

证明. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为测度K系统和𝒳的子𝜎代数𝒦满足

𝒦 ⊂ 𝑇𝒦,
+∞⋁︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝒦 = 𝒳 且
∞⋂︁
𝑛=0

𝑇−𝑛𝒦 = {∅, 𝑋}.

因
⋁︀+∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝒦 = 𝒳 , 为说明(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为完全强混合的, 我们只需证明对任意𝑘 ∈
N和𝐴0, 𝐴1, · · · , 𝐴𝑘 ∈

⋃︀+∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝒦, (7.11.1)成立.

现设𝐴0, 𝐴1, · · · , 𝐴𝑘 ∈
⋃︀+∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝒦, 则存在𝑚0 ∈ N 使得𝐴0, 𝐴1, · · · , 𝐴𝑘 ∈ 𝑇𝑚0𝒦. 固定𝜖 >

0.因∩∞𝑛=0𝑇
−𝑛𝒦 = {∅, 𝑋} 和𝑇−(𝑛+1)𝒦 ⊂ 𝑇−𝑛𝒦对𝑛 ∈ Z+,

lim
𝑛→+∞

𝐻𝜇({𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}|𝑇−𝑛𝒦) = 𝐻𝜇({𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖})对每个𝑖 ∈ {0, 1, · · · , 𝑘}成立.

因此存在𝑁 ∈ N使得当𝑛 ≥ 𝑁时

𝐻𝜇({𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖})−𝐻𝜇({𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}|𝑇−𝑛𝒦) <
𝜖2

2
log 2对每个𝑖 ∈ {0, 1, · · · , 𝑘}成立.

特别地,对任意𝑛 ≥ 𝑁和𝐵 ∈ 𝑇−𝑛𝒦, 𝐻𝜇({𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}) − 𝐻𝜇({𝐴𝑖, 𝐴𝑐𝑖}|{𝐵,𝐵𝑐}) < 𝜖2

2 log 2 对每

个𝑖 ∈ {0, 1, · · · , 𝑘}成立. 由引理7.11.7, 对任意𝑛 ≥ 𝑁和𝐵 ∈ 𝑇−𝑛𝒦我们有

|𝜇(𝐴𝑖 ∩𝐵)− 𝜇(𝐴𝑖)𝜇(𝐵)| < 𝜖对𝑖 ∈ {0, 1, · · · , 𝑘}成立. (7.11.2)

当𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, · · · , 𝑛𝑘 ≥ 𝑁 +𝑚0时, 使用(7.11.2)和事实: 𝐴0, 𝐴1 · · · , 𝐴𝑘 ∈ 𝑇𝑚0𝒦, 我们有

|𝜇(𝐴𝑘−1 ∩ 𝑇−𝑛𝑘𝐴𝑘)− 𝜇(𝐴𝑘−1)𝜇(𝐴𝑘)| < 𝜖

|𝜇(𝐴𝑘−2 ∩ 𝑇−𝑛𝑘−1(𝐴𝑘−1 ∩ 𝑇−𝑛𝑘𝐴𝑘))− 𝜇(𝐴𝑘2)𝜇(𝐴𝑘−1 ∩ 𝑇−𝑛𝑘𝐴𝑘)| < 𝜖

· · · · · · · · · · · · · · ·

|𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛1(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛2(𝐴2 · · · ∩ 𝑇−𝑛𝑘𝐴𝑘 · · · )))− 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛2(𝐴2 · · · ∩ 𝑇−𝑛𝑘𝐴𝑘 · · · ))| < 𝜖

从上面的一组不等式我们容易推得: 当𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, · · · , 𝑛𝑘 ≥ 𝑁 +𝑚0时,

|𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛1(𝐴1) ∩ 𝑇−(𝑛1+𝑛2)𝐴2 ∩ · · · ∩ 𝑇−(𝑛1+···+𝑛𝑘)𝐴𝑘)− 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1) · · ·𝜇(𝐴𝑘)| < 𝑘𝜖.

因𝜖 > 0是任意的,

lim
𝑛1,𝑛2,··· ,𝑛𝑘→+∞

𝜇(𝐴0∩𝑇−𝑛1𝐴1∩𝑇−(𝑛1+𝑛2)𝐴2∩· · ·∩𝑇−(𝑛1+𝑛2+···+𝑛𝑘)𝐴𝑘) = 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1) · · ·𝜇(𝐴𝑘).

这就完成了证明. �
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S7.11.4 Ornstein 定理等

熵理论中最为深刻的结论之一就是Ornstein 定理:

定理 7.11.9 (Ornstein定理) 设(𝑋1,𝒳1, 𝜇1, 𝑇1) 和(𝑋2,𝒳2, 𝜇2, 𝑇2) 为两个底空间为Lebesgue

系统的Bernoulli 系统. 如果它们的熵相同，即ℎ𝜇1(𝑇1) = ℎ𝜇2(𝑇2), 那么它们为共轭的（因为

此时两个Bernoulli 系统仍为Lebesgue 空间，故它们也为同构的.）.

Ornstein 定理的证明非常困难, 可以参见[174] 和[76]. 根据Ornstein 定理容易说明很

多关于B 系统的性质：任何B 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 具有𝑛 次根, 即存在(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 使得𝑇 = 𝑆𝑛;

任何B 系统共轭与某两个B 系统的乘积系统；任何B 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 共轭于它的逆系

统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇−1). Ornstein 还证明了B 系统的根、因子、逆极限系统仍为B 系统.

Ornstein定理告诉我们对于B系统，熵是全系不变量. 这基本上是我们能得到结果中

最好的结论了. 因为对于K 系统, 熵就不是全系不变量了. 这个很容易解释清楚. 任取一

个不是B系统的K系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )，那么根据Rohlin-Sinai定理，ℎ𝜇(𝑇 ) > 0. 再取一个B系

统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 使得ℎ𝜇(𝑇 ) = ℎ𝜈(𝑆). 这样我们就得到两个不共轭的K 系统. 事实上Ornstein

和Shields 证明了存在不可数个具有相同熵但是不共轭的K 系统.

上面提到任何B 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 具有𝑛 次根；任何B 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 共轭于它的逆

系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇−1). 对于K 系统这两个结果都不成立.

我们以Sinai 关于B 系统的一个著名结果结束这一小节：

定理 7.11.10 (Sinai) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历的可逆保测系统. 如果ℎ𝜇(𝑇 ) > 0, 那么任何满

足ℎ𝜈(𝑆) ≤ ℎ𝜇(𝑇 ) 的B 系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 都是(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的因子，即存在保测映射𝜑 : 𝑋 → 𝑌

使得𝜑𝑇 = 𝑆𝜑.

习 题

1. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为K系统.证明: (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 𝑘) (𝑘 ̸= 0) 也为K 系统.

2. 证明Kolmogorov 属性对因子遗传.

3. 证明引理7.11.2和引理7.11.6.

4. 设S1为复平面的单位圆周, 𝑝 > 1, 𝑇𝑝 : S1 → S1 满足𝑇𝑝(𝑧) = 𝑧𝑝 以及𝑚S1 为S1 上的Haar 测度, 证

明：(S1,ℬ(S1),𝑚S1 , 𝑇𝑝) 为Bernoulli 系统.

5. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 𝛼 为𝑋 的一个有限可测剖分. 则对任意的𝜖 > 0, 存在𝐾 ∈ N 使得
对任意𝐾 分离的非空有限集𝐸 ⊂ Z, 我们有

| 1

|𝐸|
𝐻𝜇(

⋁︁
𝑖∈𝐸

𝑇−𝑖𝛼|𝑃𝜇(𝑇 ))−𝐻𝜇(𝛼|𝑃𝜇(𝑇 ))| < 𝜖,

在这里Z 的子集称为𝐾 分离, 如果它的任意两个不同元素之差的绝对值大于𝐾.
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6. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 那么它要么为零熵的, 要么𝑈𝑇 限制在𝐿2(𝑋,𝒫(𝑇 ), 𝜇) 正交补上具

有可数Lebsgue谱.

7. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 如果𝑇 具有纯粹奇异谱或具有有限乘数谱, 那么其熵为0.

S7.12 局部熵理论简介

S7.12.1 测度𝐾 系统与拓扑𝐾 系统

在本书中我们已经详细介绍过测度𝐾 系统.在这里我们先回顾一些概念,然后介绍拓

扑𝐾 系统.

回顾一个保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )称为Kolmogorov 系统或简称为K 系统是指存在子𝜎

代数𝒦 ⊂ 𝒳 满足以下条件: (1)𝒦 ⊂ 𝑇𝒦, (2)
⋁︀∞
𝑛=0 𝑇

𝑛𝒦 = 𝒳 , (3)
⋂︀∞
𝑛=0 𝑇

−𝑛𝒦 = {𝑋, ∅}.
𝐾 系统完全异于零熵系统,它可以视为在熵语言下最复杂的系统.之前我们证明过以

下等价:

∙ 保测系统为𝐾 系统；

∙ 系统为完全正熵的(即每个非平凡因子具有正熵)；

∙ 系统任何非平凡二元素剖分具有正熵；

∙ 系统任何非平凡有限剖分具有正熵.

在拓扑动力系统中, 拓扑𝐾 系统由Blanchard 在上世纪九十年代最先研究. 他引入

了c.p.e. 和u.p.e. 的概念, 这两个概念类似于上面测度𝐾 系统刻画的前两个.

定义 7.12.1 称一个拓扑系统(𝑋,𝑇 ) 具有（拓扑）完全正熵(completely positive entropy), 简

称c.p.e. , 是指它的任何非平凡因子具有正拓扑熵；称它具有一致正熵, 简称u.p.e., 是指

任何有两个非平凡开集组成的开覆盖具有正拓扑熵.

Blanchard [24] 证明了任何一致正熵系统为拓扑弱混合的, 任何完全正熵系统蕴含具

有全支撑的不变测度.

定义 7.12.2 [115] 称系统(𝑋,𝑇 ) 具有𝑛 阶的一致正熵 (u.p.e. of order 𝑛) 是指𝑋 的任何𝑛

个非稠密开集组成的覆盖具有正拓扑熵. 我们称(𝑋,𝑇 ) 具有任何阶一致正熵或者拓扑𝐾

系统, 是指对于任何𝑛 ≥ 2 它为𝑛 阶一致正熵的.

明显地, 2阶一致正熵就是前面定义的一致正熵. 可以证明一致正熵系统为拓扑mildl

混合的[115]; 极小拓扑𝐾 系统为拓扑强混合的[109].

黄文和叶向东在文章[115] 中回答了几个关于一致正熵和完全正熵的猜测: 对于每

个𝑛 ≥ 2, 𝑛阶一致正熵不蕴含𝑛+ 1阶一致正熵(回答了Host在[80]的问题);存在传递对角
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系统(diagonal system)不为一致正熵的(回答了[25,问题1]);存在一致正熵系统没有具有全

支撑的遍历测度(回答了[24, 问题2]).

在[78] 中Glasner 和Weiss 证明了：任何具有全支撑测度K 系统测度的拓扑动力系统

为一致正熵的; 存在极小一致正熵系统使得对于其上任何遍历测度具有正的测度熵.这些

结果对于任何阶一致正熵系统也是成立的[115]：任何具有全支撑测度K 系统测度的拓扑

动力系统为任意阶一致正熵的,即拓扑𝐾 系统；一个拓扑系统(𝑋,𝑇 )为拓扑𝐾 系统当且仅

当存在不变测度𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 使得对于𝑋 任何非平凡剖分𝛼, ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) > 0.

S7.12.2 测度与拓扑熵串

熵对最早是由Blanchard 开始研究的[25], 之后发展为熵串、熵集等.

S7.12.2.1 𝑛熵串

设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统, 𝑛 ≥ 2, 𝑛阶乘积系统记为(𝑋𝑛, 𝑇 (𝑛)),其中𝑇 (𝑛) = 𝑇 × . . .× 𝑇
(𝑛 次). 设ℬ𝑋 为𝑋 上的Borel 𝜎代数, ℬ(𝑛)𝑋 为乘积空间𝑋𝑛 上的Borel 𝜎 代数. 我们将𝑋𝑛 的

对角线记为Δ𝑛(𝑋) = {(𝑥𝑖)𝑛1 ∈ 𝑋𝑛 : 𝑥1 = · · · = 𝑥𝑛}. 设(𝑥𝑖)
𝑛
1 ∈ 𝑋𝑛. 𝑋 的一个有限覆盖𝒰 称

为相对于(𝑥𝑖)
𝑛
1 的可允许覆盖是指不存在𝒰 的某一个元素,它的闭包包含了全体的𝑥𝑖. 类似

定义相对于(𝑥𝑖)
𝑛
1 的可允许剖分.

定义 7.12.3 ([78, 115]) 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 一个𝑛 串(𝑥𝑖)
𝑛
1 ∈ 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 2, 称为𝑛

熵串是指存在1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 使得𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗, 并且对于(𝑥𝑖)
𝑛
1 的任何可允许开覆盖𝒰 我们

有ℎtop(𝑇,𝒰) > 0.

2熵串通常称为熵对.

我们用符号𝐸𝑛(𝑋,𝑇 ) 表示全体𝑛 熵串的集合. 它的基本性质如下[25]:

1. 如果𝒰 = {𝑈1, · · · , 𝑈𝑛} 为𝑋 开覆盖且ℎtop(𝑇,𝒰) > 0, 那么对于每个1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 存在𝑥𝑖 ∈
𝑈 𝑐𝑖 使得(𝑥𝑖)

𝑛
1 为𝑛 熵串.

2. 𝐸𝑛(𝑋,𝑇 ) ∪Δ𝑛(𝑋) 为𝑋𝑛 的𝑇 (𝑛) 不变闭子集.

3. 设𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆) 为因子映射. 那么𝜋(𝑛)
(︀
𝐸𝑛(𝑋,𝑇 ) ∪Δ𝑛(𝑋)

)︀
= 𝐸𝑛(𝑌, 𝑆) ∪Δ𝑛(𝑌 ).

4. 设𝑊 为(𝑋,𝑇 )的𝑇不变闭子集. 如果(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)为(𝑊,𝑇 |𝑊 )的𝑛熵串,那么它也为(𝑋,𝑇 )

的𝑛 熵串.

根据(1), (𝑋,𝑇 ) 具有正拓扑熵当且仅当𝐸2(𝑋,𝑇 ) ̸= ∅; (𝑋,𝑇 ) 为𝑛 阶一致正熵的当且

仅当每个不在对角线Δ𝑛(𝑋) 上的串(𝑥𝑖)
𝑛
1 ∈ 𝑋𝑛 为𝑛 熵串. 类似于测度K系统不交于零熵系

统, Blanchard 证明了一致正熵系统不交于任何极小零拓扑熵系统[25].

之前我们证明过保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )的Pinsker因子是具有最大的具有零测度熵的因

子. 根据Rohlin-Sinai 定理, 保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为K 系统当且仅当它的Pinsker 因子为平

凡的, 即𝑃𝜇 = {𝑋, ∅} (mod 𝜇) . 我们定义拓扑Pinsker 因子.
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定义 7.12.4 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 它的拓扑Pinsker 因子 是指具有零拓扑熵的最大

因子.

Blanchard 和Lacroix [31] 证明对于任何拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), 包含𝐸2(𝑋,𝑇 ) 的最小的

闭不变等价关系诱导的因子为拓扑Pinsker 因子.

在[29]中作者对测度引入熵对的概念,他们引入熵对的方式不能直接取定义测度𝑛熵

串(𝑛 > 2). 黄文和叶向东在文[115] 中对测度定义了𝑛熵串, 并且他们的定义在𝑛 = 2 时

与[29] 中定义的熵对相容.

定义 7.12.5 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 一个𝑛 点串(𝑥𝑖)
𝑛
1 ∈ 𝑋(𝑛), 𝑛 ≥ 2, 称

为相对𝜇 的𝑛 熵串,是指存在1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 使得𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗, 并且对于(𝑥𝑖)
𝑛
1 的任何可允许Borel

剖分𝛼 我们有ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) > 0. 用𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ) 记全体相对𝜇 的𝑛 熵串集合.

对于拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), 设𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 设𝒫𝜇 为保测系统(𝑋,ℬ𝑋 , 𝜇, 𝑇 ) 的Pinsker 𝜎

代数. 定义(𝑋(𝑛),ℬ𝑛𝑋 , 𝑇 (𝑛)) 上的交𝜆𝑛(𝜇) 为

𝜆𝑛(𝜇)

(︃
𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

∫︁
𝑋

𝑛∏︁
𝑖=1

E(1𝐴𝑖 |𝒫𝜇)𝑑𝜇,

其中𝐴𝑖 ∈ ℬ𝑋 , 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. 下面结果表明相对于𝜇的𝑛熵串为𝜆𝑛(𝜇)的支撑. 这个结果𝑛 = 2

情况在[75] 给出, 一般情况在[115] 给出.

定理 7.12.6 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) and 𝑛 ≥ 2. 则

𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ) = supp(𝜆𝑛(𝜇)) ∖Δ𝑛(𝑋).

根据定理7.12.6, ℎ𝜇(𝑇 ) = 0 当且仅当𝐸𝜇2 (𝑋,𝑇 ) = ∅; 𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ) ∪Δ𝑛(𝑋) 为𝑋𝑛 的𝑇 (𝑛) 不

变闭子集.

S7.12.2.2 熵的局部变分原理

联系两种熵串的关键是熵的局部变分原理, 这个结果是经典熵的变分原理的推广.

Blanchard, Glasner 和Host 证明了如下定理

定理 7.12.7 [26] 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 对于𝑋 的有限开覆盖𝒰 , 存在不变测度𝜇 ∈
ℳ(𝑋,𝑇 ) 使得

inf
𝛼
ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) ≥ ℎtop(𝑇,𝒰),

其中下确界取遍所有比𝒰 细的有限剖分.
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在[115] 中黄文和叶向东证明了：对于𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 如果𝑋 任何比𝒰 细的Borel 剖分𝛼

我们有ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) > 0, 那么

inf
𝛼
ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) > 0,且 ℎtop(𝑇,𝒰) > 0.

这提供了定理7.12.7 某种意义下的逆定理.

对于开覆盖𝒰 , 自然的问题是上面的结论中

inf
𝛼
ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) = ℎtop(𝑇,𝒰)

是否成立？为了研究这个问题Romagnoli [170] 引入下面的概念

ℎ+𝜇 (𝑇,𝒰) = inf
𝛼⪰𝒰

ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) 以及

ℎ𝜇(𝑇,𝒰) = lim
𝑛→+∞

1

𝑛
inf

𝛼⪰
⋁︀𝑛−1

𝑖=0 𝑇−𝑖𝒰
𝐻𝜇(𝛼),

其中𝛼 为𝑋 有限Borel 剖分. 事实上它们是相等的：ℎ+𝜇 (𝑇,𝒰) = ℎ𝜇(𝑇,𝒰).

定理 7.12.8 (熵的局部变分原理) [170, 81] 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝒰 为𝑋 的有限开覆

盖. 那么

max
𝜇∈ℳ(𝑋,𝑇 )

ℎ+𝜇 (𝑇,𝒰) = max
𝜇∈ℳ(𝑋,𝑇 )

ℎ𝜇(𝑇,𝒰) = ℎtop(𝑇,𝒰).

注意到ℎ𝜇(𝑇 ) = sup𝒰 ℎ𝜇(𝑇,𝒰), 其中上确界取遍𝑋 的所有有限开覆盖, 那么根据局部变分

原理就可以得到经典的熵变分原理.

拓扑熵串与测度熵串密切相关.对于每个不变测度测度熵对包含在熵对的集合中[29];

反之亦然[26] . 𝑛 熵串的变分原理如下:

定理 7.12.9 [115] 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统. 如果𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 那么对于每个𝑛 ≥ 2

𝐸𝑛(𝑋,𝑇 ) ⊇ 𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ),

并且存在𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ) 使得

𝐸𝑛(𝑋,𝑇 ) = 𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ).

Blanchard, Glasner 和Host [26] 构造了一个拓扑动力系统, 它的任何熵对都不是遍历

测度的熵对.

若干个𝑛阶一致正熵系统的乘积系统仍为𝑛阶一致正熵的；若干个拓扑K系统的乘积

系统仍为拓扑K的[115].
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S7.12.2.3 遍历分解

设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ). 设𝜇 =
∫︀
𝑋 𝜇𝑥𝑑𝜇(𝑥) 为遍历分解. 我们之前

证明过对于剖分𝛼我们有ℎ𝜇(𝑇, 𝛼) =
∫︀
𝑋 ℎ𝜇𝑥(𝑇, 𝛼)𝑑𝜇(𝑥) . 这个性质对于有限Borel覆盖也成

立：

定理 7.12.10 [115]设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统, 𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 ), 𝒰 为𝑋 有限Borel覆盖.设𝜇 =∫︀
𝑋 𝜇𝑥𝑑𝜇(𝑥) 为𝜇 的遍历分解, 那么

ℎ𝜇(𝑇,𝒰) =

∫︁
𝑋
ℎ𝜇𝑥(𝑇,𝒰)𝑑𝜇(𝑥)

取定(𝑋,𝑇 ) 的有限开覆盖𝒰 , 根据定理7.12.10 和局部变分原理可以证明：存在𝜈 ∈
ℳ𝑒(𝑋,𝑇 ) 使得ℎ𝜈(𝑇,𝒰) = ℎtop(𝑇,𝒰). 进一步地, 还可以证明映射𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ) ↦→ ℎ𝜇(𝑇,𝒰)

为上半连续的[117].

下面结论给出遍历测度熵串和不变测度熵串的关系（𝑛 = 2见[26]；一般情况见[115]）.

定理 7.12.11 设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统, 设𝜇 ∈ℳ(𝑋,𝑇 )的遍历分解为𝜇 =
∫︀
𝑋 𝜇𝑥𝑑𝜇(𝑥). 则

1. 对于𝜇-a.e. 𝑥 ∈ 𝑋, 𝐸𝜇𝑥𝑛 (𝑋,𝑇 ) ⊆ 𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ), ∀𝑛 ≥ 2.

2. 如果(𝑥𝑖)
𝑛
1 ∈ 𝐸

𝜇
𝑛(𝑋,𝑇 ), 那么对于(𝑥𝑖)

𝑛
1 的任何邻域𝑉 ,

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑉 ∩ 𝐸𝜇𝑥𝑛 (𝑋,𝑇 ) ̸= ∅}) > 0.

于是可以取𝑋0 ∈ ℬ𝑋 使得𝜇(𝑋0) = 1 且⋃︁
{𝐸𝜇𝑥𝑛 (𝑋,𝑇 ) : 𝑥 ∈ 𝑋0} ∖Δ𝑛(𝑋) = 𝐸𝜇𝑛(𝑋,𝑇 ).

S7.12.2.4 弱马蹄

马蹄是著名数学家Smale 引入的, 用于刻画系统的复杂性. 在[115] 黄文和叶向东得

到如下关于拓扑𝑛 熵串的刻画. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑛 ≥ 2. 那么(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) ∈
𝐸𝑛(𝑋,𝑇 ) 当且仅当对于(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) 的任何邻域𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛, 存在Z+ 的正密度子集𝑆 =

{𝑠1 < 𝑠2 < · · · } 使得
∞⋂︁
𝑖=1

𝑇−𝑠𝑖𝑈𝑡(𝑖) ̸= ∅, ∀𝑡 ∈ {1, 2, · · · , 𝑛}𝑆 .

上面结论也可参见[128, 129, 130].

基于上结论, 我们可以定义弱马蹄如下: 设𝐽 为Z+ 的子集, 称系统(𝑋,𝑇 ) 具有具有

插集𝐽 的弱马蹄 (weak horseshoe with an interpolating set 𝐽) 是指存在𝑋 的两个不交闭子

集𝑈0, 𝑈1 使得对于任何𝑡 ∈ {0, 1}𝐽 , ⋂︁
𝑗∈𝐽

𝑇−𝑗𝑈𝑡(𝑗) ̸= ∅,
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即存在𝑥𝑡 ∈ 𝑋 使得𝑇 𝑗(𝑥𝑡) ∈ 𝑈𝑡(𝑗),∀𝑗 ∈ 𝐽 [106] . 如果𝐽 具有正密度, 那么就称(𝑋,𝑇 ) 具有

弱马蹄.

定理 7.12.12 [115] 一个拓扑动力系统具有正拓扑熵当且仅当它具有弱马蹄.

这个结果最早是由Glasner和Weiss对于符号系统给出[79]. 上面结论被Kerr和Li推广

到可数amenable 群[129]. 这个结论有许多应用, 例如最近, 黄文和吕克宁[106] 研究了无穷

维随机动力系统复杂性, 证明了此时正熵蕴含弱马蹄.

S7.12.3 序列熵

Kushnirenko 于1967 年引入序列作为新的同构不变量[140]. 随后Goodman 于1974 年

引入拓扑序列熵[83].

下面给出序列熵的定义. 记ℱ𝑖𝑛𝑓 为Z+ 全体无穷子集的集合. 设𝑆 = {0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 <

· · · } ∈ ℱ𝑖𝑛𝑓 , 𝒰 为𝑋 有限开覆盖. 系统(𝑋,𝑇 ) 𝒰 沿着𝑆 的序列熵 定义为

ℎ𝑆top(𝑇,𝒰) = lim sup
𝑛→+∞

1

𝑛
log𝑁(

𝑛⋁︁
𝑖=1

𝑇−𝑡𝑖𝒰).

(𝑋,𝑇 ) 沿着𝑆 的序列熵 为

ℎ𝑆top(𝑇 ) = sup{ℎ𝑆top(𝑇,𝒰) : 𝒰 有限开覆盖}.

如果𝑆 = Z+, 那么就得到经典熵的定义, 此时我们省去上标Z+.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 记全体有限可测剖分的集合为𝒫𝑋 . 设𝜉 ∈ 𝒫𝑋 , (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

𝜉 沿着𝑆 的序列熵 定义为

ℎ𝑆𝜇(𝑇, 𝜉) = lim sup
𝑛→+∞

1

𝑛
𝐻𝜇(

𝑛⋁︁
𝑖=1

𝑇−𝑡𝑖𝜉).

(𝑋,𝒳 , 𝑇, 𝜇) 沿𝑆 的序列熵 为

ℎ𝑆𝜇(𝑇 ) = sup
𝛼∈𝒫𝑋

ℎ𝑆𝜇(𝑇, 𝛼).

同样地, 如果𝑆 = Z+ 就得到经典熵的定义, 此时我们省去上标Z+.

ℎ𝑆top(𝑇 ) 和ℎ𝑆𝜇(𝑇 ) 为动力系统同构不变量.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 如果ℎ𝜇(𝑇 ) > 0, 则ℎ𝑆𝜇(𝑇 ) = 𝐾(𝑆)ℎ𝜇(𝑇 ), 其中𝐾(𝑆) 为不依

赖于𝑇 的数[139]. 这个结论表明对于正熵系统,序列熵作为新的同构不变量没有起太大作

用, 然而对于零测度熵系统序列熵十分重要.

对于序列熵一个重要的事实是变分原理一般不成立[83]. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统,

Goodman [83] 证明了对于任何𝑆 ∈ ℱ𝑖𝑛𝑓

ℎ𝑆top(𝑇 ) ≥ sup
𝜇∈ℳ(𝑋,𝑇 )

ℎ𝑆𝜇(𝑇 ),
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其中ℎtop(𝑇 ) > 0时等号成立. 在[83]中上面结论有个限制条件,此条件是多余的[51]（也可

参见[116]）. 如果ℎtop(𝑇 ) = 0,那么序列熵变分原理不一定成立. 有例子满足ℎ𝑆top(𝑇 ) = log 2

但sup𝜇∈ℳ(𝑋,𝑇 ) ℎ
𝑆
𝜇(𝑇 ) = 0 [83].

对于保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), 如果ℎ𝜇(𝑇 ) > 0, 那么对于任何𝑆 ∈ ℱinf , ℎ
𝑆
𝜇(𝑇 ) > 0 [181]. 类

似地, 对于拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), 如果ℎtop(𝑇 ) > 0, 那么对于任何𝑆 ∈ ℱinf , ℎ
𝑆
top(𝑇 ) > 0 [109].

类似于熵串,我们也可以定义序列熵串,感兴趣的读者可以参见[104, 108, 116, 129, 152]

等.

序列熵一个重要的应用在于它可以刻画各种混合性. 我们仅在这里举几个例子,更多

相关内容参见[39, 118, 119, 109, 181, 200, 201].

定理 7.12.13 [109] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 那么以下命题等价:

1. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为mild 混合;

2. 对于任何二元非平凡剖分𝛼 ∈ 𝒫𝑋 ,任何IP集𝐹 ,存在无限子集𝐴 ⊆ 𝐹 使得ℎ𝐴𝜇 (𝑇, 𝛼) > 0;

3. 对于任何有限非平凡剖分𝛼 ∈ 𝒫𝑋 ,任何IP集𝐹 ,存在无限子集𝐴 ⊆ 𝐹 使得ℎ𝐴𝜇 (𝑇, 𝛼) > 0.

上面非平凡指里面元素不是零测集或全测集.

定理 7.12.14 [109] 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 那么以下等价:

1. (𝑋,𝑇 ) 为拓扑mild 混合.

2. 𝑋 的任何二元非平凡开覆盖𝒰 ,任何IP子集𝐹 ,存在无穷子集𝐴 ⊆ 𝐹 使得ℎ𝐴top(𝑇,𝒰) > 0.

3. 𝑋 的任何有限非平凡开覆盖𝒰 ,任何IP子集𝐹 ,存在无穷子集𝐴 ⊆ 𝐹 使得ℎ𝐴top(𝑇,𝒰) > 0.

上面非平凡开覆盖指每个元素不是空集或稠密子集.

对于弱混合和强混合也有类似的刻画.

S7.12.4 Null系统

保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 称为null 的 是指对于任何𝑆 ∈ ℱ𝑖𝑛𝑓 有ℎ𝑆𝜇(𝑇 ) = 0. null 等价于离

散谱.

定理 7.12.15 (Kushnirenko) [140] 保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 具离散谱当且仅当它为null 的.

事实上, 对于保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和𝛼 ∈ 𝒫𝑋 , 我们有

max
𝑆∈ℱ𝑖𝑛𝑓

ℎ𝑆𝜇(𝑇, 𝛼) = 𝐻𝜇(𝛼|𝒦𝜇),
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其中𝒦𝜇 为Kronecker 𝜎 代数[108] . 可以证明[108, 109],对于𝐵 ∈ 𝒳 以及𝑅 ∈ ℱ𝑖𝑛𝑓 , cl({𝑈𝑛1𝐵 :

𝑛 ∈ 𝑅}) 为𝐿2(𝜇) 的紧致子集当且仅当对于每个无穷子集𝑆 ⊆ 𝑅 有ℎ𝑆𝜇(𝑇, {𝐵,𝑋 ∖ 𝐵}) = 0.

尤其𝐵 ∈ 𝒦𝜇 当且仅当ℎ𝑆𝜇(𝑇, {𝐵,𝑋 ∖𝐵}) = 0, ∀𝑆 ∈ ℱ𝑖𝑛𝑓 .

类似地, 拓扑系统(𝑋,𝑇 ) 称为null 的 是指ℎ𝑆top(𝑇 ) = 0, ∀𝑆 ∈ ℱ𝑖𝑛𝑓 . 容易证明等度连

续系统为null的, 自然的问题是反之是否成立：如极小系统为null 的, 那么它是否为等度

连续的？一般而言, 存在非等度连续的null系统[83]. 但是如果忽略几乎一对一扩充情况

下, 结论是成立的. 回顾几乎一多一的定义：扩充𝜋 : (𝑋,𝑇 ) → (𝑌, 𝑆) 为几乎一对一的是

指{𝑥 ∈ 𝑋 : |𝜋−1(𝜋(𝑥))| = 1} 为稠密𝐺𝛿 子集.

定理 7.12.16 [104]如果极小系统(𝑋,𝑇 )为null的,那么它为到其最大等度连续因子(𝑋𝑒𝑞, 𝑇𝑒𝑞)

的几乎一对一扩充. 并且此时系统为唯一遍历的, 相对于唯一的不变测度为离散谱的.

一个未解决的问题是[104]: 是否存在传递非极小的null 系统?

S7.12.5 最大型熵

最大型熵的概念是文[116] 中引入的. 对于拓扑系统(𝑋,𝑇 ), 𝑛 ∈ N 以及有限开覆盖𝒰
设

𝑝*𝑋,𝒰 (𝑛) = max
(𝑡1<𝑡2<···<𝑡𝑛)∈Z𝑛

+

𝑁(
𝑛⋁︁
𝑖=1

𝑇−𝑡𝑖𝒰).

𝑇 相对于𝒰 的最大型熵(maximal pattern entropy) 定义为

ℎ*top(𝑇,𝒰) = lim
𝑛→+∞

1

𝑛
log 𝑝*𝑋,𝒰 (𝑛).

容易验证{log 𝑝*𝑋,𝒰 (𝑛)}∞𝑛=1 为次可加的, 于是可以定义(𝑋,𝑇 )的最大型熵为

ℎ*top(𝑇 ) = sup{ℎ*top(𝑇,𝒰) : 𝒰 有限开覆盖}.

类似地,对于保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )我们也可以定义最大型熵ℎ*𝜇(𝑇 ). 一个主要结论是：

最大型熵可以用序列熵刻画.

定理 7.12.17 [116] 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 那么

ℎ*top(𝑇 ) = sup
𝑆∈ℱ𝑖𝑛𝑓

ℎ𝑆top(𝑇 ).

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 那么

ℎ*𝜇(𝑇 ) = sup
𝑆∈ℱ𝑖𝑛𝑓

ℎ𝑆𝜇(𝑇 ).

于是拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ) 为null 的当且仅当ℎ*top(𝑇 ) = 0; 保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为离

散谱的当且仅当ℎ*𝜇(𝑇 ) = 0. 最大型熵有很多有趣的性质, 例如它们为同构不变量；对

于𝑘 ∈ N ∖ {0}, ℎ*top(𝑇 𝑘) = ℎ*top(𝑇 ), ℎ*𝜇(𝑇 𝑘) = ℎ*𝜇(𝑇 ) 等.

对于熵而言, 它取值为连续的, 但是最大型熵却是离散化取值的. 即
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定理 7.12.18 1. 对于拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), ℎ*top(𝑇 ) ∈ {log 𝑘 : 𝑘 ∈ N} ∪ {∞} [116].

2. 对于遍历系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), ℎ*𝜇(𝑇 ) ∈ {log 𝑘 : 𝑘 ∈ N} ∪ {∞} [181].

事实上, 如果引入序列熵串的概念, 那么可以证明对于拓扑动力系统(𝑋,𝑇 ), 𝑘 ∈ N ∪
{∞}, ℎ*top(𝑇 ) = log 𝑘 当且仅当系统存在各个坐标互异的𝑘序列熵串但不存在相应的(𝑘+ 1)

序列熵串. 对于测度最大型熵也有类似结论[116].

由定理7.12.16,极小系统(𝑋,𝑇 )为null的,即ℎ*top(𝑇 ) = 0,则(𝑋,𝑇 )为其最大等度连续因

子的几乎一对一扩充且为唯一遍历的. 自然的问题是：如果(𝑋,𝑇 ) 为有界的, 即ℎ*top(𝑇 ) <

∞, 那么系统具有什么性质? 可以证明, 此类系统也具有很好的结构：它为其最大等度连

续因子的几乎有限对一扩充, 并且只有有限个遍历测度[105].

对于紧致度量空间𝑋, 设𝑆(𝑋) = {ℎ*top(𝑇 ) : 𝑇 ∈ 𝐶(𝑋,𝑋)}. 由定理7.12.18, {0} ⊆
𝑆(𝑋) ⊆ {0, log 2, log 3, · · · } ∪ {∞}. Snoha, 叶向东和张瑞丰[185] 证明了：

定理 7.12.19 对于每个{0} ⊆ 𝐴 ⊆ {0, log 2, log 3, · · · }∪{∞}, 存在空间𝑋𝐴 ⊆ R3使得𝑆(𝑋𝐴) =

𝐴.

S7.13 注记

本章的内容是熵的经典理论, 我们主要参考和借鉴了以下著作：[47, 76, 161, 162,

195]等. 我们在本章仅介绍熵理论最基本的内容, 著名的Ornstein理论可以参见[76, 175];

局部熵理论参见[76, 207]; 微分动力系统方面的熵理论参见[123, 153] 等.

在混沌理论中，人们常把正熵作为混沌的定义之一.在本书中，我们没有系统的对混

沌理论进行讨论. 关于正熵有两个很重要的结论，一个是正熵蕴含Li-Yorke混沌[27]，另一

个是正熵蕴含渐进对[30]. 关于混沌的进一步讨论可以参见[5, 207].



第八章 交理论简介

交的理论是由Furstenberg 于1963年引入到动力系统的, 它现在是动力系统研究的核

心理论之一. 在这一章我们介绍关于交理论的一些基本结论和它的一些应用.

S8.1 系统交的基本概念与性质

S8.1.1 交的概念

定义 8.1.1 (交, 自交) 1. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为保测系统.一个乘积空间(𝑋×𝑌,𝒳×
𝒴) 上的概率𝜆 称为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的交 (joining) 是指𝜆 为𝑇 × 𝑆 不变的, 并

且它到𝑋,𝑌 的投射分别为𝜇 和𝜈, 即如设𝑝𝑋 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑋, 𝑝𝑌 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑌 为投射, 那

么(𝑝𝑋)*𝜆 = 𝜇, (𝑝𝑌 )*𝜆 = 𝜈.

我们将所有𝑋,𝑌 的交的集合记为𝐽(𝑋,𝑌 ) 或𝐽(𝜇, 𝜈). 将𝐽(𝑋,𝑌 ) 中所有遍历元素

记为𝐽𝑒(𝑋,𝑌 ).

2. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) = (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆), 那么称它们的交为自交(self-joining). 此时𝐽(𝑋,𝑌 ) 也记

为𝐽(𝑋) = 𝐽(𝜇).

注记 8.1.2 1. 因为𝜇× 𝜈 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ), 所以𝐽(𝑋,𝑌 ) ̸= ∅. 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 之一

不为遍历的, 那么𝐽𝑒(𝑋,𝑌 ) = ∅.

2. 对于测度空间(𝑋,𝒳 , 𝜇) 和(𝑌,𝒴, 𝜈), 我们也可以定义(𝑋,𝒳 , 𝜇) 和(𝑌,𝒴, 𝜈) 的交为乘积

空间𝑋 × 𝑌 上测度𝜆, 它到𝑋,𝑌 的投射分别为𝜇 和𝜈.

交的概念可以推广到多个的情况.

定义 8.1.3 (多个系统的交) 1. 设{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}𝑖∈𝐼 为一族保测系统, 其中𝐼 为指标集.

一个乘积空间
∏︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖上的概率𝜆称为{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}𝑖∈𝐼 的交 (joining)是指𝜆为

∏︀
𝑖∈𝐼 𝑇𝑖

不变的, 并且它到每个𝑋𝑖 的投射为𝜇𝑖.

我们将所有𝑋,𝑌 的交的集合记为𝐽({(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}𝑖∈𝐼) 将𝐽(𝑋,𝑌 ) 中所有遍历元

素记为𝐽𝑒({(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}𝑖∈𝐼).

2. 当𝐼 = {1, 2, . . . , 𝑛},我们称{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}𝑛𝑖=1的交为𝑛重交, 如果每个{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}𝑖∈𝐼
都相同, 那么称𝑛重交为𝑛重自交(𝑛-fold self-joining). 𝑛重自交的全体记为𝐽𝑛(𝑋).

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统. 那么𝐽(𝑋,𝑌 ) 上可以赋予下面拓扑：

𝜆𝑛 → 𝜆, 𝑛→∞ ⇔ 𝜆𝑛(𝐴×𝐵)→ 𝜆(𝐴×𝐵), 𝑛→∞ ∀𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐵 ∈ 𝒴.

323
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这是一个可度量化的拓扑,例如设{𝐴𝑛}𝑛∈Z+ , {𝐵𝑚}𝑚∈Z+ 分别为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)的

可数生成集, 那么𝐽(𝑋,𝑌 ) 上的度量可以定义为

𝑑(𝜆, 𝜆′) =
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

1

2𝑚+𝑛

⃒⃒
𝜆(𝐴𝑛 ×𝐵𝑚)− 𝜆′(𝐴𝑛 ×𝐵𝑚)

⃒⃒
.

在此拓扑下, 𝐽(𝑋,𝑌 ) 成为一个紧致度量空间. 如果赋予(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 拓扑模

型, 那么𝐽(𝑋,𝑌 )成为ℳ(𝑋×𝑌, 𝑇 ×𝑆)的一个紧凸子集. 𝐽(𝑋,𝑌 )的拓扑与ℳ(𝑋×𝑌, 𝑇 ×𝑆)

上诱导的弱拓扑是吻合的. 这个拓扑与(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 拓扑模型的选取无关(习

题).

定理 8.1.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为遍历系统, 那么𝐽𝑒(𝑋,𝑌 ) 为𝐽(𝑋,𝑌 ) 的端点, 它

是非空的.

证明. 作为习题. �

S8.1.2 一些重要的交

例 8.1.5 (图交) 设𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为因子映射. 令

id𝑋 × 𝜑 : 𝑋 → 𝑋 × 𝑌, 𝑥 ↦→ (𝑥, 𝜑𝑥).

我们称

gr(𝜇, 𝜑) = (id𝑋 × 𝜑)*𝜇

为图交(graph joining). 等价地, gr(𝜇, 𝜑) 可以定义为：

gr(𝜇, 𝜑)(𝐴×𝐵) = 𝜇(𝐴 ∩ 𝜑−1𝐵), ∀𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐵 ∈ 𝒴.

如果𝜑 : 𝑋 → 𝑌 为同构, 那么gr(𝜇, 𝜑) 也称为同构图交.

例 8.1.6 (非对角交) 对于自同构图交我们也称之为非对角交,即𝜑 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

为自同构, 那么也称gr(𝜇, 𝜑) 为非对角交. 此时我们更多的是记为

Δ𝜑
𝜇 = gr(𝜇, 𝜑).

尤其记gr(𝜇, id) = Δ𝜇.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑘 ∈ Aut(𝑋), 𝑘 ≥ 1. 令

id𝑋 × 𝜑1 × . . .× 𝜑𝑘 : 𝑋 → 𝑋𝑘, 𝑥 ↦→ (𝑥, 𝜑1𝑥, . . . , 𝜑𝑘𝑥).

我们称𝑘 + 1重交

gr(𝜇, 𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑘) = (id𝑋 × 𝜑1 × . . .× 𝜑𝑘)*𝜇

为非对角交(off-diagonal).

一个𝑘重交𝜆称为POOD (product of off-diagonal)是指存在{1, 2, . . . , 𝑘}的剖分{1, 2, . . . , 𝑘} =

𝐽1 ∪ 𝐽2 ∪ . . . ∪ 𝐽𝑚 使得:
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1. 对于每个𝑙 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}, 𝜆 到
∏︀
𝑗∈𝐽𝑙 𝑋 的投射为非对角交；

2.
∏︀
𝑗∈𝐽𝑙 𝑋, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 为独立的.

定义 8.1.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑘 ≥ 2. 如果𝑋 的每个𝑘重遍历交为POOD, 那

么我们称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为𝑘阶简单的(simple of order 𝑘, or 𝑘-simple). 如果对于任何𝑘 ≥ 2,

(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为𝑘 阶简单的, 那么称为简单的 (simple).

称(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为𝑘阶极小自交(minimal self-joining of order 𝑘, or 𝑘-MSJ),是指它为𝑘 阶

简单的且Aut(𝑋) = {𝑇𝑛 : 𝑛 ∈ Z}.

易见遍历系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为2阶简单的当且仅当

𝐽𝑒(𝑋) = {𝜇× 𝜇} ∪ {gr(𝜇, 𝜑) : 𝜑 ∈ Aut(𝑋)}.

遍历系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为2阶极小自交的当且仅当

𝐽𝑒(𝑋) = {𝜇× 𝜇} ∪ {gr(𝜇, 𝑇𝑛) : 𝑛 ∈ Z}.

下面的相对独立交的概念是由Furstenberg 引入的.

定义 8.1.8 (相对独立交) (relatively independent joining) 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻),

𝜑 : (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)→ (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻) 为遍历系统间的因子映射. 设积分分解为

𝜇 =

∫︁
𝑍
𝜇𝑧𝑑𝜂(𝑧), 𝜈 =

∫︁
𝑍
𝜈𝑧𝑑𝜂(𝑧).

𝑋

𝜋
  

𝑌

𝜑��
𝑍

定义系统𝑋 和𝑌 相对于公因子𝑍 的相对独立交为

𝜆𝜋,𝜑 =

∫︁
𝑍

(𝜇𝑧 × 𝜈𝑧)𝑑𝜂(𝑧).

一般把上面交记为

𝜇×
𝜂
𝜈, 或 𝜇×

𝑍
𝜈.

当𝑍 为平凡的时候, 𝜇×
𝜂
𝜈 = 𝜇× 𝜈.

我们可以推广上面的概念. 设(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 保测系统，设(𝑌𝑖,𝒴𝑖, 𝜈𝑖, 𝑆𝑖) 为
相应的因子系统，𝜋𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖 为对应的因子映射. 设𝜉 为𝑌1, . . . , 𝑌𝑘 上的交，即它为乘积空

间
∏︀
𝑖 𝑌𝑖 上𝑆1 × . . . × 𝑆𝑘 不变并且到各个分量𝑌𝑗 上投射为𝜈𝑗 的测度. 对于每个𝑖 = 1, . . . , 𝑘,
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设𝜇𝑖 =
∫︀
𝑌𝑖
𝜇𝑋𝑖,𝑦𝑖 𝑑𝜈𝑖(𝑦𝑖)为测度𝜇𝑖 相对𝜈𝑖 的测度分解. 定义𝜆为乘积空间

∏︀
𝑖𝑋𝑖 上的测度如

下：

𝜆 =

∫︁
∏︀

𝑖 𝑌𝑖

𝜇𝑋1,𝑦1 × 𝜇𝑋2,𝑦2 × . . .× 𝜇𝑋𝑘,𝑦𝑘 𝑑𝜉(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘). (8.1.1)

易验证𝜆为(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘上的交，称之为相对于𝜉 的条件乘积测度（conditional

product measure relative to 𝜈）. 等价地，𝜆 为相对于𝜉 的条件乘积测度当且仅当对于任

何𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑋𝑖, 𝜇𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘∫︁
∏︀

𝑖𝑋𝑖

𝑓1(𝑥1)𝑓2(𝑥2) . . . 𝑓𝑘(𝑥𝑘) 𝑑𝜆(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

=

∫︁
∏︀

𝑖 𝑌𝑖

E(𝑓1|𝒴1)(𝑦1)E(𝑓2|𝒴2)(𝑦2) . . .E(𝑓𝑘|𝒴𝑘)(𝑦𝑘) 𝑑𝜉(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘).
(8.1.2)

如果(𝑌𝑖,𝒴𝑖, 𝜈𝑖, 𝑆𝑖) = (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 并且𝜉 取为𝑌 𝑘 上的对角测度，则称此时得到

的件乘积测度𝜆 为相对于独立积. 注意𝜆 表达式为

𝜆 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑋1,𝑦 × 𝜇𝑋2,𝑦 × . . .× 𝜇𝑋𝑘,𝑦 𝑑𝜈(𝑦).

记之为𝜆 = 𝜇×
𝜈
𝜇×
𝜈
. . .×

𝜈
𝜇, 或者𝜆 = 𝜇×

𝑌
𝜇×
𝑌
. . .×

𝑌
𝜇.

更一般地，我们由如下概念. 设(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘保测系统，对于𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}
设(𝑌𝑖,𝒴𝑖, 𝜈𝑖, 𝑆𝑖) 为(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖) 的因子系统, 而(𝑍𝑖,𝒵𝑖, 𝜂𝑖, 𝐻𝑖) 为(𝑌𝑖,𝒴𝑖, 𝜈𝑖, 𝑆𝑖) 的因子. 设𝜆

为(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 上的交. 称(𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑘) 在交𝜆 下关于(𝑍1, 𝑍2, . . . , 𝑍𝑘) 相对

独立 指对于任何𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑌𝑖, 𝜈𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘∫︁
∏︀

𝑖𝑋𝑖

𝑓1(𝑥1)𝑓2(𝑥2) . . . 𝑓𝑘(𝑥𝑘) 𝑑𝜆(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

=

∫︁
∏︀

𝑖 𝑍𝑖

E(𝑓1|𝒵1)(𝑦1)E(𝑓2|𝒵2)(𝑦2) . . .E(𝑓𝑘|𝒵𝑘)(𝑦𝑘) 𝑑𝜌(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘),

(8.1.3)

其中𝜌 为𝜇 在
∏︀
𝑖 𝑍𝑖 上的像.

注意如果上面空间只是测度空间，而非保测系统，我们可以定义类似的概念.

习 题

1. 证明：如果赋予(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)拓扑模型, 那么𝐽(𝑋,𝑌 )成为ℳ(𝑋×𝑌, 𝑇 ×𝑆)的一个紧

凸子集,并且𝐽(𝑋,𝑌 )的拓扑与ℳ(𝑋×𝑌, 𝑇×𝑆)上诱导的弱拓扑是吻合的,这个拓扑与(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 拓扑模型的选取无关.

2. 证明定理8.1.4.

S8.2 从交到同构

在本节中我们给出交与同构的关系，作为应用给出Halmos-von Neumann 定理的简单

证明.
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S8.2.1 交与同构的关系

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统, 定义

𝒳 × 𝑌 = {𝐴× 𝑌 : 𝐴 ∈ 𝑋},

𝑋 × 𝒴 = {𝑋 ×𝐵 : 𝐵 ∈ 𝒴}.

定理 8.2.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统, 𝜆 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ). 那么𝜆 为图交当且仅当

𝒳 × 𝑌 ⊃ 𝑋 × 𝒴 (mod 𝜆).

𝜆 为同构图交当且仅当

𝒳 × 𝑌 = 𝑋 × 𝒴 (mod 𝜆).

证明. 我们仅证明第二个命题, 第一个的证明是类似的.

设𝜑 : 𝑋 → 𝑌 为同构使得𝜆 = gr(𝜇, 𝜑). 于是对于任何𝐴 ∈ 𝒳 , 我们有

𝜆((𝐴× 𝑌 )Δ(𝑋 × 𝜑(𝐴))) = 𝜆(𝐴× 𝜑(𝐴)𝑐 ∪𝐴𝑐 × 𝜑(𝐴))

= 𝜇(𝐴 ∩ 𝜑−1𝜑(𝐴𝑐)) + 𝜇(𝐴𝑐 ∩ 𝜑−1𝜑(𝐴))

= 0.

类似地, 我们得到对于任何𝐵 ∈ 𝒴,

𝜆((𝜑−1𝐵 × 𝑌 )Δ(𝑋 ×𝐵)) = 0.

反之, 假设𝒳 × 𝑌 = 𝑋 × 𝒴 (mod 𝜆). 定义映射Φ : 𝒴 → 𝒳 以及映射Ψ : 𝒳 → 𝒴 使得

𝜆((𝐴× 𝑌 )Δ(𝑋 ×Ψ(𝐴))) = 0

以及

𝜆((Φ(𝐵)× 𝑌 )Δ(𝑋 ×𝐵)) = 0.

可验证由此定义的映射满足

Φ ∘Ψ = id𝒳 , Ψ ∘ Φ = id𝒴 .

接着应用定理4.2.5 得到所需结论. �

由上结论, 我们容易得到下面定理.

定理 8.2.2 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统, 𝜆 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ). 那么

𝒜 = {𝐴 ∈ 𝒳 : ∃𝐵 ∈ 𝒴 𝑠.𝑡. 𝜆((𝐴× 𝑌 )Δ(𝑋 ×𝐵)) = 0}
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以及

ℬ = {𝐵 ∈ 𝒴 : ∃𝐴 ∈ 𝒳 𝑠.𝑡. 𝜆((𝐴× 𝑌 )Δ(𝑋 ×𝐵)) = 0}

分别为𝑇 -不变和𝑆-不变子𝜎-代数. 并且我们有

𝒜× 𝑌 = 𝒳 × 𝑌 ∩𝑋 × 𝒴 = 𝑋 × ℬ (mod 𝜆),

𝒜, ℬ 它们对应的系统是同构的.

在上面定理中, 我们设𝒜, ℬ 它们对应的系统为(𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻). 我们得到下面的图表

(𝑋 × 𝑌, 𝜆)

%%xx
(𝑋,𝜇)

&&

(𝑌, 𝜈)

yy
(𝑍, 𝜂)

称(𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 由𝜆 确定的公因子. 当𝑋 = 𝑌 时, 我们直接

称(𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 由𝜆 确定的因子.

S8.2.2 Halmos-von Neumann定理的简单证明

下面作为应用, 我们给出Lemańczyk 关于Halmos-von Neumann 定理的简单证明.

定理 8.2.3 (Halmos-von Neumann) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为遍历具有离散谱的Lebesgue

系统. 那么(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 谱同构当且仅当它们为同构的.

证明. 仅需证明, 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 谱同构, 那么它们为同构的. 设𝜆 ∈ 𝐽𝑒(𝑋,𝑌 )

为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的一个遍历交. 对于𝑇, 𝑆 的特征值𝛼, 设𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈)

为相应的特征函数. 那么在遍历系统(𝑋 × 𝑌,𝒳 × 𝒴, 𝜆, 𝑇 × 𝑆) 中,

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓 ⊗ 1(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1⊗ 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑦)

为特征值为𝛼 的特征函数. 因为(𝑋 × 𝑌,𝒳 × 𝒴, 𝜆, 𝑇 × 𝑆) 遍历, 所以存在𝑐 ∈ C 使得

𝑓 = 𝑐𝑔 (mod 𝜆).

因为特征函数生成了𝐿2(𝑋,𝜇), 𝐿2(𝑌, 𝜈), 所以上式意味着

𝐿2(𝑋,𝜇)⊗ C =
𝜆
C× 𝐿2(𝑌, 𝜈) ⊆ 𝐿2(𝑋 × 𝑌, 𝜆)

这等价于

𝒳 × 𝑌 = 𝑋 × 𝒴 (mod 𝜆).

于是根据定理8.2.1, (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ), (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为同构的. �

习 题



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第329页

第八章 交理论简介 S8.3 交与混合

1. 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻)以及𝜑 : (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)→ (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻)为因子映射. 证明: (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻)

为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 由𝜇×
𝜂
𝜈 确定的公因子.

S8.3 交与混合

本节给出Ryzhikov 关于Furtenberberg 关于弱混合一些经典结论运用交的证明.

引理 8.3.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为保测系统. 设𝜆 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ) 为交, 设𝜆×𝑌 𝜆 为(𝑋 ×
𝑌, 𝜆, 𝑇 × 𝑆) 相对于于因子(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 的相对独立交. 如果𝜆 ×

𝜈
𝜆 到𝑋 × 𝑋 的投射是𝜇 × 𝜇,

那么

𝜆 = 𝜇× 𝜈.

证明. 设𝐴 ∈ 𝒳 , 根据𝜆×𝑌 𝜆 的定义,

𝜆×
𝜈
𝜆(𝐴× 𝑌 ×𝐴) =

∫︁
𝑌
E𝜆(1𝐴|𝑌 )2𝑑𝜈(𝑦).

于是, 如果𝜆×𝑌 𝜆 到𝑋 ×𝑋 的投射是𝜇× 𝜇, 那么我们就有

𝜇(𝐴)2 =

∫︁
𝑌
E𝜆(1𝐴|𝑌 )2𝑑𝜈(𝑦).

于是 (︂∫︁
𝑌
E𝜆(1𝐴|𝑌 )𝑑𝜈(𝑦)

)︂2

= 𝜇(𝐴)2 =

∫︁
𝑌
E𝜆(1𝐴|𝑌 )2𝑑𝜈(𝑦), ∀𝐴 ∈ 𝒳 .

根据Cauchy不等式等号成立条件, E𝜆(1𝐴|𝑌 ) 为常值, 由此𝜆 = 𝜇× 𝜈. 证毕！ �

定理 8.3.2 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 如果𝑇 × 𝑇 为遍历的（即𝑇 弱混合）, 那么对于任

何遍历系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆), (𝑋 × 𝑌, 𝜇× 𝜈, 𝑇 × 𝑆) 为遍历的.

证明. 由条件, 𝜇 × 𝜇 ∈ 𝐽(𝑋) 为遍历自交, 我们要证对于任何遍历系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆), 𝜇 × 𝜈 ∈
𝐽𝑒(𝑋,𝑌 ). 为此根据定理8.1.4我们需要证明𝜇× 𝜈 为凸集𝐽(𝑋,𝑌 ) 的端点.

我们取𝑝 ∈ (0, 1) 以及𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ) 使得

𝜇× 𝜈 = 𝑝𝜆1 + (1− 𝑝)𝜆2.

注意𝜇× 𝜈 关于𝑌 的相对独立交为𝜇× 𝜈 × 𝜇, 即(𝜇× 𝜈)×
𝜈

(𝜇× 𝜈) = 𝜇× 𝜈 × 𝜇. 注意

𝜇× 𝜈 = (𝑝𝜆1 + (1− 𝑝)𝜆2)×
𝜈

(𝑝𝜆1 + (1− 𝑝)𝜆2)

= 𝑝2𝜆1 ×
𝜈
𝜆1 + (1− 𝑝)2𝜆2 ×

𝜈
𝜆2 + 𝑝(1− 𝑝)𝜆1 ×

𝜈
𝜆2 + 𝑝(1− 𝑝)𝜆2 ×

𝜈
𝜆1.

因为𝜇 × 𝜇 为遍历的, 所以上面每一项中的交到𝑋 ×𝑋 的投射为𝜇 × 𝜇. 于是𝜆1, 𝜆2 都满足

引理8.3.1 条件, 从而

𝜆1 = 𝜆2 = 𝜇× 𝜈.
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由此𝜇× 𝜈 为𝐽(𝑋,𝑌 ) 端点, 即它为遍历交. �

根据交的语言, 一个保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为强混合的当且仅当

Δ𝑇𝑛

𝜇
𝑛→∞−−−→ 𝜇× 𝜇.

定理 8.3.3 (Ornstein) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统. 那么𝑇 为强混合的当且仅当𝑇 为弱混

合的且存在𝜃 > 0 使得

lim sup
𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐵) ≤ 𝜃𝜇(𝐴)𝜇(𝐵), ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝒳 . (8.3.1)

证明. 设𝑇 为强混合的, 那么它为弱混合的. 我们也可以如下直接证明. 因为强混合, 所

以Δ𝑇𝑛

𝜇
𝑛→∞−−−→ 𝜇× 𝜇. 于是

Δ
(𝑇×𝑇 )𝑛
𝜇×𝜇

𝑛→∞−−−→ 𝜇4 = 𝜇× 𝜇× 𝜇× 𝜇.

所以𝑇 × 𝑇 不变子集的测度必为1或0, 从而𝑇 弱混合. (8.3.1) 是显然的.

反之,设𝑇 为弱混合且(8.3.1)成立. 设𝜆为{Δ𝑇𝑛

𝜇 }𝑛 在𝐽(𝑋)中得到任何聚点,由(8.3.1),

𝜆 ≤ 𝜃(𝜇× 𝜇).

尤其

𝜆≪ 𝜇× 𝜇.

因为𝑇 弱混合, 𝜇× 𝜇 遍历, 所以上式表明

𝜆 = 𝜇× 𝜇.

由此我们得到

Δ𝑇𝑛

𝜇
𝑛→∞−−−→ 𝜇× 𝜇.

即𝑇 为强混合的. �

在交理论中一个著名的问题是：

问题 8.3.4 是否存在零熵系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 以及𝜆 ∈ 𝐽3(𝑋) 使得𝜆 两两独立, 但是𝜆 ̸= 𝜇 ×
𝜇× 𝜇?

S8.4 不交与相对独立交

在本节中我们研究不交性，类似于两个自然数为互素，两个系统为不交的体现了两

系统有较大的差异.
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S8.4.1 不交的定义

定义 8.4.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为保测系统,称它们是不交的 (disjoint)是指𝐽(𝑋,𝑌 ) =

{𝜇× 𝜈}. 记为𝑋 ⊥ 𝑌 .

定义 8.4.2 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻), 𝜑 : (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) → (𝑍,𝒵, 𝜂,𝐻) 为遍历系统间的

因子映射.

𝑋

𝜋
  

𝑌

𝜑��
𝑍

称𝑋 和𝑌 相对于𝑍 是不交的, 指𝜇×
𝜂
𝜈 为唯一映到Δ𝜂 的交. 记为𝜋 ⊥ 𝜑 或者𝑋 ⊥𝑍 𝑌 .

命题 8.4.3 1. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为非平凡的保测系统, 那么𝑋 ̸⊥ 𝑋.

2. 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为保测系统间的非平凡因子映射，并且(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为非

平凡的保测系统. 那么𝑋 ̸⊥ 𝑌 .

证明. 作为习题. �

S8.4.2 遍历与恒同

遍历性体现的是系统的不可分割性，而恒同系统每个点都是不动点，这两种性质是

相对立的。下面定理体现了这种对立性.

定理 8.4.4 (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为遍历的当且仅当它与所有恒同系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, id𝑋) 不交.

证明. 设(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为遍历的，并且(𝑋,𝒳 , 𝜇, id𝑋) 为恒同系统. 下证𝑋 ⊥ 𝑌 . 设𝜆 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ).

这对于任何𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐵 ∈ 𝒴, 根据𝜆 为id× 𝑆 不变的, 我们得到

𝜆(𝐴×𝐵) = 𝜆(𝐴× 𝑆−𝑛𝐵)

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜆(𝐴× 𝑆−𝑘𝐵)

=

∫︁
𝐴×𝑌

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

1𝐵(𝑆𝑛𝑦)𝑑𝜆(𝑥, 𝑦).

因为𝑆 为遍历的, 所以

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

1𝐵(𝑆𝑛𝑦)
𝑎.𝑒−−→ 𝜈(𝐵), 𝑁 →∞.

于是

𝜆(𝐴×𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜈(𝐵), ∀𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐵 ∈ 𝒴.

即𝜆 = 𝜇× 𝜈.
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反之， 如果(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 与所有恒同系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, id𝑋) 不交， 那么根据命题8.4.3,

(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 没有非平凡的恒同因子，尤其它为遍历的. �

作为应用, 我们给出Ryzhikov 关于Furtenberberg关于多重弱混合定理的一个证明.

定理 8.4.5 (Furstenberg) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为弱混合系统.对于任何𝑘 ∈ N以及𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘,

我们有

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛𝐴1 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴𝑘)
𝑁→∞−−−−→ 𝜇(𝐴0)𝜇(𝐴1) . . . 𝜇(𝐴𝑘).

证明. 对于任何𝑁 ∈ N, 考虑(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的𝑘 + 1 阶自交：

𝜆𝑁 =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛𝐴1 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴𝑘).

于是命题所要证明的就是

𝜆𝑁
𝑁→∞−−−−→ 𝜇× 𝜇× . . .× 𝜇.

我们设𝜆 为{𝜆𝑁}𝑁 的任何聚点, 我们仅需证明

𝜆 = 𝜇× 𝜇× . . .× 𝜇.

注意𝜆 为id× 𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑘-不变的.

我们对𝑘 归纳证明. 𝑘 = 1, 那么根据定理8.4.4 以及𝑇 为遍历的直接得到. 设𝑘 −
1 时已经成立, 那么根据归纳假设, 𝜆 到后面𝑘 个坐标的投射为𝜇𝑘, 于是𝜆 为(𝑋,𝜇, id)

与(𝑋𝑘, 𝜇𝑘, 𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑘)的交. 因为𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑘 为遍历的,根据定理8.4.4我们就

有

𝜆 = 𝜇𝑘+1 = 𝜇× 𝜇× . . .× 𝜇.

证毕！ �

下面给出定理8.4.4 的相对化版本.

定义 8.4.6 称因子映射𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为遍历扩充 是指𝑋 的任何𝑇 不变函

数是𝒴 可测的, 即ℐ(𝑇 ) ⊆ 𝒴.

定理 8.4.7 设𝜑 : (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) → (𝑍,𝒵, 𝜂, id𝑍) 为因子映射. 那么𝜑 为遍历扩充当且仅当𝜑 ⊥
𝜋, 其中𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, id𝑋)→ (𝑍,𝒵, 𝜂, id𝑍) 为任何扩充.

尤其, (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为遍历的当且仅当它与所有恒同系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, id) 不交.
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证明. 设𝜑 为遍历扩充. 设𝜆 为系统(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 和(𝑋,𝒳 , 𝜇, id𝑋) 相对于系统(𝑍,𝒵, 𝜂, id𝑍) 的

交.

(𝑋,𝜇, id𝑋)

𝜋
''

(𝑌, 𝜈, 𝑆)

𝜑xx
(𝑍, 𝜂, id𝑍)

设

𝜇 =

∫︁
𝑍
𝜇𝑧𝑑𝜂(𝑧), 𝜈 =

∫︁
𝑍
𝜈𝑧𝑑𝜂(𝑧)

为𝜇, 𝜈 相对𝜂 的测度分解. 设𝜆 相对𝑌 的测度分解为

𝜆 =

∫︁
𝑌
𝜆𝑦 × 𝛿𝑦𝑑𝜈(𝑦).

于是根据𝜆 为id𝑋 × 𝑆 不变的, 我们有

𝜆 = (id𝑋 × 𝑆)*𝜆 =

∫︁
𝑌
𝜆𝑦 × 𝛿𝑆𝑦𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝑌
𝜆𝑆−1𝑦 × 𝛿𝑦𝑑𝜈(𝑦).

因为测度分解是唯一的, 所以

𝜆𝑦 = 𝜆𝑆−1𝑦, 𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌.

因为𝜑 是遍历扩充, 于是(作为习题验证)

𝜆𝑦 = 𝜆𝜑(𝑦), 𝜈 − 𝑎.𝑒.

设𝑝𝑋 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑋 为投射, 根据(𝑝𝑋)*𝜆 = 𝜇, 我们有

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜆𝑦𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝑌
𝜆𝜑(𝑦)𝑑𝜈(𝑦).

于是我们就有(作为习题验证)

𝜆𝑦 = 𝜆𝜑(𝑦) = 𝜇𝜑(𝑦), 𝜈 − 𝑎.𝑒.

由此

𝜆 =

∫︁
𝑌
𝜇𝜑(𝑦) × 𝛿𝑦𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝑍

∫︁
𝑌
𝜇𝑧 × 𝛿𝑦𝑑𝜈𝑧(𝑦)𝑑𝜂(𝑧)

=

∫︁
𝑍
𝜇𝑧 ×

(︂∫︁
𝑌
𝛿𝑦𝑑𝜈𝑧(𝑦)

)︂
𝑑𝜂(𝑧) =

∫︁
𝑍
𝜇𝑧 × 𝜈𝑧𝑑𝜂(𝑧)

= 𝜇×
𝜂
𝜈.

反之, 设𝜑 不是遍历的, 那么存在一个𝑆-不变的𝒴函数但不是𝒵 可测的函数𝑓 . 设𝑓 满

足0 ≤ 𝑓 ≤ 1,
∫︀
𝑌 𝑓𝑑𝜈 = 1

2 . 令𝑋 = 𝑍 × {0, 1}, 𝜇 = 𝜂 × 1
2(𝛿0 + 𝛿1). 定义测度

𝜆0 = 2

∫︁
𝑍

(𝛿𝑧 × 𝛿0 × 𝑓𝜈𝑧)𝑑𝜂(𝑧), 𝜆1 = 2

∫︁
𝑍

(𝛿𝑧 × 𝛿1 × (1− 𝑓)𝜈𝑧)𝑑𝜂(𝑧).

令𝜆 = 1
2(𝜆0 + 𝜆1). 易验证𝜆 为映到Δ𝜂 但是不等于𝜇×

𝜂
𝜈. 证毕！ �
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S8.4.3 不交性基本定理

类似于定理8.2.2,对于测度空间(𝑋,𝒳 , 𝜇)和(𝑌,𝒴, 𝜈)以及它上面的交𝜆 (即𝜆为𝑋×𝑌 上
测度,它到𝑋,𝑌 的投射分别为𝜇和𝜈),我们也可以定义由𝜆确定的公因子. 设𝒜 = {𝐴 ∈ 𝒳 :

∃𝐵 ∈ 𝒴使得 𝜆((𝐴×𝑌 )Δ(𝑋×𝐵)) = 0}以及ℬ = {𝐵 ∈ 𝒴 : ∃𝐴 ∈ 𝒳 使得 𝜆((𝐴×𝑌 )Δ(𝑋×𝐵)) =

0}. 那么𝒜 × 𝑌 = 𝒳 × 𝑌 ∩𝑋 × 𝒴 = 𝑋 × ℬ (mod 𝜆), 𝒜, ℬ 它们对应的测度空间是同构的.

设𝒜, ℬ 它们对应的测度空间为(𝑍,𝒵, 𝜂). 我们得到下面的图表

(𝑋 × 𝑌, 𝜆)

%%xx
(𝑋,𝜇)

&&

(𝑌, 𝜈)

yy
(𝑍, 𝜂)

称(𝑍,𝒵, 𝜂) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇) 和(𝑌,𝒴, 𝜈) 由 𝜆 确定的公因子.

定理 8.4.8 设(𝑋,𝒳 , 𝜇), (𝑌,𝒴, 𝜈) 为Lebesgue 空间, 𝜆 为𝑋 × 𝑌 上到𝑋,𝑌 投射分别为𝜇, 𝜈 的

测度. 设𝜆 相对𝑌 的测度分解为

𝜆 =

∫︁
𝑌
𝜆𝑦 × 𝛿𝑦𝑑𝜈(𝑦).

定义𝑋Z × 𝑌 上的测度𝜆∞

𝜆∞ =

∫︁
𝑌

(. . .× 𝜆𝑦 × 𝜆𝑦 × . . .)× 𝛿𝑦𝑑𝜈(𝑦)

以及𝑋Z 上的测度𝜇∞

𝜇∞ =

∫︁
𝑌

(. . .× 𝜆𝑦 × 𝜆𝑦 × . . .)𝑑𝜈(𝑦).

设𝒵 为𝜎-代数𝒳 Z 和𝒴 相对于测度𝜆∞ 的最大子𝜎-代数, 相应的Lebesgue空间记为(𝑍,𝒵, 𝜂).

那么在测度𝜆∞ 下, 𝜎-代数𝒳 Z 和𝒴 相对于𝒵 是相对独立的.

尤其,如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )和(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为保测系统, 𝜆 ∈ 𝐽(𝑋,𝑌 ),那么所对应的𝜆∞为(𝑋Z, 𝜇∞)

与(𝑌, 𝜈) 相对于公因子(𝑍, 𝜂) 的相对独立交. 我们有如下图标：

(𝑋Z ×
𝜂
𝑌, 𝜆∞)

%%xx

𝜋

tt
(𝑋 × 𝑌, 𝜆) (𝑋Z, 𝜇∞)

''

(𝑌, 𝜈)

xx
(𝑍, 𝜂)

在图表中, 𝜋 = 𝑝0 × id𝑌 : 𝑋Z × 𝑌 → 𝑋 × 𝑌 , 其中𝑝0 : 𝑋Z → 𝑋 为向第0 坐标的投射.
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证明. 定义变换

𝑆 : 𝑋Z × 𝑌 → 𝑋Z × 𝑌, 𝑆(x, 𝑦) = (𝜎x, 𝑦),

其中x = (𝑥𝑛)𝑛∈Z, 𝜎 为𝑋Z 上的转移. 如果𝑓(x, 𝑦) 为𝑋Z × 𝑌 上的𝑆 不变函数, 那么对于每

个𝑦 ∈ 𝑌 , 函数𝑓𝑦(x) = 𝑓(x, 𝑦) 为(𝑋Z, 𝜆Z𝑦 ) 上𝜎 不变的函数. 因为(𝑋Z, 𝜆Z𝑦 , 𝜎) 为Bernoulli 系

统, 函数𝑓𝑦(x) 为常值函数, 即

𝑓(x, 𝑦) = 𝑓(𝑦), 𝜆∞ − 𝑎.𝑒.

于是每个𝑆不变函数都是𝒴 可测的, 尤其扩充

(𝑋Z, 𝜇∞, 𝜎)→ (𝑍, 𝜂, id𝑍)

为遍历扩充. 对于下图表运用定理8.4.7.

(𝑋Z × 𝑌, 𝜆∞, 𝑆 × id𝑌 )

))uu
(𝑋Z, 𝜇∞, 𝑆)

))

(𝑌, 𝜈, id𝑌 )

uu
(𝑍, 𝜂, id𝑍)

我们得到𝒳 Z 与𝒴 相对于Z 独立. �

根据定理8.4.8, 我们可以得到下面定理. 其中第一条我们前面已经给出过，剩下几条

的证明作为习题请读者完成.

定理 8.4.9 ∙ 恒同⊥遍历. 事实上,保测系统为遍历的当且仅当它与所有恒同系统不交.

∙ distal ⊥ 弱混合. 事实上, 保测系统为弱混合的当且仅当它与所有distal 系统不交.

∙ rigid ⊥ mild 混合. 事实上, 保测系统为mild混合的当且仅当它与所有rigid系统不交.

∙ 零熵⊥ 𝐾系统. 事实上, 保测系统为K系统当且仅当它与所有零熵系统不交.

习 题

1. 证明命题8.4.3.

2. 给出定理8.4.7证明中两处需要补充说明的细节.

3. 证明定理8.4.9.
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S8.5 交在Sarnak 猜测研究中的应用

在本小节我们介绍著名的Sarnak 猜测. 我们首先给出Sarnak 猜测的陈述, 然后证明

测度版本的Sarnak 定理, 最后运用交的方法证明著名的Chowla 猜测蕴含Sarnak 猜测.

S8.5.1 什么是Sarnak不交性猜测？

熵理论是动力系统的核心内容之一. 从熵的角度我们可以把系统分为正熵系统和零

熵系统两大类. 从概率论的角度看, 零熵系统可以视为“确定性”的系统, 而正熵被认为

是“不确定”的. 幂零系统是一类特殊零熵系统, 受 Green 和 Tao 关于 Hardy-Littlewood

猜测系列工作的影响[86, 87], Wolf 奖得主 Sarnak 在 2009 年提出一个与熵理论和数论有

关的关于遍历平均的著名猜测：Möbius 函数 𝜇𝜇𝜇 与零熵序列 𝜉 渐近正交.

如在熵理论章节中所述, 1958 年Kolmogorov [133]借鉴Shannon 在信息论中不确定性

的描述在遍历论中引入了熵的概念. 熵是重要的同构不变量, 它反映了系统的混乱程度.

随后, Adler 等人[2]在拓扑动力系统中引入了拓扑熵的概念, Bowen [36]使用分离集和张成

集给出拓扑熵一种新的定义方式. Goodwyn、Dianburg 和Goodman 证明了熵的”变分原

理”: 动力系统(𝑋,𝑇 ) 的拓扑熵ℎtop(𝑇 ) 是测度熵ℎ𝜇(𝑇 ) 的上确界, 其中𝜇 取遍𝑇 不变测度.

从熵的角度我们可以把系统分为正熵系统和零熵系统两大类. 从概率论的角度看,零熵系

统可以视为“确定性”的系统, 而正熵被认为是“不确定”的.

自从熵被引入遍历理论和拓扑动力系统中以来, 它一直是动力系统研究中的重要内

容. 熵反映了系统的复杂程度, 熵越大则系统越复杂, 广义上的熵可以看作是某种集合

特征量（比如维数, 信息量等）在动力系统作用下的平均. 由于正熵系统存在Shannon-

McMillan-Breiman定理等性质,在附加正熵的条件下Furstenberg×2,×3猜测[174]、Littlewood

猜测[53] 等测度刚性问题已经得到解决；也有一些问题根据Pinsker 因子可以化归到零熵

系统的情况,例如逐点收敛的多重遍历平均问题[48]、Rohlin问题[82]等. 还有一些问题就

是直接针对零熵系统提出的, 例如由2009 年Wolf 奖得主Sarnak 提出的一个与动力系统和

数论有关的著名猜想――Sarnak 猜测[179]. 对于零熵系统, 因为缺乏有效的工具, 所以相

关问题的研究进展比较缓慢. 在本节我们主要介绍Sarnak 猜测的一些基本信息, 最新的

进展请参见最新的相关文献.

定义 8.5.1 称𝜇𝜇𝜇(𝑛) 为 Möbius 函数, 指

𝜇𝜇𝜇(𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑛 = 1;

0, 𝑛 有某个素数的平方作为因子;

(−1)𝑡, 𝑛 分解为𝑡 个互不一样素数的乘积.

Liouville 函数 𝜆𝜆𝜆 : N→ {−1, 1} 定义为

𝜆𝜆𝜆(𝑛) = (−1)Ω(𝑛),

其中Ω(𝑛) 为𝑛 素因子的个数（同一个素因子记重数在内）.
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Möbius 函数和Liouville 函数是数论中最重要函数之一. 一个基本的数论结果是素数

定理等价于 Möbius 函数(Liouville 函数)与常值序列1 渐近正交, 即

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜇𝜇𝜇(𝑛) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝜆𝜆𝜆(𝑛) = 𝑜(𝑁).

而黎曼zeta 函数与Möbius 函数关系如下：对于任何满足Re 𝑠 > 1 的𝑠 ∈ C

1

𝜁(𝑠)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜇𝜇𝜇(𝑛)

𝑛𝑠
.

黎曼猜测等价于
𝑁∑︁
𝑛=1

𝜇𝜇𝜇(𝑛) = 𝑂𝜀(𝑁
1
2
+𝜖), 𝑁 →∞, ∀𝜀 > 0.

关于更多Möbius 函数和Liouville 函数的性质参见[150]等.

在本节我们主要讨论Chowla 猜测和Sarnak 猜测. 数论中的著名的Chowla 猜测指：

问题 8.5.2 ( Chowla 猜测) 设1 ≤ 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑟, 设𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟 ∈ {1, 2} 不全都是偶
数, 那么

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜇𝜇𝜇𝑘0(𝑛)𝜇𝜇𝜇𝑘1(𝑛+ 𝑎1)𝜇𝜇𝜇
𝑘2(𝑛+ 𝑎2) . . .𝜇𝜇𝜇

𝑘𝑡(𝑛+ 𝑎𝑡) = 0.

定义 8.5.3 设(𝑋,𝑇 ) 是一个拓扑动力系统, 即𝑋 为紧致度量空间, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 为连续的.

一个序列{𝜉𝑛}𝑛 称为与系统(𝑋,𝑇 ) 关联的序列, 是指存在点𝑥 ∈ 𝑋 和连续函数𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) 使

得𝜉𝑛 = 𝑓(𝑇𝑛𝑥). 此时, 我们也称序列{𝜉𝑛}𝑛 可由系统(𝑋,𝑇 ) 实现.

问题 8.5.4 (Sarnak 猜测) Möbius 函数 𝜇 与零熵序列 𝜉 渐近正交, 即

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜇𝜇𝜇(𝑛)𝜉(𝑛) = 0,

这里零熵序列是指由零熵系统实现的序列.

注记 8.5.5 1. 𝜉(𝑛) ≡ 1 的情况就是素数定理，常值序列 1 是最简单零熵序列, 它相对应

于不动点；

2. 等差数列形式的素数定理等价于 Möbius 函数与周期序列渐近正交, 而周期序列可以

由周期系统实现.

3. 1937 年 Davenport 证明了 Möbius 函数与拟周期序列渐近正交, 而拟周期序列可以视

为由拟周期系统（即环面上的无理旋转）实现的序列.
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在文献[179]中, Sarnak 详细解释了提出上面猜测的原因, 例如文章提到的下面结论

有助于大家理解这个猜测. 设𝑋𝜇𝜇𝜇 为𝜇𝜇𝜇 ∈ {−1, 0, 1}N 在({−1, 0, 1}N, 𝑆) 中的轨道闭包系统,

Sarnak 证明了下面定理:

定理 8.5.6 [179]

1.
6

𝜋2
log 2 ≤ ℎtop(𝑋𝜇𝜇𝜇, 𝑆) ≤ 6

𝜋2
log 3;

2. (𝑋𝜇𝜇𝜇, 𝑆) 为proximal 系统, 0 = (000 . . .) 为其唯一的极小子集;

3. 取(𝑋𝜇𝜇𝜇, 𝑆) 上不变测度, 作为保测系统它与Kronecker 系统有非平凡的交, 尤其它不为

测度弱混合的.

我们将证明Sarnak猜测是比Chowla猜测要弱一些的问题.目前这个问题进展不大,关

于Sarnak 猜测与Chowla 猜测的关系以及Sarnak 猜测的一些进展可以参见[179].

S8.5.2 测度版本Sarnak 定理

在这部分我们运用Devenport 估计证明测度版本的Sarnak 定理.

引理 8.5.7 (Davenport估计(Davenport’s estimation)) [46]对于任何𝐴 > 0,存在𝐶𝐴 > 0

使得对于任何𝑁 ≥ 2, 我们有

max
𝑧∈T

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶𝐴 𝑁

log𝐴𝑁
.

定理 8.5.8 (Sarnak) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为Lebesgue系统, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 那么对于𝜇− 𝑎.𝑒 𝑥 ∈
𝑋, 我们有

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)
𝑁→∞−−−−→ 0. (8.5.1)

证明. 根据遍历分解定理, 我们不妨假设系统为遍历的. 取定𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 根据谱定理

我们有 ⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(S1,𝜎𝑓 )

,

其中𝜎𝑓 为𝑓 的谱测度. 根据Davenport估计, 对于任何𝐴 > 0, 存在𝐶𝐴 > 0 使得⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐶𝐴
𝑁

log𝐴𝑁
. (8.5.2)

取𝜌 > 1, 在上式中设𝑁 = [𝜌𝑚],𝑚 ∈ N, 我们得到⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐶𝐴
𝑁

(𝑚 log 𝜌)𝐴
,∀𝐴 > 0.
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令𝐴 = 2, 且对𝑚 求和得到：

∞∑︁
𝑚=1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

[𝜌𝑚]

[𝜌𝑚]∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

≤ ∞.

由此得到
∞∑︁
𝑚=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

[𝜌𝑚]

[𝜌𝑚]∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∈ 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇),

并且上面求和是几乎处处有限的. 于是对于几乎处处的点𝑥 ∈ 𝑋, 我们有

1

[𝜌𝑚]

[𝜌𝑚]∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛) −→ 0,𝑚→∞. (8.5.3)

假设𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇). 如果[𝜌𝑚] ≤ 𝑁 < [𝜌𝑚+1] + 1, 那么有⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

𝑁

[𝜌𝑚]∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛) +
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=[𝜌𝑚]+1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

[𝜌𝑚]

[𝜌𝑚]∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+
‖𝑓‖∞
[𝜌𝑚]

(𝑁 − [𝜌𝑚])

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

[𝜌𝑚]

[𝜌𝑚]∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+
‖𝑓‖∞
[𝜌𝑚]

([𝜌𝑚+1]− [𝜌𝑚]).

因为lim𝑚→∞
‖𝑓‖∞
[𝜌𝑚] ([𝜌𝑚+1]− [𝜌𝑚]) = ‖𝑓‖∞(𝜌− 1), 根据(8.5.3), 我么得到

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)
𝑎.𝑒.−→ ‖𝑓‖∞(𝜌− 1), 𝑁 →∞.

令𝜌→ 1, 我们就得到

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)
𝑎.𝑒.−→ 0, 𝑁 →∞.

下设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋,𝒳 , 𝜇). 对于任何𝜀 > 0, 取𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇) 使得‖𝑓 − 𝑔‖1 < 𝜀. 根

据Birkhoff逐点遍历定理, 对于几乎处处𝑥 ∈ 𝑋,

lim
𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑓 − 𝑔)(𝑇𝑛𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀.

于是

lim sup
𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ lim
𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑓 − 𝑔)(𝑇𝑛𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒+ lim sup

𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑔(𝑇𝑛𝑥)𝜇𝜇𝜇(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ 𝜀.
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因为𝜀 任意, 我们完成证明. �

S8.5.3 Sarnak 猜测与Chowla 猜测

在这部分我们运用交的方法证明下述定理:

定理 8.5.9 (Sarnak) Chowla 猜测蕴含Sarnak 猜测.

我们实际上要证明更为一般的结论, 亦即下面满足定义的Chowla 条件的序列也必满

足Sarnak 条件.

定义 8.5.10 我们称𝑧 ∈ {−1, 0, 1}N 满足Chowla 条件是指对于任何1 ≤ 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑟,

以及𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟 ∈ {1, 2} 不全都是偶数, 那么

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑧𝑘0(𝑛)𝑧𝑘1(𝑛+ 𝑎1)𝑧
𝑘2(𝑛+ 𝑎2) . . . 𝑧

𝑘𝑟(𝑛+ 𝑎𝑟) = 0.

定义 8.5.11 称序列𝑧 ∈ {−1, 0, 1}N 满足Sarnak 条件 是指

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑧(𝑛)𝜉(𝑛) = 0,

其中𝜉 为由零熵系统实现的序列.

设𝑆 为符号系统𝜎𝑘 上的转移映射. 对于𝑤 ∈ Σ𝑘, 我们用𝑤(𝑛) 和𝑤𝑛 来记𝑤 得第𝑛 个分

量, 𝑛 ∈ Z. 在本节中𝜋 指下面因子映射:

𝜋 : {−1, 0, 1}N → {0, 1}N, (𝜋(𝑤))𝑛 = 𝑤2
𝑛, ∀𝑤 ∈ {−1, 0, 1}N, 𝑛 ∈ N.

易见𝜋为({−1, 0, 1}N, 𝑆)到({0, 1}N, 𝑆)的因子映射. 对于𝜈 ∈ℳ({0, 1}N, 𝑆),令̂︀𝜈 ∈ℳ({−1, 0, 1}N, 𝑆)

为𝜈 相对独立交：对于任何{−1, 0, 1} 上词𝐵,

̂︀𝜈(𝐵) = 2−|supp(𝐵)|𝜈(𝜋(𝐵)) = 2−|supp(𝐵)|𝜈(𝐵2),

其中supp(𝐵) = {𝑖 : 𝐵(𝑖) ̸= 0}, 𝐵2(𝑖) = 𝐵(𝑖)2.

取定𝑧 = (𝑧𝑛)𝑛∈Z ∈ {−1, 0, 1}N, 设𝑧2 = (𝑧2𝑛)𝑛∈Z ∈ {0, 1}N 关于测度𝜈 沿着{𝑁𝑘}𝑘∈N
为quasi-generic 的, 即

𝛿𝑁𝑘,𝑧2 ,
1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝛿𝑆𝑛𝑧2 → 𝜈 ∈ℳ(𝑋𝑧2 , 𝑆), 𝑘 →∞,

其中𝑋𝑧2 为由𝑧2 确定的系统. 定义

𝐹 : {−1, 0, 1}N → {−1, 0, 1}, 𝑤 ↦→ 𝑤(1).
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引理 8.5.12 设1 ≤ 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑟, 𝑟 ≥ 0 以及𝑘𝑠 ∈ {1, 2}, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟 不全为2. 那么∫︁
{−1,0,1}N

𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑̂︀𝜈 = 0,

以及 ∫︁
{−1,0,1}N

𝐹 2 · 𝐹 2 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 2 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑̂︀𝜈 =

∫︁
{0,1}N

𝐹 · 𝐹 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑̂︀𝜈.
证明. 直接计算有∫︁

{−1,0,1}N
𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑̂︀𝜈

=
∑︁

𝑗0,𝑗1,...,𝑗𝑟=±1
𝑗𝑘00 𝑗

𝑘1
1 . . . 𝑗𝑘𝑟𝑟 ̂︀𝜈 (︁{︁𝑦 ∈ {−1, 0, 1}N : 𝑦1𝑦1+𝑎1 · · · 𝑦1+𝑎𝑟 = 𝑗0𝑗1 · · · 𝑗𝑟

}︁)︁

=

⎛⎝ ∑︁
𝑗0,𝑗1,...,𝑗𝑟=±1

𝑗𝑘00 𝑗
𝑘1
1 . . . 𝑗𝑘𝑟𝑟

⎞⎠ 1

2𝑟+1
𝜈
(︁{︁
𝑢 ∈ {0, 1}N : 𝑢1 = 𝑢1+𝑎1 = · · · = 𝑢1+𝑎𝑟 = 1

}︁)︁
.

由此容易完成整个证明. �

引理 8.5.13 设𝑧2 = (𝑧2𝑛)𝑛∈Z ∈ {0, 1}2 关于测度𝜈 沿着{𝑁𝑘}𝑘∈N 为quasi-generic 的, 即

𝛿𝑁𝑘,𝑧2 =
1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝛿𝑆𝑛𝑧2 → 𝜈 ∈ℳ(𝑋𝑧2 , 𝑆), 𝑘 →∞.

那么以下等价

1. 𝛿𝑁𝑘,𝑧 → ̂︀𝜈, 𝑘 →∞;

2.
1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝑧𝑘0(𝑛)𝑧𝑘1(𝑛 + 𝑎1)𝑧
𝑘2(𝑛 + 𝑎2) . . . 𝑧

𝑘𝑟(𝑛 + 𝑎𝑟) → 0, 𝑘 → ∞, 对于任何1 ≤ 𝑎1 < 𝑎2 <

. . . < 𝑎𝑟, 以及𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟 ∈ {1, 2} 不全都是偶数成立.

证明. (1) ⇒ (2): 如果𝛿𝑁𝑘,𝑧 → ̂︀𝜈, 𝑘 → ∞ 成立, 那么对于任何1 ≤ 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑟, 以

及𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟 ∈ {1, 2} 不全都是偶数, 我们有

1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝑧𝑘0(𝑛)𝑧𝑘1(𝑛+ 𝑎1)𝑧
𝑘2(𝑛+ 𝑎2) . . . 𝑧

𝑘𝑟(𝑛+ 𝑎𝑟)

=
1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

(︁
𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟

)︁
(𝑆𝑛−1𝑧)

−→
𝑘→∞

∫︁
{−1,0,1}N

𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑̂︀𝜈
= 0 (引理8.5.12).



第342页 遍 历 理 论 及 其 应 用 叶 向 东 黄 文 邵 松

第八章 交理论简介 S8.5 交在Sarnak 猜测研究中的应用

(2)⇒ (1): 不妨设

𝛿𝑁𝑘,𝑧 → 𝜌, 𝑘 →∞.

于是对于任何1 ≤ 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑟, 以及𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟 ∈ {1, 2} 不全都是偶数, 我们有

1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝑧𝑘0(𝑛)𝑧𝑘1(𝑛+ 𝑎1)𝑧
𝑘2(𝑛+ 𝑎2) . . . 𝑧

𝑘𝑟(𝑛+ 𝑎𝑟)

=
1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

(︁
𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟

)︁
(𝑆𝑛−1𝑧)

−→
𝑘→∞

∫︁
{−1,0,1}N

𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑𝜌

= 0 (引理8.5.12).

因为𝐹 2(𝑢) = 𝐹 (𝑢2),∀𝑢 ∈ {−1, 0, 1}N, 于是由𝛿𝑁𝑘,𝑧2 = 1
𝑁𝑘

∑︀𝑁𝑘
𝑛=1 𝛿𝑆𝑛𝑧2 → 𝜈 ∈ ℳ(𝑋𝑧2 , 𝑆), 𝑘 →

∞, 我们得到∫︁
{−1,0,1}N

𝐹 2 · 𝐹 2 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 2 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑𝜌 =

∫︁
{0,1}N

𝐹 · 𝐹 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 ∘ 𝑆𝑎𝑟𝑑𝜈.

于是综合引理8.5.12, 我们得到: 对于任何𝐺 ∈ 𝒜 , {𝐹 𝑘0 · 𝐹 𝑘1 ∘ 𝑆𝑎1 · . . . · 𝐹 𝑘𝑟 ∘ 𝑆𝑎𝑟 : 1 ≤ 𝑎1 <
𝑎2 < . . . < 𝑎𝑟, 𝑟 ≥ 0, 𝑖𝑠 ∈ N}, ∫︁

{−1,0,1}N
𝐺𝑑̂︀𝜈 =

∫︁
{−1,0,1}N

𝐺𝑑𝜌.

因为𝒜 ⊆ 𝐶({−1, 0, 1}N) 中对乘积封闭且分离点, 根据Stone-Weierstrass 定理, 我们得到𝜌 =̂︀𝜈. 即

𝛿𝑁𝑘,𝑧 → ̂︀𝜈, 𝑘 →∞.
�

记

Q− gen(𝑥) = {𝜈 : ∃{𝑁𝑘}𝑘 𝑠.𝑡. 𝛿𝑁𝑘,𝑥 −→
𝑘→∞

𝜈}.

注记 8.5.14 根据引理8.5.13, 我们得到以下等价:

1. 𝑧 ∈ {−1, 0, 1}N 满足Chowla 条件;

2. Q− gen(𝑥) = {̂︀𝜈 : 𝜈 ∈ Q− gen(𝑧2)};

3. 𝛿𝑁𝑘,𝑧2 −→𝑘→∞ 𝜈 当且仅当𝛿𝑁𝑘,𝑧 −→
𝑘→∞

̂︀𝜈.
根据上面注记,我们容易推出唯一满足Chowla条件的{−1, 1}N中序列𝑢为Bernoulli测

度𝜇( 1
2
, 1
2
) 的通用点. 这是因为此时𝑢2 为在(111 . . .) 处Dirac 测度的通用点, 根据引理8.5.13,

𝑢 为此Dirac测度上的相对独立测度, 即为Bernoulli 测度𝜇( 1
2
, 1
2
), 的通用点.
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回顾

𝜋 : {−1, 0, 1}N → {0, 1}N, (𝜋(𝑤))𝑛 = 𝑤2
𝑛, ∀𝑤 ∈ {−1, 0, 1}N, 𝑛 ∈ N.

引理 8.5.15 设𝜈 ∈ℳ({0, 1}N, 𝑆), ̂︀𝜈 ∈ℳ({−1, 0, 1}N, 𝑆)为𝜈相对独立交. 那么系统({−1, 0, 1}N, ̂︀𝜈, 𝑆)

为乘积系统

({0, 1}N, 𝜈, 𝑆)× ({−1, 1}N, 𝜇( 1
2
, 1
2
), 𝑆)

的因子.

证明. 设𝜉 : {0, 1}N × {−1, 1}N → {−1, 0, 1} 为

𝜉(𝑤, 𝑢)(𝑛) = 𝑤(𝑛)𝑢(𝑛).

那么根据̂︀𝜈 定义容易验证
𝜉*(𝜈 × 𝜇( 1

2
, 1
2
)) = ̂︀𝜈.

�

引理 8.5.16 设𝜈 ∈ℳ({0, 1}N, 𝑆), ̂︀𝜈 ∈ℳ({−1, 0, 1}N, 𝑆) 为𝜈 相对独立交. 扩充

𝜋 : ({−1, 0, 1}N, ̂︀𝜈, 𝑆)→ ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆), (𝜋(𝑤))𝑛 = 𝑤2
𝑛, ∀𝑤 ∈ {−1, 0, 1}N, 𝑛 ∈ N

要么为平凡的(即几乎处处为1-1), 要么为相对K 的.

证明. 因为扩充

𝑝 : ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆)× ({−1, 1}N, 𝜇( 1
2
, 1
2
), 𝑆)→ ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆), (𝑤, 𝑢) ↦→ 𝑤

为相对K 的, 于是所有此扩充的因子也为相对于({0, 1}N, 𝜈, 𝑆) 的K 扩充. 根据等式𝑤 =

(𝑤 · 𝑢)2, ∀𝑤 ∈ {0, 1}N, 𝑢 ∈ {−1, 1}N, 容易验证𝜋 ∘ 𝜉 为到第一个坐标的投射. 于是根据引

理8.5.15, 𝜋 为𝑝 的因子, 从而完成了引理证明. �

引理 8.5.17 设𝜈, 𝜋, ̂︀𝜈 同上, 那么

Ê︀𝜈(𝐹 |𝜋(𝑤) = 𝑢) = 0, 𝜈 − 𝑎.𝑒. 𝑢 ∈ {0, 1}N.

证明. 设测度分解为̂︀𝜈 =
∫︀
{0,1}N ̂︀𝜈𝑢𝑑𝜈(𝑢). 则

Ê︀𝜈(𝐹 |𝜋(𝑤) = 𝑢) = Ê︀𝜈(𝐹 |{0, 1}N)(𝑢) =

∫︁
𝜋−1(𝑢)

𝐹𝑑̂︀𝜈𝑢.
注意̂︀𝜈𝑢 为(12 ,

1
2) 与𝑢 支撑位置的乘积. 如果𝑢(1) = 0, 那么结果已然; 如果𝑢(1) = 1, 那么𝐹

在𝜋−1(𝑢) 上以相同概率取值于±1, 积分依然为0. 证毕! �
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引理 8.5.18 设(𝑋,𝑇 ) 为零熵系统, 𝑥 ∈ 𝑋, 设𝜈, 𝜋, ̂︀𝜈 同上. 设𝑧 ∈ {−1, 0, 1}N 为沿着{𝑁𝑘}𝑘
相对于̂︀𝜈 的quasi-generic点. 设

𝛿𝑇×𝑆,𝑁𝑘,(𝑥,𝑧) −→𝑘→∞ 𝜌 ∈ℳ(𝑋 × {−1, 0, 1}N, 𝑇 × 𝑆).

则

1. 𝜌 为(𝑋,𝜅, 𝑇 ) 与({−1, 0, 1}N, ̂︀𝜈, 𝑆) 的交, 其中𝜅 ∈ Q− gen(𝑥);

2. 作为(𝑋 ×{−1, 0, 1}N, 𝜌, 𝑇 × 𝑆) 的因子, (𝑋,𝜅, 𝑇 )∨ ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆)1 和({−1, 0, 1}N, ̂︀𝜈, 𝑆) 为

相对于({0, 1}N, 𝜈, 𝑆) 的独立交.

证明. 由𝛿𝑇×𝑆,𝑁𝑘,(𝑥,𝑧) −→𝑘→∞ 𝜌 ∈ℳ(𝑋 × {−1, 0, 1}N, 𝑇 × 𝑆), 令

𝜅 = lim
𝑘→∞

𝛿𝑇,𝑁𝑘,𝑥,

则𝜌 为(𝑋,𝜅, 𝑇 ) 与({−1, 0, 1}N, ̂︀𝜈, 𝑆) 的交. 因为(𝑋,𝑇 ) 零熵, 所以扩充

(𝑋 × {−1, 0, 1}N, 𝜌, 𝑇 × 𝑆)→ ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆)

为相对零熵扩充. 根据引理8.5.16, 𝜋 : ({−1, 0, 1}N, ̂︀𝜈, 𝑆) → ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆)为相对K 的, 所以

二者为相对于({0, 1}N, 𝜈, 𝑆) 的独立交. 证毕! �

定理 8.5.19 如果𝑧 ∈ {−1, 0, 1}N 满足Chowla 条件, 那么它也满足Sarnak 条件.

证明. 设𝑧 ∈ {−1, 0, 1}N 满足Chowla 条件. 设(𝑋,𝑇 ) 为零熵系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 设

𝛿𝑇×𝑆,𝑁𝑘,(𝑥,𝑧) −→𝑘→∞ 𝜌 ∈ℳ(𝑋 × {−1, 0, 1}N, 𝑇 × 𝑆).

根据注记8.5.14, 𝜌 在第二个空间的投射为̂︀𝜈, 其中𝜈 ∈ Q− gen(𝑧2). 设𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 于是

1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝑧(𝑛) =
1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝐹 (𝑆𝑛𝑧) −→
𝑘→∞

∫︁
𝑋×{−1,0,1}N

𝑓 ⊗ 𝐹𝑑𝜌.

根据引理8.5.17,

E𝜌(𝐹 |{0, 1}N) = Ê︀𝜈(𝐹 |{0, 1}N) = 0.

结合引理8.5.18, 我们就有

E𝜌(𝑓 ⊗ 𝐹 |{0, 1}N) = E𝜌(𝑓 |{0, 1}N)E𝜌(𝐹 |{0, 1}N) = 0.

于是
∫︀
𝑋×{−1,0,1}N 𝑓 ⊗ 𝐹𝑑𝜌 = 0, 即

1

𝑁𝑘

𝑁𝑘∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑇𝑛𝑥)𝑧(𝑛) −→
𝑘→∞

0.

证毕! �

显然根据定理8.5.19, 我们得到定理8.5.9.

1(𝑋,𝜅, 𝑇 ) ∨ ({0, 1}N, 𝜈, 𝑆) 表示包含(𝑋,𝜅, 𝑇 ) 和({0, 1}N, 𝜈, 𝑆) 最小的(𝑋 × {−1, 0, 1}N, 𝜌, 𝑇 × 𝑆) 的因子.
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S8.6 注记

交理论是由Furstenberg在1967年引入到动力系统中的[62], 时至今日它已经成为遍历

论中最核心的工具之一.关于交理论最详细的著作是[175]和[76],也可参见综述性论文[176,

189]. 请感兴趣的读者参见这两本著作以及其中的参考文献.

测度版本Sarnak不交性定理以及Chowla猜测蕴含Sarnak猜测由Sarnak给出[179], 此处

证明参见[55].



第九章 多重遍历定理与多重回复定理

在本章中我们介绍多重遍历定理和多重回复定理. 首先我们从van der Waerden定理讲

起,给出它的动力系统证明. 之后我们介绍Furstenberg对应原则,说明如何将Ramsey型的

组合问题与动力系统关联在一起. 本章的主要目的之一是给出Furstenberg 关于Szemerédi

定理的动力系统证明,为此目的我们先介绍几种特殊情况再给出Furstenberg-Zimmer结构

定理来完成整个证明. 事实上, 我们对于这些特殊情况给出的不止是回复性质, 还证明

了它们的遍历平均收敛性质,例如Furstenberg弱混合多重遍历定理、Furstenberg-Sárközy定

理、Roth定理等. 虽然我们不能介绍Host-Kra定理的证明,但是我们将证明陶哲轩关于有

限个交换变换的模多重遍历平均定理. 最后我们介绍这方面最新的进展.

S9.1 Birkhoff 多重回复定理与van der Waerden定理

Birkhoff回复定理告诉我们,如果𝑇为紧致度量空间到自身的连续映射,则Rec(𝑇 ) ̸= ∅.
于是自然的问题是：如果𝑋为紧致度量空间, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑙 为𝑋 上𝑙 个可交换的连续自映射,

那么是否存在一个序列𝑛𝑖 → +∞ 以及点𝑥 ∈ 𝑋 使得𝑇𝑛𝑖
𝑗 𝑥→ 𝑥, ∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙 成立? 这个问题

的答案是肯定的,Furstenberg 等人在上世纪七十年代证明了这个结论, 并且运用它给出了

著名的van der Waerden 定理的一个动力系统证明. van der Waerden 定理断言自然数任何

有限染色必然有单染色包含任意长的等差数列，这个定理被Khinchin誉为“数论中的三颗

明珠”之一[132].

目前关于Birkhoff 多重回复定理的证明有很多, 最简短的证明可能是Ellis半群的证

明[76]. 但在本节中, 我们介绍Furstenberg 等的原始证明[64], 希望通过这个证明读者

更能体会证明的思想. 下面证明个别细节的处理引用了[162] 中的证明.

定理 9.1.1 设𝑋为紧致度量空间, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑙为𝑋 到自身的可交换的连续映射. 那么存在序

列𝑛𝑖 → +∞ 以及𝑥 ∈ 𝑋 使得𝑇𝑛𝑖
𝑗 𝑥→ 𝑥, ∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙.

为证明定理9.1.1, 我们需要如下准备. 首先我们引入如下定义.

定义 9.1.2 设(𝑋,𝑇 ) 是一个动力系统, 其中𝑇 是可逆的. (𝑋,𝑇 ) 称为齐性的是指存在𝑋 上

与𝑇 交换的同胚群𝐺 使得(𝑋,𝐺) 为极小的. 一个闭子集𝐴 ⊆ 𝑋 在(𝑋,𝑇 ) 中为齐性的是指

存在𝑋 上与𝑇 交换的同胚群𝐺 使得𝐺𝐴 = 𝐴 且(𝐴,𝐺) 为极小的.

引理 9.1.3 (Bowen) 设(𝑋,𝑇 )为动力系统,𝑇可逆且𝐴 ⊆ 𝑋为闭的齐性子集.假设对任意𝜀 >

0,存在𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴及𝑛 ∈ N使得𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑦) < 𝜀.那么对任意𝜀 > 0,存在𝑧 ∈ 𝐴及𝑛 ∈ N使得𝑑(𝑇𝑛𝑧, 𝑧) <

𝜀.(注意𝐴不必为𝑇不变的.)

证明. 首先我们证明定理的假设可以转化为：对任意𝜀 > 0和𝑦 ∈ 𝐴,存在𝑥 ∈ 𝐴 及𝑛 ∈ N使
得𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑦) < 𝜀.

346
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由𝐴的齐性,存在群𝐺使得(𝐴,𝐺)极小.对𝜀 > 0,我们断言,存在𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺使得

min
𝑖

𝑑(𝑔𝑖𝑥, 𝑦) <
𝜀

2
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 : (9.1.1)

事实上,用直径小于 𝜀
2的有限多个开集𝑉𝑗覆盖𝐴,对每个𝑗, {𝑔−1𝑉𝑗 : 𝑔 ∈ 𝐺}为𝐴的开覆盖,于是

有有限子覆盖

{𝑔−11,𝑗𝑉𝑗 , 𝑔
−1
2,𝑗𝑉𝑗 , . . . , 𝑔

−1
𝑛,𝑗𝑉𝑗}.

从而对任意𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 存在𝑗使得𝑦 ∈ 𝑉𝑗且对此𝑗存在𝑖使得𝑥 ∈ 𝑔−1𝑖,𝑗 𝑉𝑗 . 于是𝑑(𝑔𝑖,𝑗𝑥, 𝑦) < 𝜀
2 , 这

就证明了(9.1.1).

取充分小的𝛿 > 0使得一旦𝑑(𝑥, 𝑥′) < 𝛿,就有𝑑(𝑔𝑖𝑥, 𝑔𝑖𝑥
′) < 𝜀

2 , ∀𝑖 (注意𝑔𝑖为满足(9.1.1)中

取定的有限个元素).根据假设,存在𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴及𝑛0 ∈ N使得𝑑(𝑇𝑛0𝑥0, 𝑦0) < 𝛿.

于是对任意𝑖有

𝑑(𝑇𝑛0𝑔𝑖𝑥0, 𝑔𝑖𝑦0) = 𝑑(𝑔𝑖𝑇
𝑛0𝑥0, 𝑔𝑖𝑦0) <

𝜀

2
,

(9.1.1)允许我们取𝑖使得𝑑(𝑔𝑖𝑦0, 𝑦) < 𝜀
2 , 于是

min
𝑖
𝑑(𝑇𝑛0𝑔𝑖𝑥0, 𝑦) < 𝜀 , ∀ 𝑦 ∈ 𝐴.

这就证明了,对任意𝑦 ∈ 𝐴,存在𝑥 ∈ 𝐴及𝑛 ∈ N使得𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑦) < 𝜀.

任取定点𝑧0 ∈ 𝐴,由上结论取𝑧1 ∈ 𝐴及𝑛1 ∈ N使得

𝑑(𝑇𝑛1𝑧1, 𝑧0) <
𝜀

2
. (9.1.2)

同样取𝑧2 ∈ 𝐴, 𝑛2 ∈ N 及𝜀2 < 𝜀
2 使得𝑑(𝑇𝑛2𝑧2, 𝑧1) < 𝜀2, 其中𝜀2 充分小使得(9.1.2) 当𝑧1

被𝑇𝑛2𝑧2 替代时仍成立.即, 𝑑(𝑇𝑛1+𝑛2𝑧2, 𝑧0) <
𝜀
2 .

继续上面的归纳.如果𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑟 ∈ 𝐴, 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑟 ∈ N, 及𝜀2, . . . , 𝜀𝑟 ∈ (0, 𝜀2)已经取

定使得

𝑑(𝑇𝑛𝑗𝑧𝑗 , 𝑧𝑗−1) < 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟, (9.1.3)

取𝜀𝑟+1 < 𝜀
2充分小使得(9.1.3)当𝑧𝑟被它附近距离小于𝜀𝑟+1的点替代时仍成立.取𝑧𝑟+1 ∈

𝐴及𝑛𝑟+1 ∈ N使得𝑑(𝑇𝑛𝑟+1𝑧𝑟+1, 𝑧𝑟) < 𝜀𝑟+1. 这样我们有,当𝑖 < 𝑗时

𝑑(𝑇𝑛𝑗+𝑛𝑗−1+...+𝑛𝑖𝑧𝑗 , 𝑧𝑖) <
𝜀

2
.

由𝐴的紧性,存在𝑖, 𝑗使得𝑖 < 𝑗且𝑑(𝑧𝑖, 𝑧𝑗) <
𝜀
2 .取𝑛 = 𝑛𝑗+𝑛𝑗−1+. . .+𝑛𝑖,就有𝑑(𝑇𝑛𝑧𝑗 , 𝑧𝑗) < 𝜀.证

毕. �

引理 9.1.4 假设同上, 则存在𝑥 ∈ 𝐴在𝑇作用下回复.

证明. 对任意𝑛 = 1, 2, . . . ,令

𝐸𝑛 = {𝑥 ∈ 𝐴 : inf
𝑘

𝑑(𝑇 𝑘𝑥, 𝑥) ≥ 1

𝑛
}.
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如果𝐴中没有𝑇的回复点, 那么

𝐴 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐸𝑛.

下面我们说明每个闭集𝐸𝑛的内部𝐸0
𝑛 (相对于𝐴)为空集,这样就与Baire 定理矛盾.

如果存在𝑛使得𝐸0
𝑛 ̸= ∅,那么由于(𝐴,𝐺)极小就有𝐴 = 𝐺𝐸0

𝑛.由紧性, 存在𝑔1, . . . , 𝑔𝑚 ∈
𝐺使得

𝐴 = 𝑔−11 𝐸0
𝑛 ∪ . . . ∪ 𝑔−1𝑚 𝐸0

𝑛.

取𝛿 > 0使得𝑑(𝑥, 𝑥′) < 𝛿蕴含𝑑(𝑔𝑖𝑥, 𝑔𝑖𝑥
′) < 1

𝑛 , 𝑖 = 1, 2, · · · ,𝑚.我们断言如果𝑥 ∈
𝑔−1𝑗 𝐸0

𝑛, 那么inf𝑘 𝑑(𝑇 𝑘𝑥, 𝑥) ≥ 𝛿.这是因为如果存在𝑘使得𝑑(𝑇 𝑘𝑥, 𝑥) < 𝛿, 那么对任意𝑗 ∈
{1, 2, · · · ,𝑚}有𝑑(𝑇 𝑘𝑔𝑗𝑥, 𝑔𝑗𝑥) < 1

𝑛 ,或者对某个𝑦 ∈ 𝐸0
𝑛 有𝑑(𝑇 𝑘𝑦, 𝑦) < 1

𝑛 .

因为任意𝑥 ∈ 𝐴必在某个𝑔−1𝑗 𝐸0
𝑛中, 我们得到对任意𝑥 ∈ 𝐴有inf𝑘 𝑑(𝑇 𝑘𝑥, 𝑥) ≥ 𝛿.这与引

理9.1.3矛盾. �

定理9.1.1的证明: 设𝑇1, . . . , 𝑇𝑙为紧度量空间𝑋上的交换同胚, 我们要寻找点𝑥 ∈ 𝑋满足对
任意𝜀 > 0存在𝑛 ∈ N使得𝑑(𝑇𝑛𝑖 𝑥, 𝑥) < 𝜀, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑙.

我们用归纳法.当𝑙 = 1时,即为Birkhoff回复定理.假设上结论对任意𝑙 − 1个交换同胚已

经成立.

取𝐺为由𝑇1, . . . , 𝑇𝑙生成的群,不妨设(𝑋,𝐺)为极小的（否则限制于某个极小子集上）.

令Δ ⊆ 𝑋 𝑙为对角线及𝑇 = 𝑇1×. . .×𝑇𝑙. 𝐺中元素𝑔在𝑋 𝑙上的作用为：𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = (𝑔𝑥1, . . . , 𝑔𝑥𝑙),

即𝑔对应于𝑔 × . . . × 𝑔.易见这些映射与𝑇交换, 且(Δ, 𝐺) (它与(𝑋,𝐺)同构)为极小的,进而Δ

为系统(𝑋 𝑙, 𝑇 ) 的齐性集.

下面我们验证前面引理中的假设.亦即验证：对任意𝜀 > 0,存在𝑥*, 𝑦* ∈ Δ 及𝑛 ∈ N使
得𝑑(𝑇𝑛𝑥*, 𝑦*) < 𝜀.令𝑅𝑖 = 𝑇𝑖𝑇

−1
𝑙 ,∀𝑖 = 1, . . . , 𝑙 − 1. 由归纳假设,存在𝑥 ∈ 𝑋及𝑛𝑚 → +∞使

得𝑅𝑛𝑚
𝑖 𝑥→ 𝑥, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑙 − 1. 设𝜀 > 0, 令

𝑦* = (𝑥, 𝑥, . . . , 𝑥) 和 𝑥* = (𝑇−𝑛𝑚
𝑙 𝑥, 𝑇−𝑛𝑚

𝑙 𝑥, . . . , 𝑇−𝑛𝑚
𝑙 𝑥).

则

𝑑(𝑇𝑛𝑚𝑥*, 𝑦*) = 𝑑(𝑇𝑛𝑚
1 × 𝑇𝑛𝑚

2 . . .× 𝑇𝑛𝑚
𝑙 𝑥*, 𝑦*)

= 𝑑((𝑇𝑛𝑚
1 𝑇−𝑛𝑚

𝑙 𝑥, . . . , 𝑇𝑛𝑚
𝑙−1𝑇

−𝑛𝑚
𝑙 𝑥, 𝑥), (𝑥, 𝑥, . . . 𝑥))

= 𝑑((𝑅𝑛𝑚
1 𝑥, . . . , 𝑅𝑛𝑚

𝑙−1𝑥, 𝑥), (𝑥, 𝑥, . . . 𝑥))

取𝑚充分大使得上式小于𝜀.

这样我们就可以应用引理9.1.4得到：存在(𝑥, 𝑥, . . . 𝑥) ∈ Δ为在𝑇 = 𝑇1 × . . .× 𝑇𝑙下回复
的,此即为所求.

下面我们运用标准的方法将上结论推广到一般情况：



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第349页

第九章 多重遍历定理与多重回复定理 S9.1 Birkhoff 多重回复定理与van der Waerden定理

定理 9.1.5 设𝑋为紧致度量空间,𝑇1, . . . , 𝑇𝑙为𝑋上交换的连续自映射.那么存在𝑥 ∈ 𝑋 及序
列𝑛𝑖 → +∞使得

𝑇𝑛𝑖
𝑗 𝑥→ 𝑥,∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙.

证明. 令Ω = 𝑋Z𝑙
及

(𝑆𝑖𝜔)(𝑛1,...,𝑛𝑖,...,𝑛𝑙) = (𝜔)(𝑛1,...,𝑛𝑖+1,...,𝑛𝑙), 𝑖 = 1, . . . , 𝑙.

设 ̃︀𝑋 ⊆ Ω满足对每个𝑖 = 1, . . . , 𝑙和每个格点(𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) ∈ Z𝑙有

(𝑆𝑖𝜔)(𝑛1,...,𝑛𝑖,...,𝑛𝑙) = 𝑇𝑖𝜔(𝑛1,...,𝑛𝑖,...,𝑛𝑙). (9.1.4)

集合 ̃︀𝑋 为非空的. 为证明此点, 任取𝑥 ∈ 𝑋, 对𝑛 ∈ N 设

(𝜔𝑛)(𝑛1,...,𝑛𝑙) = 𝑇𝑛1+𝑛
1 𝑇𝑛2+𝑛

2 . . . 𝑇𝑛𝑙+𝑛
𝑙 𝑥, 𝑛𝑖 ≥ −𝑛.

对于𝜔𝑛 在其余格点的值随意定义. 这样得到点列𝜔𝑛, 对𝑛𝑖 ≥ −𝑛 的(𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) 满足(9.1.4).

取𝜔𝑛 在Ω 中的极限点, 它在 ̃︀𝑋 中. 于是 ̃︀𝑋 为非空的. 并且易证在𝑆𝑖 与𝑆−1𝑖 作用下为不变

的.

于是应用定理9.1.1 于 ̃︀𝑋 及交换同胚𝑆1, . . . , 𝑆𝑙, 我们可找到相对于𝑆1, . . . , 𝑆𝑙 的多重回

复点̃︀𝑥. 根据(9.1.4), ̃︀𝑥 的每个分量为𝑋 相对于𝑇1, . . . , 𝑇𝑙 的多重回复点. 证毕. �

现在我们运用定理9.1.5证明：

定理 9.1.6 (van der Waerden定理) [193]如果N = 𝐵1∪ . . .∪𝐵𝑙,那么存在𝑗使得𝐵𝑗包含了

任意长的等差数列.

证明. 不失一般性,设𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗.设𝐴 = {1, . . . , 𝑙}, Σ𝑙 = 𝐴N且𝑇 : Σ𝑙 → Σ𝑙为转移映

射.定义点𝑤 ∈ Σ𝑙使得

𝑤𝑛 = 𝑖 当且仅当 𝑛 ∈ 𝐵𝑖.

设𝑋 = orb(𝑤, 𝑇 ).给定𝑘 ≥ 1, 令𝑇𝑖 = 𝑇 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.运用定理9.1.5,我们得到点𝑥 ∈ 𝑋及𝑛 ≥
1使得

𝑑(𝑇𝑛𝑖 𝑥, 𝑥) < 1, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

尤其𝑥, 𝑇𝑛𝑥, 𝑇 2𝑛𝑥, . . . , 𝑇 𝑘𝑛𝑥在坐标1处一致,于是

𝑥1 = 𝑥𝑛+1 = 𝑥2𝑛+1 = . . . = 𝑥𝑘𝑛+1.

因为𝑥 ∈ 𝑋,所以存在𝑚使得

𝑤𝑚+1 = 𝑤𝑚+𝑛+1 = . . . = 𝑤𝑚+𝑘𝑛+1.

于是存在𝑗𝑘使得𝐵𝑗𝑘包含了长为𝑘 + 1的等差数列.

因为𝐵1, . . . , 𝐵𝑙是N的有限剖分,必定存在𝑗使得𝐵𝑗包含任意长的等差数列. �

习 题
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1. 设𝑇, 𝑆 : 𝑋 → 𝑋 为同胚, 举例说明如果不限制𝑇, 𝑆 的条件, 有可能不存在点𝑥 ∈ 𝑋 以及{𝑛𝑖}𝑖 使
得𝑇𝑛𝑖𝑥→ 𝑥, 𝑆𝑛𝑖𝑥→ 𝑥, 𝑖→∞.

S9.2 从Poincaré多重回复定理到Szemerédi定理

S9.2.1 Szemerédi定理

定理 9.2.1 (Szemerédi定理) [186] 设𝑆为Z+具有正上Banach密度的子集,则𝑆包含了任意

长的算术级数.

易见前面提到的V. D. Waerden定理是此定理的一个直接推论.在第一章我们运用拓扑

的多重回复定理给出了V. D. Waerden定理的证明,此处我们运用遍历论的方法证明Szemerédi定

理.

根据Poincaré 回复定理我们定义Poincaré序列：

定义 9.2.2 Z+的一个子集𝑆称为Poincaré 序列是指对任意保测系统(𝑋,ℬ, 𝜇, 𝑇 ) 以及任意

满足𝜇(𝐴) > 0的𝐴 ∈ ℬ, 存在0 < 𝑛 ∈ 𝑆使得𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0.

为刻画Poincaré序列,我们需要下面的定义.

设𝑆为Z+的子集. 𝑆的上半Banach 密度定义为

𝐵𝐷*(𝑆) = lim sup
|𝐼|→+∞

|𝑆 ∩ 𝐼|
|𝐼|

,

其中𝐼取遍Z+所有子区间.其下半Banach 密度类似定义之.记ℱpubd 为Z+中全体具有正上

半Banach 密度的序列的集合.

S9.2.2 Furstenberg对应原则

定理 9.2.3 (Furstenberg对应原则) 设ℱ(Z+)为Z+的全体有限子集的集合,则

(1) 如果𝐸 ⊆ Z+满足𝐵𝐷*(𝐸) > 0, 那么存在保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )以及𝐴 ∈ 𝒳 使得𝜇(𝐴) =

𝐵𝐷*(𝐸). 进一步, 对任意𝛼 ∈ ℱ(Z+) 我们有

𝐵𝐷*(
⋂︁
𝑛∈𝛼

(𝐸 − 𝑛)) ≥ 𝜇(
⋂︁
𝑛∈𝛼

(𝑇−𝑛𝐴)).

(2) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝐴 ∈ 𝒳 满足𝜇(𝐴) > 0. 那么存在𝐸 ⊆ Z+ 使得𝑑(𝐸) ≥ 𝜇(𝐴)

且

{𝛼 ∈ ℱ(Z+) :
⋂︁
𝑛∈𝛼

(𝐸 − 𝑛)) ̸= ∅} ⊆ {𝛼 ∈ ℱ(Z+) : 𝜇(
⋂︁
𝑛∈𝛼

𝑇−𝑛𝐴) > 0}.
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证明. (1) 设𝑋 = {0, 1}Z+ ,𝑇 : 𝑋 → 𝑋为转移映射：𝑇𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛 + 1). 取Z+的区间列𝐼𝑛满

足lim𝑛→∞ |𝐼𝑛| =∞且

lim
𝑛→∞

|𝐸 ∩ 𝐼𝑛|
𝐼𝑛

= 𝐵𝐷*(𝐸).

令𝜉 = 1𝐸 ∈ 𝑋及𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥(0) = 1}.则

lim
𝑛→∞

1

|𝐼𝑛|
∑︁
𝑖∈𝐼𝑛

1𝐴(𝑇 𝑖𝜉) = lim
𝑛→∞

1

|𝐼𝑛|
∑︁
𝑖∈𝐼𝑛

1𝐸(𝑖) = 𝐵𝐷*(𝐸).

设𝜇𝑛 = 1
|𝐼𝑛|

∑︀
𝑖∈𝐼𝑛

𝛿𝑇 𝑖𝜉. 不失一般性,我们设𝜇𝑛弱收敛于𝜇（否则取子列）.易证𝜇为不变测度,并

且

𝜇(𝐴) = lim
𝑛→∞

1

|𝐼𝑛|
∑︁
𝑖∈𝐼𝑛

1𝐴(𝑇 𝑖𝜉) = 𝐵𝐷*(𝐸).

于是对任意𝛼 = {𝑛1, 𝑛2, · · · , 𝑛𝑘} ∈ ℱ(Z+),我们就有

𝜇(𝑇−𝑛1𝐴 ∩ 𝑇−𝑛2𝐴 ∩ · · · ∩ 𝑇−𝑛𝑘𝐴)

= lim
𝑛→∞

1

|𝐼𝑛|
∑︁
𝑖∈𝐼𝑛

1𝑇−𝑛1𝐴∩𝑇−𝑛2𝐴∩···∩𝑇−𝑛𝑘𝐴(𝑇 𝑖𝜉)

= lim
𝑛→∞

1

|𝐼𝑛|
∑︁
𝑖∈𝐼𝑛

1(𝐸−𝑛1)∩(𝐸−𝑛2)∩···(𝐸−𝑛𝑘)(𝑖)

≤ 𝐵𝐷*((𝐸 − 𝑛1) ∩ (𝐸 − 𝑛2) ∩ · · · (𝐸 − 𝑛𝑘)).

(2) 对𝛼 ∈ ℱ(Z+),令𝐸𝛼 =
⋂︀
𝑛∈𝛼 𝑇

−𝑛𝐴.取𝑁为所有具有零测度的𝐸𝛼的并集.由于它

为可数个零测集的并,𝜇(𝑁) = 0. 令𝐵 = 𝐴 ∖ 𝑁 .根据定义,我们易有断言：对𝛼 ∈ ℱ ,

𝜇(
⋂︀
𝑛∈𝛼 𝑇

−𝑛𝐵) = 0当且仅当
⋂︀
𝑛∈𝛼 𝑇

−𝑛𝐵 = ∅.

令𝑓𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

1𝑇−𝑖𝐵,则对任意𝑥 ∈ 𝑋和𝑛有𝑓𝑛 ≤ 1.于是由Fatou引理有：

∫︁
𝑋

lim sup
𝑛→∞

𝑓𝑛𝑑𝜇 ≥ lim sup
𝑛→∞

∫︁
𝑋
𝑓𝑛𝑑𝜇.

于是存在𝑥 ∈ 𝑋使得

𝑑({𝑛 : 𝑥 ∈ 𝑇−𝑛𝐵}) = lim sup
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) ≥ lim sup
𝑛→∞

∫︁
𝑋

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1𝑇−𝑖𝐵𝑑𝜇 = 𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴).

令𝐸 = {𝑛 : 𝑥 ∈ 𝑇−𝑛𝐵}.则对𝛼 ∈ ℱ(Z+),如果𝑘 ∈
⋂︀
𝑛∈𝛼

(𝐸 − 𝑛),那么𝑇 𝑘𝑥 ∈
⋂︀
𝑛∈𝛼

𝑇−𝑛𝐵. 由前面的

断言, 我们有𝜇
(︀ ⋂︀
𝑛∈𝛼

(𝑇−𝑛𝐴)
)︀
> 0. �

下面我们可以证明：

定理 9.2.4 𝑅 ⊆ Z+为Poincaré序列当且仅当对任意𝐸 ∈ ℱpubd, 𝑅 ∩ (𝐸 − 𝐸) ̸= ∅.
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证明. 设𝑅为Poincaré序列. 对𝐸 ∈ ℱpubd,由定理9.2.3存在保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )以及𝐴 ∈ 𝒳
使得𝜇(𝐴) = 𝐵𝐷*(𝐸) > 0 及𝐵𝐷*(𝐸 ∩ (𝐸 − 𝑛)) ≥ 𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴), ∀𝑛 ∈ N. 因为存在𝑛 ∈ 𝑅 使
得𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0, 我们有𝐸 ∩ (𝐸 − 𝑛) ̸= ∅, 即𝑛 ∈ 𝐸 − 𝐸. 于是就有𝑅 ∩ (𝐸 − 𝐸) ̸= ∅.

反之假设对任意𝐸 ∈ ℱpubd,我们有𝑅 ∩ (𝐸 −𝐸) ̸= ∅. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝐴 ∈ 𝒜
满足𝜇(𝐴) > 0. 根据定理9.2.3, 存在𝐸 ⊆ Z+ 使得𝑑(𝐸) ≥ 𝜇(𝐴), 且𝐸 ∩ (𝐸 − 𝑛) ̸= ∅ 蕴
含𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0. 由假设存在𝑛 ∈ 𝑅 ∩ (𝐸 −𝐸), 于是𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴) > 0. 所以𝑅 为Poincaré

序列. �

定理9.2.4 的一个直接推论为：

推论 9.2.5 任何Poincaré 序列为回复集. 尤其对任意𝑆 ∈ ℱpubd, 𝑆 − 𝑆 为syndetic 的.

证明. 因为syndetic 集合有正上半Banach 密度, 所以任何Poincaré 为回复集. 设𝑆 ∈ ℱpubd.

由定理9.2.4, 𝑆 −𝑆 与任意Poincaré序列相交非空.因为thick集为Poincaré序列,所以𝑆 −𝑆
与所有thick 集相交非空. 从而𝑆 − 𝑆 为syndetic. �

S9.2.3 Poincaré 多重回复定理

根据Furstenberg 对应原则, 我们得到Szemerédi 定理等价于下面的Poincaré 多重回复

定理：

定理 9.2.6 (Poincaré 多重回复定理) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝑘 ∈ N, 𝐴 ∈ 𝒳 满足𝜇(𝐴) >

0. 那么存在𝑛 ∈ N 使得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴) > 0.

事实上, 为了证明Poincaré 多重回复定理, Furstenberg 证明了更强的一个结论:1

定理 9.2.7 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝑘 ∈ N, 𝐴 ∈ 𝒳 满足𝜇(𝐴) > 0. 那么

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴) > 0. (9.2.1)

我们在后文中将会证明上面结论.

习 题

1. 证明：如果对任意𝛼 ∈ (0, 2𝜋)有lim𝑛→∞
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑒

𝑖𝛼𝑠𝑘 = 0成立, 那么{𝑠𝑘}为Poincaré序列. [提示:

参见[199].]

2. 证明：IP 集为Poincaré 序列.

1在文献[63]中, Furstenberg实际上证明的结论是: 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝑓 ≥ 0,且𝑓 ̸= 0,

那么对于任何𝑘 ∈ N,

lim inf
𝑁−𝑀→∞

1

𝑁 −𝑀

𝑁∑︁
𝑛=𝑀

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑓(𝑇𝑛𝑥) · · · 𝑓(𝑇 (𝑘−1)𝑛𝑥)𝑑𝜇(𝑥) > 0.
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S9.3 van der Corput引理与Furstenberg弱混合多重遍历定理

van der Corput引理在等分布理论等中有着重要应用，将它运用来研究多重遍历性质

最先开始于Bergelson的工作[14]. 在本节中我们先给出van der Corput引理，然后用它来给

出Furstenberg弱混合多重遍历定理的证明.

S9.3.1 van der Corput引理

定理 9.3.1 (van der Corput 引理) 设{𝑢𝑛}𝑛∈Z+ 为Hilbert 空间ℋ 中的有界序列. 令

𝑠ℎ = lim sup
𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

如果

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ = 0,

那么

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0.

证明. 取定𝜀 > 0, 存在𝐻0 ∈ N 使得当𝐻 > 𝐻0,

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ < 𝜀. (9.3.1)

取比𝐻 充分大的𝑁 使得 1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 𝑢𝑛 与

1
𝑁𝐻

∑︀𝑁−1
𝑛=0

∑︀𝐻−1
ℎ=0 𝑢𝑛+ℎ 仅在少数几项不相同, 即⃦⃦⃦⃦

⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛 −
1

𝑁𝐻

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑢𝑛+ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝜀. (9.3.2)

由此我们转向估计第二个平均. 由Cauchy不等式,

lim sup
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁𝐻

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑢𝑛+ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= lim sup
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

(︀ 1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑢𝑛+ℎ
)︀⃦⃦⃦⃦⃦

2

≤ lim sup
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑢𝑛+ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= lim sup
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

1

𝐻2

𝐻−1∑︁
ℎ,ℎ′=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛+ℎ′⟩

≤ lim sup
𝑁→∞

1

𝐻2

𝐻−1∑︁
ℎ,ℎ′=0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛+ℎ′⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒

(9.3.3)
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对于取定的ℎ, ℎ′, 根据条件, 我们有

lim sup
𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛+ℎ′⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑠|ℎ−ℎ′|.

于是(9.3.3) 变为,

lim sup
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁𝐻

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑢𝑛+ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 1

𝐻2

𝐻−1∑︁
ℎ,ℎ′=0

𝑠|ℎ−ℎ′|.

接下去再用(9.3.1) 去估计右边式子. 将[0, 𝐻 − 1]2 分解为三部分：

(𝐼) 0 ≤ ℎ ≤ 𝐻 −𝐻0 − 2, ℎ ≤ ℎ′ ≤ 𝐻 − 1

(𝐼𝐼) 1 ≤ ℎ′ ≤ 𝐻 −𝐻0 − 2, ℎ′ ≤ ℎ ≤ 𝐻 − 1

(𝐼𝐼𝐼) [𝐻 −𝐻0 − 1, 𝐻 − 1]2.

于是按照此三部分得到

1

𝐻2

∑︁
(ℎ,ℎ′)∈[0,𝐻−1]2

𝑠|ℎ−ℎ′|

=
1

𝐻

𝐻−𝐻0−2∑︁
ℎ=0

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ′=ℎ

𝑠ℎ′−ℎ +
1

𝐻

𝐻−𝐻0−2∑︁
ℎ′=0

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=ℎ′

𝑠ℎ−ℎ′ +
1

𝐻2

∑︁
(ℎ,ℎ′)∈[𝐻−𝐻0−1,𝐻−1]2

𝑠|ℎ−ℎ′|.

因为{𝑢𝑛}𝑛∈Z+ 有界, 所以{𝑠𝑛}𝑛∈Z+ 有界, 取𝑀 使得|𝑠𝑛| ≤ 𝑀,∀𝑛 ∈ Z+. 对于上面第一项,

根据(9.3.1), 对于任何0 ≤ ℎ ≤ 𝐻 −𝐻0 − 2,

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ′=ℎ

𝑠ℎ′−ℎ < 𝜀,

所以

1

𝐻

𝐻−𝐻0−2∑︁
ℎ=0

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ′=ℎ

𝑠ℎ′−ℎ < 𝜀.

类似的, 第二项也有

1

𝐻

𝐻−𝐻0−2∑︁
ℎ′=0

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=ℎ′

𝑠ℎ−ℎ′ < 𝜀.

对于第三项,
1

𝐻2

∑︁
(ℎ,ℎ′)∈[𝐻−𝐻0−1,𝐻−1]2

𝑠|ℎ−ℎ′| ≤
𝐻2

0

𝐻2
𝑀,

取𝐻 >
√︁

𝑀
𝜀 𝐻0 使之小于𝜀. 综上, 当𝐻 >

√︁
𝑀
𝜀 𝐻0 时,

lim sup
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁𝐻

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑢𝑛+ℎ

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 1

𝐻2

𝐻−1∑︁
ℎ,ℎ′=0

𝑠|ℎ−ℎ′| < 3𝜀.
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结合(9.3.2), 我们有

lim sup
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 4𝜀.

由𝜀 任意就得到：

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0.

证毕！ �

S9.3.2 Furstenberg弱混合多重遍历定理

定理 9.3.2 (Furstenberg) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为弱混合系统, 𝑘 ∈ N. 那么对于任何𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘 ∈
𝐿∞(𝑋,𝜇),

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘
𝐿2

−→
∫︁
𝑋
𝑓1𝑑𝜇

∫︁
𝑋
𝑓2𝑑𝜇 . . .

∫︁
𝑋
𝑓𝑘𝑑𝜇, 𝑁 →∞. (9.3.4)

证明. 我们归纳证明. 当𝑘 = 1 是直接由遍历定理即可. 我们假设命题对于𝑘 成立. 下面证

明𝑘 + 1时情况. 设𝑓1, 𝑓2 . . . , 𝑓𝑘+1 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇). 不妨设
∫︀
𝑋 𝑓1𝑑𝜇 = 0,否则用𝑓1 −

∫︀
𝑋 𝑓1𝑑𝜇替代

它. 令

𝑢𝑛 = 𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

(𝑘+1)𝑛𝑓𝑘+1, ∀𝑛 ∈ Z+.

我们需要证明

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

为此我们运用定理9.3.1.

𝑠ℎ = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛⟩

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑇𝑛+ℎ𝑓1𝑇

2𝑛+2ℎ𝑓2 . . . 𝑇
(𝑘+1)𝑛+(𝑘+1)ℎ𝑓𝑘+1𝑇

𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

(𝑘+1)𝑛𝑓𝑘+1𝑑𝜇

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋

(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)𝑇

𝑛(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2)𝑇

2𝑛(𝑓3𝑇
3ℎ𝑓3) . . . 𝑇

𝑘𝑛(𝑓𝑘+1𝑇
(𝑘+1)ℎ𝑓𝑘+1)𝑑𝜇

由归纳假设, 我们得到

𝑠ℎ = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋

(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)𝑇

𝑛(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2)𝑇

2𝑛(𝑓3𝑇
3ℎ𝑓3) . . . 𝑇

𝑘𝑛(𝑓𝑘+1𝑇
(𝑘+1)ℎ𝑓𝑘+1)𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇

∫︁
𝑋
𝑓2𝑇

2ℎ𝑓2𝑑𝜇 . . .

∫︁
𝑋
𝑓𝑘+1𝑇

(𝑘+1)ℎ𝑓𝑘+1𝑑𝜇
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于是

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ =
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇

∫︁
𝑋
𝑓2𝑇

2ℎ𝑓2𝑑𝜇 . . .

∫︁
𝑋
𝑓𝑘+1𝑇

(𝑘+1)ℎ𝑓𝑘+1𝑑𝜇

= lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

∫︁
𝑋𝑘+1

(︁ 𝑘+1⨂︁
𝑖=1

𝑓𝑖

)︁(︁
(𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑘+1)ℎ

𝑘+1⨂︁
𝑖=1

𝑓𝑖

)︁
𝑑𝜇𝑘+1

=

∫︁
𝑋𝑘+1

(︁ 𝑘+1⨂︁
𝑖=1

𝑓𝑖

)︁(︁
lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

(𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑘+1)ℎ
𝑘+1⨂︁
𝑖=1

𝑓𝑖

)︁
𝑑𝜇𝑘+1

=

(︃∫︁
𝑋𝑘+1

𝑘+1⨂︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑑𝜇
𝑘+1

)︃2

=

𝑘+1∏︁
𝑖=1

(︁∫︁
𝑋
𝑓𝑖𝑑𝜇

)︁2
= 0.

上面运用了(𝑋𝑘+1,𝒳 𝑘+1, 𝜇𝑘+1, 𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑘+1) 为遍历的.

于是根据定理9.3.1, 我们得到

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

由此根据归纳就完成了证明. �

S9.4 Furstenberg-Sárközy定理

定理 9.4.1 (Furstenberg-Sárközy 定理数论版本) 设𝐸 ⊆ N 具有正上Banach密度, 𝑝(𝑛)

为常系数等于0的整系数多项式（即𝑝(0) = 0）. 那么一定存在𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 以及𝑛 ∈ N 使得

𝑥− 𝑦 = 𝑝(𝑛).

定理 9.4.2 (Furstenberg-Sárközy 定理动力系统版本) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统, 𝑝(𝑛)为

常系数等于0的整系数多项式（即𝑝(0) = 0）. 那么对于任何𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0, 存在𝑛 ∈ N 使
得

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑝(𝑛)𝐴) > 0.

证明. 设ℋ = 𝐿2(𝑋,𝜇). 对于𝑚 ∈ N, 令

ℋ𝑚 = {𝑓 ∈ ℋ : 𝑇𝑚𝑓 = 𝑓},

𝒱𝑚 = {𝑓 ∈ ℋ : lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑚𝑛𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0}.

于是我们有分解

ℋ = ℋ𝑚
⨁︁
𝒱𝑚.
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令

ℋ𝑟𝑎𝑡 =

∞⋃︁
𝑚=1

ℋ𝑚 = {𝑓 ∈ ℋ :存在 𝑚 ∈ N 使得 𝑇𝑚𝑓 = 𝑓}.

以及

𝒱 =
∞⋂︁
𝑚=1

𝒱𝑚 = {𝑓 ∈ ℋ : lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑚𝑛𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0, ∀𝑚 ∈ N}.

容易验证

ℋ = ℋ𝑟𝑎𝑡
⨁︁
𝒱. (9.4.1)

于是根据分解我们得到

1𝐴 = 𝑓 + 𝑔, 𝑓 ∈ ℋ𝑟𝑎𝑡, 𝑔 ∈ 𝒱.

对𝑚 ∈ N, 设𝑓𝑚 = E(1𝐴|ℐ(𝑇𝑚)). 因为1𝐴 ≥ 0, 所以𝑓𝑚 ≥ 0 并且∫︁
𝑋
𝑓𝑚𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
1𝐴𝑑𝜇 = 𝜇(𝐴) > 0.

因为𝑓𝑚! → 𝑓,𝑚→∞, 根据鞅定理, 我们得到𝑓 ≥ 0, 并且
∫︁
𝑋
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑚𝑑𝜇 = 𝜇(𝐴) > 0. 因

为分解(9.4.1)为𝑇 不变的, 所以

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇 𝑝(𝑛)𝐴) =

∫︁
𝑋

(𝑓 + 𝑔)𝑇 𝑝(𝑛)(𝑓 + 𝑔)𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓𝑇 𝑝(𝑛)𝑓𝑑𝜇+

∫︁
𝑋
𝑔𝑇 𝑝(𝑛)𝑔𝑑𝜇. (9.4.2)

下面我们分别处理两项.

(1) 我们证明：

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑓𝑇 𝑝(𝑛)𝑓𝑑𝜇 > 0. (9.4.3)

如果𝑓 ∈ ℋ𝑚, 那么{𝑇 𝑝(𝑛)𝑓} 为周期序列[[这是因为{𝑝(𝑛) (mod 𝑚)} 为周期的.]] 于

是(9.4.3) 极限显然成立. 所以对于ℋ𝑟𝑎𝑡 的稠密集合
⋃︀∞
𝑚=1ℋ𝑚 极限(9.4.3) 成立. 通过简

单的逼近分析, 我们知道对于𝑓 ∈ ℋ𝑟𝑎𝑡, (9.4.3) 中极限是存在的, 需要验证的是极限大于0.

对于𝜀 = 1
4𝜇(𝐴)2, 取𝑚 ∈ N 使得‖𝑓 − 𝑓𝑚‖2 < 𝜀. 由𝑚|𝑝(𝑚𝑛), 所以𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓𝑚 = 𝑓𝑚. 于是

由Cauchy不等式, ∫︁
𝑋
𝑓𝑚𝑇

𝑝(𝑚𝑛)𝑓𝑚𝑑𝜇 =

∫︁
𝑋
𝑓2𝑚𝑑𝜇 ≥

(︂∫︁
𝑋
𝑓𝑚

)︂2

= 𝜇(𝐴)2.

由此 ∫︁
𝑋
𝑓𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓𝑑𝜇 = ⟨𝑓, 𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓⟩

= ⟨𝑓𝑚, 𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓𝑚⟩+ ⟨𝑓𝑚, 𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓 − 𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓𝑚⟩+ ⟨𝑓 − 𝑓𝑚, 𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓⟩

≥ 𝜇(𝐴)2 − 2𝜀 =
1

2
𝜇(𝐴)2 > 0
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前面已证𝑓 ≥ 0, 所以𝑇 𝑝(𝑛)𝑓 ≥ 0. 于是

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑓𝑇 𝑝(𝑛)𝑓𝑑𝜇 ≥ 1

𝑚

∫︁
𝑋
𝑓𝑇 𝑝(𝑚𝑛)𝑓𝑑𝜇 ≥ 1

2𝑚
𝜇(𝐴)2 > 0.

(2) 我们证明：

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑔𝑇 𝑝(𝑛)𝑔𝑑𝜇 = 0. (9.4.4)

设𝑔 的谱测度为𝜇𝑔 那么(9.4.4) 等价于

lim
𝑁→∞

∫︁
S1

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑧𝑝(𝑛)𝑑𝜇𝑔(𝑧) = 0. (9.4.5)

如果𝑧 = 𝑒2𝜋𝑖𝜃 ∈ S1 不为单位根, 那么根据Weyl 等分布定理,

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑧𝑝(𝑛) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑒2𝜋𝜃𝑝(𝑛) →
∫︁ 1

0
𝑒2𝜋𝑖𝑥𝑑𝑥 = 0, N→∞.

下证对于单位根𝑧, 𝜇𝑔({𝑧}) = 0. 否则设存在𝑧0 = 𝑒2𝜋𝑖
𝑎
𝑏 , 𝑎 ∈ Z, 𝑏 ∈ N,使得𝜇𝑔({𝑧0}) > 0.

于是𝐿2(S1, 𝜇𝑔) 包含非零函数

𝑓(𝑧) =

{︃
1, 如𝑧 = 𝑧0;

0, 否则.

注意

𝑧𝑏𝑓(𝑧) = 𝑧𝑏0𝑓(𝑧0) = 𝑓(𝑧), ∀𝑧 ∈ S1.

根据命题 𝑔 的生成空间𝑍(𝑔) 酉等价于𝐿2(S1, 𝜇𝑔):

𝑍(𝑔)

𝑊𝑥

��

𝑈𝑇 // 𝑍(𝑔)

𝑊𝑥

��
𝐿2(S1, 𝜇𝑔)

𝑉
// 𝐿2(S1, 𝜇𝑔).

其中

𝑉 : 𝐿2(S1, 𝜎𝑥)→ 𝐿2(S1, 𝜎𝑥), 𝑞(𝑧) ↦→ 𝑧𝑞(𝑧).

设ℎ ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) 为𝑓(𝑧) 对应的函数, 于是

⟨𝑔, ℎ⟩𝐿2(𝑋,𝜇) = ⟨1, 𝑓(𝑧)⟩𝐿2(S1,𝜇𝑔) = 𝜇𝑔({𝑧0}) > 0.

但是ℎ ∈ ℋ𝑏 ⊆ ℋ𝑟𝑎𝑡, 𝑔⊥ℎ, 与上面矛盾！ �
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𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 平均收敛定理以及Roth定理

注记 9.4.3 根据上面的证明, 我们可以证明：设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝑝(𝑛) 为整系数多

项式（不需要𝑝(0) = 0 这个条件）, 那么对于任何𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇 𝑝(𝑛)𝑓 − 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇 𝑝(𝑛)E(𝑓 |ℋ𝑟𝑎𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

−→0, 𝑁 →∞.

习 题

1. 运用van der Corput 引理给出Furstenberg-Sárközy 定理的另一个证明.

S9.5 lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇 𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 平均收敛定理以及Roth定理

在这一节中我们介绍遍历平均 lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 收敛性, 并且给出Roth 定理的

动力系统证明.

S9.5.1 Roth定理的陈述

定理 9.5.1 (Roth定理数论版本) 设𝐸 ⊆ N 具有正上Banach密度, 那么一定存在𝑎, 𝑏 ∈ N
使得

𝑎, 𝑎+ 𝑏, 𝑎+ 2𝑛 ∈ 𝐸.

定理 9.5.2 (Roth定理的动力系统版本) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统.如果𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0,

那么

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴) > 0. (9.5.1)

S9.5.2 Furstenberg-Weiss的 lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2平均收敛定理

引理 9.5.3 设{𝑎𝑖}, {𝑏𝑖} ⊆ C. 那么

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖 −
𝑘∏︁
𝑖=1

𝑏𝑖 = (𝑎1 − 𝑏1)𝑏2 . . . 𝑏𝑘 + 𝑎1(𝑎2 − 𝑏2)𝑏3 . . . 𝑏𝑘 + 𝑎1 . . . 𝑎𝑘−1(𝑎𝑘 − 𝑏𝑘). (9.5.2)

引理 9.5.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统. 𝐾 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇)为紧自伴算子,并且𝐾𝑈𝑇 =

𝑈𝑇𝐾. 那么𝐾 任何非零特征值的特征空间是有限维的并且为𝑈𝑇 不变的, 并且由𝑈𝑇 的特

征函数张成.

定理 9.5.5 (Furstenberg-Weiss) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统.那么对于任何𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 (9.5.3)
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在𝐿2 中存在.

具体讲, 设(𝑍,𝒦,𝑚,𝑅𝑎) 为(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) Kronecker 因子, 其中𝑅𝑎 : 𝑍 → 𝑍, 𝑧 ↦→ 𝑎 + 𝑧.

设𝜋 : 𝑋 → 𝑍 为因子映射, ̃︀𝑓1 = E(𝑓1|𝒦), ̃︀𝑓2 = E(𝑓2|𝒦). 那么我们有⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 −

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛E(𝑓1|𝒦)𝑇 2𝑛E(𝑓2|𝒦)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

→ 0, 𝑁 →∞.

上面极限等于

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑅𝑛𝑎
̃︀𝑓1(𝜋(𝑥))𝑅2𝑛

𝑎
̃︀𝑓2(𝜋(𝑥))

𝐿2

=

∫︁
𝑍

̃︀𝑓1(𝜋(𝑥) + 𝜃) ̃︀𝑓2(𝜋(𝑥) + 2𝜃)𝑑𝑚(𝜃). (9.5.4)

证明. 我们分三步走：

(1) 首先我们证明⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 −

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛E(𝑓1|𝒦)𝑇 2𝑛E(𝑓2|𝒦)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

→ 0, 𝑁 →∞.

(2) 对于Kronecker 系统(𝑍,𝒦,𝑚,𝑅𝑎) 证明 lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 存在.

(3) 由(1)(2)得到(9.5.3).

下面我们开始每个步骤的证明.

(1) 根据引理9.5.3, 我们需要证明, 当E(𝑓1|𝒦) = 0 或者E(𝑓2|𝒦) = 0 时有

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2

𝐿2

−→ 0, 𝑁 →∞. (9.5.5)

为了证明上式, 我们运用van der Corput 引理. 令

𝑢𝑛 = 𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2.

于是

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛⟩ =

∫︁
𝑋
𝑇𝑛+ℎ𝑓1𝑇

2𝑛+2ℎ𝑓2𝑇
𝑛𝑓1𝑇

2𝑛𝑓2𝑑𝜇 (9.5.6)

=

∫︁
𝑋

(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)𝑇

𝑛(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2)𝑑𝜇 (9.5.7)

=

∫︁
𝑋
𝑇−𝑛(𝑓1𝑇

ℎ𝑓1)(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2)𝑑𝜇 (9.5.8)

当E(𝑓1|𝒦) = 0 时我们运用(9.5.8); 当E(𝑓2|𝒦) = 0 时我们运用(9.5.7).
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先设E(𝑓1|𝒦) = 0, 运用(9.5.8) 以及遍历定理我们得到

𝑠ℎ = lim sup
𝑁→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
𝑋

(︃
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇−𝑛(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)

)︃
𝑓2𝑇

2ℎ𝑓2𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤
∫︁
𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

lim sup
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇−𝑛(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)

)︃
𝑓2𝑇

2ℎ𝑓2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜇

≤ ‖𝑓2‖2∞
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
我们希望证明

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ ≤ ‖𝑓2‖2∞
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
→ 0, 𝐻 →∞. (9.5.9)

为此我们需要证明

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒2
=

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

∫︁
𝑋2

𝑓1 ⊗ 𝑓1(𝑇 × 𝑇 )ℎ𝑓1 ⊗ 𝑓1𝑑𝜇𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋2

𝑓1 ⊗ 𝑓1

(︃
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

(𝑇 × 𝑇 )ℎ𝑓1 ⊗ 𝑓1

)︃
𝑑𝜇𝑑𝜇

→
∫︁
𝑋2

𝑓1 ⊗ 𝑓1E
(︀
𝑓1 ⊗ 𝑓1|ℐ(𝑇 × 𝑇 )

)︀
𝑑𝜇𝑑𝜇,𝑁 →∞.

(9.5.10)

令

𝐹𝐻 =
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

(𝑇 × 𝑇 )ℎ𝑓1 ⊗ 𝑓1

𝐹 = E
(︀
𝑓1 ⊗ 𝑓1|ℐ(𝑇 × 𝑇 )

)︀
.

以及设

𝐾𝐻 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔 ↦→
∫︁
𝑋
𝐹𝐻(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑦)𝑑𝜇(𝑦),

𝐾 : 𝐿2(𝑋,𝜇)→ 𝐿2(𝑋,𝜇), 𝑔 ↦→
∫︁
𝑋
𝐹 (𝑥, 𝑦)𝑔(𝑦)𝑑𝜇(𝑦).

那么𝐾𝐻 ,𝐾 为𝐿2(𝑋,𝜇)上紧自伴算子, 在𝐿2(𝑋2, 𝜇× 𝜇)中𝐹𝐻−→𝐹,𝐻 →∞, 因而在算子模

下𝐾𝐻 → 𝐾,𝐻 →∞. 注意𝐹 满足

(𝑇 × 𝑇 )𝐹 = 𝐹, 𝐹 (𝑦, 𝑥) = 𝐹 (𝑥, 𝑦),

所以𝐾 满足引理9.5.4 条件. 所以𝐾 任何非零特征值的特征空间是有限维的并且为𝑈𝑇 不

变的, 并且由𝑈𝑇 的特征函数张成.

因为E(𝑓1|𝒦) = 0, 所以E(𝑇 ℎ𝑓1|𝒦) = 0,∀ℎ ∈ Z+. 于是对于𝜉 ∈ 𝐿2(𝑋,𝒦, 𝜇),
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𝐾𝐻𝜉 =

∫︁
𝑋
𝐹𝐻(𝑥, 𝑦)𝜉(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) =

∫︁
𝑋

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑇 ℎ𝑓1(𝑥)𝑇 ℎ𝑓1(𝑦)𝜉(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) = 0.

所以令𝐻 →∞ 得到
𝐾𝜉 = 0.

结合引理9.5.4, 我们由此得到𝐾 = 0, 所以𝐹 = 0.

于是(9.5.10) 成为

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓1𝑇

ℎ𝑓1𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒2
= 0,

从而

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ = 0.

由van der Corput 引理, (9.5.5) 成立.

下设E(𝑓2|𝒦) = 0, 运用(9.5.7) . 此时(9.5.9) 换为：

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ ≤ ‖𝑓1‖2∞
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓2𝑇

2ℎ𝑓2𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
→ 0, 𝐻 →∞. (9.5.11)

而(9.5.10) 换为

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋
𝑓2𝑇

2ℎ𝑓2𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒2
→
∫︁
𝑋2

𝑓2 ⊗ 𝑓2E
(︀
𝑓2 ⊗ 𝑓2|ℐ(𝑇 2 × 𝑇 2)

)︀
𝑑𝜇𝑑𝜇,𝑁 →∞. (9.5.12)

此时注意到𝒦(𝑇 2) = 𝒦(𝑇 ) 就可类似完成证明. 𝒦(𝑇 ) ⊆ 𝒦(𝑇 2) 是显然的. 设𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇)

为𝜆 对应的𝑇 2 特征函数. 令𝜂 =
√
𝜆. 于是

𝑓 =
𝑓 + 𝜂𝑇𝑓

2
+
𝑓 − 𝜂𝑇𝑓

2
,

以及

𝑇
𝑓 ± 𝜂𝑇𝑓

2
=
𝑇𝑓 ± 𝜂𝑇 2𝑓

2
=
𝑇𝑓 ± 𝜂𝜆𝑓

2
= ±𝜂𝑓 ± 𝜂𝑇𝑓

2

所以𝒦(𝑇 2) ⊆ 𝒦(𝑇 ).

综上我们完成了(1)的证明.

(2) 设𝑍 是一个紧致可度量交换群和𝑎 ∈ 𝑍, 群运算记为加号. 设遍历群旋转

𝑅𝑎 : 𝑍 → 𝑍, 𝑥 ↦→ 𝑎+ 𝑥,

其中𝑚 为Haar 测度. 研究乘积系统

𝑅𝑎 ×𝑅2
𝑎 : 𝑍2 → 𝑍2, (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 2𝑎)
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设𝑥 ∈ 𝑍, 令

𝑍𝑥 = 𝒪((𝑥, 𝑥), 𝑅𝑎 ×𝑅2
𝑎).

因为(𝑍2, 𝑅𝑎 ×𝑅2
𝑎) 为群旋转, 易证(𝑍𝑥, 𝑅𝑎 ×𝑅2

𝑎) 为唯一遍历的, 其测度为𝜓*𝑚, 其中

𝜓 : 𝑍 → 𝑍2, 𝑧 ↦→ (𝑥+ 𝑧, 𝑥+ 2𝑧)

设𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶(𝑍) 为连续函数. 我们就有对于𝑥 ∈ 𝑍

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑅
𝑛
𝑎𝑥)𝑓2(𝑅

2𝑛
𝑎 𝑥)

=

∫︁
𝑍𝑥

𝑓1(𝑦1)𝑓2(𝑦2)𝑑𝜓*𝑚(𝑦1, 𝑦2)

=

∫︁
𝑍
𝑓1(𝑥+ 𝑧)𝑓2(𝑥+ 2𝑧)𝑑𝑚(𝑧)

接着处理𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿∞(𝑍,𝑚), 通过标准的处理, 可以证明

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑅
𝑛
𝑎𝑥)𝑓2(𝑅

2𝑛
𝑎 𝑥) =

∫︁
𝑍
𝑓1(𝑥+ 𝑧)𝑓2(𝑥+ 2𝑧)𝑑𝑚(𝑧),𝑚 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝑍.

这就完成了(2) 的证明.

也可通过Fourier展开证明(2). 设𝛾, 𝜂 ∈ ̂︀𝑍. So

1

𝑁

∑︁
𝑛<𝑁

𝛾(𝑧 + 𝑛𝑡)𝜂(𝑧 + 2𝑛𝑡) =
1

𝑁

∑︁
𝑛<𝑁

𝛾(𝑧)𝛾(𝑡)𝑛𝜂(𝑧)𝜂(𝑡)2𝑛

→

{︃
0 ; if 𝛾(𝑡)𝜂(𝑡)2 ̸= 1

1 ; if 𝛾(𝑡)𝜂(𝑡)2 = 1

接着对于𝑓1, 𝑓2 运用Fourier展开, 计算可得到

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑅
𝑛
𝑎𝑥)𝑓2(𝑅

2𝑛
𝑎 𝑥) =

∫︁
𝑍
𝑓1(𝑥+ 𝑧)𝑓2(𝑥+ 2𝑧)𝑑𝑚(𝑧).

(3) 根据(1)(2), 对于(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统. 那么对于任何𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2

在𝐿2 中存在. 定理证毕. �

注记 9.5.6 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑎 ̸= 𝑏 ∈ Z ∖ {0}. 那么对于任何𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

在𝐿2 中

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇 𝑎𝑛𝑓1𝑇
𝑏𝑛𝑓2 =

∫︁
𝑍

̃︀𝑓1(𝜋(𝑥) + 𝑎𝜃) ̃︀𝑓2(𝜋(𝑥) + 𝑏𝜃)𝑑𝑚(𝜃).
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𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 平均收敛定理以及Roth定理

S9.5.3 Kronecker 系统的多重回复性

Roth 定理9.5.2 将由定理9.5.5 以及下面定理直接得到.

定理 9.5.7 设(𝑍,𝒦,𝑚,𝑅𝑎) 为Kronecker 系统, 即𝑍 为紧致度量交换群, 𝑎 ∈ 𝑍, 𝑅𝑎(𝑧) = 𝑎𝑧.

那么对于任何𝐴 ∈ 𝒦, 𝑚(𝐴) > 0 以及𝑘 ∈ N, 有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑚(𝐴 ∩𝑅−𝑛𝑎 𝐴 ∩𝑅2𝑛
𝑎 𝐴 ∩ . . . ∩𝑅−𝑘𝑛𝑎 𝐴) > 0. (9.5.13)

证明. 设𝑓 ∈ 𝐿1(𝑍,𝑚), 𝑔 ∈ 𝑍, 记

𝑓𝑔(ℎ) = 𝑓(𝑔ℎ).

首先我们证明对于任何𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑍,𝑚),

𝑍 → 𝐿1(𝑍,𝑚), 𝑔 ↦→ 𝑓𝑔

为连续映射. 设𝑑 为𝑍 的度量. 对于任何𝜀 > 0, 取 ̃︀𝑓 ∈ 𝐶(𝑍) 使得‖𝑓 − ̃︀𝑓‖1 < 𝜀, 再根据紧致

性, 取𝛿 > 0 使得𝑑(𝑔1, 𝑔2) < 𝛿 蕴含| ̃︀𝑓(𝑔1ℎ)− ̃︀𝑓(𝑔2ℎ)| < 𝜀,∀ℎ ∈ 𝐺. 于是当𝑑(𝑔1, 𝑔2) < 𝛿 时,

‖𝑓𝑔1 − 𝑓𝑔2‖1 ≤ ‖𝑓𝑔1 − ̃︀𝑓𝑔1‖1 + ‖ ̃︀𝑓𝑔1 − ̃︀𝑓𝑔2‖1 + ‖ ̃︀𝑓𝑔2 − 𝑓𝑔2‖1 < 3𝜀.

所以𝑔 ↦→ 𝑓𝑔 为连续的.

取定𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑍,𝑚) 以及𝑘 ∈ N, 我们下面证明

𝐺→ 𝐿1(𝑍,𝑚), 𝑔 ↦→
∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑔ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑘ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

为连续的. 因为𝑔 ↦→ 𝑓𝑔
𝑗
, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 为连续的, 所以对于任何𝜀 > 0, 取𝛿 > 0 使得𝑑(𝑔1, 𝑔2) < 𝛿

蕴含

‖𝑓𝑔
𝑗
1 − 𝑓𝑔

𝑗
2‖1 < 𝜀, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘.

根据引理9.5.3,⃦⃦⃦⃦∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑔1ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑘1ℎ)𝑑𝑚(ℎ)−

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑔2ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑘2ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

⃦⃦⃦⃦
1

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑘∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑔1ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑖−11 ℎ)

(︀
𝑓(𝑔𝑖1ℎ)− 𝑓(𝑔𝑖2ℎ)

)︀
𝑓(𝑔𝑖+1

2 ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑘ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

⃦⃦⃦⃦
⃦
1

≤
𝑘∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑔1ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑖−11 ℎ)

(︀
𝑓(𝑔𝑖1ℎ)− 𝑓(𝑔𝑖2ℎ)

)︀
𝑓(𝑔𝑖+1

2 ℎ) . . . 𝑓(𝑔𝑘ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

⃦⃦⃦⃦
1

≤ 𝑘𝜀‖𝑓‖𝑘∞.

最后, 我们设𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑍,𝑚) 为非负的, 并且𝑓 ̸= 0, 𝑎.𝑒.. 我们证明

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑅𝑛𝑎ℎ) . . . 𝑓(𝑅𝑘𝑛𝑎 ℎ)𝑑𝑚(ℎ) > 0. (9.5.14)
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根据上面证明, 函数

𝜑(𝑎) =

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑎ℎ) . . . 𝑓(𝑎𝑘ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

为连续的. 因为(𝑍,𝑅𝑎) 为唯一遍历的, 所以

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑅𝑛𝑎ℎ) . . . 𝑓(𝑅𝑘𝑛𝑎 ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑎𝑛ℎ) . . . 𝑓(𝑎𝑘𝑛ℎ)𝑑𝑚(ℎ)

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜑(𝑎𝑛) = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜑(𝑅𝑛𝑎𝑒𝑍)

=

∫︁
𝑍
𝜑(ℎ)𝑑𝑚(ℎ),

其中𝑒𝑍 为𝑍 单位元. 因为𝜑(𝑒𝑍) =
∫︀
𝑍(𝑓(ℎ))𝑘+1𝑑𝑚(ℎ) > 0 以及𝜑 连续, 所以

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑍
𝑓(ℎ)𝑓(𝑅𝑛𝑎ℎ) . . . 𝑓(𝑅𝑘𝑛𝑎 ℎ)𝑑𝑚(ℎ) > 0.

�

S9.6 Furstenberg-Zimmer结构定理

S9.6.1 Z作用下的Furstenberg-Zimmer结构定理

收到Furstenberg 极小distal系统结构定理的启发, Parry 于1967 年引入了测度distal的

概念. Zimmer 在1976年左右对于一般的局部紧群作用下动力系统发展了测度distal 系统

的理论, 并且给出了遍历系统的结构定理. 于此同时, Furstenberg 也在独立的给出了一

样的结论来作为工具证明Szemerédi 定理. 所以一般而言, 将这个遍历系统的结构定理称

为Furstenberg-Zimmer 结构定理, 这个定理指出任何系统都是测度distal系统的弱混合扩

充, 而测度distal系统是由若干紧扩充得到的.

首先我们介绍测度distal, 然后给出Furstenberg-Zimmer结构定理的陈述.

定义 9.6.1 (Parry) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统,一个𝒳 中可测集列𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ . . .称为分离
筛 (separating sieve)是指, 𝜇(𝐴𝑛) > 0, 𝜇(𝐴𝑛)→ 0, 𝑛→∞,并且存在子集𝑋0 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝑋0) = 1

使得对于任何𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋0 它们满足条件“对于任何𝑛 ∈ N存在𝑘 ∈ Z使得𝑇 𝑘𝑥, 𝑇 𝑘𝑥′ ∈ 𝐴𝑛”, 那
么就有𝑥 = 𝑥′.

我们称遍历系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为测度distal是指要么𝑋 为周期系统,要么它有一个分离

筛.
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Parry 证明了对于极小拓扑系统(𝑋,𝑇 ) 为拓扑distal 的, 那么对于任何𝜇 ∈ ℳ(𝑋,𝑇 ),

(𝑋,ℬ𝑋 , 𝜇, 𝑇 ) 为测度distal的. 并且任何测度distal系统具有零熵.

设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑇 ) 为两个保测系统间的因子映射, 且设

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)

为𝜇 相对于𝜈 的积分分解.

定义 9.6.2 (相对几乎周期函数) 一个函数𝑓 ∈ 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇)称为相对𝑌 几乎周期的 (almost

periodic over 𝑌 ), 是指对于任何𝜀 > 0, 存在𝑔1, . . . , 𝑔𝑙 ∈ 𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) 使得对于任何𝑛 ∈ Z

min
1≤𝑗≤𝑙

⃦⃦
𝑇𝑛𝑓 − 𝑔𝑗

⃦⃦
𝐿2(𝜇𝑦)

< 𝜀

对𝜈 几乎处处𝑦 ∈ 𝑌 成立.

定义 9.6.3 (紧扩充与弱混合扩充) 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑇 ) 为两个保测系统间的

因子映射.

1. 我们称𝑋 为相对于𝑌 的紧扩充(compact extension)或者等距扩充(isometric extensions),

是指相对𝑌 的几乎周期函数在𝐿2(𝑋,𝜇) 中稠密.

2. 我们称𝑋 为相对于𝑌 的弱混合扩充 (relatively weak mixing extension),如果(𝑋×𝑋,𝒳 ×
𝒳 , 𝜇×𝑌 𝜇, 𝑇 × 𝑇 ) 为遍历的.

设𝐾(𝑋|𝑌, 𝑇 )为𝐿2(𝑋)中由相对𝒴几乎周期函数张成的闭子空间. 当𝒴平凡时, 𝐾(𝑋|𝑌, 𝑇 )

为𝐻𝑐 = 𝐿2(𝑋,𝒦𝜇, 𝜇), 𝑇 特征函数张成的空间.

注记 9.6.4 根据𝐾(𝑋|𝑌, 𝑇 )我们可以用之来定义紧扩充和弱混合扩充. 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→
(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑇 ) 为两个保测系统间的因子映射. 我们称𝑋 为相对于𝑌 的紧扩充(compact exten-

sion) 或者等距扩充(isometric extensions), 如果𝐾(𝑋|𝑌, 𝑇 ) = 𝐿2(𝑋)；称𝑋 为相对于𝑌 的弱

混合扩充 (relatively weak mixing extension), 如果𝐾(𝑋|𝑌, 𝑇 ) = 𝐿2(𝑌 ). 我们会看到这些定义

是等价的.

注记 9.6.5 可以证明一个遍历系统𝑋 为(𝑌, 𝜈, 𝑆) 的紧扩充当且仅当𝑋 同构于斜积𝑋 ′ =

𝑌 ×𝑀 , 其中𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝐺 为紧致度量空间, 𝐻 为闭子群以及𝜇′ = 𝜈 ×𝑚𝑀 ( 𝑚𝑀 为𝑀 由𝐺

诱导的Haar 测度). 此处𝑋 ′ 上作用𝑇 ′ 由下式给出

𝑇 ′(𝑦, 𝑔𝐻) = (𝑆𝑦, 𝛼(𝑦)𝑔𝐻),

其中𝛼 : 𝑌 → 𝐺 为cocycle. 一般记𝑋 ′, 𝑇 ′ 为𝑌 ×𝛼 𝐺/𝐻 和𝑇𝛼. 当𝐻 为平凡的, 我们称𝑌 ×𝜌 𝐺
为𝑌 的群扩充.我们用不到这些结果, 感兴趣读者请参见[76].
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定义 9.6.6 ( Zimmer) 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为遍历系统,那么(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为测度distal的当且仅

当存在可数序数𝜂 以及有序因子列(𝑋𝜃,𝒳𝜃, 𝜇𝜃, 𝑇 ), 𝜃 ≤ 𝜂 使得

1. 𝑋0 = {𝑝𝑡} 为平凡的, 且𝑋𝜂 = 𝑋.

2. 对于𝜃 < 𝜂 扩充𝜋𝜃 : 𝑋𝜃+1 → 𝑋𝜃 为紧的且非平凡的(即不为同构).

3. 对于极限序数𝜆 ≤ 𝜂, 𝑋𝜆 = lim
←−𝜃<𝜆

𝑋𝜃 (即𝒳𝜆 =
⋁︀
𝒳𝜃).

{𝑝𝑡} = 𝑋0
𝜋0←− 𝑋1

𝜋1←− · · ·
𝜋𝜃−1←− 𝑋𝜃

𝜋𝜃←− 𝑋𝜃+1
𝜋𝜃+1←− · · · ←− 𝑋𝜂 = 𝑋.

注记 9.6.7 我们在本书中不会用到Parry关于测度distal的定义, 我们不会给出上面定理的

证明, 而直接把上面定理作为distal 的定义.

下面是Z 作用下的Furstenberg-Zimmer结构定理, 对于一般局部紧群作用下的结构定

理表述是类似的. 对于Z𝑙 作用下非遍历保测系统的结构定理我们在本节后面介绍.

定理 9.6.8 (Furstenberg-Zimmer结构定理) 任何遍历的保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )都是测度distal系

统的弱混合扩充：

𝑋0
𝜋0←− 𝑋1

𝜋1←− · · · 𝜋𝑛−1←− 𝑋𝑛
𝜋𝑛←− 𝑋𝑛+1

𝜋𝑛+1←− · · · ←− 𝑋𝜂⏟  ⏞  
distal 因子

𝜋𝜂←− 𝑋.

S9.6.2 Furstenberg-Zimmer结构定理的证明

定理 9.6.9 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的因子映射. 那么下面之一

成立：

1. 𝑋 为相对于𝑌 的弱混合扩充；

2. 存在𝑋 的因子(𝑍,𝒵, 𝜂, 𝑅) 使得图表交换

𝑋

𝜋
��

𝜎

  
𝑌 𝑍,𝜌
oo

其中𝜌 : 𝑍 → 𝑌 为非平凡紧扩充.

证明. 设 ̃︀𝑋 = 𝑋 ×𝑋, ̃︀𝜇 = 𝜇×𝑌 𝜇, ̃︀𝑇 = 𝑇 × 𝑇.

设

𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)
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为𝜇 相对于𝜈 的积分分解. 那么

̃︀𝜇 = 𝜇×𝑌 𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦 × 𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦).

在证明中, 我们经常会将𝜇𝑦 = 𝜇𝜋(𝑥) 记为𝜇𝑥.

如果𝜋 : 𝑋 → 𝑌 不是弱混合扩充, 那么存在非常值的 ̃︀𝑇 -不变函数𝐻 ∈ 𝐿∞( ̃︀𝑋, ̃︀𝜇) 对

于𝜑 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) 定义算子

𝐻 * 𝜑(𝑥) =

∫︁
𝑋
𝐻(𝑥, 𝑥′)𝜑(𝑥′)𝑑𝜇𝑥(𝑥′)

=

∫︁
𝑋
𝐻(𝑥, 𝑥′)𝜑(𝑥′)𝑑𝜇𝜋(𝑥)(𝑥

′).

(9.6.1)

首先我们有

𝑇 (𝐻 * 𝜑)(𝑥) = 𝐻 * 𝜑(𝑇𝑥)

=

∫︁
𝑋
𝐻(𝑇𝑥, 𝑥′)𝜑(𝑥′)𝑑𝜇𝑇𝑥(𝑥′)

=

∫︁
𝑋
𝐻(𝑇𝑥, 𝑇𝑥′)𝜑(𝑇𝑥′)𝑑𝜇𝑥(𝑥′)

= 𝐻 * (𝑇𝜑)(𝑥).

(9.6.2)

如果𝜑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 那么对于取定𝑦 ∈ 𝑌 , {𝑇𝑛𝜑 : 𝑛 ∈ Z} ⊆ 𝐿∞(𝑋,𝜇𝑦). 因为

𝐿2(𝑋,𝜇𝑦)→ 𝐿2(𝑋,𝜇𝑦), 𝜑 ↦→ 𝐻 * 𝜑

为紧算子, 所以对于任何𝑦 ∈ 𝑌 和𝜑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 集合

{𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑) = 𝐻 * (𝑇𝑛𝜑) : 𝑛 ∈ Z} ⊆ 𝐿2(𝑋,𝜇𝑦)

为完全有界的.

我们需要证明𝐻*𝜑是相对于𝑌 的几乎周期函数. 对于任何𝜀 > 0, 𝑦 ∈ 𝑌 . 存在𝑀(𝑦) ∈ N
使得

{𝑇 𝑗(𝐻 * 𝜑) : |𝑗| ≤𝑀(𝑦)}

为{𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑) : 𝑛 ∈ Z}相对于𝜇𝑦 的𝜀-网. 设𝑀(𝑦)为使得上面条件满足的最小的数值.于是

定义了可测函数

𝑀 : 𝑌 → N, 𝑦 ↦→𝑀(𝑦).

这可由下面证明：注意{𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑀(𝑦) ≤ 𝐾} 等于

{𝑦 ∈ 𝑌 : ∀𝑚 ∈ Z,∃|𝑗| ≤ 𝐾 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝑚(𝐻 * 𝜑)− 𝑇 𝑗(𝐻 * 𝜑)‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀}.

于是{𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑀(𝑦) ≤ 𝐾} 为可测集, 进而𝑀 为可测函数. 所以存在𝑀 ∈ N 使得

𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑀(𝑦) ≤𝑀} ∈ 𝒴,
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且𝜈(𝐴) > 0.

对于每个𝑗 ∈ Z, |𝑗| ≤𝑀 , 定义𝑔𝑗 如下：

𝑔𝑗(𝑥) =

{︃
𝑇 𝑗(𝐻 * 𝜑)(𝑥) = 𝐻 * (𝑇 𝑗𝜑)(𝑥), 如𝐴 ∈ 𝐴;

𝑔𝑗(𝑇
𝑚𝑥), 𝑦 = 𝜋(𝑥), 𝑆𝑦, . . . , 𝑆𝑚−1𝑦 ̸∈ 𝐴 并且𝑆𝑚𝑦 ∈ 𝐴.

根据遍历性, 𝜈(
⋃︀
𝑚∈N 𝑆

−𝑚𝐴) = 1, 所以𝑔𝑗 是几乎处处可定义的.

对于𝑦 ∈ 𝐴, 根据假设

min
−𝑀≤𝑗≤𝑀

‖𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑔𝑗‖𝐿2(𝜇𝑦)
< 𝜀, ∀𝑛 ∈ Z.

如果存在𝑚 ∈ N 使得𝑦, 𝑆𝑦, . . . , 𝑆𝑚−1𝑦 ̸∈ 𝐴, 但是𝑆𝑚𝑦 ∈ 𝐴. 对于𝑆𝑚𝑦 运用上式

min
−𝑀≤𝑗≤𝑀

‖𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑔𝑗‖𝐿2(𝑆𝑚𝜇𝑦)
< 𝜀, ∀𝑛 ∈ Z.

注意到

‖𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑔𝑗‖𝐿2(𝑆𝑚𝜇𝑦)
= ‖𝑇𝑚𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑇𝑚𝑔𝑗‖𝐿2(𝜇𝑦)

以及𝑇𝑚𝑔𝑗(𝑥) = 𝑔𝑗(𝑇
𝑚𝑥) = 𝑔𝑗(𝑥), 我们得到

min
−𝑀≤𝑗≤𝑀

⃦⃦
𝑇𝑚+𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑔𝑗

⃦⃦
𝐿2(𝜇𝑦)

< 𝜀, ∀𝑛 ∈ Z.

上式也可写为

min
−𝑀≤𝑗≤𝑀

‖𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑔𝑗‖𝐿2(𝜇𝑦)
< 𝜀, ∀𝑛 ∈ Z.

综上, 我们得到对于𝜈几乎处处的𝑦,

min
−𝑀≤𝑗≤𝑀

‖𝑇𝑛(𝐻 * 𝜑)− 𝑔𝑗‖𝐿2(𝜇𝑦)
< 𝜀, ∀𝑛 ∈ Z.

换而言之, 𝐻 * 𝜑 为相对于𝑌 的几乎周期函数.

下面我们证明断言：

断言: 存在𝜑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) 使得𝐻 * 𝜑 ̸∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈).

断言证明：否则我们假设对于任何𝜑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) , 𝐻 * 𝜑 ∈ 𝐿2(𝑌, 𝜈).

我们需要用到下面事实：设𝒩 = {∅, 𝑋}

𝐻 * 𝜑(𝑥) = E
(︀
𝐻(𝑥, 𝑥′)𝜑(𝑥′)|𝒳 × 𝒩

)︀
. (9.6.3)

这个事实是由下式得到的

𝜇×𝑌 𝜇 =

∫︁
𝑌
𝜇𝑦 × 𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝑋
𝛿𝑥 × 𝜇𝜋(𝑥)𝑑𝜇(𝑥).
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取𝑋 有限剖分𝒫𝑛 使得
𝜎(𝒫𝑛)↗ 𝒳 , 𝑛→∞.

设𝑥2 ∈ 𝑃 ∈ 𝒫𝑛, 根据条件期望定义,

E(𝐻|𝒳 × 𝜎(𝒫𝑛))(𝑥1, 𝑥2) =
E(𝐻 · 1𝑋×𝑃 |𝒳 × 𝒩 )(𝑥1, 𝑥2)

E(1𝑋×𝑃 |𝒳 × 𝒩 )(𝑥1, 𝑥2)
. (9.6.4)

根据(9.6.3) 与我们的假设, E(𝐻 · 1𝑋×𝑃 |𝒳 × 𝒩 ) 为𝒴 ×𝒩 可测. 同样的根据

E(1𝑋×𝑃 |𝒳 × 𝒩 )(𝑥1, 𝑥2) = 𝜇𝑥1(𝑃 )

知道E(1𝑋×𝑃 |𝒳 × 𝒩 )(𝑥1, 𝑥2) 也是𝒴 ×𝒩 可测的. 于是E(𝐻|𝒳 × 𝜎(𝒫𝑛)) 为𝒴 ×𝒩 可测的.

根据鞅定理, 以及

𝒳 × 𝜎(𝒫𝑛)↗ 𝒳 ×𝒳 ,

我们得到𝐻 为𝒴 ×𝒩 可测的. 注意到

𝒴 ×𝒩 = 𝒩 × 𝒴 mod ̃︀𝜇.
所以𝐻 为𝒩 ×𝒴 可测的. 即𝐻(𝑥1, 𝑥2)只是第二个坐标的函数. 但是𝐻 是非常值不变的,这

与𝑇 遍历矛盾. �

令

ℱ = {𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) : 𝑓 为相对于𝑌 几乎周期的}.

根据断言, ℱ 包含非𝒴 可测的函数. 下面证明ℱ 为代数. 我们仅需验证ℱ 对于乘法封闭.

𝑓1, 𝑓2 ∈ ℱ . 对于𝜀 > 0, 取𝑔1, . . . , 𝑔𝐽 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇), ℎ1, . . . , ℎ𝐾 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇) 使得‖𝑔𝑗‖∞ ≤
‖𝑓1‖∞, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐽 对𝜈 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌

min
1≤𝑗≤𝐽

‖𝑇𝑛𝑓1 − 𝑔𝑗‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀, (9.6.5)

以及

min
1≤𝑘≤𝐾

‖𝑇𝑛𝑓2 − ℎ𝑘‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀. (9.6.6)

于是由

‖𝑇𝑛(𝑓1𝑓2)− 𝑔𝑗ℎ𝑘‖𝐿2(𝜇𝑦)

≤ ‖𝑇𝑛𝑓2 − (𝑇𝑛𝑓1 − 𝑔𝑗)‖𝐿2(𝜇𝑦) + ‖𝑔𝑗(𝑇𝑛𝑓2 − ℎ𝑘)‖𝐿2(𝜇𝑦)

< ‖𝑓2‖∞𝜀+ ‖𝑔𝑗‖∞𝜀 ≤ (‖𝑓1‖∞ + ‖𝑓2‖∞)𝜀.

于是

min
1≤𝑗≤𝐽,1≤𝑘≤𝐾

‖𝑇𝑛(𝑓1𝑓2)− 𝑔𝑗ℎ𝑘‖𝐿2(𝜇𝑦) < (‖𝑓1‖∞ + ‖𝑓2‖∞)𝜀.

所以𝑓1𝑓2 ∈ ℱ .
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根据定理2.5.15, 存在𝑋 的因子(𝑍,𝒵, 𝜂, 𝑅) 使得

ℱ = 𝐿2(𝑍,𝒵, 𝜂).

并且存在交换图表:

𝑋

𝜋
��

𝜎

  
𝑌 𝑍,𝜌
oo

其中𝜌 : 𝑍 → 𝑌 为非平凡紧扩充. �

S9.6.3 Z𝑙保测系统的结构定理

设Γ为与Z𝑙同构的群,其中𝑙 ∈ N. 设𝑋 = (𝑋,ℬ, 𝜇,Γ)为保测系统,𝑌 = (𝑌,𝒟, 𝜈,Γ)为其因

子, 而𝜑 : (𝑋,ℬ, 𝜇,Γ)→ (𝑌,𝒟, 𝜈,Γ) 为相应的因子映射.

定义 9.6.10 称系统𝑋为𝑌相对于𝑇 ∈ Γ的遍历扩充是指ℬ的全体𝑇不变子集恰为𝒟的𝑇不变

子集在𝜑−1下的像（指模去零测集的意义下）. 记为𝑋 → 𝑌遍历（rel. 𝑇 ).

定义 9.6.11 称系统𝑋为𝑌相对于𝑇 ∈ Γ的弱混合扩充是指𝑋 ×𝑌 𝑋 → 𝑌 为𝑌相对于𝑇的遍

历扩充. 记为𝑋 → 𝑌弱混合(rel. 𝑇 ). 如果𝜑相对于每个𝑇 ∈ Γ为弱混合的, 那么称𝑋为𝑌相

对于Γ的弱混合扩充.

定义 9.6.12 称𝑋为𝑌的紧扩充是指存在稠密函数集族ℱ ⊆ 𝐿2(𝑋)满足：对任意𝑓 ∈ ℱ及𝛿 >

0, 存在有限个函数𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘 ∈ 𝐿2(𝑋)使得对每个𝑆 ∈ Γ, 不等式

min
1≤𝑗≤𝑘

||𝑆𝑓 − 𝑔𝑗 ||𝐿2(𝑋,𝜇𝑦) < 𝛿, 𝜈 𝑎.𝑒. 𝑦 ∈ 𝑌.

下面我们陈述Γ作用下的Furstenberg-Zimmer定理

定理 9.6.13 (Furstenberg-Zimmer结构定理) 设𝑋 = (𝑋,ℬ, 𝜇,Γ)为可分的保测系统,其中Γ为

有限秩的自由交换群. 那么存在序数𝜂使得对任意序数𝜉 ≤ 𝜂存在𝑋的因子𝑋𝜉, 𝜋𝜉 : 𝑋 → 𝑋𝜉

满足：

(i) 𝑋0为平凡系统,而𝑋𝜂 = 𝑋.

(ii) 如果𝜉 ≤ 𝜉′, 则存在同态𝜋𝜉
′

𝜉 : 𝑋𝜉′ → 𝑋𝜉使得𝜋𝜉 = 𝜋𝜉
′

𝜉 𝜋𝜉′.

(iii) 对每个𝜉 < 𝜂, 𝑋𝜉+1 → 𝑋𝜉为本原的,即Γ为两个子群的直积Γ = Γ𝑐 × Γ𝑤,其中𝑋𝜉+1 →
𝑋𝜉相对于Γ𝑐为紧扩充,而𝑋𝜉+1 → 𝑋𝜉 相对于Γ𝑤为弱混合扩充.

(iv) 如果𝜉 ≤ 𝜂为极限序数,则𝑋𝜉为因子{𝑋𝜉′ , 𝜉
′ < 𝜉}的极限.
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当𝑇 = Z时,我们可以做到除最后一步𝑋 = 𝑋𝜂 → 𝑋𝜂′(𝜂 = 𝜂′ + 1）可能为弱混合扩充外

其余各扩充均为紧扩充.

通过上面结论可以得到有限个交换作用下的多重回复定理. 保测系统的多重回复定

理为下定理的推论：

定理 9.6.14 设𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑙为概率空间(𝑋,ℬ, 𝜇)上的相互可交换的保测变换,𝐴 ∈ ℬ满足𝜇(𝐴) >

0. 那么

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜇(𝑇−𝑛1 𝐴 ∩ 𝑇−𝑛2 𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑛𝑙 𝐴) > 0. (9.6.7)

证明定理9.6.14的基本思路为：先对(𝑋,ℬ, 𝜇,Γ)为(𝑌,𝒟, 𝜈,Γ)的紧扩充和弱混合扩充时

分别证明,如果(𝑌,𝒟, 𝜈,Γ)满足(9.6.7),那么(𝑋,ℬ, 𝜇,Γ)也满足(9.6.7);然后用结构定理归纳证

明结论.根据定理9.6.14,我们有

定理 9.6.15 设𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑙为概率空间(𝑋,ℬ, 𝜇)上的相互可交换的保测变换,𝐴 ∈ ℬ满足𝜇(𝐴) >

0. 那么存在𝑛 ≥ 1使得

𝜇(𝑇−𝑛1 𝐴 ∩ 𝑇−𝑛2 𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑛𝑙 𝐴) > 0.

习 题

1. 根据定理9.6.9 完成Furstenberg-Zimmer定理的证明.

S9.7 Poincaré多重回复定理的证明

S9.7.1 SZ性质

定义 9.7.1 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为保测系统,我们称它满足SZ性质,是指对于任何𝑘 ∈ N, 𝐴 ∈ 𝒳 ,
𝜇(𝐴) > 0, 我们有

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ 𝑇−2𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴) > 0. (9.7.1)

根据自然扩充, 我们可以不妨设所涉及的系统均为可逆的. 下面说明, 我们可以约化

到遍历系统. 设

𝜇 =

∫︁
Ω
𝜇𝑦𝑑𝜈(𝑦)

为遍历分解.

设𝐴 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐴) > 0. 则

𝜇
(︀
{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜇𝑦(𝐴) > 0}

)︀
> 0.
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由Fatou引理,

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴)

= lim inf
𝑁→∞

∫︁
Ω

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇𝑦(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴)𝑑𝜈(𝑦)

≥
∫︁
Ω

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇𝑦(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴)𝑑𝜈(𝑦)

> 0.

最后的正号是因为如果对于遍历系统SZ成立, 那么对于正测集的𝑦, 积分号里面值大于0.

所以我们把命题约化到遍历系统.

我们分为紧扩充、弱混合扩充以及逆极限三种情况证明结论.

S9.7.2 紧扩充

引理 9.7.2 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的紧扩充. 设𝐵 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐵) >

0. 那么存在 ̃︀𝐵 ⊆ 𝐵,𝜇( ̃︀𝐵) > 0 使得1 ̃︀𝐵 为相对𝑌 几乎周期函数, 𝐴 = 𝜋( ̃︀𝐵) ∈ 𝒴 具有正测度，
并且

𝜇𝑦( ̃︀𝐵) >
1

2
𝜇( ̃︀𝐵), ∀𝑦 ∈ 𝐴 以及 𝜇𝑦( ̃︀𝐵) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝑌 ∖𝐴.

证明. 设

𝐵′ = {𝑥 ∈ 𝐵 : 𝜇𝜋(𝑥)(𝐵) >
1

2
𝜇(𝐵)}

如果𝑥 ∈ 𝐵 ∖𝐵′, 设𝑦 = 𝜋(𝑥), 则有

𝜇𝑦(𝐵 ∖𝐵′) ≤ 𝜇𝑦(𝐵) ≤ 1

2
𝜇(𝐵).

对𝑦 做积分, 就得到

𝜇(𝐵 ∖𝐵′) ≤ 1

2
𝜇(𝐵).

因为𝜇(𝐵) > 0. 所以由此我们得到𝜇(𝐵′) > 0, 并且对于任何𝑥 ∈ 𝐵′,

𝜇𝜋(𝑥)(𝐵
′) >

1

2
𝜇(𝐵) ≥ 1

2
𝜇(𝐵′).

下面需要微调之使得它成为几乎周期的.

取递减序列{𝜀𝑙}∞𝑙=1 使得𝜀𝑙 > 0,∀𝑙 ∈ N 且
∞∑︁
𝑙=1

𝜀𝑙 <
1

2
𝜇(𝐵′).

对于每个𝑙 ∈ N, 取𝑌 几乎周期函数𝑓𝑙 使得

‖1𝐵′ − 𝑓𝑙‖2𝐿2(𝜇) =

∫︁
𝑋
|1𝐵′ − 𝑓𝑙|2𝑑𝜇 < 𝜀2𝑙 .
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令

𝐴𝑙 = {𝑦 ∈ 𝑌 : ‖1𝐵′ − 𝑓𝑙‖2𝐿2(𝜇𝑦)
≥ 𝜀𝑙}.

则

𝜇(𝜋−1(𝐴𝑙)) = 𝜈(𝐴𝑙) ≤
1

𝜀𝑙

∫︁
𝐴𝑙

‖1𝐵′ − 𝑓𝑙‖2𝐿2(𝜇𝑦)
𝑑𝜈(𝑦) ≤ 𝜀𝑙.

设𝐴 =
⋃︀∞
𝑙=1𝐴𝑙 以及 ̃︀𝐵 = 𝐵′ ∖

∞⋃︁
𝑙=1

𝜋−1(𝐴𝑙).

首先我们有

𝜇( ̃︀𝐵) = 𝜇(𝐵′)− 𝜇(
∞⋃︁
𝑙=1

𝜋−1(𝐴𝑙)) ≥ 𝜇(𝐵′)−
∞∑︁
𝑙=1

𝜀𝑙 >
1

2
𝜇(𝐵′).

根据 ̃︀𝐵 定义,

𝜇𝑦( ̃︀𝐵) =

{︃
𝜇𝑦(𝐵

′) > 1
2𝜇(𝐵′) ≥ 1

2𝜇( ̃︀𝐵), 𝑥 ∈ ̃︀𝐵, 𝑦 = 𝜋(𝑥) ∈ 𝐴;

0, 否则.

下说明1 ̃︀𝐵 为几乎周期的.

设𝜀 > 0. 取𝜀𝑙 <
1
2𝜀. 如果𝑇𝑛𝑦 ̸∈

⋃︀
𝑙∈N𝐴𝑙,

‖𝑇𝑛1 ̃︀𝐵 − 𝑇𝑛𝑓𝑙‖𝐿2(𝜇𝑦) = ‖1 ̃︀𝐵 − 𝑓𝑙‖𝐿2(𝜇𝑇𝑛𝑦)

= ‖1𝐵′ − 𝑓𝑙‖𝐿2(𝜇𝑇𝑛𝑦)

< 𝜀𝑙 <
1

2
𝜀.

如果𝑇𝑛𝑦 ∈
⋃︀
𝑙∈N𝐴𝑙, 则

‖𝑇𝑛1 ̃︀𝐵‖𝐿2(𝜇𝑦) = ‖1 ̃︀𝐵‖𝐿2(𝜇𝑇𝑛𝑦) = 0.

因为𝑓𝑙 为𝑌几乎周期的, 所以存在函数𝑔1, . . . , 𝑔𝑚 使得

min
1≤𝑗≤𝑚

‖𝑇𝑛𝑓𝑙 − 𝑔𝑗‖𝐿2(𝜇𝑦)
≤ 1

2
𝜀, ∀𝑦 𝑎.𝑒.

设𝑔0 = 0, 则

min
0≤𝑗≤𝑚

⃦⃦
𝑇𝑛1 ̃︀𝐵 − 𝑔𝑗 ⃦⃦𝐿2(𝜇𝑦)

≤ 𝜀, ∀𝑦 𝑎.𝑒.

即1 ̃︀𝐵 为𝑌 几乎周期的. �

命题 9.7.3 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的紧扩充. 如果(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)

满足SZ性质, 那么(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 也满足SZ 性质.



叶向东 黄文 邵松 遍 历 理 论 及 其 应 用 第375页

第九章 多重遍历定理与多重回复定理 S9.7 Poincaré多重回复定理的证明

证明. 设𝐵 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐵) > 0. 我们要证它具有SZ 性质. 根据引理9.7.2, 我们假设𝑓 = 1𝐵 为𝑌

几乎周期的, 𝐴 = 𝜋(𝐵) ∈ 𝒴 具有正测度，并且

𝜇𝑦(𝐵) >
1

2
𝜇(𝐵), ∀𝑦 ∈ 𝐴 以及 𝜇𝑦(𝐵) = 0 ∀𝑦 ∈ 𝑌 ∖𝐴.

我们将用𝐴 = 𝜋(𝐵) 的SZ 性质推出所求.

设𝑘 ∈ N. 因为𝑓 为𝑌 几乎周期的, 对于𝜀 = 𝜇(𝐵)
12(𝑘+1) 存在𝑔1, . . . , 𝑔𝑟 使得

min
1≤𝑠≤𝑟

‖𝑇𝑛𝑓 − 𝑔𝑠‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀, ∀𝑛 ∈ Z

对于几乎每个𝑦 ∈ 𝑌 成立. 我们可以假设‖𝑔𝑠‖∞ ≤ 1, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟. 根据van der Waerden 定理,

取𝐾 使得[1,𝐾] = {1, 2, . . . ,𝐾} 的任何𝑟 染色中包含𝑘 + 1 长的等差数列单色. 取𝑐1 > 0 使

得

𝑅𝐾 = {𝑛 ∈ Z+ : 𝜈(𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝐾𝑛𝐴) > 𝑐1}

具有正的下密度. [[这是因为对𝐴 用SZ 性质，存在𝑐0 > 0 使得lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜈(𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩

. . .∩𝑆−𝐾𝑛𝐴) ≥ 𝑐0 > 0.于是对于充分大𝑁 以及仅依赖于𝑐0的𝑐1,成立
1

𝑁
|𝑅𝐾∩[0, 𝑁−1]| > 𝑐1.

由此得到𝑅𝐾 具有正的下密度. ]]

设𝑛 ∈ 𝑅𝐾 . 对于𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝐾𝑛𝐴, 我们有

min
1≤𝑠≤𝑟

‖𝑇 𝑖𝑛𝑓 − 𝑔𝑠‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀, 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝐾}.

利用此给[1,𝐾] 进行𝑟 染色, 对于𝑖 ∈ [1,𝐾], 取𝑐(𝑖) ∈ {1, 2, . . . , 𝑟} 使得

‖𝑇 𝑖𝑛𝑓 − 𝑔𝑐(𝑖)‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀.

即𝑐 : [1,𝐾] → {1, 2, . . . , 𝑟} 为染色, 它仅依赖于𝑦 与𝑛. 由𝐾 的选取, 存在𝑖, 𝑑 以及𝑡 ∈
{1, 2, . . . , 𝑟}使得

𝑖, 𝑖+ 𝑑, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑑 ∈ 𝑐−1(𝑡).

尤其有

‖𝑇 (𝑖+𝑗𝑑)𝑛𝑓 − 𝑔𝑡‖𝐿2(𝜇𝑦) < 𝜀, ∀ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘.

设̃︀𝑔 = 𝑇−𝑖𝑛𝑔𝑡, 则

‖𝑇 𝑗𝑑𝑛𝑓 − ̃︀𝑔‖𝐿2(𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦)
< 𝜀, ∀ 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘.

因为在上式中可以取𝑗 = 0, 所以由三角不等式有

‖𝑇 𝑗𝑑𝑛𝑓 − 𝑓‖𝐿2(𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦)
< 2𝜀, ∀ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. (9.7.2)

综上, 对于𝑛 ∈ 𝑅𝐾 , 集合𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝐾𝑛𝐴 有剖分

𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝐾𝑛𝐴 = 𝐷𝑛,1 ∪ . . . ∪𝐷𝑛,𝑀 ,
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其中𝑀 为[1,𝐾] 中长为𝑘 + 1 的等差数列的总个数, 在每个𝑦 ∈ 𝐷𝑛,ℎ 上面分析中的𝑖, 𝑑, ̃︀𝑔 都
保持相同. 因为𝜈(𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝐾𝑛𝐴) > 𝑐1, 存在某个𝐷 = 𝐷𝑛,ℎ 使得

𝜈(𝐷) >
𝑐1
𝑀
.

我们设𝐷 对应的等差数列仍记为𝑖, 𝑖+ 𝑑, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑑.

因为𝐷 ⊆ 𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝐾𝑛𝐴, 我们有

𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦(𝐵) >
1

2
𝜇(𝐵).

于是

𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦(𝐵 ∩ 𝑇−𝑑𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘(𝑑𝑛)𝐵)

=

∫︁
𝑋
𝑓 · 𝑇 𝑑𝑛𝑓 · · ·𝑇 𝑘𝑑𝑛𝑓𝑑𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦

>

∫︁
𝑋
𝑓𝑘+1𝑑𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦 − 2(𝑘 + 1)𝜀 (由 (9.7.2))

>
1

2
𝜇(𝐵)− 2(𝑘 + 1)𝜀 =

1

3
𝜇(𝐵).

上式对于所有𝑦 ∈ 𝐷 成立. 由于在𝐷 上, 𝑖 为固定的, 所以对于𝑆𝑖𝑛𝑦 ∈ 𝑆𝑖𝑛𝐷 做积分得到

𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−𝑑𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘(𝑑𝑛)𝐵) >
1

3
𝜇(𝐵)𝜈(𝐷) ≥ 𝑐1

3𝑀
𝜇(𝐵).

对于任何𝑛 ∈ 𝑅𝐾 , 我们都有上式. 注意𝑑 可能会依赖𝑛 而变化. 设

𝑅′ =
{︁
𝑛 ∈ Z+ : 𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵) ≥ 𝑐1

3𝑀
𝜇(𝐵).

}︁
.

综上我们就有, 对于任何𝑛 ∈ 𝑅𝐾 , 存在𝑑 ∈ [1,𝐾] 使得𝑑𝑛 ∈ 𝑅′. 于是(作为习题验证)

lim inf
𝑁→∞

|𝑅′ ∩ [0, 𝑁 − 1]|
𝑁

≥ 𝑐1
2𝐾2

. (9.7.3)

尤其,

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−𝑛𝐵 ∩ 𝑇−2𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵) > 0.

即(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 满足SZ 性质. �

S9.7.3 弱混合扩充

定理 9.7.4 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的弱混合扩充. 那么对于任

何𝑘 ∈ N, 𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘 ∈ 𝑋,

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑌

⃒⃒⃒
𝜇𝑦(𝐵0 ∩ 𝑇−𝑛𝐵1 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵𝑘)− 𝜇𝑦(𝐵0)𝜇𝑦(𝑇

−𝑛𝐵1) . . . 𝜇𝑦(𝑇
−𝑘𝑛𝐵𝑘)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜈(𝑦) = 0

(9.7.4)
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等价地, 对于任意𝜀 > 0 存在𝑁0 ∈ N 使得对于𝑁 ≥ 𝑁0,⃒⃒⃒
𝜇𝑦(𝐵0 ∩ 𝑇−𝑛𝐵1 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵𝑘)− 𝜇𝑦(𝐵0)𝜇𝑦(𝑇

−𝑛𝐵1) . . . 𝜇𝑦(𝑇
−𝑘𝑛𝐵𝑘)

⃒⃒⃒
< 𝜀,∀(𝑛, 𝑦) ∈

(︀
[0, 𝑁−1]×𝑌

)︀
∖𝐺,

(9.7.5)

其中𝑚× 𝜈(𝐺) < 𝜀, 𝑚 为[0, 𝑁 − 1] 上计数测度的规范化概率测度.

注记 9.7.5 我们把(9.7.5) 简记为：对于充分大𝑁 有

𝜇𝑦(𝐵0 ∩ 𝑇−𝑛𝐵1 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵𝑘)
𝜀
≈ 𝜇𝑦(𝐵0)𝜇𝑦(𝑇

−𝑛𝐵1) . . . 𝜇𝑦(𝑇
−𝑘𝑛𝐵𝑘)

命题 9.7.6 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)为两个遍历系统间的弱混合扩充. 如果(𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)

满足SZ 性质, 那么(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 也满足SZ 性质.

证明. 设𝐵 ∈ 𝒳 , 𝜇(𝐵) > 0. 对𝑎 > 0 令𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝜇𝑦(𝐵) > 𝑎}. 取𝑎 > 0 使得𝜈(𝐴) > 0.

根据定理9.7.4, 对于𝜀 > 0, 对于充分大的𝑁 有

𝜇𝑦(𝐵0∩𝑇−𝑛𝐵1∩. . .∩𝑇−𝑘𝑛𝐵𝑘) ≥ 𝜇𝑦(𝐵0)𝜇𝑦(𝑇
−𝑛𝐵1) . . . 𝜇𝑦(𝑇

−𝑘𝑛𝐵𝑘)−𝜀, ∀(𝑛, 𝑦) ∈
(︀
[0, 𝑁−1]×𝑌

)︀
∖𝐺,

其中𝑚× 𝜈(𝐺) < 𝜀. 对于(𝑛, 𝑦) ∈ 𝐺, 我们有

𝜇𝑦(𝐵0 ∩ 𝑇−𝑛𝐵1 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵𝑘) ≥ 0 ≥ 𝜇𝑦(𝐵0)𝜇𝑦(𝑇
−𝑛𝐵1) . . . 𝜇𝑦(𝑇

−𝑘𝑛𝐵𝑘)− 𝜀− 1.

于是我们得到：

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵)

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑌
𝜇𝑦(𝐵 ∩ 𝑇−𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵)𝑑𝜈(𝑦)

≥ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑌

(︁
𝜇𝑦(𝐵)𝜇𝑦(𝑇

−𝑛𝐵) . . . 𝜇𝑦(𝑇
−𝑘𝑛𝐵)− 𝜀

)︁
𝑑𝜈(𝑦)− 𝜀

(9.7.6)

注意到对于𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝑘𝑛𝐴, 我们有

𝜇𝑦(𝑇
−𝑖𝑛𝐵) = 𝜇𝑆𝑖𝑛𝑦(𝐵) > 𝑎, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

于是从(9.7.6), 我们得到

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐵 ∩ 𝑇−𝑛𝐵 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐵) ≥ (𝑎𝑘+1 − 𝜀) 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜈(𝐴 ∩ 𝑆−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑆−𝑘𝑛𝐴)− 𝜀.

于是

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝐵 ∩𝑇−𝑛𝐵 ∩ . . .∩𝑇−𝑘𝑛𝐵) ≥ 𝑎𝑘+1 lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜈(𝐴∩𝑆−𝑛𝐴∩ . . .∩𝑆−𝑘𝑛𝐴) > 0.

所以𝑋 具有SZ 性质. �
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命题 9.7.7 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的弱混合扩充. 那么对于任

何𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

‖E(𝑓𝑇𝑛𝑔|𝒴)− E(𝑓 |𝒴)𝑇𝑛E(𝑔|𝒴)‖2 = 0 (9.7.7)

等价的, 对于任意𝜀 > 0 存在𝑁0 ∈ N 使得对于𝑁 ≥ 𝑁0,

|E(𝑓𝑇𝑛𝑔|𝒴)− E(𝑓 |𝒴)𝑇𝑛E(𝑔|𝒴)| < 𝜀,∀(𝑛, 𝑦) ∈
(︀
[0, 𝑁 − 1]× 𝑌

)︀
∖𝐺, (9.7.8)

其中𝑚× 𝜈(𝐺) < 𝜀, 𝑚 为[0, 𝑁 − 1] 上计数测度的规范化概率测度.

证明. (9.7.8) 蕴含(9.7.9) 是容易给出的, (9.7.9) 蕴含(9.7.8) 可以根据Chebyshev 不等式给

出. Chebyshev 不等式是指在空间(𝑍,𝒵, 𝜂) 上𝐹 ∈ 𝐿1(𝑍, 𝜂) 有

𝜂({𝑧 ∈ 𝑍 : 𝐹 (𝑧) > 𝜀}) < ‖𝐹‖1
𝜀

.

对于[0, 𝑁 − 1]×𝑋 上概率测度对于函数

𝐹 (𝑛, 𝑥) = |E(𝑓𝑇𝑛𝑔|𝒴)− E(𝑓 |𝒴)𝑇𝑛E(𝑔|𝒴)|2

运用Chebyshev 不等式就得到(9.7.8).

下面我们证明(9.7.9). 因为

𝑓 = E(𝑓 |𝒴) + (𝑓 − E(𝑓 |𝒴)),

我们我们分𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒴) 和E(𝑓 |𝒴) = 0 两种情况证明即可.

如果𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒴), 那么

E(𝑓𝑇𝑛𝑔|𝒴) = 𝑓E(𝑇𝑛𝑔|𝒴) = E(𝑓 |𝒴)𝑇𝑛E(𝑔|𝒴).

此时(9.7.9) 自然成立.

如果E(𝑓 |𝒴) = 0, 则

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|E(𝑓𝑇𝑛𝑔|𝒴)|2 𝑑𝜇 = lim
𝑁→∞

∫︁
𝑋×𝑋

𝑓 ⊗ 𝑓 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

(𝑇 × 𝑇 )𝑛
(︀
𝑔 ⊗ 𝑔

)︀
𝑑𝜇×𝑌 𝜇

=

∫︁
𝑋×𝑋

𝑓 ⊗ 𝑓
(︀ ∫︁

𝑋×𝑋
𝑔 ⊗ 𝑔𝑑𝜇×𝑌 𝜇

)︀
𝑑𝜇×𝑌 𝜇

=

∫︁
𝑋
E(𝑓 |𝒴)2𝑑𝜇

∫︁
𝑋
E(𝑔|𝒴)2𝑑𝜇 = 0.

证毕！ �
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定理 9.7.8 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的弱混合扩充. 那么对于任

何𝑘 ∈ N, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘 −
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛E(𝑓1|𝒴)𝑇 2𝑛E(𝑓2|𝒴) . . . 𝑇 𝑘𝑛E(𝑓𝑘|𝒴)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

(9.7.9)

证明. 我们对𝑘 归纳证明. 𝑘 = 1由遍历定理直接得到. 下面证明𝑘 的情况. 我们需要用van

der Corput 引理（定理9.3.1）.

根据引理9.5.3, 我们不妨设存在𝑙 使得E(𝑓𝑙|𝒴) = 0. 下面证明

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

设

𝑢𝑛 = 𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘, ∀𝑛 ∈ Z+.

则

𝑠ℎ = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛⟩

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑇𝑛+ℎ𝑓1𝑇

2𝑛+2ℎ𝑓2 . . . 𝑇
𝑘𝑛+𝑘ℎ𝑓𝑘𝑇

𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘𝑑𝜇

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋

(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)𝑇

𝑛(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2)𝑇

2𝑛(𝑓3𝑇
3ℎ𝑓3) . . . 𝑇

(𝑘−1)𝑛(𝑓𝑘𝑇
𝑘ℎ𝑓𝑘)𝑑𝜇

由归纳假设, 我们得到

𝑠ℎ = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋

(𝑓1𝑇
ℎ𝑓1)𝑇

𝑛(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2)𝑇

2𝑛(𝑓3𝑇
3ℎ𝑓3) . . . 𝑇

(𝑘−1)𝑛(𝑓𝑘𝑇
𝑘ℎ𝑓𝑘)𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋
E(𝑓1𝑇

ℎ𝑓1|𝒴)E(𝑓2𝑇
2ℎ𝑓2|𝒴) . . .E(𝑓𝑘𝑇

𝑘ℎ𝑓𝑘|𝑌 )𝑑𝜇

≤ ‖E(𝑓𝑙𝑇
𝑙ℎ𝑓𝑙|𝒴)‖2

∏︁
𝑖 ̸=𝑙
‖𝑓𝑖‖2∞.

于是

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ ≤
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

‖E(𝑓𝑙𝑇
𝑙ℎ𝑓𝑙|𝒴)‖2

∏︁
𝑖 ̸=𝑙
‖𝑓𝑖‖2∞

= 0 (命题9.7.7)

根据van der Corput 引理(定理9.3.1), 我们得到

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

于是根据归纳完成了证明. �
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定理 9.7.9 设𝜋 : (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为两个遍历系统间的弱混合扩充. 那么

̃︀𝜋 : (𝑋 ×𝑋,𝒳 × 𝒳 , 𝜇×𝑌 𝜇, 𝑇 × 𝑇 )→ (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆)

也为弱混合扩充.

证明. 设 ̂︀𝜇 = 𝜇×𝑌 𝜇, ̃︀𝜇 = ̂︀𝜇×𝑌 ̃︀𝜇.
设

𝐹 = 𝑓1 ⊗ 𝑓2 ⊗ 𝑓3 ⊗ 𝑓4, 𝐺 = 𝑔1 ⊗ 𝑔2 ⊗ 𝑔3 ⊗ 𝑔4,

其中𝑓𝑖, 𝑔𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 1 ≤ 𝑖 ≤ 4. 对于𝜀 > 0, 取充分大的𝑁 , 我们运用命题9.7.7,

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋4

𝐹 (𝑇 (4))𝑛𝐺𝑑̃︀𝜇
=

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
E(𝑓1𝑇

𝑛𝑔1|𝒴)E(𝑓2𝑇
𝑛𝑔2|𝒴)E(𝑓3𝑇

𝑛𝑔3|𝒴)E(𝑓4𝑇
𝑛𝑔4|𝒴)𝑑𝜇

𝑂(𝜀)
≈ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
E(𝑓1|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔1|𝒴)E(𝑓2|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔2|𝒴)E(𝑓3|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔3|𝒴)E(𝑓4|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔4|𝒴)𝑑𝜇

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
E(𝑓1|𝒴)E(𝑓2|𝒴)E(𝑓3|𝒴)E(𝑓4|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔1|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔2|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔3|𝒴)𝑇𝑛E(𝑔4|𝒴)𝑑𝜇

→
∫︁
𝑋
E(𝑓1|𝒴)E(𝑓2|𝒴)E(𝑓3|𝒴)E(𝑓4|𝒴)𝑑𝜇

∫︁
𝑋
E(𝑔1|𝒴)E(𝑔2|𝒴)E(𝑔3|𝒴)E(𝑔4|𝒴)𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋4

𝐹𝑑̃︀𝜇∫︁
𝑋4

𝐺𝑑̃︀𝜇.
于是(𝑋4, ̃︀𝜇, 𝑇 (4)) 为遍历的. �

定理9.7.4证明. 我们根据𝑘 来归纳证明下式：对于任何𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇), 有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋

⃒⃒⃒
E(𝑓0𝑇

𝑛𝑓1 . . . 𝑇
𝑘𝑛𝑓𝑘|𝒴)− E(𝑓0|𝒴)𝑇𝑛E(𝑓1|𝒴) . . . 𝑇 𝑘𝑛E(𝑓𝑘|𝒴)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜇 = 0. (9.7.10)

类似于命题9.7.7 的证明, (9.7.10) 等价于：对于任何𝜀 > 0, 存在𝑁0 ∈ N 使得对于任何𝑁 >

𝑁0,⃒⃒⃒
E(𝑓0𝑇

𝑛𝑓1 . . . 𝑇
𝑘𝑛𝑓𝑘|𝒴)− E(𝑓0|𝒴)𝑇𝑛E(𝑓1|𝒴) . . . 𝑇 𝑘𝑛E(𝑓𝑘|𝒴)

⃒⃒⃒
< 𝜀,∀(𝑛, 𝑦) ∈

(︀
[0, 𝑁 − 1]× 𝑌

)︀
∖𝐺.

(9.7.11)

其中𝑚× 𝜈(𝐺) < 𝜀, 𝑚 为[0, 𝑁 − 1] 上计数测度的规范化概率测度. 我们简记为

E(𝑓0𝑇
𝑛𝑓1 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘|𝒴)
𝜀
≈ E(𝑓0|𝒴)𝑇𝑛E(𝑓1|𝒴) . . . 𝑇 𝑘𝑛E(𝑓𝑘|𝒴).
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现在假设𝑘 − 1 是命题成立, 下证𝑘. 先设𝑓𝑘 ∈ 𝐿∞(𝑌,𝒴), 此时

E(𝑓0𝑇
𝑛𝑓1 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘|𝒴) = E(𝑓0𝑇
𝑛𝑓1 . . . 𝑇

𝑘−1𝑛𝑓𝑘−1|𝒴)𝑇 𝑘𝑛𝑓𝑘.

对于𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 根据(9.7.11), 我们得到充分大𝑁 时

E(𝑓0𝑇
𝑛𝑓1 . . . 𝑇

𝑘𝑛𝑓𝑘|𝒴)

= E(𝑓0𝑇
𝑛𝑓1 . . . 𝑇

𝑘−1𝑛𝑓𝑘−1|𝒴)𝑇 𝑘𝑛𝑓𝑘
𝜀
≈ E(𝑓0|𝒴)𝑇𝑛E(𝑓1|𝒴) . . . 𝑇 𝑘−1𝑛𝑓𝑘−1|𝒴)𝑇 𝑘𝑛E(𝑓𝑘|𝒴).

于是根据

𝑓𝑘 = E(𝑓𝑘|𝒴) + (𝑓𝑘 − E(𝑓𝑘|𝒴))

我们不妨假设E(𝑓𝑘|𝒴) = 0.

根据定理9.7.9, (𝑋 ×𝑋,𝒳 × 𝒳 , 𝜇 ×𝑌 𝜇, 𝑇 × 𝑇 ) → (𝑌,𝒴, 𝜈, 𝑆) 为弱混合扩充. 对于𝑓1 ⊗
𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ⊗ 𝑓𝑘 运用定理9.7.8,以及E(𝑓𝑘 ⊗ 𝑓𝑘|𝒴) = E(𝑓𝑘|𝒴)⊗ E(𝑓𝑘|𝒴) = 0 有

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

(𝑇 × 𝑇 )𝑛𝑓1 ⊗ 𝑓1 · (𝑇 × 𝑇 )2𝑛𝑓2 ⊗ 𝑓2 . . . (𝑇 × 𝑇 )𝑘𝑛𝑓𝑘 ⊗ 𝑓𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0. (9.7.12)

根据𝜇×𝑌 𝜇 定义, 把(9.7.12) 内积上𝑓0 ⊗ 𝑓0 后得到∫︁
𝑋×𝑋

(︃
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓0 ⊗ 𝑓0 · (𝑇 × 𝑇 )𝑛𝑓1 ⊗ 𝑓1 · (𝑇 × 𝑇 )2𝑛𝑓2 ⊗ 𝑓2 . . . (𝑇 × 𝑇 )𝑘𝑛𝑓𝑘 ⊗ 𝑓𝑘

)︃
𝑑𝜇×

𝑌
𝜇

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
E(𝑓0𝑇

𝑛𝑓1 . . . 𝑇
𝑘𝑛𝑓𝑘|𝒴)2𝑑𝜇

→ 0, 𝑁 →∞.

于是𝑘 是命题成立, 根据归纳法我们完成了证明. �

S9.7.4 逆极限的情况

定理 9.7.10 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为可逆保测系统, 设𝒴1 ⊆ 𝒴2 ⊆ . . . 为递增的因子列, 即均为𝒳
的𝑇 不变子𝜎代数. 设每个𝒴𝑛 都满足SZ 性质, 那么因子𝒴 = 𝜎(

⋃︀
𝑛≥1 𝒴𝑛) 也满足𝑆𝑍 性质.

证明. 不妨设𝒳 = 𝒴. 将𝒴𝑚 对应系统记为(𝑌𝑚,𝒴𝑚, 𝜈𝑚, 𝑇 ). 积分分解记为𝜇 =∫︁
𝑌𝑚

𝜇𝑚,𝑦𝑑𝜈𝑚(𝑦) . 设𝜋𝑚 : 𝑋 → 𝑌𝑚 为相应的因子映射. 设𝐴 ∈ 𝒳 , 𝑘 ∈ N. 令𝜂 = 1
2(𝑘+1) ,

那么对于𝜀 = 1
4𝜂𝜇(𝐴) > 0 存在𝑚 ∈ N 以及𝐴1 ∈ 𝒴𝑚 使得𝜇(𝐴Δ𝐴1) < 𝜀.

令

𝐴0 = {𝑥 ∈ 𝐴1 : 𝜇𝜋𝑚(𝑥)(𝐴) ≥ 1− 𝜂}.



第382页 遍 历 理 论 及 其 应 用 叶 向 东 黄 文 邵 松

第九章 多重遍历定理与多重回复定理 S9.8 Host-Kra定理以及陶哲轩定理

则𝐴0 ∈ 𝒴𝑚. 我们断言𝜇(𝐴0) >
1
2𝜇(𝐴). 然后我们将𝒴𝑚 的SZ 性质诱导到𝒴 上.

𝜀 =
1

4
𝜂𝜇(𝐴) > 𝜇(𝐴1 ∖𝐴)

=

∫︁
𝐴1

𝜇𝑚,𝑦(𝐴1 ∖𝐴)𝑑𝜈𝑚(𝑦)

≥
∫︁
𝐴1∖𝐴0

(1− 𝜇𝑚,𝑦(𝐴))𝑑𝜈𝑚(𝑦)

≥ 𝜂𝜇(𝐴1 ∖𝐴0),

于是

𝜇(𝐴1 ∖𝐴0) <
1

4
𝜇(𝐴).

所以

𝜇(𝐴0) = 𝜇(𝐴1)− 𝜇(𝐴1 ∖𝐴0) >
3

4
𝜇(𝐴)− 1

4
𝜇(𝐴) =

1

2
𝜇(𝐴).

下面我们证明：

𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴) ≥ 1

2
𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛𝐴0 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴0) (9.7.13)

设𝑦 ∈ 𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛𝐴0 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴0. 由𝑦 ∈ 𝐴0

𝜈𝑚,𝑦(𝐴) ≥ 1− 𝜂.

类似地, 𝑦 ∈ 𝑇−𝑗𝑛𝐴0, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝜈𝑚,𝑇 𝑗𝑛
𝑚 𝑦

(𝐴) ≥ 1− 𝜂, 即

𝜈𝑚,𝑦(𝑇
−𝑗𝑛𝐴) ≥ 1− 𝜂.

于是

𝜈𝑚,𝑦(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴) ≥ 1− (𝑘 + 1)𝜂 =
1

2
.

由此得到(9.7.13).

根据𝒴𝑛 满足SZ, 所以根据(9.7.13), 我们有

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁
𝜇(𝐴 ∩ 𝑇−𝑛𝐴 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴)

≥ 1

2
lim inf
𝑁→∞

1

𝑁
𝜇(𝐴0 ∩ 𝑇−𝑛𝐴0 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑘𝑛𝐴0) > 0.

证毕！ �

习 题

1. 验证式子(9.7.3)

S9.8 Host-Kra定理以及陶哲轩定理

在本节中, 我们给出Austin关于陶哲轩定理的证明.
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S9.8.1 Host-Kra定理以及陶哲轩定理的陈述

关于多重遍历定理, 一个重要的突破是Host和Kra的工作. 他们证明了

定理 9.8.1 (Host-Kra) 如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝑑 ≥ 1 为整数以及𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑑 ∈
𝐿∞(𝑋,𝜇), 那么多重遍历平均

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛𝑥)𝑓2(𝑇

2𝑛𝑥) · · · 𝑓𝑑(𝑇 𝑑𝑛𝑥) (9.8.1)

在𝐿2(𝜇)中收敛.

另外Ziegler 独立的给出了这个定理的不同的证明[202]. 之后陶哲轩[188]证明了

定理 9.8.2 (陶哲轩) 设𝑇1, . . . , 𝑇𝑑为概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇)上可交换的保测变换并且𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑑 ∈
𝐿∞(𝑋,𝜇). 那么遍历平均

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛
2 𝑥) · · · 𝑓𝑑(𝑇𝑛𝑑 𝑥) (9.8.2)

在𝐿2(𝜇) 中收敛.

陶哲轩的证明采用有限遍历理论(finitary ergodic theory),并没有运用经典遍历理论中

的知识. 下面我们给出Austin 的证明.

S9.8.2 幂等族以及饱足系统

设Γ 为可数离散半群（或群）, 下面我们主要指Γ = Z𝑑+, Z𝑑.

定义 9.8.3 (幂等系统) 设𝒞 为一族Lebesgue空间上Γ-保测系统.称𝒞 为幂等的(idempotent),

是指它对于同构、可数交下封闭.

一个幂等族𝒞 称为可遗传的(hereditary), 是指它还在取因子下封闭.

𝒞 中系统我们称为𝒞-系统.

注记 9.8.4 1. 在Austin 的原始定义中, 族𝒞 为幂等的还要求𝒞 对于逆极限封闭, 因为逆

极限也是一种交, 所以我们这里不再加入此条件.

2. 全体零熵系统, 离散谱系统都是可遗传的幂等族. 存在不是可遗传的幂等族[12].

引理 9.8.5 设𝒞 为一个Γ 作用下动力系统幂等族. 那么对于任何Γ- 保测系统存在唯一的

最大𝒞因子, 其中𝒞因子指在𝒞 中的因子.

证明. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ) 为动力系统. 设

ℱ = {𝒜 : 𝒜 为𝒳 不变子𝜎代数, 且𝒜 ∈ 𝒞}.

因为𝒩 = {𝑋, ∅} ∈ ℱ , 所以ℱ ̸= ∅. 容易验证满足Zorn 引理的条件, 所以ℱ 存在最大元. �
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定义 9.8.6 (最大𝒞-因子) 设X = (𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ) 为保测系统, 我们记它的最大𝒞-因子为X𝒞 =

(𝑋𝒞 ,𝒳𝒞 , 𝜇𝒞 ,Γ). 我们将因子映射记为

𝜁𝑋𝒞 : X→ X𝒞 .

设𝜋 : X = (𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ)→ Y = (𝑌,𝒴, 𝜈,Γ) 为因子映射. 那么我们自然会得到因子映射

𝐶𝜋 : X𝒞 → Y𝒞 .

即, 有如下交换图表：

X
𝜁𝑋𝒞

}}

𝜋

!!
X𝒞

𝐶𝜋 !!

Y

𝜁𝑌𝒞~~
Y𝒞

定义 9.8.7 设𝒞1, 𝒞2 为两个幂等的族, 我们记𝒞1
⋁︀
𝒞2 为全体由𝒞1-系统和𝒞2-系统交系统组

成的集合. 易见𝒞1
⋁︀
𝒞2 仍为幂等的. 我们称𝒞1

⋁︀
𝒞2 为𝒞1 和𝒞2 的交(join).

定义 9.8.8 (饱足系统) 取定一个幂等的族𝒞. 称一个系统X = (𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ)为𝒞-饱足的(sated),

是指对于X 的任何扩充̃︀X = ( ̃︀𝑋, ̃︀𝒳 , ̃︀𝜇,Γ), ̃︀X𝒞 与X 为相对于X𝒞 相对独立的. 即在̃︀𝜇 下, ̃︀X𝒞
和X 相对于它们的公因子X𝒞 为相对独立的.

̃︀X
𝜁

̃︀𝑋
𝒞

~~

𝜋

��̃︀X𝒞
𝐶𝜋   

X

𝜁𝑌𝒞~~
X𝒞

回顾逆极限的定义. 设{X𝑖 = (𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖,Γ)}∞𝑖=0 为保测系统族, 对于任何𝑖 ≥ 𝑖 存在因

子映射𝜓𝑖𝑗 : X𝑖 → X𝑗 使得𝜓𝑖𝑖 = id 并且

𝜓𝑖𝑗𝜓
𝑗
𝑘 = 𝜓𝑖𝑘, ∀𝑖 ≥ 𝑗 ≥ 𝑘.

𝑋𝑖

𝜓𝑖
𝑘

��

𝜓𝑖
𝑗

$$
𝑋𝑗

𝜓𝑗
𝑘

zz
𝑋𝑘
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定义
∏︀∞
𝑖=0𝑋𝑖 的子集𝑋 为

𝑋 =

{︃
𝑥 = (𝑥𝑖)

∞
𝑖=0 ∈

∞∏︁
𝑖=0

𝑋𝑖 : 𝜓𝑖𝑗𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 , ∀𝑖 ≥ 𝑗

}︃
.

设𝜓𝑖 : 𝑋 → 𝑋𝑖, 𝜓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 为投射. 易见它满足𝜓𝑖𝑗𝜓𝑖 = 𝜓𝑗 ,∀𝑖 ≥ 𝑗.

𝑋
𝜓𝑗

  

𝜓𝑖

~~
𝑋𝑖

𝜓𝑖
𝑗 // 𝑋𝑗

设𝒳 为由{𝜓−1𝑖 𝒳𝑖}∞𝑖=0生成的𝜎-代数. 定义𝜇 :
⋃︀∞
𝑖=0 𝜓

−1
𝑖 (𝒳𝑖)→ R+满足𝜇(𝜓−1𝑖 𝐸) = 𝜇𝑖(𝐸), ∀𝐸 ∈

𝒳𝑖. 再将𝜇 延拓到𝒳 上. 对于𝛾 ∈ Γ, 定义

𝛾 : 𝑋 → 𝑋, 𝛾(𝑥𝑖)𝑖 = (𝛾𝑥𝑖)𝑖.

明显的,

𝜓𝑖 : (𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ)→ (𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖,Γ)

为因子映射. X = (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 称为{(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖)}∞𝑖=0 的逆极限系统, 记为

(𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ) =
←−−
lim
𝑖→∞

(𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖,Γ)

定理 9.8.9 (Austin) 设{𝒞𝑖}𝑖∈𝐼 为至多可数个幂等族,那么对于任何系统X0 = (𝑋0,𝒳0, 𝜇0,Γ),

存在一个系统X = (𝑋,𝒳 , 𝜇,Γ) 为它的扩充, 𝜋 : 𝑋 → 𝑋0, 它满足：

1. X 为𝒞𝑖-饱足的, ∀𝑖 ∈ 𝐼;

2. 𝒳0 以及𝒳𝒞𝑖 生成了𝒳 .

证明. 首先我们证明𝐼 为一个元素的情况. 设𝒞 为幂等族. 设系统X0 = (𝑋0,𝒳0, 𝜇0,Γ)为保

测系统. 设{𝑓𝑟}𝑟≥1 为在{𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋0, 𝜇0) : ‖𝑓‖∞ ≤ 1} 中稠密（在𝐿2(𝑋0, 𝜇0)）的可数子集.

设{𝑟𝑖}𝑖∈N ∈ NN 使得每个数都出现无穷次.

我们从𝑋0 出发, 构造一个逆极限族{X𝑚 = (𝑋𝑚,𝒳𝑚, 𝜇𝑚,Γ)}𝑚≥0, {𝜓𝑚𝑘 }𝑚≥𝑘≥0, 使得每
个X𝑚+1 为X𝑚 的𝒞-交（𝒞- 交是指与某个𝒞-系统的交）.

假设对于某个𝑚1 ≥ 0, 我们已经取好了系统{X𝑚}𝑚1≥𝑚≥0, {𝜓𝑚𝑘 }𝑚1≥𝑚≥𝑘≥0 使得

𝒳𝑚1 = (𝒳𝑚1)𝒞 ∨ 𝒳0,

其中(𝒳𝑚1)𝒞 为X𝑚1 的最大𝒞-因子. 我们分两种情况考虑：

（1）存在扩充𝜋 : ̃︀X→ X𝑚1 使得

‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟𝑚1
| ̃︀𝑋𝒞)‖22 > ‖E𝜇𝑚1

(𝑓𝑟𝑚1
|(𝑋𝑚1)𝒞)‖

2
2 +

1

2𝑚1
,
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即

𝑎𝑚1 = sup{‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟𝑚1
| ̃︀𝑋𝒞)‖22 − ‖E𝜇𝑚1

(𝑓𝑟𝑚1
|(𝑋𝑚1)𝒞)‖

2
2 : 𝜋 : ̃︀X→ X𝑚1} >

1

2𝑚1
.

取𝜋 : ̃︀X→ X𝑚1 使得

‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟𝑚1
| ̃︀𝑋𝒞)‖22 − ‖E𝜇𝑚1

(𝑓𝑟𝑚1
|(𝑋𝑚1)𝒞)‖

2
2 >

𝑎𝑚1

2
,

并且̃︀X 为X𝑚1 的𝒞-交, 以及 ̃︀𝒳 = 𝒳𝑚1 ∨ ̃︀𝒳𝒞 令
X𝑚1+1 = ̃︀X, 𝜓𝑚1+1

𝑚1
= 𝜋.

（2）对于任何扩充𝜋 : ̃︀X→ X𝑚1 都有

‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟𝑚1
| ̃︀𝑋𝒞)‖22 ≤ ‖E𝜇𝑚1

(𝑓𝑟𝑚1
|(𝑋𝑚1)𝒞)‖

2
2 +

1

2𝑚1
,

即

𝑎𝑚1 = sup{‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟𝑚1
| ̃︀𝑋𝒞)‖22 − ‖E𝜇𝑚1

(𝑓𝑟𝑚1
|(𝑋𝑚1)𝒞)‖

2
2 : 𝜋 : ̃︀X→ X𝑚1} ≤

1

2𝑚1
.

令

X𝑚1+1 = X𝑚1 , 𝜓𝑚1+1
𝑚1

= id𝑋𝑚1
.

最后令

X∞ =
←−−
lim
𝑖→∞

X𝑚.

则

𝒳∞ =

∞⋁︁
𝑚=0

(𝒳𝑚)𝒞 ∨ 𝒳0.

于是X∞ 仍为X0 的𝒞-交. 下证明X∞ 为饱足的.

设𝜋 : ̃︀X→ X∞ 为扩充, 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋∞, 𝜇∞). 下面我们证明

Ẽ︀𝜇(𝑓 |̃︀X𝒞) = E𝜇∞(𝑓 |(X∞)𝒞),

从而完成证明.

因为X∞ 为X0 的𝒞-交, 所以在𝐿2(𝑋∞, 𝜇∞) 中𝑓 由形如∑︁
𝑖

𝑔𝑖ℎ𝑖, 𝑔𝑖 ∈ 𝐿∞((𝑋∞)𝒞 , 𝜇∞), ℎ𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑋0, 𝜇0)

的函数逼近. 因为{𝑓𝑟}𝑟≥1 为在{𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋0, 𝜇0) : ‖𝑓‖∞ ≤ 1} 中稠密（在𝐿2(𝑋0, 𝜇0)）的可数

子集, 所以我们仅需对于𝑓 = 𝑔𝑓𝑟, 𝑔 ∈ 𝐿∞((𝑋∞)𝒞 , 𝜇∞) 验证

Ẽ︀𝜇(𝑓 |̃︀X𝒞) = E𝜇∞(𝑓 |(X∞)𝒞).

因为𝑔 ∈ 𝐿∞((𝑋∞)𝒞 , 𝜇∞), 所以仅需验证

Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟|̃︀X𝒞) = E𝜇∞(𝑓𝑟|(X∞)𝒞), ∀𝑟.
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根据鞅定理,

E𝜇𝑚(𝑓𝑟|(Xm)𝒞)
𝑚→∞−−−−→ E𝜇∞(𝑓𝑟|(X∞)𝒞).

于是如果

Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟|̃︀X𝒞) > E𝜇∞(𝑓𝑟|(X∞)𝒞),

那么对于充分大𝑚, 我们有𝑟𝑚 = 𝑟 (因为在{𝑟𝑖}𝑖∈N ∈ NN 中每个数都出现无穷次), 于是

‖E𝜇𝑚+1(𝑓𝑟|(X𝑚+1)𝒞)‖22 − ‖E𝜇𝑚(𝑓𝑟|(X𝑚)𝒞)‖22
≤ ‖E𝜇∞(𝑓𝑟|(X∞)𝒞)‖22 − ‖E𝜇𝑚(𝑓𝑟|(X𝑚)𝒞)‖22

<
1

2

(︁
‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟|̃︀X𝒞)‖22 − ‖E𝜇𝑚(𝑓𝑟|(X𝑚)𝒞)‖22

)︁
以及

‖Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟|̃︀X𝒞)‖22 ≥ ‖E𝜇𝑚(𝑓𝑟|(X𝑚)𝒞)‖22 +
1

2𝑚
.

这与X𝑚+1 → X𝑚 的定义矛盾. 所以我们有

Ẽ︀𝜇(𝑓𝑟|̃︀X𝒞) = E𝜇∞(𝑓𝑟|(X∞)𝒞).

下面我们证明一般情况. 设{𝒞𝑖}𝑖∈𝐼 为至多可数个幂等族. 取序列{𝑖𝑚}𝑚≥1 ∈ 𝐼N 使得
每个𝐼 中元素出现无穷次. 我们从X0 开始构造逆极限系统. 取{𝑋𝑚}𝑚≥0, {𝜓𝑚𝑘 }𝑚≥𝑘≥0 使得
对于每个𝑚 ≥ 1 使得X𝑚 为𝒞𝑖𝑚-饱足的. 则逆极限系统满足我们所需条件. �

S9.8.3 定理9.8.2的证明

我们对𝑑 进行归纳证明. 𝑑 = 1 就是von Neumann 平均遍历定理.

假设定理9.8.2对于𝑑− 1 已经成立. 我们于是可以定义测度

𝜇𝐹 (𝐴1 ×𝐴2 × . . .×𝐴𝑑)

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
1𝐴1(𝑇𝑛1 )1𝐴2(𝑇𝑛2 ) . . .1𝐴𝑑

(𝑇𝑛𝑑 )𝑑𝜇(𝑥)

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜇(𝑇−𝑛1 𝐴1 ∩ 𝑇−𝑛2 𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝑇−𝑛𝑑 𝐴𝑑),

其中𝐴1, . . . , 𝐴𝑑 ∈ 𝒳 . 称𝜇𝐹 为Furstenberg 自交(Furstenberg self-joining). 令

𝑇Δ = 𝑇1 × 𝑇2 × . . .× 𝑇𝑑,

̃︀𝑇𝑖 = 𝑇𝑖 × 𝑇𝑖 × . . .× 𝑇𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑.

𝑋𝑑 上的对角测度为

Δ𝑑
𝜇(𝐴1 ×𝐴2 × . . .×𝐴𝑑) = 𝜇(𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑑), ∀𝐴1, . . . , 𝐴𝑑 ∈ 𝒳 .
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那么我们有

𝜇𝐹 = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

(𝑇Δ)
𝑛

*Δ
𝑑
𝜇.

根据定义我们得到：

∙ 𝜇𝐹 是X 的𝑑 阶自交.

∙ 𝜇𝐹 为𝑇Δ 不变的.

∙ 𝜇𝐹 为 ̃︀𝑇𝑖 不变的, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑑.

根据定义, 我们也有对于任何𝑓1, . . . , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑇𝑛1 𝑓1𝑇

𝑛
2 𝑓2 . . . 𝑇

𝑛
𝑑 𝑓𝑑𝑑𝜇

𝑁→∞−−−−→
∫︁
𝑋𝑑

𝑓1 ⊗ 𝑓2 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑𝑑𝜇𝐹 . (9.8.3)

我们需要证明：对于任何𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇),

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛
2 𝑥) · · · 𝑓𝑑(𝑇𝑛𝑑 𝑥) (9.8.4)

在𝐿2(𝜇)中收敛.

我们需要定义一个幂等族𝒞. 我们定义(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑑) ∈ 𝒞 当且仅当

𝒳 = ℐ(𝑇1) ∨ ℐ(𝑇2𝑇
−1
1 ) ∨ . . . ∨ ℐ(𝑇𝑑𝑇

−1
1 ).

易验证𝒞 为幂等的. 我们分几步进行证明.

第一步： 如果X = (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑑) ∈ 𝒞, 那么形如∑︁
𝑛

𝑔1𝑔2 . . . 𝑔𝑑, 𝑔1 ∈ 𝐿∞(𝑋, ℐ(𝑇1)), 𝑔2 ∈ 𝐿∞(𝑋, ℐ(𝑇2𝑇
−1
1 )), . . . , 𝑔𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋, ℐ(𝑇𝑑𝑇

−1
1 ))

的函数在𝐿2(𝑋,𝒳 ) 中稠密. 于是我们不妨设

𝑓1 = 𝑔1𝑔2 . . . 𝑔𝑑,

其中𝑔1 ∈ 𝐿∞(𝑋, ℐ(𝑇1)), 𝑔2 ∈ 𝐿∞(𝑋, ℐ(𝑇2𝑇
−1
1 )), . . . , 𝑔𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋, ℐ(𝑇𝑑𝑇

−1
1 )). 于是

𝑓1(𝑇
𝑛
1 𝑥) = 𝑔1(𝑇

𝑛
1 𝑥)𝑔2(𝑇

𝑛
1 𝑥) . . . 𝑔𝑑(𝑇

𝑛
1 𝑥) = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑇

𝑛
2 𝑥)𝑔3(𝑇

𝑛
3 𝑥) . . . 𝑔𝑑(𝑇

𝑛
𝑑 𝑥)

从而

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛
2 𝑥) · · · 𝑓𝑑(𝑇𝑛𝑑 𝑥)

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑇
𝑛
2 𝑥)𝑔3(𝑇

𝑛
3 𝑥) . . . 𝑔𝑑(𝑇

𝑛
𝑑 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛
2 𝑥) · · · 𝑓𝑑(𝑇𝑛𝑑 𝑥)

= 𝑔1(𝑥)
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

(𝑔2𝑓2)(𝑇
𝑛
2 𝑥)(𝑔3𝑓3)(𝑇

𝑛
3 𝑥) . . . (𝑔𝑑𝑓𝑑)(𝑇

𝑛
𝑑 𝑥).
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根据归纳假设, 上式在𝐿2(𝑋,𝜇) 中收敛.

第二步： 设X = (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑑), X𝒞 = (𝑋𝒞 ,𝒳𝒞 , 𝜇𝒞 , 𝑇1, . . . , 𝑇𝑑) 为其最大的𝒞-因
子. 如果𝑓1 ∈ 𝐿∞(𝑋𝒞 , 𝜇𝒞), 那么根据第一步的证明方法, 我们仍有对于任何𝑓2, 𝑓3, · · · , 𝑓𝑑 ∈
𝐿∞(𝑋,𝜇),

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛
2 𝑥) · · · 𝑓𝑑(𝑇𝑛𝑑 𝑥)

在𝐿2(𝜇)中收敛.

第三步： 设X = (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑑), X𝒞 = (𝑋𝒞 ,𝒳𝒞 , 𝜇𝒞 , 𝑇1, . . . , 𝑇𝑑)为其最大的𝒞-因子. 根

据定理9.8.9, 我们设X 为𝒞-饱足的.

设𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇). 根据第二步, 我们不妨设

E𝜇(𝑓1|𝑋𝒞) = 0.

下面我们运用von der Corput 引理9.3.1 来完成归纳证明. 设

𝑢𝑛 = 𝑇𝑛1 𝑓1𝑇
𝑛
2 𝑓2 . . . 𝑇

𝑑𝑛
𝑑 𝑓𝑑, ∀𝑛 ∈ Z+.

我们需要证明如果E(𝑓1|𝑋𝒞) = 0, 那么

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

为此我们运用定理9.3.1.

𝑠ℎ = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢𝑛+ℎ, 𝑢𝑛⟩

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑇𝑛+ℎ1 𝑓1𝑇

𝑛+ℎ
2 𝑓2 . . . 𝑇

𝑛+ℎ
𝑑 𝑓𝑑𝑇

𝑛
1 𝑓1𝑇

𝑛
2 𝑓2 . . . 𝑇

𝑛
𝑑 𝑓𝑑𝑑𝜇

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑋
𝑇𝑛1 (𝑓1𝑇

ℎ
1 𝑓1)(𝑇

𝑛
2 𝑓2𝑇

ℎ
2 𝑓2)𝑇

𝑛
3 (𝑓3𝑇

ℎ
3 𝑓3) . . . 𝑇

𝑛
𝑑 (𝑓𝑑𝑇

ℎ
𝑑 𝑓𝑑)𝑑𝜇

=

∫︁
𝑋𝑑

(𝑓1𝑇
ℎ
1 𝑓1)⊗ (𝑓2𝑇

ℎ
2 𝑓2)⊗ . . .⊗ (𝑓𝑑𝑇

ℎ
𝑑 𝑓𝑑)𝑑𝜇

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) (根据(9.8.3))

=

∫︁
𝑋𝑑

(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)(𝑇Δ)ℎ(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)𝑑𝜇𝐹

于是

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ = lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

∫︁
𝑋𝑑

(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)(𝑇Δ)ℎ(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)𝑑𝜇𝐹

= lim
𝐻→∞

∫︁
𝑋𝑑

(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)
1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

(𝑇Δ)ℎ(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)𝑑𝜇𝐹

=

∫︁
𝑋𝑑

(𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)E𝜇𝐹 ((𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)|ℐ(𝑇Δ))𝑑𝜇𝐹 .
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下面我们需要证明

E𝜇(𝑓1|𝑋𝒞) = 0 =⇒ E𝜇𝐹 ((𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)|ℐ(𝑇Δ)) = 0.

令 ̃︀X = (𝑋𝑑,𝒳 𝑑, 𝜇𝐹 , 𝑇Δ,̃︁𝑇2,̃︁𝑇3, . . . ,̃︁𝑇𝑑).
那么到一个坐标投射的映射𝜋 为因子映射, 即

𝜋 : ̃︀X→ X, (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) ↦→ 𝑥1

为因子映射.

注意对于2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑,

̃︀𝑇𝑖(𝑇Δ)−1 = 𝑇𝑖𝑇
−1
1 × 𝑇𝑖𝑇−12 × . . . 𝑇𝑖𝑇−1𝑖−1 × id× 𝑇𝑖𝑇−1𝑖+1 × . . .× 𝑇𝑖𝑇

−1
𝑑

设𝑝𝑖 : 𝑋𝑑 → 𝑋 为到第𝑖 坐标的投射, 令

𝒳𝑖 = 𝑝−1𝑖 (𝒳 ), 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑.

根据上面式子我们有

𝒳2 ∨ 𝒳3 ∨ . . . ∨ 𝒳𝑑 ⊆ ̃︀𝒳𝒞 . (9.8.5)

尤其

E𝜇𝐹 ((𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)| ̃︀𝑋𝒞) = 𝑓2 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑E𝜇𝐹 (𝑓1| ̃︀𝑋𝒞)
因为X 为饱足的, 根据定义在𝜇𝐹 下, ̃︀X𝒞 和X 相对于它们的公因子X𝒞 为相对独立的.

̃︀X
𝜁

̃︀𝑋
𝒞

~~

𝜋

��̃︀X𝒞
𝐶𝜋   

X

𝜁𝑌𝒞~~
X𝒞

于是

E𝜇𝐹 (𝑓1(𝑥1)| ̃︀𝑋𝒞) = E𝜇(𝑓1|𝑋𝒞) = 0.

从而

E𝜇𝐹 ((𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)| ̃︀𝑋𝒞) = 𝑓2 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑E𝜇𝐹 (𝑓1| ̃︀𝑋𝒞) = 0.

因为

ℐ(𝑇Δ) ⊆ ̃︀𝒳𝒞 ,
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所以

E𝜇𝐹 ((𝑓1 ⊗ . . .⊗ 𝑓𝑑)|ℐ(𝑇Δ)) = 0.

即有

lim
𝐻→∞

1

𝐻

𝐻−1∑︁
ℎ=0

𝑠ℎ = 0.

根据定理9.3.1, 我们得到

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

= 0.

于是根据归纳完成了证明. �

S9.9 多重遍历定理的一些新进展

S9.9.1 多重遍历平均

Ramsey理论中一个典型的例子是1927年证明的van der Waerden 定理：整数集任何有

限染色必有单色包含任意长的等差数列[193]. 根据对此定理的理解, Erdös 和Turán 提出

猜测：如果𝐸 为具有正上密度的整数子集,那么它必包含任意长的等差数列[52]. 这个猜测

在1975年被Szemerédi 证明是正确的, 稍后Furstenberg 运用动力系统方法于1976 年给出了

新的证明. 2006年Green和Tao结合Furstenberg证明的思想解决了一个历史悠久的数论猜

测：素数集包含任意长的等差数列.2 这也是陶哲轩获2006年Fields奖的主要工作之一.目

前Erdös 关于这个方面最终的猜测仍没有解决：如果𝐴 = {𝑎𝑛}∞𝑛=1 ⊆ N 满足
∑︀∞

𝑛=1

1

𝑎𝑛
= ∞,

那么𝐴 包含任意长的等差数列.

如前所述, 为了证明Szemerédi 定理, Furstenberg 证明了：对于保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ),

如果𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝑓 ≥ 0 且不等于0, 那么对于任何𝑘,

lim inf
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
𝑓(𝑥)𝑓(𝑇𝑛𝑥) . . . 𝑓(𝑇 (𝑘−1)𝑛𝑥)𝑑𝜇(𝑥) > 0. (9.9.1)

由于A𝑁 (𝑓, 𝑥) = 1
𝑁

∑︀𝑁−1
𝑛=0 𝑓(𝑇𝑛𝑥)称为遍历平均,所以Furstenberg将异于上述平均的相

关平均称为“非传统平均”(non-conventional averages),而现在更多是称之为“多重遍历平

均”(multiple ergodic averages). 亦即, 多重遍历平均是形如下式的平均：

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑝1(𝑛)
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑝2(𝑛)
2 𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇

𝑝𝑑(𝑛)
𝑑 𝑥) (9.9.2)

其中𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑑 为概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇) 上的保测变换, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑑 整数值多项式.

多重遍历平均问题就是指：
2之后Tao 和Ziegler 又推广了这一工作. 他们证明了如果𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 为取值整数的多项式并且𝑃1(0) = . . . =

𝑃𝑘(0) = 0, 那么对于任意的𝜖 > 0 存在无限多个整数𝑥,𝑚 使得1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑥𝜖 并且𝑥 + 𝑃1(𝑚), . . . , 𝑥 + 𝑃𝑘(𝑚) 均为

素数.
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问题 9.9.1 设𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑑 为概率空间(𝑋,𝒳 , 𝜇) 上可逆保测变换, 它们生成一个幂零作用

群. 对于整数值多项式𝑝𝑖(𝑛) 以及𝑓𝑖 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑑, 多重遍历平均

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑝1(𝑛)
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑝2(𝑛)
2 𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇

𝑝𝑑(𝑛)
2 𝑥) (9.9.3)

在𝐿2(𝜇) 中是否收敛？是否几乎处处收敛？

条件中𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑑生成的群为幂零群是必需的, Bergelson和Leibman证明了如果𝑇1, . . . , 𝑇𝑑

生成的群为可解群, 那么有反例说明上述平均不收敛[17].

问题的最简单形式是线性多项式的情况(𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 ∈ Z ∖ {0})

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑎1𝑛𝑥)𝑓2(𝑇

𝑎2𝑛𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇
𝑎𝑑𝑑𝑛𝑥).

对于保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 的𝐿2 意义收敛, Furstenberg 自己证明了弱混合系统的情况以及

两项的情况（𝑑 = 2）[63]. 𝑑 = 3最先得到实质性突破是法国数学家Conze和Lesigne在1980

年代的工作[40, 41, 42], 他们首先把幂零系统引入到研究中, 为后面的工作奠定了基础.

上面平均的最终解决是由Host 和Kra 于2005年给出的[100], Ziegler 稍后给出了另一个证

明[202].

陶哲轩运用组合的方法证明了𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑑 生成交换群的情形[188]：

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛
1 𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛
2 𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇

𝑛
2 𝑥)

在𝐿2(𝜇)模下收敛, 其中𝑇1, . . . , 𝑇𝑑 相互交换.

Walsh 推广了陶哲轩的结论, 他证明了

定理 9.9.2 (Walsh) [194]设𝐺为(𝑋,𝒳 , 𝜇)上保测变换生成的幂零群. 那么对于任何𝑇1, . . . , 𝑇𝑑 ∈
𝐺, 多重遍历平均

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑙∏︁
𝑗=1

(𝑇
𝑝1,𝑗(𝑛)
1 . . . 𝑇

𝑝𝑑,𝑗(𝑛)
𝑑 )𝑓𝑗

在𝐿2(𝑋,𝒳 , 𝜇) 中收敛, 其中𝑓1, . . . , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝑝𝑖,𝑗 为整值多项式.

Walsh 的证明主要沿用了陶哲轩的方法和思想, 并不是动力系统传统方法的证明. 这

个新的方法只能证明极限的存在性,不能给出收敛函数的刻画,使得其很难在组合数论中

的得到应用. 一个重要的问题是找到一种方法去得到收敛函数的结构, 以便控制这个收

敛, 使得它能运用到其它具体问题中去.
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S9.9.2 多重遍历平均的特征因子

在多重遍历平均问题以及多重回复定理的研究中, 特征因子的想法起了非常重要的

作用. 这个想法最早是由Furstenberg在Szemerédi定理新证明的工作中引入的[63],但是术

语“特征因子”是在1996年他与Weiss合作的文章中第一次提出[72]. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测

系统, (𝑌,𝒴, 𝜇, 𝑇 ) 是它的因子, 设{𝑝1, . . . , 𝑝𝑑} 为一组整数值多项式, 𝑑 ∈ N. 我们称𝑌 为𝑋

关于{𝑝1, . . . , 𝑝𝑑}的特征因子(characteristic factor) , 是指对于𝑓1, . . . , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇),

lim
𝑁→∞

⃦⃦⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇 𝑝1(𝑛)𝑓1𝑇
𝑝2(𝑛)𝑓2 . . . 𝑇

𝑝𝑑(𝑛)𝑓𝑑

− 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇 𝑝1(𝑛)E(𝑓1|𝒴)𝑇 𝑝2(𝑛)E(𝑓2|𝒴) . . . 𝑇 𝑝𝑑(𝑛)E(𝑓𝑑|𝒴)
⃦⃦⃦
𝐿2
→ 0.

找到合适的特征因子将会将问题约化到结构更简单的系统上.

下面我们主要讨论对于线性多项式{𝑛, 2𝑛, . . . , 𝑑𝑛} 的特征因子, 亦即我们主要考虑如

下多重遍历平均:

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛𝑥)𝑓2(𝑇

2𝑛𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇
𝑑𝑛𝑥). (9.9.4)

为研究(9.9.4), 根据遍历分解定理我们仅需研究遍历的情况, 下面如不特别指出我们的系

统都是遍历的. Furstenberg [63]证明了测度distal因子为(9.9.4)特征因子,然后多重回复定

理就转化到distal因子上处理. 但是对于研究(9.9.4)的收敛问题, distal因子太大,不足以控

制住收敛问题.根据Zorn引理可以证明,在因子关系下存在最小的特征因子𝑍,即𝑍 为特征

因子, 另外如𝑌 也为特征因子, 那么𝑍 为𝑌 的因子.

为介绍这个特征因子, 我们需要一些概念.

定义 9.9.3 (幂零系统) 设𝐺为群. 对于𝐴,𝐵 ⊆ 𝐺,我们记[𝐴,𝐵]为由{[𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 : 𝑎 ∈
𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 生成的子群. 交换子子群列𝐺𝑗, 𝑗 ≥ 1, 如下归纳定义：

𝐺1 = 𝐺, 𝐺𝑗+1 = [𝐺𝑗 , 𝐺].

设𝑑 ≥ 1 为整数, 称𝐺 为𝑑-阶幂零群 如果𝐺𝑑+1 为平凡群.

设𝐺 为𝑑-阶幂零李群, Γ 为其离散余紧子群. 紧致流形𝑋 = 𝐺/Γ 称为𝑑-阶幂零流形.

群𝐺 用左平移方式作用于𝑋 上, 记为(𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑔𝑥. 𝑋 上的Haar 测度𝜇 指唯一的平移不变

的概率测度. 取𝜏 ∈ 𝐺, 设𝑇 为𝑋 上作用𝑥 ↦→ 𝜏𝑥. 则(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 称为 𝑑-阶幂零系统.

Conze和Lesigne证明了2-阶幂零系统的逆极限为3-项多重遍历平均的特征因子,一般

情况被Host-Kra证明也是成立的. 我们简单介绍下Host-Kra 的方法和思想, 为此我们还需

要一些概念.

设𝑋 为集合, 𝑑 ≥ 1为自然数. 我们视{0, 1}𝑑为0, 1组成的序列𝜀 = 𝜀1 . . . 𝜀𝑑,设|𝜀| = 𝜀1+

𝜀2+. . .+𝜀𝑑. 我们将𝑋2𝑑 记为𝑋 [𝑑]. 点x ∈ 𝑋 [𝑑]表示为x = (𝑥𝜀 : 𝜀 ∈ {0, 1}𝑑).点x ∈ 𝑋 [𝑑]可以分
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解为x = (x′,x′′), x′,x′′ ∈ 𝑋 [𝑑−1], 其中x′ = (𝑥𝜀0 : 𝜀 ∈ {0, 1}𝑑−1) 以及x′′ = (𝑥𝜀1 : 𝜀 ∈ {0, 1}𝑑−1).
这种分解自然把𝑋 [𝑑] 等同为𝑋 [𝑑−1] ×𝑋 [𝑑−1]. 例如𝑋 [2] 中点形如(𝑥00, 𝑥10, 𝑥01, 𝑥11).

对于保测系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ),我们用ℐ(𝑇 )记不变子集𝜎-代数{𝐴 ∈ 𝒳 : 𝑇−1𝐴 = 𝐴}. 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )

为遍历系统, 𝑘 ∈ N. 我们定义𝑋 [𝑘] 上𝑇 [𝑘] = 𝑇 × 𝑇 × . . . × 𝑇 (2𝑘次) 作用下不变的测度𝜇[𝑘]

如下：𝜇[1] = 𝜇×ℐ(𝑇 ) 𝜇 = 𝜇× 𝜇; 对于𝑘 ≥ 1,

𝜇[𝑘+1] = 𝜇[𝑘] ×
ℐ(𝑇 [𝑘])

𝜇[𝑘].

对于𝑘 ≥ 1, 设(Ω𝑘, 𝑃𝑘) 为𝜎-代数ℐ𝑇 [𝑘]
对应的系统, 设

𝜇[𝑘] =

∫︁
Ω𝑘

𝜇[𝑘]𝜔 𝑑𝑃𝑘(𝜔)

表示𝜇[𝑘] 在作用𝑇 [𝑘] 下的遍历分解. 那么根据定义有

𝜇[𝑘+1] =

∫︁
Ω𝑘

𝜇[𝑘]𝜔 × 𝜇[𝑘]𝜔 𝑑𝑃𝑘(𝜔).

如果(𝑋,𝜇, 𝑇 ) 为弱混合的, 那么ℐ(𝑇 [𝑘]) 平凡的, 𝜇[𝑘] 为2𝑘 个𝜇 的乘积测度𝜇2
𝑘
, 𝑘 ≥ 1.

测度𝜇[𝑘] 为𝑇 [𝑘] 不变的, 并且𝜇[𝑘] 到2𝑘 坐标的自然投射为𝜇. 设𝐶 : C → C 为共轭映
射𝑧 ↦→ 𝑧, 容易验证对于𝑋 上有界函数𝑓 , 积分∫︁

𝑋[𝑘]

∏︁
𝜀∈{0,1}𝑘

𝐶 |𝜀|𝑓(𝑥𝜀)𝑑𝜇
[𝑘](x)

为实的且非负. 所以我们可以定义𝐿∞(𝜇) 上半模9 · 9𝑘

9𝑓9𝑘 =
(︁∫︁

𝑋[𝑘]

∏︁
𝜀∈{0,1}𝑘

𝐶 |𝜀|𝑓(𝑥𝜀)𝑑𝜇
[𝑘](x)

)︁1/2𝑘
.

容易验证9 · 9𝑘 为半模, 它由Host和Kra引入, 所以称为Host-Kra 半模. 下面式子可以

根据定义以及遍历定理得到, 下面式子也可以作为半模的等价定义. 对于每个𝑘 ≥ 0 以

及𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇), 我们有

9𝑓9𝑘+1 =
(︁

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

9𝑓 · 𝑇𝑛𝑓 92𝑘

𝑘

)︁1/2𝑘+1

.

根据半模我们可以定义因子系统(𝑍𝑑−1,𝒵𝑑−1, 𝜇𝑑−1, 𝑇 ).

定义 9.9.4 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统. 设𝑑 ∈ N, 存在𝒳的𝑇 -不变的子𝜎-代数𝒵𝑑−1 使得对
于𝑓 ∈ 𝐿∞(𝜇),

9𝑓9𝑑 = 0 当且仅当 E(𝑓 |𝒵𝑑−1) = 0.

设(𝑍𝑑−1,𝒵𝑑−1, 𝜇𝑑−1, 𝑇 ) 为子𝜎-代数𝒵𝑑−1 对应的𝑋 的因子系统.

如果𝑋 = 𝑍𝑑−1, 那么称𝑋 为阶数𝑑− 1 系统.
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运用van der Corput 引理, Host 和Kra 证明了(9.9.4) 可以由半模控制住：

定理 9.9.5 [100] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑑 ∈ N. 对于满足‖𝑓1‖∞ , . . . , ‖𝑓𝑑‖∞ ≤ 1 的𝑓1,

. . ., 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝜇) , 我们有

lim sup
𝑁→∞

⃦⃦⃦ 1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛𝑓1𝑇
2𝑛𝑓2 . . . 𝑇

𝑑𝑛𝑓𝑑

⃦⃦⃦
𝐿2
≤ min

1≤𝑗≤𝑑
{𝑗 9 𝑓𝑗9𝑑}

这个定理表明𝑍𝑑−1 为(9.9.4) 的特征因子. Host 和Kra 工作中最为困难的部分是刻

画(𝑍𝑑−1,𝒵𝑑−1, 𝜇𝑑−1, 𝑇 ) 的结构, 他们证明了它是𝑑− 1- 阶幂零系统的逆极限.

我们强调出第一个坐标,记𝑋
[𝑑]
* = 𝑋2𝑑−1 以及将点x ∈ 𝑋 [𝑑] 记为x = (𝑥0,x*),其中x* =

(𝑥𝜀 : 𝜀 ̸= 0) ∈ 𝑋 [𝑑]
* 以及0 = 00 . . . 0 ∈ {0, 1}𝑑.

定理 9.9.6 (Host-Kra) [100] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑑 ∈ N. 那么以下等价:

1. 𝑋 为阶数𝑑− 1系统, i.e. (𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) = (𝑍𝑑−1,𝒵𝑑−1, 𝜇𝑑−1, 𝑇 ).

2. 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为𝑑− 1-阶幂零系统的逆极限.

3. 9 · 9𝑑 为𝐿∞(𝜇) 上的模, 即, 9𝑓9𝑑 = 0 蕴含𝑓 = 0.

4. 存在可测函数𝐽 : 𝑋
[𝑑]
* → 𝑋 使得𝑥0 = 𝐽(𝑥𝜀 : 0 ̸= 𝜀 ∈ {0, 1}𝑑) 对𝜇[𝑑] 几乎处处x = (𝑥𝜀 :

𝜀 ∈ {0, 1}𝑑) ∈ 𝑋 [𝑑] 成立.

因为由此定理,我们也称阶数𝑑−1系统为𝑑−1阶拟幂零系统( (𝑑−1)-step pro-nilsystem).

𝑍0 平凡系统, 𝑍1 为Kronecker 因子(即𝒵1 = 𝒦𝜇). 一般的, 𝑍𝑘 为𝑍𝑘−1 的紧致交换群扩

充. 于是得到一个新的结构定理：

{𝑝𝑡} = 𝑍0 ←− 𝑍1 ←− · · · ←− 𝑍𝑛 ←− 𝑍𝑛+1 ←− · · · ←− 𝑋.

注意, 如果𝑇 弱混合的, 那么对于𝑘 所有𝑍𝑘 为平凡的.

于是(9.9.4)的收敛问题就化归到幂零系统上,根据幂零因子的经典结果或者Ratner理

论, 这是收敛的,从而Host和Kra解决了(9.9.4)的𝐿2 收敛问题.关于详细的论述和证明参

见文章[100], 或者最近的专著[102].

S9.9.3 拓扑动力系统的相应问题

在拓扑动力系统中也自然需要研究特征因子. 这个问题最早是由Glasner 于1994年开

始的. 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑑 ∈ N. 设

𝜎𝑑 = 𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑑.

设𝜋 : 𝑋 → 𝑌 为因子映射. (𝑌, 𝑇 ) 称为 𝑑阶拓扑特征因子 是指存在𝑋 的稠密𝐺𝛿 集Ω

使得对于任何𝑥 ∈ Ω 轨道闭包𝐿 = 𝒪(𝑥(𝑑), 𝜎𝑑) is 𝜋 × . . .× 𝜋 (𝑑 次)饱和的(saturated), 其
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中𝑥(𝑑) = (𝑥, . . . , 𝑥) (𝑑 次). 亦即(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) ∈ 𝐿 当且仅当(𝑥′1, 𝑥
′
2, . . . , 𝑥

′
𝑑) ∈ 𝐿, 对于所

有1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑, 𝜋(𝑥𝑖) = 𝜋(𝑥′𝑖). Glasner证明了：如果(𝑋,𝑇 ) 为极小distal系统, 那么它的最

大𝑑 − 1-阶distal因子是𝑑-阶拓扑特征因子；如果(𝑋,𝑇 ) 为极小弱混合的, 那么平凡系统是

它的任意阶拓扑特征因子[74].

第二种定义特征因子的方式是由Host, Kra和Maass给出的[103]. 他们在Host-Kra 2005

年工作基础上建立极小distal系统涉及幂零因子的结构定理, 下面我们给出更多细节.

设n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) ∈ Z𝑑 以及𝜀 ∈ {0, 1}𝑑,令n · 𝜀 =
∑︀𝑑

𝑖=1 𝑛𝑖𝜀𝑖.设(𝑋,𝑇 )为拓扑动力系统,

𝑑 ≥ 1. 令Q[𝑑](𝑋) 为如下元素全体在𝑋 [𝑑] 中的闭包：

(𝑇n·𝜀𝑥 = 𝑇𝑛1𝜀1+...+𝑛𝑑𝜀𝑑𝑥 : 𝜀 = 𝜀1𝜀2 . . . 𝜀𝑑 ∈ {0, 1}𝑑),

其中n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) ∈ Z𝑑 以及𝑥 ∈ 𝑋. 如果不引起混淆, 用Q[𝑑] 记Q[𝑑](𝑋). Q[𝑑](𝑋) 中

元素称为动力系统𝑑维平行体 (parallelepiped of dimension 𝑑). 例如Q[2] 为𝑋 [2] = 𝑋4 中集

合{(𝑥, 𝑇𝑚𝑥, 𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛+𝑚𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋,𝑚, 𝑛 ∈ Z}. 的闭包. Q[𝑑] 可以视为𝜇[𝑑] 的拓扑对应.

面变换(face transformations) 𝑇
[𝑑]
𝑗 : 𝑋 [𝑑] → 𝑋 [𝑑], 𝑗 = 1, . . . , 𝑑 定义如下：对于x =

(𝑥𝜀)𝜀∈{0,1}𝑑 ∈ 𝑋 [𝑑]

(𝑇
[𝑑]
𝑗 x)𝜀 =

{︃
𝑇𝑥𝜀, 如𝜀𝑗 = 1;

𝑥𝜀, 如𝜀𝑗 = 0.

也可如下归纳定义：设𝑇 [0] = 𝑇 , 𝑇
[1]
1 = id× 𝑇 . 如{𝑇 [𝑑−1]

𝑗 }𝑑−1𝑗=1 已经定义好, 那么设

𝑇
[𝑑]
𝑗 = 𝑇

[𝑑−1]
𝑗 × 𝑇 [𝑑−1]

𝑗 , 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑑− 1},

𝑇
[𝑑]
𝑑 = id[𝑑−1] × 𝑇 [𝑑−1].

𝑑维面变换群(face group of dimension 𝑑) ℱ [𝑑](𝑋)为由𝑋 [𝑑] 上全体面变换生成的群. 𝑑维

方体群或者𝑑维平行体群(cube group or parallelepiped group of dimension 𝑑）𝒢[𝑑](𝑋)是指由

对角变换𝑇 [𝑑] 和ℱ [𝑑](𝑋)生成的群. 在不会混淆的情况下, 我们直接用ℱ [𝑑] 和𝒢[𝑑] 记ℱ [𝑑](𝑋)

和𝒢[𝑑](𝑋). 容易看出Q[𝑑] 为{𝑆𝑥[𝑑] : 𝑆 ∈ ℱ [𝑑], 𝑥 ∈ 𝑋} 在𝑋 [𝑑] 中的闭包. 如果𝑥 为𝑋 传递点,

那么Q[𝑑] 为点𝑥[𝑑] 在𝒢[𝑑] 作用下的轨道闭包, 其中𝑥[𝑑] = (𝑥, 𝑥, . . . , 𝑥) ∈ 𝑋 [𝑑].

定理 9.9.7 设(𝑋,𝑇 ) 为极小的𝑑 ∈ N, 那么

∙ (Q[𝑑],𝒢[𝑑]) 为极小的[103].

∙ 对于所以𝑥 ∈ 𝑋, (𝒪(𝑥[𝑑],ℱ [𝑑]),ℱ [𝑑]) 为极小的[183].

定理9.9.7可以视为如下结论的拓扑对应：

定理 9.9.8 [100] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑑 ∈ N. 那么系统(𝑋 [𝑑], 𝜇[𝑑],𝒢[𝑑]) 为遍历的, 并

且(Ω𝑑, 𝑃𝑑,ℱ [𝑑]) 为遍历的.

对应于定理9.9.6, 下面给出了拓扑幂零系统逆极限的刻画：
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定理 9.9.9 (Host-Kra-Maass) [103] 设(𝑋,𝑇 ) 为极小系统, 𝑑 ≥ 2 为自然数. 那么以下等

价:

1. 𝑋 为(𝑑− 1)-阶极小幂零系统的拓扑逆极限.

2. 如果x,y ∈ Q[𝑑] 有2𝑑 − 1 个坐标吻合, 那么x = y.

3. 如果𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 满足(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑦) ∈ Q[𝑑], 那么𝑥 = 𝑦.

满足上面条件的极小系统称为拓扑阶数𝑑 − 1系统(topological system of order (𝑑 − 1))

或者拓扑𝑑− 1阶拟幂零系统 ( topological (𝑑− 1)-step pro-nilsystem).

注意任何𝑑阶拟幂零系统测度同构于某个拓扑𝑑 阶拟幂零系统[103]. 如果(𝑋,𝑇 ) 为拓

扑𝑑 阶拟幂零系统, 那么它的最大𝑗阶拟幂零因子和𝑗阶拓扑拟幂零因子吻合, 𝑗 ≤ 𝑑 [50].

定义 9.9.10 [103] 设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑑 ∈ N, 𝜌 为度量. 点对𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 称为𝑑阶

局部渐进的(regionally proximal of order 𝑑), 指对于任何𝛿 > 0, 存在𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝑋 以及n =

(𝑛1, . . . , 𝑛𝑑) ∈ Z𝑑 使得𝜌(𝑥, 𝑥′) < 𝛿, 𝜌(𝑦, 𝑦′) < 𝛿, 且

𝜌(𝑇n·𝜀𝑥′, 𝑇n·𝜀𝑦′) < 𝛿 对于任何𝜀 ∈ {0, 1}𝑑 ∖ {0}.

𝑑阶局部渐进对全体记为RP[𝑑] 或RP[𝑑](𝑋,𝑇 ). 称为𝑑阶渐进关系(the regionally proximal re-

lation of order 𝑑).

Host-Kra-Maass证明了,对于极小distal系统(𝑋,𝑇 ), RP[𝑑]为等价关系,并且(𝑋/RP[𝑑], 𝑇 )

为(𝑋,𝑇 )的最大𝑑阶拟幂零因子. 邵松和叶向东运用Ellis半群技巧证明了他们的结果对于

一般极小系统也成立[183].

定理 9.9.11 [183, 103] 设(𝑋,𝑇 ) 为极小系统, 𝑑 ∈ N. 那么

1. RP[𝑑](𝑋) 为等价关系.

2. 如果𝜋 : (𝑋,𝑇 )→ (𝑌, 𝑆) 为因子映射, 那么

(𝜋 × 𝜋)(RP[𝑑](𝑋)) = RP[𝑑](𝑌 ).

3. (𝑋𝑑 = 𝑋/RP[𝑑], 𝑇 ) 为(𝑋,𝑇 ) 的最大𝑑阶拟幂零因子.

注意RP[1] 为经典的局部渐进关系, 而𝑋1 = 𝑋𝑒𝑞 为极大等度连续因子. 进一步的, 根

据上面定理我们有如下结构定理：

{𝑝𝑡} = 𝑋0 ←− 𝑋1 ←− · · · ←− 𝑋𝑛 ←− 𝑋𝑛+1 ←− · · · ←− 𝑋.

如果(𝑋,𝑇 ) 为拓扑弱混合, 那么对于所有𝑛, 𝑋𝑛为平凡的.
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S9.9.4 拓扑方法在多重遍历平均问题研究中的应用

目前𝐿2中多重遍历平均问题得到丰富的成果, 但是几乎处处收敛意义下多重遍历平

均问题结果甚少. 一个重要的结果如下：

定理 9.9.12 (Bourgain) [34][35] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 那么

∙ 对于任何𝑝(𝑛) ∈ Z[𝑛] 以及𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋,𝒳 , 𝜇), 𝑝 > 1,

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑇 𝑝(𝑛)𝑥)

几乎处处收敛.

∙ 对于𝑎 ̸= 𝑏 ∈ Z ∖ {0} 以及𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇),

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑎1𝑛𝑥)𝑓2(𝑇

𝑎2𝑛𝑥)

几乎处处收敛.

另外一个重要的结果是Derrien和Lesigne指出多重遍历平均几乎处处收敛与否取决于

其Pinsker因子，即如果能证明零熵系统多重遍历平均几乎处处收敛，那么对于任何保测

系统多重遍历平均几乎处处收敛[48].

设(𝑋,𝑇 ) 为拓扑动力系统, 𝑑 ∈ N. 设

𝜏𝑑 = 𝑇 × . . .× 𝑇 (𝑑 次)

以及

𝜎𝑑 = 𝑇 × 𝑇 2 × . . .× 𝑇 𝑑.

设⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩ 为由𝜏𝑑, 𝜎𝑑 生成的群. 对于𝑥 ∈ 𝑋, 令

𝑁𝑑(𝑋,𝑥) = 𝒪((𝑥, . . . , 𝑥), ⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩),

它为𝑥(𝑑) 在群⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩作用下的轨道闭包. 如果(𝑋,𝑇 ) 极小, 那么所以𝑁𝑑(𝑋,𝑥) 吻合, 此时

直接记为𝑁𝑑(𝑋).

定理 9.9.13 (Glasner) [74] 如果(𝑋,𝑇 ) 极小, 那么(𝑁𝑑(𝑋), ⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩) 极小.

于是如果(𝑁𝑑(𝑋), ⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩) 为唯一遍历的, 那么它为严格遍历的.

定理 9.9.14 (黄文-邵松-叶向东) [112] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑑 ∈ N. 那么它有严格
遍历的模型(�̂�, 𝑇 ) 使得(𝑁𝑑(�̂�), ⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩) 为严格遍历的.
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因为唯一遍历系统具有很好的遍历平均收敛性质：对于(𝑋,Γ), Γ = Z𝑑, 那么(𝑋,Γ) 唯

一遍历的当且仅当对于任何连续函数𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)

1

𝑁𝑑

∑︁
𝛾∈[0,𝑁−1]𝑑

𝑓(𝛾𝑥)

一致收敛到常值函数.作为定理9.9.14 的应用, 我们证明了:

定理 9.9.15 (黄文-邵松-叶向东) [112] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑑 ∈ N. 那么对于任
何𝑓1, . . . , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝜇), 遍历平均

1

𝑁2

∑︁
(𝑛,𝑚)∈[0,𝑁−1]2

𝑓1(𝑇
𝑛𝑥)𝑓2(𝑇

𝑛+𝑚𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇
𝑛+(𝑑−1)𝑚𝑥)

𝜇-几乎处处收敛到常数.

为证明定理9.9.14, 我们发现并非所以唯一遍历模型是满足条件的, 为了我们的目的,

Jewett-Krieger 定理不够, 但是Weiss 定理刚好是合适的工具.

对于𝑑 ≥ 3, 令𝜋𝑑−2 : 𝑋 → 𝑍𝑑−2为𝑋 到其𝑑− 2-阶拟幂零因子𝑍𝑑−2 的因子映射. 将𝑍𝑑−2

视为拓扑𝑑−2-阶拟幂零因子,运用Weiss定理,存在(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )唯一遍历模型(�̂�,𝒳 , �̂�, 𝑇 )以

及因子映射�̂�𝑑−2 : �̂� → 𝑍𝑑−2 为𝜋𝑑−2 : 𝑋 → 𝑍𝑑−2 的模型. 可以证明(�̂�, 𝑇 ) 就是我们所需,

即(𝑁𝑑(�̂�), ⟨𝜏𝑑, 𝜎𝑑⟩) 为唯一遍历的.

结合拓扑模型理论, 我们证明了

定理 9.9.16 (黄文-邵松-叶向东) [112] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历distal 系统, 𝑑 ∈ N. 那么对于
任何𝑓1, . . . , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝜇)

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓1(𝑇
𝑛𝑥) . . . 𝑓𝑑(𝑇

𝑑𝑛𝑥)

𝜇 几乎处处收敛.

根据Furstenberg-Zimmer结构定理以及定理9.9.16, 9.9.4是否逐点收敛问题就化归到处

理弱混合扩充即可. 但是目前即使对于弱混合系统, 这个问题仍然没有解决. 一个部分的

结果是由Assani给出的[7],他运用Host定理证明了如果(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )为具有奇异谱的弱混合

系统, 那么(9.9.4) 几乎处处收敛.

最近我们对于一类重要的弱混合系统证明了(9.9.4)几乎处处收敛. (𝑋𝑖,𝒳𝑖, 𝜇𝑖, 𝑇𝑖), 1 ≤
𝑖 ≤ 𝑑 的交𝜆 称为两两独立 指如果它到任何两个坐标𝑋𝑖 × 𝑋𝑗 的投射为𝜇𝑖 × 𝜇𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗 ∈
{1, 2, . . . , 𝑑}. 系统(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )称为两两独立确定的(pairwise independently determined (PID)),

是指所以两两独立的𝑑交(𝑑 ≥ 3) 是独立的, 即为乘积测度. PID 系统包括具有奇异谱的弱

混合系统, [98]; 有限秩混合系统[178] 等.

运用拓扑方法, 可以证明



第400页 遍 历 理 论 及 其 应 用 叶 向 东 黄 文 邵 松

第九章 多重遍历定理与多重回复定理 S9.10 注记

定理 9.9.17 [90]设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 )弱混合PID系统,那么对于任何𝑑 ∈ N, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑑 ∈ 𝐿∞(𝑋,𝒳 , 𝜇),

(9.9.4) 几乎处处收敛.

可以证明, 对于稠密𝐺𝛿 集的遍历系统(9.9.4) 几乎处处收敛. 这些给了多重遍历平均问题

许多正面的信息.

对于方体群作用, Host-Kra证明了

定理 9.9.18 [100] 设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为保测系统, 𝑑 ∈ N. 那么对于𝑓𝜀 ∈ 𝐿∞(𝜇), 𝜀 ∈ {0, 1}𝑑, 𝜀 ̸=
(0, . . . , 0), 平均

𝑑∏︁
𝑖=1

1

𝑁𝑖 −𝑀𝑖
·

∑︁
n∈[𝑀1,𝑁1)×...×[𝑀𝑑,𝑁𝑑)

∏︁
(0,...,0)̸=𝜀∈{0,1}𝑑

𝑓𝜀(𝑇
n·𝜀𝑥) (9.9.5)

当𝑁1 −𝑀1, 𝑁2 −𝑀2, . . . , 𝑁𝑑 −𝑀𝑑 趋于无穷时在𝐿2(𝑋) 中收敛.

设(𝑋,𝒳 , 𝜇, 𝑇 ) 为遍历系统, 𝑑 ∈ N. 运用Weiss 定理我们可以证明它存在唯一遍历模

型(�̂�, 𝑇 )使得(Q[𝑑](�̂�),𝒢[𝑑])为严格遍历的,从而由此可以证明(9.9.5) 𝜇几乎处处收敛[111].

这个结果在依照[0, 𝑁 − 1]𝑑 取平均的情形最早由Assani [8] 给出, 后来Chu 和Franzikinakis

[38] 将之推广到更为一般的情况.

S9.10 注记

本章内容主要参考了著作[64, 54], 这是两本介绍动力系统在组合数论中应用的非常

引人入胜的专著. 关于动力系统在组合数论中应用也可参见[15, 154]等. Szemerédi定理的

证明还可以参见[69, 89, 186, 187]. 陶哲轩定理的证明我们采用了Austin 的证明[11, 12], 另

外不同的证明参见[99, 188].

在本章中Furstenberg-Zimmer结构定理的证明我们主要沿用Furstenberg的方法，Zimmer

的处理方法参见[203, 204].

现在幂零李群理论在动力系统中占据越来越重要的地位，关于幂零系统的基本知识

可以参见[10, 44, 102, 144]等. 幂零李群在数学中应用的一个很好的例子是Green和陶哲轩

等人的系列工作[85, 86, 87, 88]. 关于更多多重回复和多重遍历的信息参见[15, 16, 18, 19,

20, 66, 67, 68, 102, 135, 143].
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[48] Derrien J. and Lesigne E. (1996). Un théorème ergodique polynomial ponctuel pourles endomor-
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对偶定理, 27
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非周期矩阵, 31
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回复点, 181
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几乎周期函数, 98

几乎周期向量, 105

加倍映射, 42

加法机器, 43
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简单函数, 7
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渐近, 206
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阶数𝑑系统, 394

紧扩充, 366, 371
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连续谱空间, 103
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两两独立确定的, 399
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幂等系统, 383

幂零系统, 393

面变换, 396

南北极系统, 176

内正则, 24

平凡系统, 36, 41, 173

平稳随机过程, 48
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普遍可测集, 143
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谱分解定理形式I, 113
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奇异, 17

奇异测度, 108

奇异酉算子, 115

齐性集, 346
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齐性斜积系统, 166

强不变集, 174

强混合, 87

强生成子, 264

全转移, 46

群的特征, 26

群扩充, 165

群斜积系统, 166

群旋转, 43, 58

群自同态系统, 43, 59
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