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高中时候学过一些简单的概率知识。概统的概率论部分做了补充和升

华。高中那些内容不仅少，而且缺少内在逻辑。而这门课程收获颇丰。

1 概率论部分

1.1 事件&概率

与高中一大不同，概率运算很成体系地从两个定理开始：加法和乘法。

前者描述互斥事件，后者描述独立事件。P 木A末B朩 朽 P 木A朩 末 P 木B朩

P 木AB朩 朽 P 木A朩P 木B朩

这俩定理的引出有概统中常见的思路机大家觉得合理，于是也可上升到公理

层面。值得一提的是互斥和独立的关系。互斥是集合中的关系，事件是被

当做子集来对待的；而独立却不是一种集合关系，而像是事件本身的特征

性质。那么它俩有没有互推的关系？有的！由定义式可看出互斥 朽⇒ 不独
立。这一点逻辑上也合理。

还有就是算概率的思路方法。主要是两种：分路和逆向，分别对应全

概率公式和杂条杹来杳公式。

全概率：

P 木A朩 朽
∑

P 木A,Bi朩 朽
∑

P 木A|Bi朩P 木Bi朩

这个分法很实用。而且意义比较显然：加权平均。将导致杁的所有互斥的途

径都算上，加权得出杁的概率。比如全校升学率等于各班升学率加权，权就

朱
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是人数占比。

杂条杹来杳机

P 木Bi|A朩 朽
P 木ABi朩

P 木A朩

再将分子分母全展开即可。思路就是由果溯因，这在以前是没想过的。

1.2 r.v.及分布

从这一章开始就刺激了，随机变量，以数代替事件，从离散型讲起，

多了个材杯杩分布。刚讲材杯杩分布的时候，我是有点懵的，想来当时还是依靠

高中的记忆再学。现在回头看，材杯杩分布非常自然——二项分布的极限形

式，杮很大，杰很小，杮杰有限时的近似（误差？）。而二项也可以看成超几何

在李很大时的近似。值得一提，既然是分布取极限，那么各自的杅和杖条杲就

应该也有相似的形式，的确如此朡以期望为例，设X1, X2, X3分别服从杈本 杂本

材杯杩，则 
E木X1朩 朽 n木M/N朩

E木X2朩 朽 np

E木X3朩 朽 λ 朽 np

这是学习微积分后能运用的思路：极限。

离散之后讲连续，就纯粹是运用微积分的知识了。连续杲朮杶朮的特征是存

在杰杤杦，同时重视杣杤杦的概念，并它们的相互转化，即微积分基本定理。之

后求一个连续的分布，往往是先分析杣杤杦，然后求导得到杰杤杦。杰杤杦的引入过

程很值得玩味。连续的东西固然好，可以用微积分操作，但是一个点的概

率肯定是趋于零呀？是的，就是朰，但朰与朰之间有着不同，因为它们本质上

不是朰。所以引进杰杤杦后不说一个点的概率，而说一个点的领域的概率，就

是f木x0朩dx了。

连续分布的典型就是正态，指数，还有略显杴杲杩杶杩条杬的均匀分布。指数分

布以前没见过，而且体现出来了一种分布特性：无记忆性。离散的几何分

布杇也有这性质，就像买饮料，一瓶一瓶买，中奖率是一定的，和之前中不

中无关。取值域任截一段，只要这段一样长，（条件）概率就相等：

P 木X ≥ S朩 朽 P 木X ≥ S 末 t|X ≥ t朩

另外注意指数分布根据定义，它在朰点杰杤杦是不连续的，“朰寿命”如果能取

到毕竟太奇怪。但杆是连续的。
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之后更是刺激，从一维提升到多维，引入随机向量，进而有联合密度

函数。这其实也很自然，与事件概率很有对应机联合密度对应事件同时发生。

进而可以对应条件密度，以及独立性，一下就串起来了，因为它们本质上

是一样的。多维引入后还研究了下与一维之间的关系，即整体和边缘的关

系。从分布的角度，总体决定边缘，总体包含更多的信息，因此可以由总

体定出边缘，反过来却不行。我觉得很有逻辑，有美感。求边缘的过程也

有和之前类似的思路：

f1木x1朩 朽

∫ ∞
−∞

f木x1, x2朩dx2

这不正是求事件概率的“分路”思路吗？

最刺激的是最后也是最难的“变换”——杲朮杶朮的函数的分布。这是很有

力的工具，知道一些基本杲朮杶朮的分布，就可以求出它们四则运算后满足的分

布。很宏观。离散的情形举了杂和材杯杩分布，证明了独立下的可加性。这个

过程中陈老强调的概率思维我也很受用：先从概率的逻辑出发，问题会简

单很多。至于连续型的变换，变换过程托杊条杣杯杢杩的福，即便是多维的也容易

计算，难就难在定义域的变化，注意一下就好。

1.3 数字特征

数字特征的确值得单独拎一章来讲。引入的思路也很自然。要想知道

全部的信息，那就给出具体的分布。可是这样太不经济了，先不说能不能

求出分布，就算求出了，也要根据问题需要继续分析。而如果引入数字特

征，就有的放矢了。最重要的就两个特征：期望和方差。前者刻画平均程

度，后者刻画离散程度，是两个很有意义的方面。（杅和杖条杲的独立性？）

期望 定义上有点跳，竟然要绝对收敛，用这么专业的词汇。其实合理：

先大家确定个共识，不收敛的我们不谈期望。就像老师举的奖金例子，如

果按照奖金加权算出来无穷大，那再去研究这样的期望没意思。

按照定义求一个分布的期望没什么内涵，但是期望的性质很有内涵！具体

地看一下性质。

首先，期望是线性的：

E木c1X 末 c2Y 朩 朽 c1EX 末 c2EY

这个好性质分了两块证明，一个是可加性，一个是杲朮杶朮函数期望的简单情

况，就是杲朮杶朮乘个常数的期望。该性质不需要独立性，普适！这就很好。还
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有就是杲朮杶朮乘积的期望。这就必须有独立的前提了。如果将权杯杶的性质拿到

这里来，更有助于理解，放到方差后面引入。期望这里也有一个“分路”

的思路，即条件期望与全期望的关系。杙的期望不好直接求，可以先求给定

一个杸时的期望，然后拼起来：

E木Y 朩 朽

∫ ∞
−∞

E木Y |x朩f1木x朩dx

其中E木Y |x朩是个关于杸的函数，这点比较重要。这样来看，思路还是我们熟

悉的分路，加权平均。全校的平均身高，等于各班的加权平均，权是人数

比，是一样的思路。而且，由杲朮杶朮函数的期望，干脆更简洁地写成

E木Y 朩 朽 E杛E木Y |x朩杝

这就很美了。

方差 方差杖条杲就是为了刻画杲朮杶朮的（平均）离散程度的。离散指的是在某

个值附近波动，这个值当然最好是均值，也就是期望杅了。所以杖条杲得基

于杅定义。定义的思路很好，平均离散程度肯定用作差刻画，但直接作差求

平均肯定是朰呀，所以要平方一下起个求绝对差的作用。不直接用一次幂绝

对值是因为绝对值不好处理，所以最简单的就是作差后平方，再求平均：

V ar木X朩 , E木X − EX朩2

这个式子非常简单，我为什么要写出来？就是因为理解了思路后很简单！

小学开始就学方差，曰“（样本）与平均值的差的平方的和的平均值”，像

背诵一样，把孩子教死板了！

杖条杲也有不错的性质，比如也可加，但是要求各杲朮杶朮独立，这也反过来体现

了杅的可加性的优越。不过期望有的乘积可拆性在方差这就没有了。

协方差与相关性 以上的期望和方差都主要是单杲朮杶朮的特征。对于多维情形

的数字特征，由方差合理地引入了协方差权杯杶。我认为权杯杶有两方面的好作

用，一是帮助理解杅和杖条杲的性质，二是刻画一个多维特有的特征——相关

性。对于作用一，总结一下，权杯杶与杅有关系：

E木XY 朩 朽 Cov木X,Y 朩 末 EXEY
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与杖条杲的关系机V ar木X 末 Y 朩 朽 V arX 末 V arY 末 朲Cov木X,Y 朩

V ar木X − Y 朩 朽 V arX 末 V arY − 朲Cov木X,Y 朩

这就很明白，用性质时，独立和不独立时差了什么：协方差权杯杶！因

此权杯杶也就可以部分刻画独立性，实际上是较独立性弱一点的相关性。

这也就是上面说的作用二。协方差涉及两个变量，当它们的关系变化时，

能体现出来。具体而言，就是同向正，反向负。但是直接用协方差还包含

了变化幅度的信息，如果只想关注变化的协同性，就自然地引入了相关系

数

ρ ,
Cov木X,Y 朩

σ1σ2

这就除去了变化幅度的影响，着重关注变化的（线性）相关性，当且仅

当杘与杙有严格线性关系时，|ρ|能达到朱。相关性和独立性的关系也是一大

难点。独立是更加严格的条件，因此独立 朽⇒ 不相关，但反之不行。不过
不影响之前的性质，因为已经前提要求独立，那么权杯杶必然为朰，于是杅乘

法可拆，杖条杲加法可拆。

1.4 两大定理：LLN&CLT

这两大定理很震撼。书上只给一节，我觉得一章也不为过。只是可能

太深刻，无法兼顾教学罢了。

大数律 大数定理可以称之为大数律，杌条杷 杯杦 杌条杲杧来 李杵杭杢来杲杳，杌杌李。大

数，大样本量。俩定理都是大样本特征。正是因为大，才像自然，才真实。

杌杌李 表明，从分布中独立抽样，样本均值依概率收敛于分布期望（真均

值）：

Xn
p−→ µ

依概率收敛就是概率趋于零，而不是具体的差值趋于零。于是，大样本的

算术平均，看起来真的会很像真均值。杌杌李的一大特例，也是最早的大数

律：

pn
p−→ p

就是频率依概率收敛于对应概率朡从后面估计的角度看，频率是真概率的好

估计，至少是相合的，即依概率收敛于被估计量。
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中心极限定理 我建议权杌杔改名为“渐进正态定理”。定理内容就是说，从

分布中独立抽很多（杮）个样本，求和（Sn）本重复操作并统计Sn，会发现

竟然看起来像正态。而且杮越大，看起来越像，无论原来分布是什么！表述

出来就是：

Sn
d−→ N

既然求和渐进正态，也就可以说均值渐进正态。由独立性可知李的具体参

数，标准化后可以方便计算。上面式子的形式是老师讲的，简截了当。这

定理也是太深刻了。难怪正态要叫“正”，叫“李杯杲杭条杬”，可不！管你原来

分布是什么，如果每次抽出来够多，和的分布看起来都与正态一样。甚至

不只是和，许多看似复杂的统计量都有这种“渐进正态性”，这就蕴含了深

刻的自然规律。

如果求和的杲朮杶朮是示性变量，Sn就表示发生次数了，可得权杌杔的一大特例，

是二项分布的又一极限。与材杯杩分布相似，但材杯杩要求的是杮大杰很小，总

的杮杰（λ）不太大，而权杌杔的近似是杮大杰不小，杰是定的。这时就用正态去

近似大二项分布，不能用材杯杩作极限形似。
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2 数理统计部分

概率论部分其实更数学一些，而数理统计包含了一些统计的典型思想，

渐渐更像做实验研究了。我觉得主要是这个思路：

一个统计问题→ 主观合理的结果→ 结果的合理性

从参数估计到假设检验，都是这个思路。

2.1 参数估计

估计的对象是分布的未知参数。两种估计，一种是点估计，另一种是

区间估计，各自思路不一样。

统计问题：点估计 两种主观合理的手段：矩估计，极大似然估计（杍杌杅）。

矩估计 以样本矩估计原点矩主观上合理。以原点矩为例本即

ak 朽 αk木θ朩

未知参数不一定只有一个，有几个未知就用几个矩。遵循低阶矩优先原

则。

杍杌杅 定义似然函数

L , f木X1朻 θ朩 · · · f木Xn朻 θ朩

从杌的概率意义出发：一个联合密度函数。固定杘而变参数θ，则使似然函

数取极值的参数，主观上可视为好的估计，称为杍杌杅估计量。

结果合理性：优良准则 优良准则主要有
大样本量：相合性 杞g

p−→ g木θ朩

定样本量：

无偏性 E木杞g朩 朽 g木θ朩

有效性 V ar less

把相合列到第一个，是因为相合是对任何估计量最起码的要求。实际上，

相合是大样本性质，如果不相合，说明再大的样本都有可观的概率使得它
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们相差较大，这种估计量自然不可取。

无偏性和有效性更细节一些。用概率思维来看，很有图像感。和期望、方

差的图像是一样的。另外，无偏性的讨论涉及的自由度性质我觉得很好：

自由度 未这一段是直观的理解，不是数学考究。

可以简洁地下个定义：

DoF s 朽 n− k

力学中描述运动，杮是一般坐标数，杫是约束个数，杳作为自由度就是独立广

义坐标数目。

统计中描述杲朮杶朮，杮就是一般变量个数，杫是变量关系方程数目，杳就是自由

度。

可见它们的本质是一样的。因此不难理解两个重要结论，一是

X ⊥
∑
i

木Xi −X朩2

这是因为左边没约束，杳为杮；而右边有一个约束，即
∑

木Xi−X朩 朽 朰，所以

少了一个自由度，导致独立。

以及

E木S2朩 朽 σ2 with S2 ,

∑
木Xi −X朩2

n− 朱

即样本方差是总体方差的无偏估计。实际上，由上面自由度的结论：S2的

分子只有杮札朱的自由度，除以杮札朱正好。而如果分子是∑
木Xi − µ朩2

那就应该除以杮，因为自由度没少。这正是后面检验方差中，均值已知时用

的统计量。

统计问题：区间估计 区间估计的思路与点估计不像，和假设检验像。先

是主观上合理的手段，即用统计量表达区间上下界。直接考虑合理性：估

计的精确度： 精：区间长度要小确：套住被估计量的概率大

这两个要求是矛盾的，与假设检验遇到的两类错误相似。因此为了有标准，

先定下一个水平木α朩，先保证套住的概率，再让区间最短。区间估计和假设
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检验多出来的部分很大程度上在于怎么保证这概率本怎么算出来。

思路还是构造统计量。以估计µ为例，构造

U 朽

√
n木X − µ朩

σ
∼ N木朰, 朱朩

构造理由很显然：杕服从标准正态。给定α，就能算出杕的一个区间：

图 朱机 杉杴 杴杲杯杵杢杬来杤 杭来 杳杯 杭杵杣杨 杴杯 条杤杤 条 朌杧杵杲来朡朡

使得该区间内的概率符合要求，即朱 − α。若问，概率相当于密度曲线包住
的面积，面积一定对应的区间并不唯一呀？的确。之所以像上图对称地取，

正是因为考虑了精确度——水平保证了确，对称保证了精。

区间估计的水平包含一种对概率对象的理解。给定估计的水平并测出区间，

不恰当的说法是被估计量“有一定水平的可能在这区间内”。因为被估计的

不是变量，算出来具体区间后，它要么在，要么不在！水平是对于方法而

言，就是我们的统计量“套”得准不准。
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2.2 假设检验

假设检验有和区间估计相似的思路，连枢轴变量法都一样！

统计问题机验证零假设H0 假设检验最大的特点就是有一步主观的判断：选

择H0。同一个问题，如果调换零假设和备择假设，结果可能完全相反。我

觉得这也侧面体现了统计的片面性——统计并不代表全部，统计上显著也

不一定代表真的很重要。而选择H0的过程正包含了“非统计”的这一部分

信息，是必要的。

检验问题的思路与之前相似！提出H0及H1后，先给主观合理的结果。比

如，验证分布参数µ ≥ θ0，那就认为样本的X够大时接受。可多大算够大？
同样的思路，细致化合理性：先给水平α。在区间估计它的意思是不包含的

概率上限，在这的意思是第一类错误的概率上限，即弃真率上限，非常相

似！同理，构造服从已知分布的统计量，按照水平算出区间，只是这里不

需要反解，直接算出统计量是不是在理论区域（拒绝域）内即可。

假设检验不失为一种先进的方法。但是我个人认为逻辑不易缕清，这限制

了它的科学性保证。期待以后更深的认识。
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