
第十四次作业答案

罗曾宇

题目 1. 有一光源 S 与接收器 R 相对静止，距离为 l0，S −R 装置浸在均

匀无限的液体介质 (静止折射率 n) 中. 试对下列三种情况计算光源发出讯

号到接收器接到讯号所经历的时间.

(1) 液体介质相对于 S −R 装置静止；

(2) 液体沿着 S −R 连线方向以速度 v 流动；

(3) 液体垂直于 S −R 连线方向以速度 v 流动.

解答. 设 S −R 装置静止的参考系为 Σ，S −R 连线在 x 轴上.

(1) 当液体相对于这装置静止时，光速为 ux =
c

n
，讯号传播时间为

△t =
l0
ux

= n
l0
c
.

(2) 当液体沿着 S −R 连线方向流动时，在液体静止的参考系 Σ
′
中光

速 u
′
x =

c

n
，故在 Σ 系中光速及讯号传播时间分别是

ux =
u

′
x + v

1 +
vu

′
x

c2

=
c(c+ nv)

nc+ v
,

△t =
l0
ux

=
l0(nc+ v)

c(c+ nv)
.

(3) 当液体介质沿 Σ 系的 y 轴正方向流动时，在液体静止的 Σ
′
系中，

S − R 装置的运动速度为 u
′
y = −v，光速 u

′
=

c

n
，故在 Σ

′
系中光从 S 至

1
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R 的传播速度和时间分别是

u
′

x =
√

u′2 − v2,

△t
′
=

l0
u′
x

=
nl0√

c2 − (nv)2
,

变换到 S −R 静止的 Σ 系中，便有

△t = △t
′
√

1− (
v

c
)2 =

nl0

√
1− (

v

c
)2√

c2 − (nv)2

题目 2. 在坐标系 Σ 中，有两个物体都以速度 u 沿 x 轴运动，在 Σ 系看

来，它们一直保持距离 l 不变. 今有一观察者以速度 v 沿 x 轴运动，他看到

这两个物体的距离是多少？

解答. 在两物体静止的参考系 Σ
′′
中，两者距离为

l0 =
l√

1− (
u

c
)2

=
cl√

c2 − u2
,

设观察者所在参考系为 Σ
′
，他测得这两个物体的速度为

u
′

x =
u− v

1− uv

c2

=
c2(u− v)

c2 − uv
,

故观察者测得这两个物体的距离为

l
′
= l0

√
1− (

u
′
x

c
)2 =

cl
√
c2 − v2

c2 − uv
.

题目 3. 一把直尺相对于 Σ 坐标系静止，直尺与 x 轴交角 θ. 今有一观察

者以速度 v 沿 x 轴运动，他看到直尺与 x 轴交角 θ
′
有何变化？
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解答. 在尺子静止的参考系 Σ中，有 tan θ =
△y

△x
.而在运动的观察者看来，

尺子的长度在 x 和 y 两个方向的投影为

△x
′
= △x

√
1− (

v

c
)2 =

△x

γ
,△y

′
= △y,

因此有

tan θ
′
=

△y
′

△x′ = γ tan θ.

可以画个草图看看几何关系.

题目 4. 两个惯性系 Σ和 Σ
′
中各放置若干时钟，同一惯性系中的诸时钟同

步.Σ′
相对于 Σ 以速度 v 沿 x 轴方向运动. 设两系原点相遇时，t0 = t

′
0 = 0.

问处于 Σ系中某点 (x, y, z)处的时钟与 Σ
′
系中何处的时钟相遇时，指示的

时刻相同？读数是多少？

解答. 由洛伦兹变换

x
′
= γ(x− vt), y

′
= y, z

′
= z, t

′
= γ(t− v

c2
x),

当 Σ
′
系位于 (x

′
, y

′
, z

′
) 的钟与 Σ 系位于 (x, y, z) 的钟相遇，而且两钟指示

的时刻相同，即 t
′
= t 时，即有

x =
c2

v
t(1− 1

γ
),

进而可以得到

x
′
= −x, t

′
= t =

x

v
(1 +

1

γ
).

题目 5. 火箭由静止状态加速到 v =
√
0.9999c. 设瞬时惯性系上加速度为

|v̇| = 20m · s−2，问按照静止系的时钟和按火箭内的时钟加速火箭各需多少

时间？
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解答. 设火箭加速方向沿静止系 Σ 的 x 轴正向，速度为

v = ux =
u

′
x + v

1 +
vu

′
x

c2

,

在瞬时惯性系 Σ
′
中，u

′
x = 0，a

′
x =

du′
x

dt′ = 20m · s−2，而
dt′

dt =
1

γ
，故在 Σ

系中火箭的加速度为

ax =
dv
dt =

dt′

dt
dux

dt′ =
1

γ
a

′

x(1−
v2

c2
) = 20(1− v2

c2
)
3
2 ,

即有

dt = 1

20

dv
(1− v2

c2
)
3
2

,

故在 Σ 系中火箭从 v = 0 加速到 v =
√
0.9999c 所需时间为

t =
1

20

∫ v

0

dm
(1− m2

c2
)
3
2

= 5
√
0.9999c(秒) = 47.53(年),

这个积分并不困难，利用三角函数换元即可, 令 m = c sin θ，不定积分的原

函数是 c tan θ.

而在火箭内的参考系 Σ
′
中

dt′ = 1

γ
dt = 1

20

dv
1− v2

c2

,

故同样的加速过程，火箭内的时钟记录的时间为

t
′
=

1

20

∫ v

0

dm
1− m2

c2

=
c

40
ln 1 +

√
0.9999

1−
√
0.9999

= 2.52(年).

∫ v

0

dm

1− m2

c2

=
1

2

∫ v

0
(

1

1 +
m

c

+
1

1− m

c

)dm =
c

2
ln c+ v

c− v
.

题目 6. 一平面镜以速度 v 自左向右运动. 一束频率为 ω0，与水平成 θ0 夹

角的平面光波自右向左入射到镜面上，求反射光波的频率 ω 及反射角 θ. 垂

直入射情况如何？
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解答. 这是光在运动镜面上的反射问题. 令镜子沿 Σ 系的 x 轴正向运动，

镜面垂直于运动方向. 设镜子静止的参考系 Σ
′
中，入射波频率为 ω

′
，入射

角为 θ
′
i，由反射定律有 θ

′
r = θ

′
i，故入射波矢 k

′

i 和反射波矢 k
′
r 的 x 分量分

别为

k
′

ix = −ω
′

c
cos θ′

i, k
′

rx =
ω

′

c
cos θ′

i,

在 Σ 系中，观测到入射波频率为 ω0，入射角为 θ0，设反射波频率为 ω，反

射角为 θ，即入射波矢 ki 和反射波矢 kr 的 x 分量分别为

kix = −ω0

c
cos θ0, krx =

ω

c
cos θ,

从 Σ 系到 Σ
′
系，入射波的四维波矢变换为

k
′

ix = γ(kix −
v

c2
ω0), k

′

iy = kiy, ω
′
= γ(ω0 − vkix),

从 Σ
′
系到 Σ 系，反射波的四维波矢变换为

krx = γ(k
′

rx +
v

c2
ω

′
), kry = k

′

ry, ω = γ(ω
′
+ vk

′

rx),

由此可得

k
′

rx = −k
′

ix, ω = γ(ω
′ − vk

′

ix) = γ2ω0(1 + β2 + 2β cos θ0),

其中 β =
v

c
，因为 0 < cos θ0 ≤ 1，可知总有 ω > ω0，仅当 v << c，才有

ω ≃ ω0, 进而有

cos θ =
2β + (1 + β2) cos θ0
1 + β2 + 2β cos θ0

,

tan θ =
sin θ

cos θ =
sin θ0

γ2[2β + (1 + β2) cos θ0]
,

可见一般情况下，反射角 θ ̸= θ0，即静止条件下的反射定律对于运动物体

不成立. 仅当 v << c，才有 θ ≃ θ0. 当入射角 θ0 = 0 即垂直入射情形，有

ω =
c+ v

c− v
ω0, θ = 0.
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题目 7. 在洛伦兹变换中，若定义快度 y 为 tanh y = β，

(1) 证明洛伦兹变换矩阵可写为

a =


cosh y 0 0 i sinh y

0 1 0 0

0 0 1 0

−i sinh y 0 0 cosh y

 ,

(2) 对应的速度合成公式

β =
β

′
+ β

′′

1 + β ′β ′′ ,

可用快度表为 y = y
′
+ y

′′
.

解答. 由双曲函数的定义

sinh y =
ey − e−y

2
=

1

csch y
,

cosh y =
ey + e−y

2
=

1

sech y
,

以及 tanh y =
sinh y

cosh y
，若定义快度 y 为 tanh y = β =

v

c
，便有

cosh y =
1√

1− tanh2 y
=

1√
1− β2

= γ,

sinh y = cosh y tanh y = βγ,

于是，当 Σ
′
以速度 v 沿 Σ 的 x 轴运动且相应的坐标轴平行时，洛伦兹变

换矩阵

a =


γ 0 0 iβγ

0 1 0 0

0 0 1 0

−iβγ 0 0 γ

 ,
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在 Σ 系与 Σ
′
系中速度的 x 分量分别为 ux 和 u

′
x，令 tanh y = β =

ux

c
, tanh y

′
= β

′
=

u
′
x

c
, tanh y

′′
= β

′′
=

v

c
, 则速度变换

ux =
u

′
x + v

1 +
vu

′
x

c2

,

即

β =
ux

c
=

β
′
+ β

′′

1 + β ′β ′′ ,

可写成

tanh y =
tanh y

′
+ tanh y

′′

1 + tanh y′ tanh y′′ = tanh
(
y

′
+ y

′′
)
,

即 y = y
′
+ y

′′
.

题目 8. 电偶极子 p0 以速度 v 作匀速运动，求它产生的电磁势和场

φ,A,E,B.

解答. 在 p0 静止的参考系 Σ
′
中，仅观察到它的标势 φ

′
，或电场 E

′ :

φ
′
=

p0 ·R
′

4πϵ0R
′3

�A′
= 0,

E
′
=

1

4πϵ0
[
3(p0 ·R

′
)R

′

R′5
− p0

R′3
],B

′
= 0,

其中，R
′
和 R

′
分别是从 p0 到场点的距离与矢径：

R
′
=

√
x′2 + y′2 + z′2,R

′
= x

′
ex + y

′
ey + z

′
ez,

令 p0 沿 Σ 系的 x 轴运动，由四维势变换 Aµ = aνµA
′
ν，得 Σ 系中的电磁势

为

A// = γ(A
′

// +
v

c2
φ

′
) = γ

v

c2
φ

′
, A⊥ = 0,

φ = γ(φ
′
+ vA

′

//) = γφ
′
,
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又由电磁场量的变换 Fλτ = aµλaντF
′
µν，即

E// = E
′

//,B// = B
′

//,

E⊥ = γ(E
′ − v ×B

′
)⊥,B⊥ = γ(B

′
+

v

c2
×E

′
)⊥,

则在 Σ 系观察到的电磁场为

E// = E
′

//,B// = 0,

E⊥ = γE
′

⊥,B⊥ = γ(
v

c2
×E

′
)⊥,

设 t = 0 时 p0 刚好经过 Σ 系的原点，此时场点坐标的变换为 x
′
= γx, y

′
=

y, z
′
= z，因此在利用上面的式子计算动系的场时，其中的 R

′
和 R

′
应当

换成

R
′
=

√
γ2x2 + y2 + z2,R

′
= γxex + yey + zez.


