
矩阵分析笔记

1 矩阵的基本概念

·Hermitian矩阵：�� = �。幂等矩阵：�2 = �。

·内积： �, � = ���， �(�), �(�) = ������ ， �(�), �(�) = �{���}

·��范数： � � = ( �� �� )1/�，距离�(�, �) = � − � 。

·范数性质（P27）

·向量夹角：cosθ = �,�
� �

。常数向量、函数向量正交充要条件是内积为零，随

机向量正价条件是外积为零。

·均值向量�� = �{�(�)}，自相关矩阵�� = �{�(�)��(�)}，自协方差矩阵�� =

�{[�(�) − ��][�(�) − ��]�} = �� − �����。互相关矩阵��� = �{�(�)��(�)}，互

协方差矩阵��� = �{[�(�) − ��][�(�) − ��]�} = ��� − �����。相关系数��� =
���
����

。

统计不相关充要条件为互协方差矩阵为零，正交充要条件为互相关矩阵为零。

· �(�)~�(��, ��)， 若 �� 独 立 同 分 布 ， �(�) = 1
(2�)�/2 �� 1/2 ���( −

1
2
(�(�) −

��)���−1(�(�) − ��))。

·欧氏距离：��(�, �) = � − � 2；马氏距离：��(�, �) = (� − �)���−1(� − �)。

·矩阵的��范数： � � = ( �� ���
�

� )1/�。

·矩阵范数性质（P33），内积与范数关系（P35）

·矩阵的行列式：���(�) = ����( − 1)�+����(���)� 。

·行列式性质、特征值及性质、迹及性质、秩及性质、逆及性质（P47~P55）

·矩阵和的求逆公式：(� + ���)−1 = �−1 − �−1�(� + ���−1�)−1���−1。

·分块矩阵的逆（P57），Hermitian矩阵求逆引理（P58~59）

·左逆矩阵：�� = �,� ≥ �；右逆矩阵：�� = �,� ≤ �。若����(�) = �，左伪



逆矩阵� = (���)−���，若����(�) = �，右伪逆矩阵� = ��(���)−�，伪逆矩

阵唯一确定。

·广义逆矩阵 Moore-Penrose 条件：��� = �, ��� = �, ��和��为 Hermitian矩

阵。

·M-P矩阵计算（P64~P67）

·Kronecker积：�⊗� = ���� , [� ⊗ �]���� = ����

·直和：�⊕� = �
�

·Hadamard积：[� ∗ �]�� = ������，若�,�正定（半正定），则� ∗ �正定（半正定）

·直和与 Hadamard积性质（P67~P70）

2 特殊矩阵

·基本矩阵��� = �����。

·基本矩阵性质（P101）

·Ⅰ型基本矩阵�(�,�)，Ⅱ型基本矩阵��(�)，Ⅲ型基本矩阵�(�)+�(�)，对矩阵左乘

表示行操作，右乘表示列操作。

·置换矩阵：各行列有且仅有一个非零元素 1。移位矩阵� = (�2, ···, ��, �1)�。互

换矩阵� = (��, ···, �1)�。选择矩阵�(�−1)×� = [��−1, 0]。交换矩阵������(�) =

���(��)。广义置换矩阵：各行列有且仅有一个非零元素。

·酉矩阵：��� = ��� = �。仿酉矩阵：只满足��� = �或��� = �。正交矩阵

与半正交矩阵定义与之类似。

·酉矩阵性质（P111）

·正规矩阵：��� = ���。

·求和向量�� = [1, ···, 1]�，��×� = �����，中心化矩阵�� = �� −
1
�
��， (�� − ��)2� =



����。

·�~�：� = �−���，�非奇异。

·相似矩阵性质（P117~P118）

·相合矩阵：� = ����，�非奇异。相合矩阵的二次型相同。

·三角矩阵性质（P114）

·Vandermonde矩阵� =
�10 ⋯ ��0
⋮ ⋱ ⋮

�1�−1 ⋯ ���−1
，���(�) = �>� (�� − ��)�

·Fourier矩阵��� = �(�−1)(�−1), � = �−�2�/�

·Fourier矩阵性质（P124）

·Hadamard矩阵：所有元素取±1，且����
� = ��

��� = ���。

·Hadamard矩阵性质（P129~P130）

·Toeplitz 矩阵��� = ��−�。对称 Toeplitz 矩阵：�−� = ��。Hermitian Toeplitz 矩

阵：�−� = ��∗。

3 矩阵微分

·根据函数�(�)在� = 0点的幂级数构造矩阵函数�(�) = � ���
�� 。

·若�� = ��，则���� = ���� = ��+�。

· 若 �� = �� ， 则 ���(� + �) = �������� − ��������, ���(� + �) =

�������� + ��������。

·设�−��� =
�1

⋱
��

，则�(�) = �
�(�1)

⋱
�(��)

�−�。

·偏导算子�� =
�
���

, ����(�) =
�

�����(�)
, �� =

�
���

，梯度算子�� =
�
��
, ����(�) =

�
����(�)

，����(��) = ����(�), �� = ��
�。

·[���(�)]�� =
���(�)
���

, ���(�) =
����(�(�))
�����(�)



·��(�) = ��(���), � = ���(�); ��(�) = ��(���), � = ���(�)

·矩阵微分的性质和常用公式（P152~P153,P158,P160）

·�(����(�)) = ��(����) + ��(�����) = (� + ����)�(����), ���(�) = � +

����；��(�) = �(��)� + �(���)�, ���(�) = (�� ⊗�) + (�� ⊗�)���。

·�[�(�)] = ��2�(�) = ��(���(�)),��[�(�)] = �[�(�)]

· �2�(�) = (��)����,�[�(�)] = 1
2
(�� + �); �2�(�) =

(�(���(�)))���(����), �[�(�)] = 1
2
(�� + �)

·
�
��
= 1

2
( �
��
− � �

��
), �
��∗

= 1
2
( �
��
+ � �

��
)

·复变函数偏导的常用公式、法则（P173~P174）

·协梯度算子�� =
�
���

，共轭协梯度算子��∗ =
�
���

，梯度算子�� =
�
��
，共轭梯度

算子��∗ =
�
��∗

·复偏导算子重要结果（P177）

·梯度矩阵运算法则（P179）

·��(�, �∗) = ��(��� + ���∗), ���(�, �∗) = ��, ��∗�(�, �∗) = ��

·几种迹函数、行列式函数的复矩阵微分（P183~P184）

4 无约束优化和凸优化基础

·�(�)局部极小点：���(�) = 0, ��2�(�) ≽ 0。�(�)局部极小点：��∗�(�, �∗) =

0,��(�, �∗) ≽ 0。凸函数的局部极小点即为全局极小点。

·凸函数、强凸函数、拟凸函数定义（P213~P214）

·一般优化问题：min
�∈�

�0(�) �. �. ��(�) ≤ ��, � = 1, ···, �。如果目标函数和约束函

数都是凸函数，则为凸优化问题。

·凸集定义与运算性质（P211~P212）



·函数�(�)为凸函数的充要条件是�(�) = �(� + ��)对任意�, �都是凸函数。

·函数�(�)为凸函数的充要条件是�(�) ≥ �(�) + ���(�)(� − �)。

·设凸优化问题最优解�∗，记�(�, �, �) = �0(�) + ����(�)� + ��ℎ�(�)� ，拉格朗

日对偶函数�(�, �) = ���
�
�(�, �, �)是凹函数。对偶问题：max

�≽0,�
��(�, �)，其最优解

�∗ ≤ �∗。

·拉格朗日对偶无约束优化问题 KKT条件：

��(�) ≤ 0
ℎ�(�) = 0
� ≽ 0

����(�) = 0
��(�, �, �) = 0

。

·凸优化与拉格朗日对偶无约束优化强对偶。非凸优化，解在可行域内域则强对

偶（Slater定理），否则弱对偶。

5 奇异值分解

·条件数（P287）

·对矩阵�，存在酉矩阵�, �，使得� = ����, � = �� �
� � ，其中�� =

����(�1, ···, ��), �1 ≥ ··· ≥ �� > 0, � = ����(�)。�1, ···, ��以及��+1 = ··· = �� = 0

称为�的奇异值。

·奇异值的分解形式（P289~P290）

·对优化问题 ���
����(�)=�<����(�)

� − � �
2，解为�� = �=1

� �������� ，且 � − �� �
2 =

�=�+1
� ��2� 。

·奇异值分解的唯一性（P291~P292）

·奇异值的性质（P292~P295）

·奇异值分解的应用（P301~P304）

·乘积奇异值分解（P298~P299）

·广义奇异值分解（P304~P306）



6 最小二乘

·最小二乘问题：min
�

�� − � �。� = 1 时称为最小绝对偏差问题，� = 2 称为

线性最小二乘问题，� = ∞称为最小最大问题。

·Guass-Markov定理：对于�� = � + �，当且仅当�列满秩时，存在最优无偏解，

它由最小二乘解���� = (���)−����给出，具有最小方差。

·Tikhonov正则化：对秩亏损情况，����� = (��� + ��)−����。

·普通最小二乘（b有误差），解：���� = (���)−����

·数据最小二乘（A有误差），解：����� = ���
�

(��−�)�(��−�)
���

。

·总体最小二乘解：���
�

(��−�)�(��−�)
1+���

。（P337~P348）

7 特征分析

·代数多重度、几何多重度（P402）

·特征值和特征向量性质（P408~P410）

·奇异值分解和特征值分解的区别（P403）

·若实矩阵�具有 n 个线性无关的特征向量（或 n 个不同的特征值），则其可对

角化。

·Cayley-Hamilton定理：特征多项式�(�) = ���(� − ��)是使方阵�零化的多项式。

·逆矩阵的计算（P417）

·矩阵幂的计算（P419）

·迷向圆变换� = ��
−1/2��

�(� −��)，其中�为随机向量，协方差矩阵�� = ������
�。

�的所有分量都是零均值、具有单位方差的统计不相关随机变量。

·离散 Karhunen-Loeve变换（P428~P430）

·满足�� = ���的标量�和非零向量�称为矩阵束(�, �)的广义特征值和广义特



征向量，�(�, �) = {�: ���(� − ��) = 0}。

·广义特征值性质（P434）

·(���, ���)是(�, �)的等价矩阵束，�, �非奇异。

·广义特征值分解的总体最小二乘方法（P437）

·Hermitian矩阵�Rayleigh商：�(�) = ����
���

，�可限定于单位球使得�(�)取最值。

·Rayleigh商的性质（P443）

·广义 Rayleigh商（P447~P448）

·复矩阵�酉相似于对角矩阵的充要条件是�为正规矩阵

·复矩阵�相似于对角矩阵的充要条件是�有 n个线性无关的特征向量

·存在可逆矩阵�，使任意矩阵�相似于块对角矩阵，��(��) =
�� 1

⋱ 1
��

8 子空间

·线性空间要求加法满足结合律、交换律、零元素、存在负元素，乘法满足数因

子分配律、分配律、结合律、单位元。

·线性空间�中线性无关向量组所含向量的最大个数称为�的维数，记作��� � =

�。

·若向量集� = {��, ···, ��}是向量空间的子集，则� = ����{��, ···, ��} = {�: � =

�1�� + ··· + ����}称为由��, ···, ��张成的子空间。��, ···, ��称为�的生成元，�

称为�的张成集。

·张成集定理：（1）若�中某向量是其他向量的线性组合，删除后仍张成�；（2）

若�非平凡，则在�中存在某线性无关向量的子集合，它张成�。

·�的子集合{��, ···, ��}称为�的一组基，如果� = ����{��, ···, ��}，��, ···, ��

线性无关。



·基表示定理：令� = {��, ···, ��}是�的一组基，则�中任意向量都可以表示为

��, ···, ��的线性组合。

·若�和�是�的两组不同的基，若基变换� = ��，称�为�到�的过渡矩阵。

·设� ∈ �在�和�下坐标为�, �，那么� = �−1�。

·子空间� = �1⋂···⋂��表示�1, ···, ��共同向量的集合。若� = {�}，则称�1, ···, ��

无交连。

·� = �1 + ··· + �� = {�|� = �� + ··· + ��, �� ∈ ��}称为�1, ···, ��的和（并）。无交

连子空间的和称为子空间的直和，记作� = �1 ⊕ ··· ⊕ ��，此时�中的向量具有唯

一分解� = �� + ··· + ��, �� ∈ ��。

·维数公式：���(�1 + �2) = ����1 + ����2 − ���(�1⋂�2)。

·称子空间�1, ···, ��为正交子空间，记作�� ⊥ ��，若∀�� ∈ ��, �� ∈ ��，有�� ⊥ ��。

·与�正交的所有向量组成向量子空间�⊥，称为正交补。���(� + �⊥) = ����，� =

�⊕ �⊥，�中任一向量都可以分解为�和�⊥的向量和，称为正交分解。

·若∀� ∈ �，�� ∈ �，则称�相对于�不变。由�的特征向量张成的子空间是相对

于�不变的。零空间����(� − ��)是相对于�不变的，称之为�与特征值�对应的特

征空间。

·子空间ℋ和�的夹角�(ℋ, �) = ���
�∈ℋ,�∈�

�(�, �)。

·令�是到子空间�的正交投影算子，则对于任一复向量�，有���
�∈�

||� − �||2 =

||� − ��||2，或�(�, �) = �(�, ��)。

·正交强迫一致问题：���
�

||� − ��||� , �. �. ��� = �。若有奇异值分解��� =

����，则解为� = ���，称为���的正交极因子。若� = �，易知若� = ����，

则与�最接近的正交矩阵为���。



·矩阵�的列空间记为���(�) = ����{��, ···, ��}，行空间���(�) = ���(��) =

����{��∗ , ···, ��∗ }。值域�����(�) = {��}，零空间（核）����(�) = ���(�) =

{�|�� = �}，零空间的维数称为�的零化维或零度�������(�) = ���[����(�)]。

·�����(�) = ���(�)。

·(���(�))⊥ = ����(�), (���(�))⊥ = ����(��)。

·���(���(�)) = ���(���(�)) = ����(�)，且����(�) + ���(����(�)) = �。

·初等行变换不改变���(�)和����(�)，初等列变换不改变���(�)和����(��)。

·子空间基的构造：初等变换法（P496）、奇异值分解法（P501）

·两个零空间交的标准正交基：平凡方法、奇异值分解法（P502）

8 投影分析

·投影定理：令�是向量空间，而�是�内 n维子空间，若对于�中的向量�，在

子空间�内有一个向量��，使得� − ��与�中任一向量�都满足正交条件，则||� −

��|| ≤ ||� − �||对于所有� ∈ �，当且仅当� = ��时成立。

·向量�到子空间�的正交补�⊥上的投影则称为正交投影，记为��
⊥ �。����

⊥ =

����
⊥ = �，投影矩阵和正交投影矩阵均奇异。

·投影的性质（P529）

·幂 n矩阵及幂等矩阵性质（P532）

·考虑ℂ� = �⊕�，若�有唯一分解� = �� + ��, �� = ��，则称�是沿着�方向

到�的投影算子，简记为��|�。

·复向量�可以唯一分解为� = �� + (� − �)�，若� ⊥ (� − �)，则称分解为正交

分解，�为正交投影算子。若不满足� ⊥ (� − �)，则称�为斜投影算子。

·线性齐次算子�是投影算子，当且仅当�是幂等矩阵。



·齐次线性算子�是正交投影算子，当且仅当�是是 Hermitian幂等矩阵。

·到矩阵�的列空间的投影矩阵�� = �(���)+��。
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