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1. 

（1）6𝑥 − 4𝑦 = 2的整数解。 

（2）𝛴 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}， 𝛴+是非空行，给出𝛴+的归纳定义。𝛴+可数吗？ 

 

2. < 𝐺, ∗>是群，𝑎是 22 阶元，𝑏是 7 阶元，𝑎8𝑥−12 = 𝑒，𝑏𝑥 = 𝑏。求𝑥模 77 的解。 

 

3. {2, 3, 6, 12, 24, 36} 

（1）作出 Hasse图。 

（2）{2, 3, 6, 12}的最大元、最小元、极大元、极小元、最大下界、最小上界。 

 

4. 

（1）(1 2 4)(1 3 4) = ? 

（2）证明{(1 2), (1 3 4)}的生成子群是 4 阶对称群𝑆4。 

 

5. 𝑓: 𝐴 → 𝐵，定义𝐴上的关系 

𝑥𝑅𝑦 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

证明：𝑅是𝐴上的等价关系。 

 

6. 证明：循环群的同态像也是循环群。 

 

7.  

（1）< 𝐺, ∗> 是群，|𝐺| ≥ 2, ∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎2 = 𝑒，则存在整数𝑛使得|𝐺| = 2𝑛。 

（2）< 𝐴, ⨁, ∗, 1, 0 >是布尔代数，𝑎 + 𝑏 = (𝑎 ∗ 𝑏′)⨁(𝑏 ∗ 𝑎′)，则< 𝐴, +>是交换群。 

（3）< 𝐴, ⨁, ∗, 1, 0 >是有限布尔代数，利用（1）（2）证明|𝐴| = 2𝑛。 

 

8. < 𝑅, +, ∗>是环，|𝑅| ≥ 3，∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎2 = 𝑎，则𝑅中有零因子。 

 

https://github.com/Lyncien
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1.【9 分】已知存在一些正整数 n，满足：
(1)2n − n 是 3 的整数倍；
(2)3n − n 是 5 的整数倍；
(3)5n − n 是 2 的整数倍。
求同时满足条件 (1)(2)(3) 的 n 的最小值？

2.【10 分】证明：若两个正整数 a,b 互素，则存在正整数 m,n，使得
am + bn ≡ 1(modab)。

3.【9 分】计算下列置换的运算：
(1) (

1 2 3 4

2 4 3 1

)
◦

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)

(2) (
1 2 3 4 5 6

4 5 2 6 3 1

)3

4.【11 分】设 N 是正整数集，定义 N 上的二元关系 R = {⟨x, y⟩|x, y ∈
N ∧ x+ y是偶数}
(1) 证明 R 是 N 上的一个等价关系
(2) 求该等价关系确定的等价类集合

5.【12 分】设 A = {a, b, c, d},A 上的二元关系 R1 和 R2 定义如下：

R1 = {(a, b), (b, c), (c, d), (d, a)}

R2 = IA ∪ {(a, b), (b, a), (c, d), (d, c)}

其中 IA 为 A 上的恒等关系
(1) 试分别指出 R1 和 R2 所具有的性质 (即是否具有自反性，不自反
性，对称性，反对称性和传递性)；
(2) 试求出 R1 ◦R2, R

+
1和R+

2 (传递闭包)



6.【13 分】集合 S 上运算 * 满足结合律，H 和 K 为 S 的非空子集，
< H, ∗ > 和 < K, ∗ > 为群, 且群 H,K 除了单位元以外无相同元
素，对于群 H,K 内的任意元素 h ∈ H和k ∈ K有h ∗ k = k ∗ h. 若
HK = {h ∗ k|h ∈ H, k ∈ K} 是 S 的子集
(1) 证明 G=HK 关于乘法 * 构成一个群。
(2) 证明 H,K 都是 G 的正规子群。
(3) 证明商群 G/H 与 K 同构。

7.【12 分】设 < G, ∗ > 是一个群，

H = {a|a ∈ G且对于所有b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a}

证明 < H, ∗ > 是正规子群。

8.【13分】已知实数集 R对于普通的加法和乘法是一个含幺环 (乘法存在
单位元)，对于任意 a, b ∈ R，定义 (1)a⊕b = a+b−1(2)a⊗b = a+b−ab

证明 R 关于 ⊕和⊗ 也构成一个含幺环。

9.【11 分】Q[x] 是有理数集 Q 上多项式全体，∆ 为正整数，S = {a +

b
√
∆|a ∈ Q, b ∈ Q}，定义 Ψ : Q[x] → S,Ψ(f(x)) = f(

√
∆), 证明 Ψ

为满环同态映射，求 KerΨ。



注. 题目中表示关系使用的符号 ⟨a, b⟩, 与课本中有序二数组 (a, b) 等价.

1. 设 A = {a, b, c, d}, R ⊆ A × A, 且 R = {⟨a, a⟩ , ⟨b, b⟩ , ⟨a, b⟩ , ⟨c, d⟩}. 求 R 的自反闭包

r (R)、对称闭包 s (R) 和传递闭包 t (R).

2. 设 A = {1, 2, · · · , 20}, R = {⟨x, y⟩ | x, y ∈ A ∧ x ≡ y (mod 5)}, 证明 R 为 A 上的等价关

系, 求商集合 A/R.

3. 已知偏序集 ⟨A,≼⟩, 其中

A = {a, b, c, d, e},≼= IA ∪ {⟨a, b⟩ , ⟨a, c⟩ , ⟨a, d⟩ , ⟨a, e⟩ , ⟨b, e⟩ , ⟨c, e⟩ , ⟨d, e⟩}.

画出偏序集的哈斯图, 并指出 A 的最大元、最小元、极大元、极小元.

4. 设 A = {a, b, c}, R ⊆ A×A, R 的关系矩阵为

M (R1) =


1 1 0

1 1 1

1 0 1

 ,

写出关系 R 的集合表达式, 画出对应的关系图.

5. 设 A = {a, b, c}, 写出下面关系的集合表达式和关系矩阵.

a

b c

G (R)

6. 给出集合 {1, 2, 3, 4} 上的关系, 它们分别具有如下性质:

a) 自反、对称、不传递;

b) 不是自反的、对称、传递;

c) 自反、反对称、不传递;
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d) 自反、对称、传递;

e) 自反、反对称、传递.
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1. (16 分)(1)求解下列同余方程组 

𝒙 = 𝟏 (𝒎𝒐𝒅 𝟓)
𝒙 = 𝟓( 𝒎𝒐𝒅 𝟔)

𝒙 = 𝟒 (𝒎𝒐𝒅 𝟕)
𝒙 = 𝟏𝟎 (𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟏)

 

(2)计算𝛟(𝟕𝟖𝟎𝟎) 

2. (12 分)设集合 A={1，2，3，4}，R 是集合 A上的关系，R={(1,2), (2,1), (2,3), 

(3,4), (4,1)}， 求 R 的传递闭包和 R
2
。 

3.(15 分)R
*
是非零实数集合，𝐱, 𝐲 ∈ 𝐑∗，定义 R

*
上的关系 S：𝐱𝐒𝐲 ⟺ 𝐱 ∙ 𝐲 > 𝟎， 

(1) 证明：S 是 R
*
上的等价关系，并写出所有等价类； 

(2) 如果将 R
*
改为实数集合 R，那么 S还是 R上的等价关系吗？为什么？ 

4. (15 分)对部分序集<{3,5,9,15,24,45}, |>, 回答以下问题： 

(1) 画出 Hasse 图，求极大元和极小元，存在最大元和最小元吗？ 

(2) 找出{3，5}的所有上界，如果存在，求{3，5}的最小上界； 

(3) 找出{15，45}的所有下界，如果存在，求{15，45}的最大下界。 

5.(11 分)设 H 是群 G 的非空子集。证明：H 是 G 的子群的充分必要条件是：对任

意的 a,b∈H，有𝒂 𝟏𝒃 ∈ 𝑯。 

6.(11 分)设 f 是群 G 到𝐆′的同构映射，𝒃 ∈ 𝑮。证明：b与 f(b)的阶相同。 

7. (10 分)试证明：具有 3 个或更多元素的链（线性序集）不是有补格。 

8.(10分)设f是环R到环𝐑′的同态满射，I是R的理想，证明：f(I)=𝐑′ ⟺ I+Kerf=R． 
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题目 1. 解下列同余方程组（14 分）：
x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 9 (mod 11)

题目 2. m,n ∈ N∗ 且 gcd(m,n) = 1，求证：mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 (mod mn)（10 分）。

题目 3. 有两个置换 σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 5 4 6 1

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6
5 3 2 1 6 4

)
，求 στ, σ2τ, τ−1στ

（10 分）。

题目 4. R 是定义在 A×A上的二元关系，其中 A是自然数集 N的子集。(a, b) R∼(c, d)
当且仅当 a+ d = b+ c（10 分）。
（1）求证 R 是 A× A 上的等价关系；
（2）当 A = {1, 2, 3} 时，求商集 (A× A)/R。

题目 5. （1）设 G 为一有限群，证明 G 中阶大于 2 的元素个数为偶数；
（2）在（1）的条件下加上 |G| 为偶数，证明 G 中必有 2 阶元。（14 分）

题目 6. G 为一个群，证明 G 没有非平凡子群当且仅当 G = {e} 或者 G 为素数阶循
环群（10 分）。

题目 7. 设 H 是群 G 的正规子群，且 [G : H] = m。求证：∀x ∈ G, xm ∈ H（12 分）。

题目 8. 设 G 为一个群，定义 G 的中心 Z(G) 为：Z(G) = {x ∈ G | ∀g ∈ G, xg = gx}
（12 分）。
（1）证明 Z(G) 是 G 的正规子群；
（2）若 G 是交换群，证明 Z(G) = G；
（3）若 G/Z(G) 是循环群，证明 Z(G) = G。

题目 9. 设 R 是一个环，S 是 R 的子集，而 I 是 R 的理想且 I ⊂ S（8 分）。
（1）若 S 是 R 的子环，证明 S/I 是 R/I 的子环。
（2）若 S 是 R 的理想，证明 (R/I)/(S/I) = R/S。
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