
中 国 科 学 技 术 大 学

2023—2024学年第二学期考试试卷

考试科目 概率论与数理统计 得分

所在院系 姓名 学号

考试时间: 2024 年 6 月 21 日下午 14:30–16:30; 可使用简单计算器
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一、 (30分, 每小题3分) 填空题或单选题, 答案可以直接写在试卷上.

(1) 设事件 A和 B 相互独立且 P(A) = P(B),若 P(A∪B) = 0.64,则 P(A) = .

(2) 已知现在的电子邮件里有一半是垃圾邮件, 而某软件能以 99% 的概率正确识别垃

圾邮件, 但也会以 5% 的概率误将常规邮件识别为垃圾邮件. 若一封电子邮件被

该软件识别为垃圾邮件, 则它其实为常规邮件的概率是 .

(3) 设 x, y 为任意给定的实数, 对独立的随机变量 X, Y , 下列中不一定正确的是( )

(A) 若 P(Y = y) > 0, 则 P(X ≤ x|Y = y) = P(X ≤ x) (B) X2 与 Y 2 相互独立

(C) 随机事件 {X = x} 与 {Y = y} 相互独立 (D) X 与 Y 不相关

(4) 将 n 根短绳的 2n 个端头随机两两连接, 以 an 表示最终所连成圈的个数的期望

(注意圈也可由多根绳子构成), 则 limn→∞(an/ lnn) = ( )

(A) 0 (B) 1
2

(C) 1 (D) 2

(5) 设 X, Y 为相互独立且服从均匀分布 U(0, 1) 的随机变量. 若分别记随机变量 Z =

max{X, Y },W = min{X, Y }, 则协方差 Cov(Z,W ) = .

(6) 设随机变量 Xn 服从自由度为 n 的 χ2 分布, 则当 n → ∞ 时, Xn/n 依概率收敛

到 .

(7) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自正态总体 N(0, σ2) 的简单随机样本, 且以 X 和 S2 分别

表示样本均值和样本方差, 则下列统计量中服从 F 分布的是( )

(A) (n− 1)X
2
/S2 (B) nX

2
/S2 (C) (n+ 1)X

2
/S2 (D) X

2
/S2

(8) 对一给定总体的某个参数的无偏估计, 下述表述一定正确的是( )

(A) 无偏估计优于有偏估计 (B) 无偏估计的个数至多有限个

(C) 无偏估计一定存在 (D) 若总体期望存在但未知, 则样本均值为无偏估计

(9) 已知一设备生产出的零件的长度服从正态分布 N(µ, σ2), 其中 µ, σ2 均未知. 现从

中随机抽取 16个产品,测得样本均值和样本标准差分别为 20厘米和 0.1厘米,则

方差 σ2 的置信系数为 0.9 的置信区间为 (精确到小数点后三位).

(10) 设 Zn 为服从 χ2
n 分布的随机变量, 若在 3 × 5 列联表独立性检验中, 由样本求得

的检验统计量的值为 z0, 则该假设检验的 p 值大约为( ).

(A) P(Z8 ≥ z0) (B) P(Z8 ≤ z0) (C) P(Z14 ≥ z0) P(Z14 ≤ z0)
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二、 (18分) 设随机向量 (X, Y ) 的联合概率密度函数为 f(x, y) = xe−x(y+1), x, y > 0.

(1) 分别求 X 和 Y 的边缘密度函数 f1(x) 和 f2(y).

(2) 通过计算说明在给定 X = x (x > 0) 的条件下 Y 服从指数分布, 并指出参数.

(3) 计算期望 EY,E[Y |X] 和 E[XY ].

三、 (18分) 设随机变量 X 和 Y 相互独立, 且分别服从参数为 λ 和 µ 的指数分布. 记随机

变量 Z = min{X, Y }.
(1) 试求概率 P(Z = X).

(2) 试求随机变量 W = max{X − Y, 0} 的分布函数 FW (w).

(3) 问 Z 是否与示性变量 I{X<Y } (亦即与随机事件 {X < Y })独立?需写出证明过程.

四、 (20分)设 X1, X2, · · · , Xn 为抽自总体 X 的一组简单随机样本, 且 X 的概率密度函数

为 f(x; θ) = −θx ln θ · I(0,∞)(x), 其中 0 < θ < 1 为一未知参数.

(1) 试求 θ 的矩估计 θ̂.

(2) 试求 h(θ) = (ln θ)−1 的最大似然估计 ĥ.

(3) 上一小题中, 估计量 ĥ 是否为无偏估计? 证明你的结论.

(4) 试求常数 b > 0, 使得对任一实数 x, 均有

lim
n→∞

P

(√
n
(
ĥ− (ln θ)−1

)
b

≤ x

)
= Φ(x)

成立, 其中 Φ(·) 为标准正态分布函数.

五、 (14分) 从甲乙两班中随机抽取部分同学, 获得他们的《概率论与数理统计》期末考试

成绩如下:

甲 85 72 94 69 88 87 64 74 63 86 99 91 82

乙 93 96 70 82 71 99 84 95 78 68 77 88

假设甲班和乙班的学生成绩独立地分别服从N(µ1, 195)和N(µ2, 120)分布,其中 µ1,µ2

均未知.

(1) 在显著性水平 α = 0.05 下, 对如下检验问题做出决策:

H0 : µ1 = µ2 ←→ H1 : µ1 − µ2 = −1.8.

(2) 在 H1 成立条件下计算上述检验的功效函数值.

附录 上分位数: u0.025 = 1.96, u0.05 = 1.645, u0.1 = 1.285, u0.2 = 0.845, u0.3 = 0.525, t23(0.05) = 1.7139,

t23(0.025) = 2.0687, t24(0.05) = 1.7109, t24(0.025) = 2.0639, χ2
15(0.05) = 24.996, χ2

15(0.95) = 7.261, χ2
15(0.10) =

22.307, χ2
15(0.90) = 8.547

(完)
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参考答案

一、 每小题 3 分.
2
5

5
104

D B 1
36

1 B D [0.006, 0.021] A

二、 每小题 6 分.

(1) 由联合密度和边缘密度的关系可知(注: 变量取值范围缺失或出错，一处扣 1 分),

f1(x) =

∫ ∞

0

xe−x(y+1)dy = e−x, x > 0,

f2(y) =

∫ ∞

0

xe−x(y+1)dx =
1

(y + 1)2
, y > 0.

(2) 由条件密度函数公式和 (1), 可知在 X = x > 0 的条件下 Y 的条件密度函数为

fY |X(y|x) =
f(x, y)

f1(x)
=

xe−x(y+1)

e−x
= xe−xy, y > 0,

即此时 Y 的条件分布是参数为 x 的指数分布.

(3) 由 (1) 可知, EY =
∫∞
0

y
(y+1)2

dy =∞, 即期望 EY 不存在. 而由 (2) 及指数分布的

性质可知, 对任一 x > 0, 有 E[Y |X = x] = 1
x
, 故 E[Y |X] = 1

X
. 再由全期望公式,

E[XY ] = E[E(XY |X)] = E[XE(Y |X)] = E
[
X · 1

X

]
= 1.

上述结果也可由 E[XY ] =
∫∞
0

∫∞
0

xyf(x, y)dxdy 直接计算得出.

三、 每小题 6 分.

(1) 易知 P(Z = X) = P(X < Y ), 故由连续型全概率公式可知

P(Z = X) =

∫ ∞

0

P(Y > x|X = x)fX(x)dx =

∫ ∞

0

λe−(λ+µ)xdx =
λ

λ+ µ
.

(2) 首先由 (1) 可知, P(W = 0) = P(X < Y ) = λ
λ+µ

. 而对任一 w > 0,

P(W > w) = P(X − Y > w) =

∫ ∞

0

P(X > y + w)µe−µydy

=

∫ ∞

0

µe−λ(y+w)−µydy =
µ

λ+ µ
e−λw.

从而, 分布函数 FW (w) 为 (注意下式的完整性, 不完整至少扣 1 分)

FW (w) =


0, w < 0;
λ

λ+µ
, w = 0;

1− µ
λ+µ

e−λw, w > 0.

(3) 独立. 我们只需证明对任一 z > 0, 事件 {Z > z} 与 {X < Y } 相互独立即可. 由

P(X < Y,Z > z) = P(z < X < Y ) =
λ

λ+ µ
e−(λ+µ)z = P(X < Y ) · P(Z > z),

即知结论成立. (结论 2 分, 证明过程 4 分.)
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四、 每小题 5 分.

(1) 由于总体期望

EX =

∫ ∞

0

−xθx ln θdx = − 1

ln θ
,

可知 θ 的矩估计 θ̂ = exp{−1/X}, 其中 X 为样本均值.

(2) 先求 θ 的最大似然估计. 由似然函数 L(θ) = −θ
∑n

i=1 Xi(ln θ)n 知对数似然函数为

l(θ) = − ln θ
n∑

i=1

Xi − n ln ln θ.

令
∂l

∂θ
= −1

θ

n∑
i=1

Xi −
n

θ ln θ
= 0,

再化简可得 X + 1
ln θ

= 0. 由此可知, θ 的最大似然估计也为 exp{−1/X}. 从而,

h(θ) = (ln θ)−1 的最大似然估计 ĥ = −X.

(3) 为无偏估计. 这是因为由 (1) 和 (2) 可知,

E[ĥ] = −E[X] = −EX = (ln θ)−1.

(4) 由独立同分布场合下的中心极限定理(或 Lindeberg-Lévy CLT)可知 b =
√

Var(X).

而由

E[X2] =

∫ ∞

0

−x2θx ln θdx =
2

ln2 θ

及 (1) 可知, Var(X) = 1/(ln2 θ). 故 b = −(ln θ)−1.

五、 每小题 7 分.

(1) 首先通过计算可以得到两班成绩的样本均值分别为 x̄ = 81.0769, ȳ = 83.4167. 在

原假设 H0 成立条件下, 检验统计量

T =
x̄− ȳ√
195
13

+ 120
12

=
x̄− ȳ

5
∼ N(0, 1).

故在显著性水平 α = 0.05 下, 拒绝域为 T < −u0.05 = −1.645. 代入数值后计算可
得 T = −0.4679 > −1.645, 从而我们应接受 H0.

(2) 在备择假设 H1 成立下, 检验统计量 T ∼ N(−1.8, 1), 故功效函数值为

PH1(T < −u0.05) = PH1

( x̄− ȳ

5
< −u0.05

)
= PH1

( x̄− ȳ + 1.8

5
<

1.8

5
− 1.645

)
= Φ(−1.285)
= 1− Φ(1.285)

= 0.1.
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