
线性代数B1期中复习及知识点整理

卓展鹏

2024 年 5 月 4 日

1 考试中可以使用的定理及命题

老师上课讲过的定理、书本上的定理(包括命题、推论等)一定是可以直

接用的.一般来说,例题的结论是不能直接使用的.

定理: 对线性方程组进行初等变换,方程组的解不改变.类似的,对线性方

程组的增广系数矩阵做初等变换,对应的线性方程组的解不变.

定理: (P74)矩阵的加法与数乘具有如下性质:

(1)加法交换律

(2)加法结合律

(3)零矩阵存在

(4)负矩阵存在

(5)数乘左分配律

(6)数乘右分配律

(7)数乘结合律

(8)数乘单位元存在

定理: (P77)矩阵的乘法具有如下性质:

(1)乘法结合律

(2)乘法单位元存在(即单位阵In)

(3)左分配律

(4)右分配律

(5)关于数乘结合
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定理: (P79)对任意的n阶可逆方阵A,B,都有

(1)(A−1)−1 = A.

(2)(λA)−1 = λ−1A−1.

(3)(AB)−1 = B−1A−1.

定理: (P81)矩阵的转置运算具有如下性质:

(1)(A+B)T = AT +BT .

(2)(λA)T = λAT .

(3)(AB)T = BTAT .

(4)(A−1)T = (AT )−1.

定理: (P81)矩阵的迹有如下性质:

(1)tr(A+B) = tr(A) + tr(B).

(2)tr(λA) = λtr(A).

(3)tr(AT ) = tr(A), tr(Ā) = ¯tr(A).

(4)tr(AB) = tr(BA).

定理: (P84)矩阵的分块运算具有如下性质:

(1)设A = (Aij)r×s, B = (Bij)r×s,则 A+B = (Aij +Bij)r×s.

(2)设A = (Aij)r×s,则 λA = (λAij)r×s.

(3)设A = (Aij)r×s, B = (Bij)s×t,则 AB = (Cij)r×t,其中 Cij = Σs
k=1AikBkj .

(4)设A = (Aij)r×s,则 AT = (AT
ji)s×r.

(5)设A = (Aij)r×s,且每个 Aii是方阵,则 tr(A) = Σr
i=1tr(Aii).

(6)当A1, · · · , Ar都可逆时,(diag(A1, · · · , Ar))
−1 = diag(A−1

1 , · · · , A−1
r ).

定理: (P87)设A为 n阶方阵，则

det(A) = Σn
i=1akiAki = Σn

i=1(−1)k+iakiMki,∀k

类似的,行列式也可以按照列展开.

定理: (P89)行列式具有如下性质:

性质1:行列互换,行列式不变.即 det(A) = det(AT )

性质2:用一个数乘以行列式的一行(或一列)相当于用这个数乘以行列

式.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
性质3: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

b1 + c1 b2 + c2 · · · bn + cn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

b1 b2 · · · bn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

c1 c2 · · · cn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
性质4:如果行列式中有两行(或两列)相同,那么行列式为0.

性质5:如果行列式中有两行(或两列)成比例,那么行列式为0.

性质6:把一行(列)的倍数加到另一行(列),行列式不变.

性质7:对换行列式中两行(列)的位置,行列式反号.

定理: (P93)设A为 n阶方阵，则

det(A) =
∑

(i1,i2,··· ,in) a1i1a2i2 · · · anin(−1)τ(i1,i2,··· ,in)

.

定理: (P95)设A,B是n阶方阵,则

det(AB) = det(A)det(B)

.

定理: (P96)设A = (Aij)为 n阶方阵,引入
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A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

...

A1n A2n · · · Ann


.其中Aij是aij的代数余子式,称A∗为A的伴随方阵.则

A∗A = AA∗ = det(A)I

.

定理: (P97)方阵A可逆的充要条件为det(A) ̸= 0,且当A可逆时,

A−1 = 1
det(A)

A∗

.

定理: (P101)当系数矩阵A = (aij)n×n的行列式不等于零时,方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

有唯一解

(x1, x2, · · · , xn) = (∆1

∆
, ∆2

∆
, · · · , ∆n

∆
)

其中∆ = det(A),∆i是将A的第i列换成b = (b1, b2, · · · , bn)T后所得到的方阵
的行列式,i = 1, 2, · · · , n.

定理: (P103)对矩阵做初等行变换相当于在矩阵的左边乘上一个相应

的初等方阵;对矩阵做初等列变换,相当于在矩阵的右边乘上一个相应的初等

方阵.

定理: (P104)对任意的矩阵A = (aij)m×n,存在一系列m阶初等方阵P1, · · · , Ps与n阶

初等方阵Q1, · · · , Qt,使得
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Ps · · ·P1AQ1 · · ·Qt =

(
Ir 0

0 0

)
其中r = rank(A) ⩾ 0.

定理: (P105)对任意的矩阵A = (aij)m×n,存在 m阶可逆方阵P与n阶可

逆方阵Q,使得

PAQ =

(
Ir 0

0 0

)
其中r = rank(A) ⩾ 0.

定理: (P105)方阵A可逆的充要条件是A可以分解为一系列初等方阵的

乘积.

定理: (P109)设A,B是m×n矩阵,则A与B相抵的充要条件是rank(A) =

rank(B).

定理: (P109)设A是m×n矩阵,P,Q分别是m,n阶可逆方阵,则rank(PAQ) =

rank(A).

命题: (P110)rank(AT ) = rank(A).

命题: (P110) rank

(
A 0

0 B

)
= rank(A) + rank(B).

引理: (P110)设A是m×n矩阵,P,Q分别是m,n阶初等方阵.若A的所有k阶

子式都为零,则PA与AQ的所有k阶子式也为零.

定理: (P110)矩阵的非零子式的最大阶数等于矩阵A的秩.

定理: (P119) 设a1, a2, · · · , am ∈ Fn是一组给定的n维数组向量.则集合

< a1, a2, · · · , am >= {λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λmam|λi ∈ F, i = 1, 2, · · · }

是Fn的子空间,称为由向量组a1, a2, · · · , am生成的子空间.
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定理: (P121) 给定向量组a1, · · · , am ∈ Fn,m ⩾ 2.则a1, · · · , am线性相
关当且仅当∃i ∈ {1, 2, · · · ,m},满足

< a1, · · · , am >=< a1, · · · , ai−1, ai+1, · · · , am > .

.

定理: (P122) 给定向量组a1, · · · , am ∈ Fn,m ⩾ 2.则a1, · · · , am线性相
关当且仅当存在不全为零的常数λ1, · · · , λm,使得

Σm
i=1λiai = 0

.

定理: (P122)给定向量组S1 = {ai1 , · · · , aik}是向量组S = {a1, · · · , am}的
一个子集.如果 S1线性相关,则S也线性相关;如果S线性无关,则S1也线性无

关.

定理: (P122) 设ai = (ai1, · · · , ain) ∈ Fn, i = 1, 2, · · · ,m.用A表示

以a1, · · · , am为行构成的m×n阶矩阵.则a1, · · · , am线性相关当且仅当关于λ1, · · · , λm的

齐次线性方程组

AT


λ1

...

λm

 = 0

有非零解.

推论: (P123)设 a1, · · · , am ∈ Fn是一组数组向量.则

(1)若m > n,则a1, · · · , am必然线性相关.

(2)若m = n,则a1, · · · , am线性相关当且仅当 det(A) = 0.

定理: (P124)设 ai = (ai1, · · · , air) ∈ F r, i = 1, 2, · · · ,m.它们的加长向

量组为 bi = (ai1, · · · , air, · · · , ain) ∈ Fn(n > r), i = 1, 2, · · · ,m.则有

(1)若a1, · · · , am线性无关,则b1, · · · , bm也线性无关.

(2)若b1, · · · , bm线性相关,则 a1, · · · , am也线性相关.
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定理: (P124)设 a1, · · · , am ∈ Fn为一组列向量,A = (a1, · · · , am)是

以a1, · · · , am为列构成的n×m阶矩阵.A经过一系列的初等行变换为矩阵B =

(b1, · · · , bm).则

(1)a1, · · · , am线性相关(无关)当且仅当b1, · · · , bm线性相关(无关).

(2)ai1 , · · · , air为 a1, · · · , am的极大无关组当且仅当 bi1 , · · · , bir为 b1, · · · , bm的
极大无关组.

定理: (P127)向量组 a1, · · · , am与b1, · · · , bl等价当且仅当

< a1, · · · , am >=< ba, · · · , bl >

定理: (P127)一个向量组与它任何一个极大无关组等价.

推论: (P127)向量组的任何两个极大无关组彼此等价.

定理: (P127)设 a1, · · · , am ∈ Fn.则 ai1 , · · · , air是a1, · · · , am的一个极
大无关组,当且仅当ai1 , · · · , air线性无关且

< ai1 , · · · , air >=< a1, · · · , am >

.

定理: (P128)若两个分别线性无关的向量组{a1, · · · , ar}, {b1, · · · , cs}等
价,则r = s.

推论: (P128)若 ai1 , · · · , air与 aj1 , · · · , ajs是 a1, · · · , am的两个极大无
关组,则r = s.

定理: (P129)设向量a1, · · · , ar ∈ Fn,向量b1, · · · , bs ∈ Fn,则有

(1)a1, · · · , ar线性无关当且仅当 rank(a1, · · · , ar) = r.

(2)a1, · · · , ar线性相关当且仅当 rank(a1, · · · , ar) < r.

(3)若{b1, · · · , bs}可以用{a1, · · · , ar}线性表示,则 rank(b1, · · · , bs) ⩽ rank(a1, · · · , ar).
(4)若{b1, · · · , bs}与 {a1, · · · , ar}等价,则 rank(b1, · · · , bs) = rank(a1, · · · , ar).
(5)向量b可以被{a1, · · · , ar}线性表示当且仅当rank(a1, ·, ar) = rank(a1, · · · , ar, b).
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定理: (P130) 矩阵的行秩等于它的列秩等于矩阵的秩.

推论: (P131) 下列说法等价.

(1)n阶方阵A可逆.

(2)rank(A) = n.

(3)A的行向量组线性无关.

(4)A的列向量组线性无关.

推论: (P131) 设rank(A) = r,则 A的不等于零的r阶子式所在行(列)构

成了 A的行(列)向量的极大无关组.

定理: (P131)设非空集V是Fn的子空间,则存在线性无关的向量组 a1, · · · , ar,使
得

V =< a1, · · · , ar >

.

定理: (P135)在n维数组空间Fn中,下列结论成立:

(1)设V ⊆ Fn是r维子空间,则 V中任意r + 1个向量线性相关.

(2)设V为r维子空间,则V中任意r个线性无关向量为V的一组基.

(3)设U, V是Fn的子空间,且U ⊆ V ,则 dim(U) ⩽ dim(V ).

(4)设U, V是Fn的子空间,且U ⊆ V ,若 dim(U) = dim(V ),则U = V .

定理: (P135) 设V ⊆ Fn是r维子空间,a1, · · · , as ∈ V是s(s < r)个

线性无关的向量.则存在V中的向量as+1, · · · , ar,使得a1, · · · , ar构成V的一组

基.称a1, · · · , ar为线性无关组a1, · · · , as的一组基扩充基.

定理: (P136)设A ∈ Fm×n是m×n阶矩阵,b ∈ Fm是m维列向量.则线性

方程组

Ax = b

有解的充要条件是rank(A) = rank(A, b).线性方程组有唯一解的充要条件

是rank(A) = rank(A, b) = n.
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推论: (P137) 齐次线性方程组

Ax = 0

一定有解.它有非零解的充要条件是rank(A) < n.特别地,若A为n阶方阵,则

齐次线性方程组有非零解当且仅当det(A) = 0.

定理: (P137)齐次线性方程组Ax = 0的解集V是Fn的子空间,并且dim(V ) =

n− rank(A).

定理: (P139) 设V = {x ∈ Fn|Ax = 0},W = {x ∈ Fn|Ax = b}.则W =

γ0 + V = {γ0 + α|α ∈ V },其中 γ0是Ax = b的一个特解.

2 我认为可以直接用的结论

下面这些结论请看情况使用.如果题目就是让你证明这个结论,那肯定是

不能用的.如果你使用这个结论之后两行就结束了,那建议不用或者证明后

使用.这些限制仅限于解答题,填空题你想用什么结论就用什么结论,没人在

乎.所以还是建议尽可能地记住一些结论.在这里列出来的都是我推荐掌握证

明方法的结论.

命题: 设准上三角阵A = (Aij)k×k的每个对角块Aii都是方阵,则有

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 · · · A1k

0 A22 · · · A2k

...
...

. . .
...

0 0 · · · Akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(A11)det(A22) · · · det(Akk).

命题: 设A,B是n阶方阵,λ ∈ F ,以下结论成立:

(AB)∗ = B∗A∗.

命题:

rank

(
A C

0 B

)
⩾ rank(A) + rank(B)

.
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命题:

rank

(
A 0

0 B

)
= rank(A) + rank(B)

.

命题: 设A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p,则 rank(AB) ⩽ min(rank(A), rank(B)).

命题: V andermonde行列式

∆n(a1, a2, · · · , an) =
∏

1⩽i<j⩽n(aj − ai)

命题: 设A,B是n阶方阵,λ ∈ F ,以下结论成立:

(1)(λA)∗ = λn−1A∗.

(2)det(A∗) = (det(A))n−1.

命题: 设A ∈ Fm×n,B ∈ Fn×m, λ ∈ F ,则有

λndet(λIm −AB) = λmdet(λIn −BA)

命题: Frobenius秩不等式:

设A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×s, C ∈ F s×t,则

rank(ABC) + rank(B) ⩾ rank(AB) + rank(BC)

.

命题: Sylvester秩不等式:

设A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×s,则

rank(AB) + n ⩾ rank(A) + rank(B)

.

命题: rank(ATA) = rank(A)
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3 回顾一下过去半个学期我们都学了哪些内容

3.1 Part 1: 线性方程组

本部分的要求如下:

(1)会解低阶的线性方程组

(2)对于低阶的含参线性方程组,根据参数取值讨论方程组解的情况.

(3)了解一般线性方程组解的结构(结合线性空间理论).

(4)Cramer法则(一般不会用于计算).

3.2 Part 2: 矩阵初步与相抵标准型

本部分的要求如下:

(1)了解矩阵的定义及基本运算,包括加法,数乘,矩阵乘法,转置,共轭.

(2)知道矩阵逆的求法,能够求出低阶矩阵的逆.

(3)了解矩阵的一些基本量,包括迹,行列式,秩.

(4)了解矩阵的分块运算(我认为这个非常重要).

(5)会计算低阶矩阵的行列式(必考).

(6)会计算低阶矩阵的秩(必考).

(7)了解矩阵的相抵标准型.

3.3 Part 3: 线性空间理论

本部分的要求如下:

(1)了解线性空间的定义,了解子空间的定义.

(2)了解向量组的线性相关与线性无关.

(3)计算有限向量组的秩与极大无关组.

(4)了解线性空间的基与维数,能够计算线性空间的基与维数.

(5)了解一般线性方程组解的结构.

(6)学会将一般线性空间中的向量转化为坐标进行处理.
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4 例题

下面这些例题可能显得有些混乱,他们并不是完全按照知识点先后顺序

来排列的.

4.1 线性方程组的例题

1.判断命题正确性:若线性方程组有唯一解,则可以用cramer法则求解.

错误的.考虑如下方程组:


x1 = 1

x2 = 1

x1 + x2 = 2

这个方程组显然有唯一解,但

是由于它的系数矩阵不是方阵,所以这里不能使用cramer法则求解.

2.判断:A ∈ R3×5, rank(A) = 3,则 ∃b ∈ R3,使得Ax = b只有唯一解.

错误的.考虑A =
(
I3 0 0

)
则无论b取什么值,这里的x4, x5都是自由变

量,从而不可能有唯一解.

3.已知:


x1 + x2 − 2x4 = −6

4x1 − x2 − x3 − x4 = 1

3x1 − x2 − x3 = 3

与


x1 + ax2 − x3 − x4 = −5

bx1 − x3 − 2x4 = −3

x3 − 2x4 = 1− c

.

先解出第一个方程组.得到 x1 = x4 − 2, x2 = x4 − 4, x3 = 2x4 − 5.因为

两个方程组同解,所以上面得到的解也是第二个方程组的解.代入得到:
x4 − 2 + ax4 − 4a− 2x4 + 5− x4 = −5

bx4 − 2b− 2x4 + 5− 2x4 = −3

2x4 − 5− 2x4 = 1− c

得到a = 2, b = 4, c = 6.

4.2 矩阵的例题

1.设A,B ∈ R3×3, 若|A| = 2, |B| = 3,求分块矩阵

(
0 A

B 0

)
的伴随矩阵

记这个分块矩阵为S,由SS∗ = det(S)I4可以知道,S∗ = det(S)S−1.求S−1是

12



一个比较简单的事,建议记住.S−1 =

(
0 B−1

A−1 0

)
.det(S) = (−1)3det

(
A 0

0 B

)
=

6.所以就得到了S∗ = 6

(
0 B−1

A−1 0

)
.

2.A =


3 0 4 0

2 2 2 2

0 −7 0 0

5 3 −2 2

,求第四行各元素的代数余子式的和.

根据行列式的递推定义,这里四行元素代数余子式的和实际上就等于下面的

行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 0

2 2 2 2

0 −7 0 0

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
计算即可得到答案是0(二行四行线性相关).

更改:将本题更改为求3A41 − 6A42 + 3A43 − 4A44.

只需要计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 0

2 2 2 2

0 −7 0 0

3 −6 3 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
即可.不要真的算改编后的这题,因为我没凑数字,算起来可能很痛苦.答案

是98.

3.判断:A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m,则det(AB) = det(BA).

错误的.考虑A =
(
1 0

)
,B =

(
1

0

)
.则有det(AB) = 1, det(BA) = 0.

4.判断:A,B是同阶实方阵,则rank(AB) = rank(BA).

我个人认为这题比上一题要困难不少.我在构造这题的反例时的思路是这样

的:我们还是不希望这个矩阵太复杂,所以从二阶方阵入手.首先,这里A,B中

有可逆方阵的时候,原结论一定成立,因为左乘或右乘可逆阵不改变矩阵的

秩.其次,A,B中有零矩阵的时候结论显然成立.所以在构造反例时,我们必须
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让A,B都是秩为1的矩阵.而我们知道秩为1的矩阵一定可以分解成列向量

与行向量的乘积,所以可以从构造向量的角度入手.再考虑一下AB,BA秩的

情况.两个不可逆方阵一定不可能乘出一个可逆方阵,所以他们的秩只可能

是0或1.所以我们希望rank(AB) = 0, rank(BA) = 1.设A = x · yT , B =

u · vT .那么我们就可以让yT · u = 0,选定 y, u后再构造其余的两个向量

让BA ̸= 0.这里我选取的是y =

(
1

1

)
, u =

(
1

−1

)
, x = v =

(
1

1

)
. 此

时AB =

(
0 0

0 0

)
,BA =

(
2 2

−2 −2

)
.

5.A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m.证明: rank(Im−AB)+n = rank(In−BA)+m.

考虑如下矩阵,对其做初等变换:(
Im −AB 0

0 In

)

→

(
Im −AB 0

B In

)

→

(
Im A

B In

)

→

(
Im A

0 In −BA

)

→

(
Im 0

0 In −BA

)

所以原命题得证.

6.A =


1 2 1

−1 −2 −1

2 4 2

,求A10.

可以发现,这里A的行向量是线性相关的,秩为1,所以我们一定可以把他分解

为两个向量的乘积.
1 2 1

−1 −2 −1

2 4 2

 =


1

−1

2

(1 2 1
)
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这样的话,原问题就转化成了一个我们熟悉的问题了.

A10 = (


1

−1

2

(1 2 1
)
)10 =


1

−1

2

 (
(
1 2 1

)
1

−1

2

)9
(
1 2 1

)
= A

.

7.设n阶方阵A =



1 1 1 · · · 1 1

−1 1 1 · · · 1 1
...

...
...

...
...

−1 −1 −1 · · · 1 1

−1 −1 −1 · · · −1 1


,求det(A), A−1.

矩阵太复杂了,这里不写了.简单介绍一些步骤.从第二行开始,依次用上一行

减去当前行.直至达到最后一行.再从第一行开始,用最后一行加上第一行的

一半.至此,我们能够得到det(A) = 2n−1.再将前n−1行除以2.就得到了A−1.对

角线上是 1
2
,上半三角的副对角线上是− 1

2
,n行1列的元素是 1

2
.

8.设方阵A = (aij)n×n,c = tr(A).已知rank(A) = 1.

(1)证明:A2 = cA.

(2)计算det(In +A).

(1)由rank(A) = 1知,A中至少有一行不全为0.设第i行不全为0,记A =


r1

r2
...

rn

.则

存在一系列常数λ1, λ2, · · · , λn,使得rj = λjri,其中λi = 1.于是我们可以

对A做如下分解:

A =


λ1

λ2

...

λn

 ri

其中

ri =
(
ai1 ai2 · · · ain

)
.
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那么A2 =


λ1

λ2

...

λn


(
ai1 ai2 · · · ain

)

λ1

λ2

...

λn


(
ai1 ai2 · · · ain

)
.注意到

中间两个向量相乘就是一个数,且恰好就是tr(A).所以原命题得证.

(2)先证明一个引理:det(In − AB) = det(Im − BA),其中A ∈ Rn×m, B ∈
Rm×n.

考虑如下矩阵,并做初等变换:(
In −AB 0

0 Im

)

→

(
In −AB 0

B Im

)

→

(
Im A

B In

)

→

(
Im A

0 In −BA

)

→

(
Im 0

0 In −BA

)

两边同时取行列式即得原结论.将这个引理应用到本题,结合(1)中得到的分

解,就可以知道

det(In +A) = det(In +


λ1

λ2

...

λn


(
ai1 ai2 · · · ain

)
) =

1 +
(
ai1 ai2 · · · ain

)

λ1

λ2

...

λn

 = 1 + c
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4.3 线性空间的例题

本部分例题可能偏基础一点.顺带着复习一下线性空间的基本知识.

1.α1 =
(
2 1 3 −1

)T
, α2 =

(
3 −1 2 0

)T
, α3 =

(
4 2 6 −2

)T
, α4 =(

4 −3 1 1
)T

,求 rank(α1, α2, α3, α4).

对于数组向量来说,他们的秩就是用他们组成的矩阵的秩.所以我们只需要求

下面的矩阵的秩. 
2 1 3 −1

3 −1 2 0

4 2 6 −2

4 −3 1 1


对它做初等变换

→


2 1 3 −1

5 0 5 −1

0 0 0 0

10 0 10 −2



→


2 1 3 −1

5 0 5 −1

0 0 0 0

0 0 0 0


所以这个矩阵的秩为2,从而原向量组的秩就是2.

2.α1 =
(
a 0 c

)
, α2 =

(
b c 0

)
, α2 =

(
0 a b

)
,线性无关,写出

a, b, c满足的条件.

三个向量线性无关等价于线性方程组

λ1α1 + λ2α2 + λ3α3 = 0

只有零解.因为这是一个齐次方程组,所以方程组只有零解等价于系数矩阵的

秩不少于变量个数,在这里也就是系数矩阵的秩为3,也就是系数矩阵可逆,也

就是系数矩阵的行列式不等于0.所以只需要算一下系数矩阵的行列式即可.∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 c

b c 0

0 a b

∣∣∣∣∣∣∣∣
17



= a

∣∣∣∣∣c 0

a b

∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣b c

0 a

∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣c 0

a b

∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣b c

0 a

∣∣∣∣∣
= 2abc

也就是说,只要abc ̸= 0,这三个向量就不是线性相关的.

3.设R2×2是实数域上所有 2× 2阶矩阵组成的集合,按照矩阵的加法与数

乘构成线性空间.

(1)证明:S = {

(
1 1

1 1

)
,

(
−1 1

−1 1

)
,

(
−1 1

1 −1

)
,

(
−1 −1

1 1

)
}构成了R2×2上

的一组基.

(2)求基S到自然基(Eij)1⩽i,j⩽2的过渡矩阵T .

(3)求

(
1 2

3 4

)
在基S下的坐标.

(1)R2×2是一个四维空间,所以这里只需要说明rank(S) = 4就可以说

明S是R2×2上的一组基.也就是说,我们只需要证明S中的四个矩阵是线性无

关的.我们假设∃λ1, λ2, λ3, λ4,使得 λ1

(
1 1

1 1

)
+λ2

(
−1 1

−1 1

)
+λ3

(
−1 1

1 −1

)
+

λ4

(
−1 −1

1 1

)
= 0.按照分量分别等于0,我们可以得到四个线性方程



λ1 − λ2 − λ3 − λ4 = 0

λ1 + λ2 + λ3 − λ4 = 0

λ1 − λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ1 + λ2 − λ3 + λ4 = 0

解得λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0.

PS:这里没人真的会去解这个方程组的,所以你需要做的就是把方程列对,然

后写上这么一句话就行.

(2)设S = {X1, X2, X3, X4}.我们要求的过渡矩阵T满足

(X1, X2, X3, X4)T = (E11, E12, E13, E14)
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那么当然有对应的

(X1, X2, X3, X4) = (E11, E12, E13, E14)T
−1

所以我们可以先求出(Eij)到S的过渡矩阵,然后再求逆即可得到这里的T .

注意到以下等式 (
1 1

1 1

)
= E11 + E12 + E21 + E22

(
−1 1

−1 1

)
= −E11 + E12 − E21 + E22

(
−1 1

1 −1

)
= −E11 + E12 + E21 − E22

(
−1 −1

1 1

)
= −E11 − E12 + E21 + E22

所以(Eij)到S的过渡矩阵T−1 =


1 −1 −1 −1

1 1 1 −1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

.求逆即可得到

T =


1
4

1
4

1
4

1
4

− 1
4

1
4

− 1
4

1
4

− 1
4

1
4

1
4

− 1
4

− 1
4

− 1
4

1
4

1
4


(3)首先,这个矩阵在自然基下的坐标显然是

1

2

3

4


结合在第2问求到的过渡矩阵,有如下等式:

(E11, E12, E13, E14)


1

2

3

4

 = (X1, X2, X3, X4)


1
4

1
4

1
4

1
4

− 1
4

1
4

− 1
4

1
4

− 1
4

1
4

1
4

− 1
4

− 1
4

− 1
4

1
4

1
4



1

2

3

4
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所以原矩阵在S下的坐标就是
1
4

1
4

1
4

1
4

− 1
4

1
4

− 1
4

1
4

− 1
4

1
4

1
4

− 1
4

− 1
4

− 1
4

1
4

1
4



1

2

3

4

 =


5
2
1
2

0

1


4.设A =

(
1 1 1 2

2 3 4 5

)
,求rank(ATA).

这题看起来是一个矩阵相关的题目.这里把他放到线性空间这部分是因为用

线性空间相关的理论,我们能给出一个更加简便的方法,也给出了一个结论.

法一:直接爆算,我觉得很烦,好处是不用动脑子

法二:Claim : rank(ATA) = rank(A).

下面来证明这个结论.由解空间维数与相应矩阵秩的关系,我们只需要证明ATAx =

0与Ax = 0同解.

设ATAx = 0的解空间为V1,Ax = 0的解空间为V2.首先,对∀x0, s.t.Ax0 =

0,一定有ATAx0 = AT0 = 0.所以V2 ⊆ V1.

其次,对∀x0, s.t.A
TAx0 = 0,左乘xT

0得到

xT
0 A

TAx0 = 0

注意到,这是向量Ax0与自身的点乘,它一定是大于等于0的,并且xT
0 A

TAx0 =

0当且仅当Ax0 = 0.所以 V1 ⊆ V2.

结合上述,得到了V1 = V2.所以

rank(ATA) = n− dim(V1) = n− dim(V2) = rank(A)

对本题来说,rank(A) = 2,所以rank(ATA) = 2.

Rmk.可能看到这题的解答的时候会觉得非常的不自然,这是正常的,因为这

里的想法来源于后面的内容,矩阵的相合与二次型.但是我个人认为这是一个

值得记住的结论.
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