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第一章 简介 (2 学时)

§1.1 课程安排

•《计算方法》课程主要介绍一些常见数学问题的数值求解算法，介绍算法的数学原理，分析算法的

准确性、复杂性和稳定性．

• 针对具体的实际问题，需要选取恰当的求解方法．学生有必要掌握相关算法的数学原理．

• 为了更好地理解算法，感受算法的实际效果，学生也需要在计算机上编程实现算法．

• 受实现方式的影响，算法的实际效果通常与理论效果有较大差距．

• 课程计划授课 15 周，每周 2 次，每次 2 节课．

• 总评成绩 = f(平时作业成绩 ∗ 20%+期末考试成绩 ∗ 80%) +调整，f 单调递增．
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• 平时作业为教材中的习题和附录 1．可根据个人情况自选．禁止抄袭．

• 期末考试为闭卷考试．可以使用计算器．

• 遇到数学问题或有学习困难，请主动联系授课教师和助教寻求帮助．

教材与参考书

• 数值计算方法与算法（第四版），张韵华、王新茂、陈效群、张瑞著，科学出版社，2022 年 7 月．

• 数值计算方法扩充教程，童伟华编，

http://staff.ustc.edu.cn/∼tongwh/NA_2023/slides/book.pdf.

• 国外数学名著系列（影印版）5：Numerical Mathematics，Alfio Quarteroni, Riccardo Sacco, Fausto

Saleri 著，科学出版社，2006 年 1 月．

• 科学计算导论（第 2 版），Michael T. Heath 著，张威、贺华、冷爱萍译，清华大学出版社，2005

年 10 月．

• 数值分析（原书第 3版），David Kincaid, Ward Cheney著，王国荣、俞耀明、徐兆亮译，机械工业

出版社，2005 年 9 月．
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§1.2 基本概念

§1.2.1 准确性

定义 1.1. 通常用计算结果的误差来定量衡量算法的准确性．

绝对误差 =近似值−真实值, 相对误差 =
绝对误差

真实值
.

可能产生误差的原因有很多，大致可分为以下两类．

• 系统误差．例如：对实际问题的建模带来的误差、输入数据带来的误差、算法本身带来的误差．

• 随机误差．例如：计算机浮点运算带来的舍入误差．

例 1.1. IEEE-754 是 1980 年代以来最广泛使用的浮点数运算标准，为许多计算机系统所采用．

每个单精度 float 浮点数 x = y · 2e−23 占用 32bit 内存，其中 1 − 223 ⩽ y ⩽ 223 占用 24bit，

−127 ⩽ e ⩽ 128 占用 8bit．2−23 ≈ 1.19 · 10−7，单精度计算 1 + 5 · 10−8 的结果是 1．

每个双精度 double 浮点数 x = y · 2e−52 占用 64bit 内存，其中 1 − 252 ⩽ y ⩽ 252 占用 53bit，

−1023 ⩽ e ⩽ 1024 占用 11bit．2−52 ≈ 2.2 · 10−16，双精度计算 1 + 10−16 的结果是 1．

定义 1.2. 设 x是有限位的十进制小数．从 x的首个非零位到末位的数字称为 x的有效数字，有效数

字的个数称为有效位数．在保留 x 的 k 位有效数字时，需要对第 k + 1 位有效数字作四舍五入．
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例如，0.0100有 3位有效数字，float浮点数的有效位数 ≈ 8，double浮点数的有效位数 ≈ 16，π 保留

5 位有效数字，得 3.1416．在计算过程中使用更高的有效位数有助于减少误差、增强算法的稳定性．

§1.2.2 复杂性

定义 1.3. 通常用编程实现算法并运行程序时，所需要消耗资源的数量来衡量算法的复杂性，主要包

括空间复杂度 (存储空间) 和时间复杂度 (运行时间)．算法的复杂性是评价算法优劣的一项重要标准．

在衡量误差、复杂度等量的时候，我们常使用记号 ∼, O, o表示函数的阶．设 g(x)是正值函数．考虑

x → a 的情况，a 可以是常数或 ±∞．

表达式 f(x) ∼ g(x) f(x) = O(g(x)) f(x) = o(g(x))

含义 lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1 lim

x→a

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ < ∞ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0

例 1.2. 给定正整数 n 和实数 a0, a1, · · · , an, x．下面是计算 S = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n 的两个算法．

算法1：s = a[0]; t = x; for(i=1; i<=n; i++) { s += a[i] * t; t *= x; }

算法2：s = a[n]; for(i=n-1; i>=0; i--) s = s * x + a[i];
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不考虑程序代码所占用的存储空间．假设每个整数/实数均占用 32bit = 4byte的内存．算法 1占用了

4(n+ 6) byte 内存，算法 2 占用了 4(n+ 5) byte 内存．算法 1 和算法 2 的空间复杂度都为 O(n)．

算法的时间复杂度可以用算法中各种基本运算的次数来衡量．假设不考虑赋值运算、逻辑运算和

for(...) 中的运算．算法 1 包含了 2n 次加法、2n 次乘法．算法 2 包含了 n 次加法、n 次减法、

n 次乘法．时间复杂度都为 O(n)．算法 2 比算法 1 快．

§1.2.3 稳定性

定义 1.4. 算法的稳定性指的是计算过程中的各种扰动（如输入误差、舍入误差等）对于计算结果的

影响程度．算法的稳定性也是评价算法优劣的一项重要标准．

算法的稳定性与其数学问题的敏感性有紧密联系．数学问题的敏感性指的是问题中各种参数的扰动

对于解的影响程度．分析算法的稳定性有助于找出参数的适用范围．

例 1.3. 输入实数 a ⩾ −0.25，输出方程 ax2 + x− 1 = 0 的最小正实根 r．

算法1：if(a==0) r = 1; else r = (sqrt(0.25+a)-0.5) / a;

算法2：r = 1 / (sqrt(0.25+a)+0.5);

当 a ≈ 0 时，算法 1 的结果有较大误差，算法 1 是不稳定的．算法 2 始终是稳定的．
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例 1.4. 输入实数 b，输出方程 x2 + bx− 1 = 0 的正实根 r．

算法1：r = (sqrt(4+b*b)-b) / 2;

算法2：r = 2 / (sqrt(4+b*b)+b);

当 b → +∞ 时，算法 1 的结果有较大误差，算法 1 是不稳定的，算法 2 是稳定的．

当 b → −∞ 时，算法 2 的结果有较大误差，算法 2 是不稳定的，算法 1 是稳定的．

例 1.5. 考虑递推数列 x0 = 1，x1 =
1

3
，xn =

1

3
(13xn−1 − 4xn−2)，n ⩾ 2．理论上，数列的通项公式

xn =
1

3n
．在实际计算中，舍入误差被不断放大，导致 xn 的误差越来越大．故算法是不稳定的．

§1.2.4 范数

在矩阵计算问题中，经常利用向量和矩阵的范数对误差进行估计．

定义 1.5. 设向量 α = (ai) ∈ Cn，矩阵 A = (aij) ∈ Cm×n．

1. ∥α∥p =

(
n∑

i=1
|ai|p

)1
p

称为 α 的 p 范数，其中 p ⩾ 1．

2. ∥α∥∞ = lim
p→+∞

∥α∥p = max
1⩽i⩽n

|ai| 称为 α 的 ∞ 范数．
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3. ∥A∥F =
√

tr(AHA) =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2 称为 A 的 Frobenius 范数． (视 A 为向量)

4. ∥A∥p = max
α ̸=0

∥Aα∥p
∥α∥p

称为 A 的 p 范数，其中 p ⩾ 1 或 p = +∞． (视 A 为变换)

5. cond(A) = ∥A∥ ∥A−1∥ 称为可逆方阵 A 的条件数，其中 ∥ · ∥ 是某种矩阵范数．

对于一个连续函数 f : [a, b] → R，也可以同上类似地定义其范数

∥f∥p =

(∫ b

a
|f(x)|pdx

)1
p

, p ⩾ 1, ∥f∥∞ = max
a⩽x⩽b

|f(x)|.

定义 1.6. 一般地，设 V 是实数域 R上的线性空间．具有下列性质的映射 ∥ · ∥ : V → R称为 V 上的

范数，(V, ∥ · ∥) 称为赋范线性空间．

• 非负性：∥α∥ > 0，∀α ∈ V，α ̸= 000．

• 齐次性：∥λα∥ = |λ| ∥α∥，∀λ ∈ R，α ∈ V．

• 三角不等式：∥α + β∥ ⩽ ∥α∥+ ∥β∥，∀α, β ∈ V．
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定理 1.1. 向量和矩阵的范数具有下列性质，其中 x = (xi) ∈ Cn，y = (yi) ∈ Cn，A = (aij) ∈ Cm×n，

p, q ∈ [1,+∞]．

1. ∥x+ y∥p ⩽ ∥x∥p + ∥y∥p．

2. 当 p < q 时，∥x∥p ⩾ ∥x∥q，
∥x∥p
p
√
n

⩽ ∥x∥q
q
√
n
．

3. 设 1

p
+

1

q
= 1，则 |x · y| ⩽ ∥x∥p ∥y∥q．

4. ∥A+B∥F ⩽ ∥A∥F + ∥B∥F， ∥A+B∥p ⩽ ∥A∥p + ∥B∥p． ∥AB∥p ⩽ ∥A∥p ∥B∥p．

5. ∥A∥2 = σ1(A) =
√
λ1(A

HA)．特别，若 A 是酉方阵，则 ∥A∥2 = 1．

6. ∥A∥1 = max
1⩽j⩽n

(
m∑
i=1

|aij|

)
， ∥A∥∞ = max

1⩽i⩽m

(
n∑

j=1
|aij|

)
．

7. ∥A∥1√
m

⩽ ∥A∥2 ⩽ √
n∥A∥1，

∥A∥∞√
n

⩽ ∥A∥2 ⩽ √
m∥A∥∞．

8. ∥A∥2 ⩽ ∥A∥F ⩽ √
r∥A∥2，其中 r = rank(A)．

9. 设 1

p
+

1

q
= 1，则 ∥AH∥p = ∥A∥q 并且 ∥A∥2 ⩽

√
∥A∥p ∥A∥q．
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证明.

1.
n∑

i=1
|xi + yi|p ⩽

n∑
i=1

|xi| · |xi + yi|p−1 +
n∑

i=1
|yi| · |xi + yi|p−1．根据结论 3，

n∑
i=1

|xi + yi|p ⩽
( n∑
i=1

|xi|p
)1

p
( n∑
i=1

|xi + yi|(p−1)q
)1

q
+
( n∑
i=1

|yi|p
)1

p
( n∑
i=1

|xi + yi|(p−1)q
)1

q

即
(
∥x+ y∥p

)p
⩽
(
∥x∥p + ∥y∥p

)(
∥x+ y∥p

)p
q
．由此可得，∥x+ y∥p ⩽ ∥x∥p + ∥y∥p．

2. 设 f(t) =
(
|x1|t + · · ·+ |xn|t

)1
t
，其中 xi ̸= 0，∀i．由对数函数的凹凸性，得

f ′(t)
f(t)

=
1

t

|x1|t ln |x1|+ · · ·+ |xn|t ln |xn|
|x1|t + · · ·+ |xn|t

− 1

t2
ln
(
|x1|t + · · ·+ |xn|t

)
⩽ 1

t2
ln |x1|2t + · · ·+ |xn|2t

|x1|t + · · ·+ |xn|t
− 1

t2
ln
(
|x1|t + · · ·+ |xn|t

)
=

1

t2
ln |x1|2t + · · ·+ |xn|2t(

|x1|t + · · ·+ |xn|t
)2 ⩽ 0.

因此，f(t) 在 (0,+∞) 上单调递减．

设 g(t) =
( |x1|t+···+|xn|t

n

)1
t
，其中 xi ̸= 0，∀i．

g′(t)
g(t)

=
1

t

|x1|t ln |x1|+ · · ·+ |xn|t ln |xn|
|x1|t + · · ·+ |xn|t

− 1

t2
ln |x1|t + · · ·+ |xn|t

n
=

G(t)

t2
.
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根据 Cauchy 不等式，

G′(t) = t
|x1|t ln2 |x1|+ · · ·+ |xn|t ln2 |xn|

|x1|t + · · ·+ |xn|t
− t

(
|x1|t ln |x1|+ · · ·+ |xn|t ln |xn|

|x1|t + · · ·+ |xn|t

)2
=

t

(|x1|t + · · ·+ |xn|t)2

( n∑
i=1

|xi|t
)(

n∑
i=1

|xi|t ln2 |xi|
)

−

(
n∑

i=1

|xi|t ln |xi|
)2
 ⩾ 0.

故 G(t) ⩾ G(0) = 0．因此，g(t) 在 (0,+∞) 上单调递增．

3. 由对数函数的凹凸性，得 ln(ab) = ln ap
p

+
ln bq
q

⩽ ln
(ap
p
+
bq

q

)
，∀a, b > 0．设 a =

|xi|
∥x∥p

，b =
|yi|
∥y∥q

，

得
|xiyi|

∥x∥p · ∥y∥q
⩽ 1

p

( |xi|
∥x∥p

)p
+

1

q

( |yi|
∥y∥q

)q
．从而，|x · y| ⩽

n∑
i=1

|xiyi| ⩽ ∥x∥p · ∥y∥q．

4. 矩阵范数的定义结合结论 1 的推论．

5. 设 A = PΣQ 是奇异值分解，其中 P,Q 是酉方阵，Σ = diag(σ1, · · · , σr, O)，σ1 ⩾ · · · ⩾ σr > 0．

∥A∥2 = max
xHx=1

√
xHAHAx = max

yHy=1

√
yHΣHΣy = σ1, y = Qx.

由 AHA = QH diag(σ21, · · · , σ
2
r)Q，得 σ1 =

√
λ1(A

HA)．

6. 设 C1 = max
1⩽j⩽n

( m∑
i=1

|aij|
)

=
m∑
i=1

|aik|，则 ∥A∥1 = max
∥x∥1=1

∥Ax∥1 = max
∥x∥1=1

m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ⩽
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max
∥x∥1=1

n∑
j=1

m∑
i=1

|aij| |xj| ⩽ C1．当 x = ek 时，∥Ax∥1 = C1．

设 C2 = max
1⩽i⩽m

( n∑
j=1

|aij|
)
=

n∑
j=1

|akj|，则 ∥A∥∞ = max
∥x∥∞=1

∥Ax∥∞ = max
∥x∥∞=1

max
1⩽i⩽m

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
⩽ max

∥x∥∞=1
max

1⩽i⩽m

n∑
j=1

|aij| ⩽ C2．当 x =
(

ak1
|ak1|

, · · · , akn
|akn|

)T
时，∥Ax∥∞ = C2．

7. 一方面，存在 k 使得 ∥A∥1 = ∥Aek∥1 ⩽
√
m∥Aek∥2 ⩽

√
m∥A∥2．另一方面，存在 ∥x∥2 = 1 使得

∥A∥2 = ∥Ax∥2 ⩽ ∥Ax∥1 ⩽ ∥A∥1∥x∥1 ⩽ √
n∥A∥1．综上，

∥A∥1√
m

⩽ ∥A∥2 ⩽ √
n∥A∥1．

同理，
∥AH∥1√

n
⩽ ∥AH∥2 ⩽ √

m∥AH∥1，即
∥A∥∞√

n
⩽ ∥A∥2 ⩽ √

m∥A∥∞．

8. 设 A = PΣQ 是奇异值分解，则 ∥A∥F =
√

tr(AHA) =
√

σ21 + · · ·+ σ2r．故 σ1 ⩽ ∥A∥F ⩽ √
rσ1．

9. 设 ∥x∥p = ∥y∥q = 1．由结论 3，|xHAy| ⩽ ∥AHx∥p ⩽ ∥AH∥p，等号可取到．同理，|xHAy| ⩽
∥Ay∥q ⩽ ∥A∥q，等号亦可取到．故 ∥AH∥p = ∥A∥q = max

∥x∥p=∥y∥q=1
|xHAy|．

设非零向量 z 使得 AHAz = σ21z，则 σ21∥z∥p = ∥AHAz∥p ⩽ ∥AH∥p ∥A∥p ∥z∥p．故 ∥A∥2 = σ1 ⩽√
∥A∥p ∥A∥q．

15



例 1.6. 考虑线性方程组 Ax = b 的扰动问题．设 ∥ · ∥ 是任意 p 范数．结合 ∥b∥ ⩽ ∥A∥ · ∥x∥，得

Ax = b ⇒ (δA)x+ A(δx) ≈ δb ⇒ δx ≈ A−1(δb)− A−1(δA)x

⇒ ∥δx∥ ⩽ ∥A−1∥ · ∥δb∥+ ∥A−1∥ · ∥δA∥ · ∥x∥ ⇒ ∥δx∥
∥x∥

⩽ cond(A)
(
∥δb∥
∥b∥

+
∥δA∥
∥A∥

)
.

方阵的特征值与范数之间还存如下联系．

定义 1.7. A ∈ Cn×n 的谱半径

ρ(A) = max(|λ1|, · · · , |λn|)

其中 λ1, · · · , λn 是 A 的所有特征值．

定理 1.2. 关于 A ∈ Cn×n 的谱半径，有下列常用结论．

(1) 对于任意矩阵范数 ∥ · ∥，ρ(A) ⩽ ∥A∥． (2) lim
k→+∞

Ak = O 当且仅当 ρ(A) < 1．

证明. (1)设 λ, α是 A的任意特征值及相应的特征向量，由 Aα = λα，得 |λ|∥α∥ = ∥Aα∥ ⩽ ∥A∥ ∥α∥，

故 ρ(A) ⩽ ∥A∥．(2) 存在可逆方阵 P 使得 P−1AP = diag
(
Jn1(λ1), · · · , Jnk(λk)

)
是 Jordan 标准形．

故只需考虑 A = Jn(λ) = λIn +N 情形，N =

(
In−1

0

)
．当 k → +∞ 时，Ak =

n∑
i=0

Ci
kλ

k−iN i → O

当且仅当 |λ| < 1．
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课堂练习

1. 设 A =

1 2

3 4

，则 ∥A∥F = ，∥A∥1 = ，∥A∥2 = ，

∥A∥∞ = ，ρ(A) = ．

2. 设用公式
(
1 +

1

n

)n
计算 e的近似值，并且希望误差的绝对值不超过 0.001．如何选取 n？每步计

算保留多少位有效数字？请给出你的算法．
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第二章 数值逼近 (12 学时)

§2.1 插值

定义 2.1. 给定函数族 Φ 和平面点列 (x0, y0), (x1, y1), · · · , (xn, yn)．若函数 ϕ ∈ Φ 满足

ϕ(xi) = yi, ∀i

则 ϕ 称为 Φ 中关于插值点 {(xi, yi) | 0 ⩽ i ⩽ n} 的插值函数，x0, x1, · · · , xn 称为插值节点．例如，

• 多项式插值：Φ = R[x]

• Hermite 插值：求 ϕ ∈ R[x] 满足 ϕ(xi) = yi，ϕ′(xi) = zi, · · ·

• k 次样条插值：Φ = {分段光滑且每段是次数不超过 k 的多项式}

• 三角多项式插值：Φ =
{ n∑
k=0

ak cos(kx) +
n∑

k=1
bk sin(kx) | ak, bk ∈ R, n ∈ N

}
．
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利用未知连续函数 f(x)在若干节点处的值，构造 f(x)关于这些节点的插值函数 ϕ(x)，作为 f(x)的

近似，从而得到 f(x) 在其他点处的近似值．这就是插值的字面含义．

§2.1.1 多项式插值

定理 2.1. 设实数 x0, x1, · · · , xn 两两不同，则对于任意实数 y0, y1, · · · , yn，存在唯一的 ϕ ∈ R[x] 满

足 deg(ϕ) ⩽ n 并且 ϕ(xi) = yi，∀i = 0, 1, · · · , n．

证明. 设 ϕ(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cnx
n，线性方程组
1 x0 · · · xn0

1 x1 · · · xn1
... ... · · · ...

1 xn · · · xnn




c0

c1
...

cn

 =


y0

y1
...

yn

 (2.1)

有唯一解 (c0, c1, · · · , cn)．

通常可作线性预处理 x̂i = axi + b，ŷi = cyi + d 以改善线性方程组 (2.1) 的求解结果．
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定理 2.2. 设 xi, yi, ϕ 同定理 2.1，则有 Lagrange 插值公式

ϕ(x) =
n∑

i=0

yi
∏
j ̸=i

x− xj
xi − xj

.

Lagrange 插值公式还可以表示为

ϕ(x) =
n∑

i=0

wi

∏
j ̸=i

(x− xj) = p(x)
n∑

i=0

wi

x− xi

其中

p(x) =
n∏

i=0

(x− xi), wi =
yi∏

j ̸=i
(xi − xj)

=
yi

p′(xi)
.

当需要计算 ϕ(x) 在多个点处的值时，可先计算 w0, w1, · · · , wn，再利用上式求值．

例 2.1. 已知 z1, · · · , zn ∈ C 是方程 xn = x+ 1 的所有根，求 n− 1 次多项式 ϕ(x) ∈ C[x] 使得

ϕ(zi) = zi, ∀i.

解答. 在 Lagrange 插值公式中设 p(x) = xn − x− 1，得

ϕ(x) = (xn − x− 1)
n∑

i=1

wi

x− zi
, wi =

zi

nzn−1
i − 1

=
|zi|2

(n− 1)zi + n
.
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Lagrange插值公式可以理解为：把 ϕ表示为 Rn+1[x]的基 {L0, L1, · · · , Ln}的线性组合，其中基函数

Li(x) =
∏
j ̸=i

x− xj
xi − xj

是 n 次多项式．如果取 Rn+1[x] 的基为 {T0, T1, · · · , Tn}，其中基函数

Ti(x) =
∏
j<i

(x− xi)

是 i 次多项式，则得到 Newton 插值公式．

定义 2.2. 设实数 x0, x1, · · · , xn 两两不同，函数 f(x) 关于 x0, x1, · · · , xn 的 n 阶差商定义为

f [x0] = f(x0), f [x0, x1, · · · , xn] =
f [x0, · · · , xn−2, xn]− f [x0, · · · , xn−2, xn−1]

xn − xn−1
, n ⩾ 1.

差商 f [x0, x1, · · · , xn] 的定义仅依赖于 f 在 x0, x1, · · · , xn 处的值 y0, y1, · · · , yn．

定理 2.3. 设 xi, yi, ϕ 同定理 2.1，则有 Newton 插值公式

ϕ(x) =
n∑

i=0

f [x0, · · · , xi]Ti(x).

证明. 设 ϕ(x) =
n∑

i=0
ciTi(x)，得线性方程组
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T0(x0)

T0(x1) T1(x1)

... ... . . .

T0(xn) T1(xn) · · · Tn(xn)




c0

c1
...

cn

 =


f(x0)

f(x1)

...

f(xn)

 . (2.2)

作初等行变换，第 i+ 1 行减去第 1 行，然后除以 xi − x0，得
T
(1)
1 (x1)

T
(1)
1 (x2) T

(1)
2 (x2)

... ... . . .

T
(1)
1 (xn) T

(1)
2 (xn) · · · T

(1)
n (xn)




c1

c2
...

cn

 =


f [x0, x1]

f [x0, x2]

...

f [x0, xn]


其中 T

(k)
i (x) =

∏
k⩽j<i

(x− xj)．不断进行下去，得 ck = f [x0, x1, · · · , xk]，∀k．

Lagrange 插值公式与 Newton 插值公式是同一个多项式 ϕ(x) 的不同表达形式．

由定理 2.3 可知，f [x0, x1, · · · , xn] 是插值多项式 ϕ(x) 的最高项系数，与 x0, x1, · · · , xn 的顺序无关．

即对于 0, 1, · · · , n 的任意排列 σ，有

f [xσ0, xσ1, · · · , xσn] = f [x0, x1, · · · , xn].
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除了利用线性方程组 (2.2) 之外，也可以利用差商表 (yij)0⩽i⩽j⩽n 求 Newton 插值公式，其中

yij = f [xj−i, · · · , xj] =


f(xj), i = 0;

yi−1,j − yi−1,j−1

xj − xj−i
, i ⩾ 1.

定理 2.4. 设 f(x) 在 [a, b] 上有 n 阶连续导函数，a ⩽ x0 < · · · < xn ⩽ b，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得

f [x0, · · · , xn] =
f (n)(ξ)

n!
.

证明. 记 g(x) = f(x)−
n∑

i=0
f [x0, · · · , xi]Ti(x)，则有 g(x0) = · · · = g(xn) = 0．根据微分中值定理，存

在 ξ ∈ [a, b] 使得 g(n)(ξ) = 0，即 f (n)(ξ)− n!f [x0, · · · , xn] = 0．

由定理 2.4 可得多项式插值的如下误差估计．

定理 2.5. 设 f(x) 在 [a, b] 上有 n+ 1 阶连续导函数，a ⩽ x0 < · · · < xn ⩽ b，ϕ(x) 是 f(x) 关于节点

x0, · · · , xn 的插值多项式．对于任意 x ∈ [a, b]，存在 ξ ∈ [a, b] 使得

ϕ(x) = f(x)− f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0) · · · (x− xn).

证明. 根据定理 2.4，f 关于节点 x0, · · · , xn, x 的插值多项式
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g(t) = ϕ(t) + f [x0, · · · , xn, x](t− x0) · · · (t− xn) = ϕ(t) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(t− x0) · · · (t− xn),

其中 ξ 与 t 无关．令 t = x，得 f(x) = g(x) = ϕ(x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0) · · · (x− xn)．

思考：Lagrange 插值与 Newton 插值的复杂度有多大？哪个方法的误差小？哪个方法的稳定性好？

§2.1.2 离散 Fourier 变换

在前面的多项式插值问题中，插值节点是区间 [a, b]中的若干实数．插值节点也可以是复数，Lagrange

插值公式和 Newton 插值公式对于复数值的数据仍然成立．例如，设插值节点 1, ω, · · · , ωn−1，其中

ω = e
2π

√
−1

n 是 n 次单位根，则插值函数 ϕ(x) =
n−1∑
k=0

ckx
k 对应线性方程组 Ωc = yc = yc = y，其中

Ω =


1 1 · · · 1

1 ω · · · ωn−1

... ... ωij ...

1 ωn−1 · · · ω(n−1)2

 .

由 ΩΩ = nI，得 ccc = 1
nΩyyy．
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定义 2.3. 设 Ω如上．Cn 上的线性变换 F(α) = Ωα称为离散 Fourier 变换．当 n = 2m (m ∈ N)时，

下述计算 F(α) 的算法称为快速 Fourier 变换，简称 FFT，其时间复杂度为 O(n logn)．

设 α = (a1, · · · , an)T，F(α) = (b1, · · · , bn)T，则 bk = f(ωk−1)，其中 f(x) =
n∑

k=1
akx

k−1．注意到

f(x) = g(x2) + xh(x2), g(x) =
∑

1⩽k⩽n/2

a2kx
k−1, h(x) =

∑
1⩽k⩽n/2

a2k−1x
k−1.

可先计算 gk = g(ω2k−2) 和 hk = h(ω2k−2)，再计算 bk = gk + ωk−1hk 和 bk+n/2 = gk − ωk−1hk，

1 ⩽ k ⩽ n/2．设上述递归算法包含的复数加减乘运算[1]的次数为 T (n)，则有

T (n) = 2T (n/2) + 1.5n+O(1) ⇒ T (n) = 1.5n log2 n+O(n).

对于一般的 n，存在与 FFT 类似的快速算法，时间复杂度为 O(n log2 n)，不再详述．

FFT 有许多实际应用．例如，可利用 FFT 快速计算两个复系数多项式 f, g 的乘积．

例 2.2.设 d1 = deg(f)，d2 = deg(g)，n = 2⌈log2(1+d1+d2)⌉，ω = e
2π

√
−1

n ．记 f(x) =
n∑

i=1
fix

i−1，g(x) =

n∑
i=1

gix
i−1．先用 FFT计算 (a1, · · · , an) = F(f1, · · · , fn)，(b1, · · · , bn) = F(g1, · · · , gn)，再用 FFT计

[1]1次复数加减 = 2次实数加减．1次复数乘 = 4次实数乘 +2次实数加减，或者 1次复数乘 = 3次实数乘

+5 次实数加减．
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算 (c1, · · · , cn) = F(a1b1, · · · , anbn)，则 (h1, · · · , hn) = 1
n(c1, · · · , cn)是 fg 的系数，fg =

n∑
i=1

hix
i−1．

上述算法包含 4.5n log2 n+O(n)次复数加减乘运算．经典算法则包含 2d1d2+O(d1+ d2)次运算．

§2.1.3 Hermite 插值

在构造插值多项式 ϕ(x) 的时候，通常指定节点处的函数值 ϕ(xi) = yi．如果还指定节点处的各阶导

数值 ϕ(j)(xi) = y
(j)
i ，0 ⩽ i ⩽ n，0 ⩽ j ⩽ ki，则这样的插值问题称为 Hermite 插值．

Hermite 插值问题可以转化为 Newton 插值类型问题．把每个节点 xi 扩展为 ki + 1 个重复节点

xi, · · · , xi︸ ︷︷ ︸
ki+1个

，并规定 f [xi, · · · , xi︸ ︷︷ ︸
j+1个

] =
y
(j)
i
j!
，进而利用差商表构造

n∑
i=0

ki 个节点的 Newton 插值多项式．

Hermite 插值问题也可以转化为 Lagrange 插值类型问题．此时需要构造基函数 Lp,q(x) 使得

djLp,q

dxj
(xi) =

1, (i, j) = (p, q)

0, (i, j) ̸= (p, q)

(2.3)

其中 0 ⩽ i, p ⩽ n，0 ⩽ j, q ⩽ ki．此方法较繁琐，仅适用于 k0, · · · , kn ⩽ 2 或 n 较小的情形．
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例 2.3. 给定 x0, · · · , xn, y0, · · · , yn, z0, · · · , zn，构造不超过 2n+ 1 次的多项式 ϕ(x)，使得

ϕ(xi) = yi, ϕ′(xi) = zi, ∀i = 0, · · · , n.

方法 1. 记 t2i = t2i+1 = xi，0 ⩽ i ⩽ n．构造差商表 (qij)0⩽i⩽j⩽2n+1，其中q0,2j = q0,2j+1 = yj,

0 ⩽ j ⩽ n;


q1,2j =

yj − yj−1

xj − xj−1
, 1 ⩽ j ⩽ n;

q1,2j+1 = zj, 0 ⩽ j ⩽ n;


qi,j =

qi−1,j − qi−1,j−1

tj − tj−i
,

2 ⩽ i ⩽ j ⩽ 2n+ 1.

得 ϕ(x) = q00 +
2n+1∑
i=1

qii
i−1∏
j=0

(x− tj)．

方法 2. 构造基函数 {Lij | 0 ⩽ i ⩽ n, 0 ⩽ j ⩽ 1} 满足 (2.3)，得 φ(x) =
n∑

i=0
(yiLi0(x) + ziLi1(x))．

Li0(x) = (aix+ bi)
∏
k ̸=i

(
x− xk
xi − xk

)2
, Li1(x) = (x− xi)

∏
k ̸=i

(
x− xk
xi − xk

)2

其中 ai =
∑
k ̸=i

−2

xi − xk
，bi = 1− aixi．故 Li0(x) =

(
1 + 2(xi − x)

∑
k ̸=i

1

xi − xk

) ∏
k ̸=i

(
x− xk
xi − xk

)2
．

思考：比较例 2.3 的两种方法的优劣．
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§2.1.4 样条插值

例 2.4. 设 f(x) =
1

1 + x2
．下面左图是 f(x) 关于节点 0,±1, · · · ,±5 的 10 次插值多项式的函数图像，

右图是 f(x) 关于节点 0, 0.1, · · · , 5.0 的 50 次插值多项式的函数图像．

左图这种插值效果比较差的现象称为 Runge 现象．Runge 现象的成因比较复杂，不详细解释．

在绘制高次多项式的函数图像时，舍入误差可能会使得事实上应该平缓的函数图像变得剧烈震荡．

这种现象应当与 Runge 现象区分开来．

为了避免高次多项式插值可能带来的较大误差，可以使用样条函数进行插值．

定义 2.4. 设 k, n 都是正整数，x0 < x1 < · · · < xn．若定义在 [x0, xn] 上的函数 ϕ(x) 满足
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À ϕ(x) 在每个 [xi−1, xi] 上都是次数不超过 k 的多项式，1 ⩽ i ⩽ n；

Á ϕ(x) 在每个 xi 处有 k − 1 阶连续导函数，1 ⩽ i ⩽ n− 1；

则 ϕ(x) 称为以 x0, x1, · · · , xn 为节点的 k 次样条函数．利用样条函数来插值的方法称为样条插值．

定理 2.6. 以 x0 < x1 < · · · < xn 为节点的 k 次样条函数的集合 Φ 在函数的加法和数乘运算下构成

实线性空间，dimΦ = n+ k，{1, x, · · · , xk, S1, · · · , Sn−1} 是 Φ 的基，Si(x) = (max(0, x− xi))
k．

证明. 任意 ϕ ∈ Φ 的 k 阶导函数 g 是分段常值函数，有至多 n− 1 个间断点 x1, · · · , xn−1．

对 g 作 k 次积分，得 ϕ 形如
k∑

i=0
cix

k +
n−1∑
i=1

ck+iSi(x)．

根据定理 2.6，可设样条插值函数 ϕ(x) =
k∑

i=0
ci(x− a)i +

n−1∑
i=1

ck+iSi(x)，然后求解线性方程组

1 (x0 − a) · · · (x0 − a)k

1 (x1 − a) · · · (x1 − a)k

1 (x2 − a) · · · (x2 − a)k (x2 − x1)
k

... ... · · · ... ... . . .

1 (xn − a) · · · (xn − a)k (xn − x1)
k · · · (xn − xn−1)

k





c0
...

ck
...

cn+k−1


=



y0

y1

y2
...

yn


. (2.4)
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(2.4) 式有 n+ 1 个方程、n+ k 个未知数，可适当补充 k − 1 个约束．例如，

ϕ′(x0) = 0, ϕ′′(x0) = 0, ϕ′(xn) = 0, ϕ′′(xn) = 0, · · ·

Φ 有其他形式的基函数，如 B 样条，此处不详细叙述．对于 3 次样条插值，还有更有效的方法．

思考：比较 1、2、3、4 次样条函数，各有何优缺点？为何 3 次样条函数较常用？

M 关系式方法

设 Mi = ϕ′′(xi)，0 ⩽ i ⩽ n．当 x ∈ [xi−1, xi] 时，记 hi = xi − xi−1，由

ϕ′′(x) =
(x− xi−1)Mi + (xi − x)Mi−1

hi
, ϕ(xi−1) = yi−1, ϕ(xi) = yi

待定系数法解得
ϕ(x) =

Mi

6hi
(x− xi−1)

3 +
Mi−1

6hi
(xi − x)3 +

(
yi
hi

− Mihi
6

)
(x− xi−1) +

(
yi−1

hi
−

Mi−1hi
6

)
(xi − x)

ϕ′(x) =
Mi

2hi
(x− xi−1)

2 −
Mi−1

2hi
(xi − x)2 +

yi
hi

−
yi−1

hi
+

(Mi−1 −Mi)hi
6

.

再由 ϕ′(x) 在 xi 处的连续性，得

yi − yi−1

hi
+

(2Mi +Mi−1)hi
6

=
yi+1 − yi
hi+1

−
(Mi+1 + 2Mi)hi+1

6
.
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从而有 
a1 2 1− a1

a2 2 1− a2
. . . . . . . . .

an−1 2 1− an−1




M0

M1
...

Mn

 =


b1

b2
...

bn−1

 , (2.5)

其中 ai =
xi − xi−1

xi+1 − xi−1
，bi = 6f [xi−1, xi, xi+1]．

(2.5) 式有 n− 1 个方程、n+ 1 个未知数，可适当补充两个约束条件．例如，指定 M0,Mn 的值，指

定 ϕ′(x0), ϕ′(xn) 的值，要求 M0 = Mn，ϕ′(x0) = ϕ′(xn) 等．

m 关系式方法

设 mi = ϕ′(xi)，0 ⩽ i ⩽ n．当 x ∈ [xi−1, xi]时，记 hi = xi− xi−1，zi =
yi − yi−1

xi − xi−1
，由 Newton插值

形式的 Hermite 插值公式可得
ϕ(x) = yi−1 +mi−1(x− xi−1) +

zi −mi−1

hi
(x− xi−1)

2 +
mi−1 − 2zi +mi

h2i
(x− xi−1)

2(x− xi),

ϕ′′(x)
2

=
zi −mi−1

hi
+

mi−1 − 2zi +mi

h2i
(3x− 2xi−1 − xi).

31



再由 ϕ′′(x) 在 xi 处的连续性，得

mi−1 + 2mi − 3zi
hi

=
3zi+1 − 2mi −mi+1

hi+1
.

从而有 
1− a1 2 a1

1− a2 2 a2
. . . . . . . . .

1− an−1 2 an−1




m0

m1
...

mn

 =


c1

c2
...

cn−1

 , (2.6)

其中 ai =
xi − xi−1

xi+1 − xi−1
，ci = 3

(xi+1 − xi)zi + (xi − xi−1)zi+1

xi+1 − xi−1
．

(2.6) 式有 n− 1 个方程、n + 1 个未知数，可适当补充两个约束条件．例如，指定 m0,mn 的值，指

定 ϕ′′(x0), ϕ′′(xn) 的值，要求 m0 = mn，ϕ′′(x0) = ϕ′′(xn) 等．

比较三次样条插值的基函数方法、M 关系式方法、m关系式方法．如果补充的约束条件相同，则得到

同一个样条函数 ϕ(x)的三种不同表达形式．求解线性方程组 (2.4)的时间复杂度为 O(n2)，求解 (2.5)

和 (2.6)的时间复杂度为 O(n)．故在确定 ϕ(x)的表达形式时，M,m关系式方法优于基函数方法．但

是，在计算 ϕ(x) 在多个点处的值时，M,m 关系式方法的时间复杂度要大于基函数方法．
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样条插值的误差估计比较复杂，此处不详细叙述．

定理 2.7. 设 x0 < x1 < · · · < xn，f(x) 在 [x0, xn] 上有 2 阶连续导函数，ϕ(x) 是 f(x) 关于节点

x0, x1, · · · , xn 的 1 次样条插值函数，则对于任意 x ∈ [xi−1, xi]，存在 ξ ∈ [xi−1, xi] 使得

ϕ(x) = f(x)− f ′′(ξ)
2

(x− xi−1)(x− xi).

证明. 定理 2.5 的特例．
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§2.2 拟合

鉴于多项式插值可能出现诸如 Runge 现象一样的缺陷，我们要求函数族 Φ 具有良好的性质，不要求

近似函数 ϕ 满足 ϕ(xi) = yi, ∀i，只要 ϕ(xi) ≈ yi 即可．这种构造近似函数的方法称为拟合．

定义 2.5. 给定函数族 Φ 和平面点列 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xm, ym)．记

xxx = (x1, x2, · · · , xm), yyy = (y1, y2, · · · , ym), ϕ(xxx) = (ϕ(x1), ϕ(x2), · · · , ϕ(xm))

其中 ϕ ∈ Φ．设 ∥ · ∥ 是 Rm 上的一个范数，则 ∥ϕ(xxx)− yyy∥ 可以作为衡量拟合效果的标准．特别，使

得 ∥ϕ(xxx)− yyy∥2 最小的 ϕ 称为最小二乘拟合函数．

定理 2.8. 设 Φ 是 n 维线性空间，{ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn} 是 Φ 的基，则 ϕ =
n∑

i=1
ciϕi 是最小二乘拟合函数

当且仅当 ccc = (c1, c2, · · · , cn)T 满足 ATAccc = ATyyy，其中 A =
(
ϕj(xi)

)
∈ Rm×n．

证明. 二次函数 f(ccc) = ∥ϕ(xxx) − yyy∥22 = ∥Accc − yyy∥22 = cccTATAccc − 2yyyTAccc + yyyTyyy 取得最小值当且仅当
∂f

∂ccc
= 2cTATA− 2yyyTA = 000，即 ATAccc = ATyyy．

线性方程组 ATAccc = ATyyy 的解 ccc也称为线性方程组 Accc = yyy 的最小二乘解．通常不直接求解 ATAccc =

ATyyy，而是利用奇异值分解 A = P

Σ

O

Q，求得 ccc = QT

Σ−1

O

PTyyy．

34



如果 Φ不是线性空间，最小二乘拟合函数不容易求得，可先预处理数据，再求解最小二乘拟合问题．

例 2.5. 对数据 {(xi, yi) | 1 ⩽ i ⩽ n} 作预处理，求形如 y =
a+ bx

1 + cx
的拟合．

解答.

y ≈ a+ bx

1 + cx
⇔ a+ bx ≈ y + cxy ⇔


1 x1 −x1y1
... ... ...

1 xn −xnyn



a

b

c

 ≈


y1
...

yn



分析预处理方法的数学原理．设原问题是求参数 θ 使得 S =
n∑

i=1
ϕ2(θ, xi, yi) 最小，对数据作预处理

之后，问题转化为求 θ 使得 T =
n∑

i=1
φ2(θ, xi, yi) 最小．这相当于是对原目标函数 ϕ(θ, xi, yi) 赋了权

值 wi ⩾ 0，使得 T =
n∑

i=1
wiϕ

2(θ, xi, yi)，改变了数据 (xi, yi) 对于 θ 的影响程度．

例如，例 2.5的原目标函数 S =
n∑

i=1

(
a+ bxi
1 + cxi

− yi

)2
，预处理后变为 T =

n∑
i=1

(
a+ bxi− (1 + cxi)yi

)2
，

权值 wi = (1 + cxi)
2．为了兼顾拟合效果和便于计算，还可以选取与 a, b, c 无关的权值 λi ⩾ 0，求

a, b, c 使得
n∑

i=1
λi
(
a+ bxi − (1 + cxi)yi

)2
最小．
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例 2.6. 用二次函数最小二乘拟合我国人口增长数据．
xi 1954 1964 1982 1987 1990 1995 2000 2005 2010 2020

yi 6.0194 7.2307 10.3188 10.7233 11.6002 12.0778 12.9533 13.0756 13.3972 14.4350

解答. 设 a = 1990，ϕ(x) =
3∑

j=1
cj(x− a)j−1，得近似线性方程组 Accc ≈ yyy，其中 A =

(
(xi − a)j−1

)
．

ATA =


s0 s1 s2

s1 s2 s3

s2 s3 s4

 =


10 7 3695

7 3695 −25271

3695 −25271 3172019

 , ATyyy =


∑

yi∑
(xi − a)yi∑
(xi − a)2yi

 =


111.831

567.633

36335.7

 ,

其中 sk =
10∑
i=1

(xi − a)k．解得 ccc = (11.3936, 0.126503, − 0.000809161)，∥Accc− yyy∥22 = 0.471379．
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例 2.7. 对例 2.6 的数据建立 Logistic 模型，求形如 y =
a

1 + b e−cx 的拟合．

方法 1. 设 f(x) =
a

1 + b e−0.01c(x−1990)
．求 a, b, c 使得 S =

10∑
i=1

(f(xi)− yi)
2 最小．

解得 a = 16.2247，b = 0.422203，c = 3.97188，S = 0.335118．拟合效果如图所示．

方法 2. 设 y = f(x) =
a

1 + b e−c(x−1990)
，则有 f ′(x) = cy

(
1− y

a

)
．

首先，求 a, c 使得
10∑
i=1

(
cyi(1−

yi
a
− zi)

)2
最小，其中 zi 是 f ′(xi) 的数值微分．

z1 =
y2 − y1
x2 − x1

, z10 =
y10 − y9
x10 − x9

, zi =
yi − yi−1

xi − xi−1
+

yi+1 − yi
xi+1 − xi

−
yi+1 − yi−1

xi+1 − xi−1
, 2 ⩽ i ⩽ 9.
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解得 c = 0.0366826．然后，固定 c，求 a, b 使得
10∑
i=1

(
1 + b e−c(xi−1990)− a

yi

)2
最小．

解得 a = 16.856，b = 0.488565，
10∑
i=1

(f(xi)− yi)
2 = 0.387238．拟合效果如图所示．

比较例 2.6 的二次函数模型和例 2.7 的 Logistic 模型，各有所长，很难说哪种模型更优．

例 2.7 中的两种拟合方法均对数据作了预处理．如果不作预处理，尝试一下结果如何．

比较例 2.7 中的两种拟合方法，从误差的角度看，很难说哪种方法更优；

从计算复杂度的角度看，方法 1 需要求非线性函数的最值点，方法 2 使用线性最小二乘拟合．
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§2.3 函数逼近

插值和拟合都是求有限点列的近似函数的方法．如何求无穷点列的近似函数呢？换句话说，假设不知

道函数 f(x) 的具体表达式，但是知道 f(x) 在任意点处的取值，如何求 f(x) 的近似函数？

定义 2.6. 设 V 是实数域 R 上的线性空间．

• 具有下列性质的映射 ρ : V × V → R 称为 V 上的内积．

À ρ(λα + µβ, γ) = λρ(α, β) + µρ(α, γ)，ρ(α, λβ + µγ) = λρ(α, β) + µρ(α, γ)；

Á ρ(α, β) = ρ(β, α)；Â 当 α ̸= 000 时，ρ(α, α) > 0；其中 α, β, γ ∈ V，λ, µ ∈ R．

• 设 ρ 是 V 上的内积，则 (V, ρ) 称为内积空间，∥α∥ =
√

ρ(α, α) 称为 ρ 的诱导范数．

• 若内积空间 (V, ρ)中的向量组 S = {αi}i∈I 满足 ρ(αi, αj) =
{1, i = j

0, i ̸= j
，∀i, j ∈ I，则 S 称为标准

正交向量组．特别，若 S 还是 V 的基，则 S 称为标准正交基．

例 2.8. 设实线性空间 C[a, b] 由 [a, b] 上的所有连续函数构成．容易验证

ρ(f, g) =

∫ b

a
f(x)g(x)w(x)dx

是 V 上的内积，其中 w ∈ C[a, b] 满足 w(x) > 0，∀x ∈ [a, b]，称为权函数．
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定理 2.9. 任意可数维或有限维实内积空间 (V, ρ) 都有标准正交基．

证明. 任取 V 的基 {α1, α2, · · · }，施行如下 Gram-Schmidt 标准正交化过程，

βk = αk −
k−1∑
i=1

ρ(αk, γi)γi, γk =
βk
∥βk∥

, k = 1, 2, · · ·

由 ρ(βk, γi) = 0，∀i = 1, · · · , k− 1，得 S = {γ1, γ2, · · · }是标准正交向量组．再由 Span(γ1, · · · , γk) =

Span(α1, · · · , αk)，得 S 是 V 的标准正交基．

定理 2.10. 设 U 是实内积空间 (V, ρ) 的有限维子空间，{e1, · · · , en} 是 U 的标准正交基．对于任意

α ∈ V，存在唯一的 β ∈ U 使得 ∥α− β∥ 最小．β =
n∑

i=1
ρ(α, ei)ei 称为 α 在 U 中的投影．

证明. 记 u =
n∑

i=1
ρ(α, ei)ei，v = α − u．由 ρ(ei, v) = 0, ∀i，得 ρ(u, v) = 0．对于任意 β ∈ U，

∥α− β∥2 = ∥(u− β) + v∥2 = ∥u− β∥2 + ∥v∥2．当且仅当 β = u 时，∥α− β∥ 取得最小值 ∥v∥．

定义 2.7. 设内积空间 V = C[a, b]的内积同例 2.8，V 的子空间 U 由所有次数不超过 n的一元实系数

多项式构成．任意 f ∈ V 在 U 中的投影 p 称为 f 的 n 次最佳平方逼近多项式．

类似地，若 p ∈ U 使得 max
a⩽x⩽b

|f(x)− p(x)| 最小，则 p(x) 称为 f(x) 的 n 次最佳一致逼近多项式．

换句话说，最佳平方逼近使得 ∥f − p∥ 最小，最佳一致逼近使得 ∥f − p∥∞ 最小．
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例 2.9. 设 f(x) = ex，x ∈ [−1, 1]．求线性函数 p(x) = ax+ b 使得 max
−1⩽x⩽1

|f(x)− p(x)| 最小．

解答. 由函数图像可设 a > 0，f(x)− p(x) 在 x = ±1 处取得最大值 c，在 x = ln a 处取得最小值 −c．

1

e + a− b = c

e−a− b = c

a− a ln a− b = −c

⇒


a =

e− e−1

2
≈ 1.1752

b =
e−a ln a

2
≈ 1.26428

c =
e+a ln a

2
− a ≈ 0.278802

通常很难求得一个连续函数的 n 次最佳一致逼近多项式．

定理 2.11. 设 S 是次数不超过 n 的一元实系数多项式构成的集合，f 是 [a, b] 上的连续函数，f /∈ S．

1. 若 a ⩽ x1 < · · · < xn+2 ⩽ b 使得 f(x1), · · · , f(xn+2) 是正负交错的非零实数，

则 ∥f − p∥∞ ⩾ min
1⩽k⩽n+2

|f(xk)|，∀p ∈ S．

2. 若 a ⩽ x1 < · · · < xn+2 ⩽ b 使得 f(x1), · · · , f(xn+2) 是正负交错的并且 |f(xk)| = ∥f∥∞，∀k，

则不存在 p ∈ S 使得 ∥f − p∥∞ < ∥f∥∞．

3. 若不存在 a ⩽ x1 < · · · < xn+2 ⩽ b 使得 f(x1), · · · , f(xn+2) 是正负交错的并且 |f(xk)| = ∥f∥∞，

∀k，则存在 p ∈ S 使得 ∥f − p∥∞ < ∥f∥∞．

4. f 的 n 次最佳一致逼近多项式 p 是存在且唯一的．
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证明.

1. 注意到 {f(xk)p(xk) | 1 ⩽ k ⩽ n + 2} 不可能都是正数；否则，p(x) 有至少 n + 1 个零点，矛盾．

故存在 f(xi)p(xi) ⩽ 0，得 ∥f − p∥∞ ⩾ |f(xi)− p(xi)| ⩾ min
1⩽k⩽n+2

|f(xk)|．

2. 对于任意 p ∈ S，根据结论 1，∥f − p∥∞ ⩾ min
1⩽k⩽n+2

|f(xk)| = ∥f∥∞．

3. 设集合 X = {x ∈ [a, b] : |f(x)| = ∥f∥∞} = {x1, · · · , xm}．根据 f(x1), · · · , f(xm)的正负号，可以

把 X 分成 k 个两两不相交的子集 X1 ∪ · · · ∪Xk，k ⩽ n+ 1，使得

f(u)f(v) > 0, ∀u, v ∈ Xi; u < v, f(u)f(v) < 0, ∀u ∈ Xi, v ∈ Xi+1.

取 y1, · · · , yn，使得 u < yi < v，∀u ∈ Xi, v ∈ Xi+1．令 p(x) = λ(x− y1) · · · (x− yn)，其中 λ是

充分小的非零数，使得 p(xi)f(xi) > 0，∀1 ⩽ i ⩽ m．从而，∥f − p∥∞ < ∥f∥∞．

4. 由 S 是闭集可得 p的存在性．假设 p1, p2 都是 f 的 n次最佳一致逼近多项式，则 q = 1
2(p1 + p2)

满足 ∥f − q∥∞ ⩽ 1

2
(∥f − p1∥∞ + ∥f − p2∥∞)．故 q 也是 f 的 n次最佳一致逼近多项式．根据结

论 3，存在 a ⩽ x1 < · · · < xn+2 ⩽ b 使得 f(x1)− q(x1), · · · , f(xn+2)− q(xn+2) 是正负交错的并

且 |f(xk)− q(xk)| = ∥f − q∥∞，∀k．故 f(xk)− p1(xk) = f(xk)− p2(xk)，∀k．即 p1 = p2．
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例 2.10. 设 V = R[x] 上的内积 ρ(f, g) =

∫ b

a
f(x)g(x)dx，则 {cnLn | n ∈ N} 是 (V, ρ) 的标准正交基，

其中

Ln(x) =
dn

dxn

(
(x− a)n(x− b)n

)
, cn =

√
2n+ 1

n!(b− a)n+
1
2

.

证明. 设 m,n ∈ N，p(x) = (x− a)n(x− b)n．易知 deg(Ln) = n．当 m ⩽ n 时，分部积分得∫ b

a
Lm(x)Ln(x)dx = −

∫ b

a
L′m(x)p(n−1)(x)dx = · · · = (−1)m(2m)!

∫ b

a
p(n−m)(x)dx.

当 m < n 时，ρ(Lm, Ln) = 0．当 m = n 时，ρ(Ln, Ln) = (2n)!

∫ b

a
(x− a)n(b− x)ndx

= (2n)!(b− a)2n+1
∫ 1

0
xn(1− x)ndx =

n!2(b− a)2n+1

2n+ 1
.

设 a = 1，b = −1

n 0 1 2 3 4 5

cnLn
1√
2

√
3x√
2

√
5(3x2−1)

2
√
2

√
7(5x3−3x)

2
√
2

105x4−90x2+9
8
√
2

√
11(63x5−70x3+15x)

8
√
2

下面给出 {Ln} 的递推关系，从而可以用 n+ 1 阶下三角整数矩阵计算并存储 L0, · · · , Ln 的系数．
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记 p = (x− a)(x− b)．由

Lk = (pk)(k) = (kp′pk−1)(k−1) = kp′Lk−1 + 2k(k − 1)(pk−1)(k−2)

得 (pk−1)(k−2) =
Lk − kp′Lk−1

2k(k − 1)
．同理，(pk)(k−1) =

Lk+1 − (k + 1)p′Lk
2k(k + 1)

．由(pk)(k−1) = (kp′pk−1)(k−2) = kp′(pk−1)(k−2) + 2k(k − 2)(pk−1)(k−3)

(pk)(k−1) = (ppk−1)(k−1) = pLk−1 + (k − 1)p′(pk−1)(k−2) + (k − 1)(k − 2)(pk−1)(k−3)

消去 (pk−1)(k−3) 项，得

(k + 1)(pk)(k−1) = 2kpLk−1 + k(k − 1)p′(pk−1)(k−2).

代入 (pk−1)(k−2) 和 (pk)(k−1)，得

1

2k

(
Lk+1 − (k + 1)p′Lk

)
= 2kpLk−1 +

kp′

2k

(
Lk − kp′Lk−1

)
.

在上式中令 k = n− 1，p′ = 2x− (a+ b)，展开并化简，得

Ln = (2n− 1)(2x− a− b)Ln−1 − (n− 1)2(b− a)2Ln−2.

设 Li(x) =
i∑

j=0
lijx

j．规定 lij = 0，∀i < 0 或 j < 0，则 L0, · · · , Ln 的系数矩阵 (lij)0⩽j⩽i⩽n 满足

l00 = 1, lij = (4i− 2)li−1,j−1 − (2i− 1)(a+ b)li−1,j − (i− 1)2(b− a)2li−2,j, i ⩾ 1.
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例 2.11.设 V = R[x]上的内积 ρ(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)√
1− x2

dx，则 {cnTn | n ∈ N}是 (V, ρ)的标准正交基，

其中 Tn(x) = cos(n arccosx) 称为 n 次 Chebyshev 多项式，c0 =
√

1
π，cn =

√
2
π，n ⩾ 1．

证明. 设 m,n ∈ N．换元 x = cos θ，得

ρ(Tm, Tn) =

∫ π

0
cos(mθ) cos(nθ)dθ =

∫ π

0

cos
(
(m− n)θ

)
+ cos

(
(m+ n)θ

)
2

dθ.

当 m ̸= n 时，ρ(Tm, Tn) = 0．当 n = 0 时，ρ(Tn, Tn) = π．当 n ⩾ 1 时，ρ(Tn, Tn) =
π

2
．

n 0 1 2 3 4 5 6

Tn 1 x 2x2 − 1 4x3 − 3x 8x4 − 8x2 + 1 16x5 − 20x3 + 5x 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

设 Ti(x) =
i∑

j=0
tijx

j．规定 tij = 0，∀j < 0．由和差化积公式，可得 Tn = 2xTn−1 − Tn−2，∀n ⩾ 2．

故 T0, · · · , Tn 的系数矩阵 (tij)0⩽j⩽i⩽n 满足

t00 = 1, t10 = 0, t11 = 1, tij = 2ti−1,j−1 − ti−2,j, i ⩾ 2.
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例 2.12. 设 V 是 (−∞,∞) 上周期 2π 的函数全体构成实线性空间，V 上的内积

ρ(f, g) =
1

π

∫ 2π

0
f(x)g(x)dx

则 S =
{

1√
2
, cosx, sinx, · · · , cosnx, sinnx

}
是 (V, ρ)中的标准正交向量组．任意 f ∈ V 在 Span(S)中

的投影 p =
a0
2

+
n∑

k=1
(ak cos kx+ bk sin kx)，其中 ak = ρ(f, cos kx)，bk = ρ(f, sin kx)．

当 f 有 2 阶连续导函数时，ak = O( 1
k2
)，bk = O( 1

k2
)，故 ∥f − p∥∞ = max

x∈R
|f(x)− p(x)| = O(1n)．

例 2.12表明，对于周期 2π的偶函数 f(θ)，可用其三角函数展开式构造 f(θ)的一致逼近
n∑

k=0
ak cos kθ．

对于 f ∈ C[−1, 1]，设
n∑

k=0
ak cos kθ 是 f(cos θ) 的一致逼近，则

n∑
k=0

akTk(x) 是 f(x) 的一致逼近．

a0 =
1

2π

∫ 2π

0
f(cos θ)dθ =

1

π

∫ 1

−1

f(x)T0(x)√
1− x2

dx,

ak =
1

π

∫ 2π

0
f(cos θ) cos(kθ)dθ =

2

π

∫ 1

−1

f(x)Tk(x)√
1− x2

dx, k ⩾ 1.

结合例 2.11，
n∑

k=0
akTk 就是 f 在 Span(T0, T1, · · · , Tn) 中的投影．
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假设已知离散点列 xk =
2kπ

m
，yk = f(xk)，1 ⩽ k ⩽ m = 2n+ 1．注意到，当 p, q = 0, 1, · · · , n 时，

m∑
k=1

cos(pxk) sin(qxk) = 0,
m∑
k=1

cos(pxk) cos(qxk) =
m∑
k=1

sin(pxk) sin(qxk) =


m

2
, p = q ⩾ 1

0, p ̸= q

. (*)

以 {(xk, yk) | 1 ⩽ k ⩽ m} 为插值点构造三角多项式插值函数

ϕ(x) =
n∑

k=0

(λk cos kx+ µk sin kx).

由 (*) 式可解得

λ0 =
1

m

m∑
i=1

yi, λk =
2

m

m∑
i=1

yi cos(kxi), µk =
2

m

m∑
i=1

yi sin(kxi), k ⩾ 1.

每个 λk, µk 可以看作是 ρ(f, cos kx), ρ(f, sin kx) 的数值积分的结果．当 f 有 2 阶连续导函数时，

λk = ak +O(
1

n2
), µk = bk +O(

1

n2
) ⇒ ϕ(x) = p(x) +O(

1

n2
), ∀x.

故 ∥f − ϕ∥∞ = O(1n)．
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第三章 方程求根 (4 学时)

§3.1 一元方程

本节考虑一元方程的求根问题：设 f(x) 是 R 上的连续函数，f(x) 的表达形式可能未知，但是知道

f(x) 在每点处的取值．已知 f(x) = 0 有根 α ∈ [a, b]，求 α 的近似值 x 使得 |x− α| ⩽ ε．

定理 3.1. 若连续函数 f 满足 f(a)f(b) < 0，则存在 α ∈ (a, b) 使得 f(α) = 0．

由定理 3.1 可得求方程根的二分法，其中循环次数 n 使得
b− a

2n
< ε．

x1=a; x2=b; y1=f(x1); y2=f(x2); if(y1*y2>0) return(null);

for(i=1; i<=n; i++)

{

x3=0.5(x1+x2); y3=f(x3);
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if(y1*y3>0) (x1,y1)=(x3,y3); else (x2,y2)=(x3,y3);

}

return(x3);

二分法的缺点是：f 需要满足 f(a)f(b) < 0，并且只能计算 f 的实数根．

定理 3.2. 设 ϕ : [a, b] → [a, b] 有连续的导函数，并且存在正实数 C < 1 使得

|ϕ′(x)| ⩽ C, ∀x ∈ [a, b]

则对于任意 x0 ∈ [a, b]，递推数列 xn+1 = ϕ(xn) 收敛到 ϕ(x) 的唯一不动点 α．

证明. ∀x, y ∈ [a, b]，|ϕ(x)− ϕ(y)| = |ϕ′(ξ)(x− y)| ⩽ C|x− y|．记 ϕn = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n个

，则

|ϕn(x)− ϕn(y)| ⩽ C|ϕn−1(x)− ϕn−1(y)| ⩽ · · · ⩽ Cn|x− y| → 0.

故 lim
n→∞

ϕn(x) ≡ α 是常值函数．

根据定理 3.2，可得方程求根的不动点法或迭代法．设 α 是方程的根．构造 ϕ(x)使得 ϕ(α) = α 并且

|ϕ′(α)| < 1．当 |x0 − α| 足够小时，递推数列 xn+1 = ϕ(xn) 必收敛到 α．如何构造具有良好性质的

ϕ(x)，是此类方法的核心．
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下面是两个常用的迭代公式．

• Newton 迭代法 (或切线法)：xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
．

• 弦截法 (或割线法)：xn+1 = xn − f(xn)
f(xn)−f(xn−1)

xn−xn−1

．

Newton 迭代法的设计思想为

0 = f(α) ≈ f(xn) + f ′(xn)(α− xn) ⇒ α ≈ xn − f(xn)

f ′(xn)
.

当 f(x) 的表达式未知时，可用第六章中数值微分的方法计算 f ′(x)，也可用
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
近似

f ′(xn)，由此得到弦截法．Newton 迭代法和弦截法还有另一种解释．

g(x) = f(xn) + f ′(xn)(x− xn) 和 h(x) = f(xn) +
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
(x− xn)

分别是 f(x) 的 Hermite 插值和 Newton 插值函数．用 g(x) = 0 和 h(x) = 0 的根近似 f(x) = 0 的根．

定义 3.1. 设 lim
n→+∞

xn = α，p ⩾ 1．若存在常数 C 使得

|xn+1 − α| < C|xn − α|p, ∀n

则称数列 {xn} 有 p 阶收敛阶数．
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定理 3.3.设 α 是 f(x) = 0的 m重根，即 f(x) = (x−α)mg(x)，其中 g(x)有连续导函数且 g(α) ̸= 0．

1. 当 m = 1 时，Newton 迭代的收敛阶数 p = 2，弦截法迭代的收敛阶数 p = 1+
√
5

2 ．

2. 当 m ⩾ 2 时，Newton 迭代和弦截法迭代的收敛阶数都是 1．

证明. 对于 Newton 迭代法，

xn+1 − α =

(
1− g(xn)

mg(xn) + (xn − α)g′(xn)

)
(xn − α).

• 当 m = 1 时，xn+1 − α ≈ g′(α)
g(α)

(xn − α)2，收敛阶数 p = 2．

• 当 m ⩾ 2 时，xn+1 − α ≈ m− 1

m
(xn − α)，收敛阶数 p = 1．

对于弦截法，

xn+1 − α =
f(xn)(xn−1 − α)− f(xn−1)(xn − α)

f(xn)− f(xn−1)
=

f(xn)
xn−α − f(xn−1)

xn−1−α

f(xn)− f(xn−1)
(xn − α)(xn−1 − α).

当 m = 1 时，xn+1 − α ≈ g′(α)
g(α)

(xn − α)(xn−1 − α)，收敛阶数 p 满足 p2 = p + 1，得 p =
1 +

√
5

2
．

当 m ⩾ 2 时，xn+1 − α ≈ (xn − α)m−1 − (xn−1 − α)m−1

(xn − α)m − (xn−1 − α)m
(xn − α)(xn−1 − α)，收敛阶数 p = 1．
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当 m 已知时，Newton 迭代公式可修正为

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
⇒ xn+1 − α =

g′(xn)(xn − α)2

mg(xn) + (xn − α)g′(xn)
≈ g′(xn)

mg(xn)
(xn − α)2.

修正的 Newton 迭代的收敛阶数是 2．弦截法没有类似的修正公式．

当 m 未知时，如下的 Aitken 外推法可加速迭代 xn+1 = ϕ(xn) 的收敛．记

yn+1 =
xn+1xn−1 − x2n

xn+1 − 2xn + xn−1
或 yn+1 = φ(yn), φ(x) =

xϕ(ϕ(x))− (ϕ(x))2

ϕ(ϕ(x))− 2ϕ(x) + x
.

情形 1：p = 1．设 xn+1−α = C1(xn−α)+C2(xn−α)q+o(|xn−α|q)，其中 |C1| < 1，C2 ̸= 0，q > 1．

xn − α ≈ C1(xn−1 − α), xn+1 − α ≈ C1(xn − α) ⇒ C1 ≈ xn − xn+1

xn−1 − xn

⇒ yn+1 − α =
(xn−1 − xn)(xn+1 − α)− (xn − xn+1)(xn − α)

(xn−1 − xn)− (xn − xn+1)

=
xn+1 − α− xn+1−xn

xn−xn−1
(xn − α)

1− xn+1−xn
xn−xn−1

≈ C2

1− C1
(xn − α)q.

对于 Newton 迭代，C1 = m−1
m ．故可先估计出 C1 和 m，再使用修正的 Newton 迭代公式．
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情形 2：p > 1．设 xn+1 − α = C(xn − α)p + o(|xn − α|p)，其中 C ̸= 0．

xn − α ≈ C(xn−1 − α)p, xn+1 − α ≈ C(xn − α)p ≈ Cp+1(xn−1 − α)p
2

⇒ yn+1 − α =
(xn+1 − α)(xn−1 − α)− (xn − α)2

(xn+1 − α) + (xn−1 − α)− 2(xn − α)
≈ −(xn − α)2

xn−1 − α
≈ −C2(xn−1 − α)2p−1

当 p > 1 时，p2 > 2p− 1．故 Aitken 外推法仅对线性收敛的加速效果明显．

Newton 迭代法和弦截法都要求初值必须接近方程的根，

否则迭代有可能发散或陷入循环．

例 3.1. f(x) = x3 − 2x + 2 有三个根 α1 ≈ −1.76929，

α2,3 ≈ 0.884646± 0.589743 i．当 x0 ≈ 0或 1时，Newton

迭代 xn+1 =
2x3n − 2

3x2n − 2
在 0和 1之间循环．右图反映了迭

代关于初值的收敛情况，颜色越深表示所需迭代步数越

少，白色表示不收敛．
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§3.2 多元方程组

Newton 迭代法的思想可以很容易地应用于求解 n 个方程和 n 个变元的方程组

{fi(x1, · · · , xn) = 0 | i = 1, 2, · · · , n}.

设 α = (α1, · · · , αn) 是方程组的一个根．记 xxx = (x1, · · · , xn)，F (xxx) =
(
f1(xxx), · · · , fn(xxx)

)
，则

0

...

0

 =


f1(α)

...

fn(α)

 ≈


f1(xxx)

...

fn(xxx)

+


∂f1(xxx)
∂x1

· · · ∂f1(xxx)
∂xn

... · · · ...
∂fn(xxx)
∂x1

· · · ∂fn(xxx)
∂xn



α1 − x1

...

αn − xn



⇒


α1
...

αn

 ≈


x1
...

xn

−


∂f1(xxx)
∂x1

· · · ∂f1(xxx)
∂xn

... · · · ...
∂fn(xxx)
∂x1

· · · ∂fn(xxx)
∂xn


−1

f1(xxx)

...

fn(xxx)

 .

由此，得多元方程组的 Newton 迭代公式

Φ(xxx) = xxx−
(
∂F (xxx)

∂xxx

)−1

F (xxx). (3.1)

n 阶方阵
(
∂F (xxx)
∂xxx

)
称为 F (xxx) 的 Jacobi 矩阵．
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例 3.2. 求 n 次复系数多项式 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn 的所有复数根．

方法 1. 设 α1, · · · , αn 是 f(x) 的所有根．给定 z1, · · · , zn，则

f(x) =
n∏

i=1

(x− αi) ≈
n∏

i=1

(x− zi) +
n∑

i=1

(zi − αi)
∏
j ̸=i

(x− zj)

⇒ f(zi) ≈ (zi − αi)
∏
j ̸=i

(zi − zj) ⇒ αi ≈ zi −
f(zi)∏

j ̸=i
(zi − zj)

.

由此，得 Weierstrauss 方法 或 Durand-Kerner 方法 的迭代公式

znewi = zi −
f(zi)∏

j ̸=i
(zi − zj)

, 1 ⩽ i ⩽ n. (3.2)

方法 2. 设 zzz = (z1, · · · , zn)，F (zzz) =
(
· · · , (−1)kσk(zzz) − an−k, · · ·

)
是

n∏
i=1

(x − zi) − f(x) 的系数向

量，其中 σk(zzz) =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n
zi1 · · · zik 是 n 元 k 次基本对称多项式，1 ⩽ k ⩽ n．对 F (zzz) 应

用 Newton 迭代公式 (3.1) 也可以得到 (3.2) 式．不详细证明．例如，n = 2，f(x) = a0 + a1x + x2，

(x− z1)(x− z2)− f(x) = (−z1 − z2 − a1)x+ (z1z2 − a0)，F (zzz) = (−z1 − z2 − a1, z1z2 − a0)，则

Φ(zzz) =

z1

z2

−

−1 −1

z2 z1

−1−z1 − z2 − a1

z1z2 − a0

 =

z1

z2

−

 f(z1)
z1−z2
f(z2)
z2−z1

 .

55



第四章 数值优化 (6 学时)

如下形式的问题常称为优化问题，其中 f 称为目标函数，S 称为约束条件，α 称为最优解．

给定 S ⊂ Rn 和连续函数 f : S → R，求 α ∈ S 使得 f(α) 取得最小值（或最大值）．

通常不易求得优化问题的最优解，只能求得局部最优解，称为极值点．

例如，在对数据作最小二乘拟合的时候，求参数向量 α 使得 f(α) =
m∑
i=1

(
ϕ(α, xi)− yi

)2
最小．此时，

ϕ(α, x) 可能没有明确的解析表达式，计算 f(α) 的复杂度可能非常大．

§4.1 无约束优化

定理 4.1. 设 f : Rn → R 有 2 阶连续偏导数，∇f(xxx) =

(
∂f

∂xi

)
和 H(xxx) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
分别是 f 在

xxx 处的梯度向量和 Hesse 矩阵．
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1. 若 α 是 f(xxx) 的极值点，则 ∇f(α) = 000．

2. 若 ∇f(α) = 000 并且 H(α) 是正定的，则 α 是极小值点．

证明. 根据 Taylor 展开式，当 xxx → 000 时，

f(α + xxx) = f(α) + xxxT∇f(α) +
1

2
xxxTH(α)xxx+ o(∥xxx∥2).

1. 若 ∇f(α) ̸= 000，则存在 xxx → 000 使得 f(α− xxx) < f(α) < f(α + xxx)，得 α 不是极值点．

2. 设 ∇f(α) = 000 并且 H(α) 是正定的．当 xxx → 000 时，xxxTH(α)xxx > 0，f(α + xxx) > f(α)．

故 α 是极小值点．

当 H(xxx) 具有良好性质，初值 xxx0 ≈ α 时，可用 Newton 迭代法求 ∇f(xxx) = 000 的根 α．

Φ(xxx) = xxx−H−1(xxx) · ∇f(xxx)

当 ∥xxx0 − α∥ 较大时，Newton 迭代可能发散或收敛到其他驻点．当 f(xxx) 的表达式未知时，数值计算

∇f 和 H 可能有较大的误差，使得 Newton 迭代的实际表现达不到预期的效果．

57



下面是几种搜索极小值点的方法．首先考虑 1 维空间中的搜索问题．假设存在 α ∈ [a, b] 使得连续函

数 f(x) 在 [a, α] 上严格单调减，在 [α, b] 上严格单调增．即 f(x) 是 [a, b] 上的单谷 (峰) 函数．

例 4.1 (黄金分割法). 输入 a, b 满足 a < b，输出 f(x) 在 [a, b] 中的极小值点 α．

取 x1 = λa+ (1− λ)b，x2 = (1− λ)a+ λb，其中 λ =
√
5−1
2 ．

• 若 f(a) ⩽ f(x1)，则 α ∈ [a, x1]，把 (a, b) 换成 (a, x1)，开始下一轮搜索．

• 若 f(b) ⩽ f(x2)，则 α ∈ [x2, b]，把 (a, b) 换成 (x2, b)，开始下一轮搜索．

• 若 f(a) > f(x1) < f(x2)，则 α ∈ [a, x2]，把 (a, b) 换成 (a, x2)，开始下一轮搜索．

• 若 f(x1) > f(x2) < f(b)，则 α ∈ [x1, b]，把 (a, b) 换成 (x1, b)，开始下一轮搜索．

• 若 f(x1) = f(x2)，则 α ∈ [x1, x2]，把 (a, b) 换成 (x1, x2)，开始下一轮搜索．

经过每次搜索，区间的长度被缩短为原长度的至多 λ 倍．收敛速度是线性的，与二分法类似．

取 λ =
√
5−1
2 而不是 λ = 1

3，可以重复利用已搜索过的节点，减少函数值的计算．

在搜索过程中，仅仅比较函数值的大小，缺乏对于函数值的有效利用．
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例 4.2 (抛物线法). 输入 a, b, c 满足 a < b < c，输出 f(x) 在 [a, c] 中的极小值点 α．

• 若 f(a) ⩽ f(b) < f(c)，则 α ∈ [a, b]，把 (a, b, c) 换成 (a, a+b
2 , b)，开始下一轮搜索．

• 若 f(a) > f(b) ⩾ f(c)，则 α ∈ [b, c]，把 (a, b, c) 换成 (b, b+c
2 , c)，开始下一轮搜索．

下设 f(a) > f(b) < f(c)．以 a, b, c 为节点构造插值函数

ϕ(x) = f(a) + f [a, c](x− a) + f [a, b, c](x− a)(x− c).

ϕ(x) 的最小值点 d = a+b
2 − f [a,b]

2f [a,b,c]
> a+b

2 ．同理，d = b+c
2 − f [b,c]

2f [a,b,c]
< b+c

2 ．

• 若 d ≈ b，则随机扰动 b，把 (a, b, c) 换成 (a, b′, c)，开始下一轮搜索．

• 若 f(d) < f(b) 且 d < b，则 α ∈ [a, b]，把 (a, b, c) 换成 (a, d, b) 开始下一轮搜索．

• 若 f(d) < f(b) 且 d > b，则 α ∈ [b, c]，把 (a, b, c) 换成 (b, d, c)，开始下一轮搜索．

• 若 f(d) > f(b) 且 d < b，则 α ∈ [d, c]，把 (a, b, c) 换成 (d, b, c) 开始下一轮搜索．

• 若 f(d) > f(b) 且 d > b，则 α ∈ [a, d]，把 (a, b, c) 换成 (a, b, d)，开始下一轮搜索．

当 a = b 或 b = c 时，停止搜索，输出 b．

尽管搜索法的收敛速度慢，但是保证收敛，通常是为快速收敛的方法提供良好的初值．多种优化方法

需结合起来使用．可参考《华罗庚文集：应用数学卷 II》，杨德庄主编，科学出版社，2010 年．
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前面介绍了 1 维空间中的搜索方法，下面介绍 n 维空间中的搜索方法．

例 4.3. 设 f : Rn → R 有 1 或 2 阶连续偏导数．输入点 ppp，输出 f 在 ppp 附近的最小值点．

À 选择一个搜索方向 vvv，用 1 维搜索方法求 g(t) = f(ppp+ tvvv) 在 t = 0 附近的极小值点 s．

Á 若 ∥svvv∥ > ε，则把 ppp 换成 ppp+ svvv；否则，换个搜索方向 vvv．goto À，开始新一轮搜索．

Â 当搜索不到 f(xxx) < f(ppp) 时，结束搜索，输出 ppp．

其中搜索方向 vvv 可有多种选择方式．例如，

• vvv = eeei 是沿坐标轴方向的单位向量．每次调整一个变量 xi．

• vvv = −∇f(ppp)．由于 f(xxx) 沿梯度反方向下降最快，这种方法称为最速下降法．

• vvv = −H−1(ppp) · ∇f(ppp) 是 Newton 迭代的增量．这种方法称为阻尼 Newton 法．

• vvv = −H̃−1 · ∇f(ppp)，其中 H̃ ≈ H(ppp)．这种方法称为拟 Newton 法．

• vvvk = −∇f(ppp)−
r∑

i=1
λivvvk−i 与 {vvvk−1, · · · , vvvk−r} 都正交．这种方法称为共轭梯度法．

阻尼 Newton 法是为了增加 Newton 迭代的稳健性．拟 Newton 法是为了解决 Hesse 矩阵的计算问题．

共轭梯度法是为了解决搜索方向反复震荡问题．共轭梯度法要求 s 必须是 g(t) 的极小值点，其他方

法只需 g(s) < g(0) 即可．
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§4.2 约束优化

考虑带约束条件 S 的优化问题．S 通常由一些等式和不等式定义．如果极值点落在 S 的内部，则问

题等价于无约束优化．如果极值点落在 S 的边界上，则约束条件可化为等式型．故考虑如下形式的

约束优化问题．

设 f 是 S → R 的连续函数，求 α ∈ S 使得 f(α) = min
xxx∈S

f(xxx)．

其中 S = {xxx ∈ Rn | g1(xxx) = · · · = gm(xxx) = 0}，g1, · · · , gm 都是 Rn → R 的连续函数，m < n．

定理 4.2. 设 f, g1, · · · , gm 都是 Rn → R 的连续函数，f 有 2 阶连续偏导数，∇f(xxx) 和 H(xxx) 分别是

f 在 xxx 处的梯度向量和 Hesse 矩阵，每个 gi 有连续偏导数，∇gi(xxx) 是 gi 在 xxx 处的梯度向量．

1. 若 α 是 f(xxx) 在约束 xxx ∈ S 下的极值点，则 ∇f(α) ∈ V = Span(∇g1(α), · · · ,∇gm(α))．

2. 若 α ∈ S，∇f(α) ∈ V 并且对于任意非零向量 v ⊥ V 都有 vTH(α)v > 0，则 α 是极小值点．

证明. 根据隐函数定理，当 xxx在 S 中变化时，dxxx ⊥ ∇gi(xxx)，∀i．根据 Taylor展开式，当 ∥xxx∥ → 0时，

f(α + xxx) = f(α) + xxxT∇f(α) +
1

2
xxxTH(α)xxx+ o(∥xxx∥2).
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1. 若 α 是极值点，则对于任意 v ⊥ V 都有 v ⊥ ∇f(α)．故 ∇f(α) ∈ V．

2. 对于任意充分小的非零向量 xxx ⊥ V 都有 f(α + xxx) > f(α)．故 α 是条件极小值点．

根据定理 4.2，可设 ∇f(α) = λ1∇g1(α) + · · · + λm∇gm(α)．结合 g1(α) = · · · = gm(α) = 0，共有

m+ n 个方程和 m+ n 个变元．这种方法可以看作是求 Lagrange 函数

F (xxx,λλλ) = f(xxx)− λ1g1(xxx)− · · · − λmgm(xxx)

的驻点，常称为 Lagrange 乘子法，λλλ = (λ1, · · · , λm) 称为 Lagrange 乘子．

用 Newton 迭代法求 ∇F (xxx,λλλ) = 000 的根，得xxxnew

λλλnew

 =

xxx

λλλ

−

 H −JT

−J O

−1 hhh

−ggg

 ,

H =

(
∂2F (xxx,λλλ)

∂xi∂xj

)
∈ Rn×n, J =

(
∂gi(xxx)

∂xj

)
∈ Rm×n, hhh =

(
∂F (xxx)

∂xi

)
∈ Rn, ggg =

(
gi(xxx)

)
∈ Rm.
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为了提高算法的稳健性，可以把 Lagrange 函数 F (xxx,λλλ) 换成某种惩罚函数

F (xxx) = f(xxx) + µ
(
g21(xxx) + · · ·+ g2m(xxx)

)
其中 µ > 0 称为惩罚参数．F (xxx) 在“极小化 f(xxx)”和“要求 gi(xxx) = 0”之间达成平衡．可以通过

F (xxx) 的无约束极小值点寻找 f(xxx) 的条件极小值点．

定理 4.3. 设 f, g1, · · · , gm 都是 Rn → R 的连续函数，并且 f 有下界．当 µ → +∞ 时，惩罚函数

F (xxx) 的无约束极小值点 βµ 收敛到 f(xxx) 在约束 xxx ∈ S 下的条件极小值点．

证明. 对于任意 α ∈ S，由 F (βµ) ⩽ F (α) 可得
m∑
i=1

g2i (βµ) ⩽ 1
µ(f(α) − f(βµ))．故当 µ → +∞ 时，

distance(βµ, S) → 0．再由 f(βµ) ⩽ f(α)，∀α ∈ S，得 βµ 的极限点是 f(xxx) 的条件极小值点．

随着 µ 的增大，惩罚函数 F (xxx) 的 Hesse 矩阵越来越病态，不易精确求得 βµ．

• 一种处理方法是对于一系列递增的 {µn}，求解无约束优化问题 Pn，并把 Pn 的结果 βµn 作为

Pn+1 的初值．这种方法通常称为延拓方法或同伦方法．
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• 另一种处理方法是把 Lagrange 乘子法和惩罚函数法结合起来，定义增广的 Lagrange 函数

F (xxx,λλλ) = f(xxx)−
m∑
i=1

λigi(xxx) + µ

m∑
i=1

g2i (xxx), λ > 0.

用 Newton 迭代法求 ∇F (xxx,λλλ) = 000 的根，得xxxnew

λλλnew

 =

xxx

λλλ

−

 H −JT

−J O

−1 hhh

−ggg

 ,

H =

(
∂2F (xxx,λλλ)

∂xi∂xj

)
∈ Rn×n, J =

(
∂gi(xxx)

∂xj

)
∈ Rm×n, hhh =

(
∂F (xxx)

∂xi

)
∈ Rn×1, ggg =

(
gi(xxx)

)
∈ Rm×1.

设 H1 是 F1(xxx) = f(xxx) −
m∑
i=1

λigi(xxx) 的 Hesse 矩阵，H2 是 F2(xxx) =
m∑
i=1

g2i (xxx) 的 Hesse 矩阵，则

H = H1 + µH2．当 H2 是正定方阵时，适当选取 µ 有助于改善 H 和

 H −JT

−J O

 的病态性．
• 其他形式的辅助函数 F (xxx,λλλ) 也常被用于求解带约束条件的优化问题．此处不详细叙述．

• 还可以对约束条件 S 和目标函数 f 作局部近似线性化，把约束优化问题化为下一节的线性规划

问题．
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§4.3 线性规划

线性规划是一类特殊的优化问题，其目标函数是线性函数，约束条件是线性的等式或不等式．

定义 4.1. 线性规划问题的一般形式为：给定实数 aij, bi, ci，求实数 x1, · · · , xn 满足下列约束条件
a11x1 + · · ·+ a1nxn ⩾=⩽ b1

... ... ...

am1x1 + · · ·+ amnxn ⩾=⩽ bm

并且使得 f(x1, · · · , xn) = c1x1 + · · · + cnxn 取得最小值 (或最大值)．通常把约束条件定义的区域

S ⊂ Rn 称为可行域，S 中的点称为线性规划问题的可行解，使 f 取得最值的可行解称为最优解．

例 4.4 (投入产出问题).设某工厂用 m种原材料 Q1, · · · , Qm 生产 n种产品 P1, · · · , Pn．每生产 1个

单位的 Pj 可获利 pj，同时需要消耗 aij 个单位的 Qi．若 Qi 的库存量为 bi 个单位，如何用这些原

材料获取最多利润？

解答. 设生产 xj 个单位的 Pj，则原材料 Qi 的消耗量 yi =
n∑

j=1
aijxj，共获利

n∑
j=1

pjxj．得线性规划

问题：求 xxx ∈ Rn×1 满足 xxx ⩾ 0 且 Axxx ⩽ bbb，使得 pppTxxx 最大．
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例 4.5 (物流问题). 设某种商品有 m 个仓储地 A1, · · · , Am 和 n 个配送地 B1, · · · , Bn，Ai 的库存量

为 ai，Bj 的需求量为 bj，单位商品从 Ai 运到 Bj 的费用为 cij．求满足需求且费用最少的物流方案．

解答. 设从 Ai 运到 Bj 的商品数量为 xij，则 xij 应满足 À
n∑

j=1
xij ⩽ ai, ∀i，Á

m∑
i=1

xij ⩾ bj,∀j，物流

费用为
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij．得线性规划问题：求 X ∈ Rm×n 满足 X ⩾ O 且 X111 ⩽ aaa 且 XT111 = bbb，使得

tr(CTX) 最小，其中 111 = (1, · · · , 1)T，aaa = (ai) ∈ Rm×1，bbb = (bi) ∈ Rn×1，C = (cij) ∈ Rm×n．

定理 4.4. 通过引入新变量，每个线性规划问题可以转化为如下的标准形式．

求 xxx ∈ Rn×1 满足 xxx ⩾ 000 且 Axxx = bbb，使得 cccTxxx 最小． (4.1)

其中 A ∈ Rm×n 是行满秩的，bbb ∈ Rm×1，ccc ∈ Rn×1，α ⩾ β 表示 α− β 的元素都是非负实数．

证明. 对于形如
n∑

i=1
aijxj ⩾ bi 或 ⩽ bi 的约束条件，引入新变量 wi = ±

(
n∑

j=1
aijxj − bi

)
，约束条件

化为 wi ⩾ 0 和上述等式．还可设每个变量 xi = ui − vi，其中 ui ⩾ 0，vi ⩾ 0．以这些 ui, vi, wi 为变

量，线性规划问题化为 (4.1) 形式．当 rank(A) < m 且线性方程组 Axxx = bbb 有解时，可删去冗余方程，

使得 A 是行满秩的．
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定理 4.5. 设线性规划问题 (4.1) 有最优解，A = (α1, · · · , αn) 是行满秩的，则存在极大线性无关组

αj1, · · · , αjm，使得由如下线性方程组确定的 xxx 是问题 (4.1) 的一个最优解．

xj1αj1 + · · ·+ xjmαjm = bbb 并且 xj = 0, ∀j /∈ {j1, · · · , jm}.

证明. 设 xxx 是问题 (4.1) 的最优解，使得 xxx 的非零元素最少．设 {j | xj > 0} = {j1, · · · , jk}．下面证

明 αj1, · · · , αjk 线性无关，从而可以扩充为极大线性无关组 αj1, · · · , αjm，满足题设．否则，

• 存在不全为 0的 λ1, · · · , λk 使得 λ1αj1 + · · ·+ λkαjk = 000．设 yyy = λ1eeej1 + · · ·+ λkeeejk，则 Ayyy = 000．

• 不妨设
∣∣∣∣xj1λ1

∣∣∣∣ ⩽ · · · ⩽
∣∣∣∣xjkλk

∣∣∣∣．若 cccTyyy = δ ̸= 0，则 zzz = xxx − δ

|δ|

∣∣∣∣xj1λ1

∣∣∣∣yyy 满足 zzz ⩾ 0 且 Azzz = bbb 且

cccTzzz = cccTxxx−
∣∣∣∣xj1δλ1

∣∣∣∣ < cccTxxx，与 xxx 是最优解矛盾．故 cccTyyy = 0．

• www = xxx−
xj1
λ1

yyy 满足 wj1 = 0 且 www ⩾ 0 且 Awww = bbb 且 cccTwww = cccTxxx，与 xxx 的零元素最多矛盾．
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根据定理 4.5及其证明，可得求解线性规划问题 (4.1) 的单纯形方法．

例 4.6 (单纯形方法). 输入行满秩矩阵 A = (α1, · · · , αn) ∈ Rm×n，bbb ∈ Rm×1，ccc ∈ Rn×1，

输出线性无关组 αj1, · · · , αjm 和问题 (4.1) 的一个最优解 xxx 满足 xj = 0，∀j /∈ {j1, · · · , jm}．

À 若已知线性无关组 αj1, · · · , αjm 和 xxx ⩾ 000满足 Axxx = bbb且 xj = 0，∀j /∈ {j1, · · · , jm}，则 goto Á．

否则，不妨设 bbb ⩾ 000，先用单纯形方法求解如下线性规划问题．

求 yyy ∈ R(m+n)×1 满足 yyy ⩾ 000 且
(
Im A

)
yyy = bbb，使得 y1 + · · ·+ ym 最小． (*)

问题 (*) 有显然的可行解

bbb

000

，对应 (j1, · · · , jm) = (1, · · · ,m)．若问题 (*) 有最优解 yyy 满足

y1 = · · · = ym = 0，则存在线性无关组 αj1, · · · , αjm，使得 xxx = (ym+1, · · · , ym+n)
T 满足 Axxx = bbb

且 xj = 0，∀j /∈ {j1, · · · , jm}．否则，问题 (4.1) 的可行域为空集．这种做法称为两阶段方法．

Á 设 αj = λ1αj1 + · · ·+λmαjm，yyyj = eeej − (λ1eeej1 + · · ·+λmeeejm)，δj = cccTyyyj，其中 j /∈ {j1, · · · , jm}．

注意到 {yyyj | j ̸= j1, · · · , jm}是线性方程组 Axxx = 000的基础解系．若所有 δj ⩾ 0，则 xxx是问题 (4.1)

的最优解，输出 j1, · · · , jm 和 xxx．

Â 依次取 j /∈ {j1, · · · , jm}满足 δj < 0．设 T = {t | λt > 0}．若 T = ∅，则 yyyj ⩾ 000，当 µ → +∞时，

zzz = xxx+ µyyyj 满足 zzz ⩾ 000 且 Azzz = bbb 且 cccTzzz = cccTxxx+ µδj → −∞．问题 (4.1) 无最小值，输出 ∅．
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设 T ̸= ∅，µ = min
t∈T

xjt
λt
．若 µ = 0，则 goto Â，取下一个 j．若对所有 j 都有 µ = 0，则 xxx 是问

题 (4.1) 的最优解，输出 j1, · · · , jm 和 xxx．

若 µ ̸= 0，不妨设 µ =
xjt
λt
，则 zzz = xxx+µyyyj 满足 zj = µ且 zjt = 0且 zzz ⩾ 000且 Azzz = bbb且 cccTzzz < cccTxxx．

此时，{αj1, · · · , αjm, αj} \ {αjt} 线性无关．把 jt 换成 j，xxx 换成 zzz，goto Á，重新开始．

关于单纯形方法的一些说明：

• 设 α = (a1, · · · , an) ∈ Rn 是非零向量．方程 a1x1 + · · ·+ anxn = b的解集称为平面，α 称为此平

面的法向量．不等式 a1x1 + · · ·+ anxn ⩽ b 的解集称为半空间，α 称为此半空间的外法向量．若

干个半空间的有界交集称为单纯形．若线性规划问题的可行域 S 是有界的，则 S 构成单纯形．定

理 4.5 说明若线性规划问题有最优解，则 S 的某个顶点是最优解．

• 容易验证，若 xxx,yyy ∈ S，0 ⩽ t ⩽ 1，则线段 xyxyxy 上的任意点 zzz = (1 − t)xxx + tyyy ∈ S．故 S 是凸集．

若 xxx,yyy 都是线性规划问题的最优解，则 zzz 也是最优解．故最优解的全体构成一个子单纯形，可能

是 S 的顶点、棱、面 · · ·．

• 通过对 A施行一系列初等行变换，可把
(
αj1 · · · αjm

)
变成 Im，同时把所有 αj 表示成 λ1αj1 +

69



· · ·+ λmαjm 的形式，其中 j /∈ {j1, · · · , jm}．每次更换基向量 αjt 时，施行初等行变换以更新 A，

并重新计算 δ∗．

• 由于 xxx由 {j1, · · · , jm}唯一确定，{j1, · · · , jm}至多有 n!

m!(n−m)!
种可能，所以单纯形方法的计

算过程在有限多步后终止．

• 第二阶段 Á 和 Â 的所有计算过程都可以在一个 (m+ 1)× (n+ 1) 的矩阵上进行．此矩阵称为单

纯形表．单纯形方法的空间复杂度为 O(mn)．

定义 4.2. 设 A ∈ Rm×n 是行满秩的，bbb ∈ Rm×1，ccc ∈ Rn×1．下述问题称为问题 (4.1) 的对偶问题．

求 yyy ∈ Rm×1 满足 ATyyy ⩽ ccc，使得 bbbTyyy 最大． (4.2)

对于一般形式的线性规划问题，也可以定义其对偶问题，此处不详细叙述．
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定理 4.6. 设线性规划问题 (4.2) 有最优解，A = (α1, · · · , αn) 是行满秩的，则存在极大线性无关组

αj1, · · · , αjm，使得由如下线性方程组确定的 yyy 是问题 (4.2) 的一个最优解．

αTj yyy = cj, ∀j ∈ {j1, · · · , jm}.

证明. 设 yyy 是问题 (4.2) 的最优解，使得 zzz = ccc − ATyyy 的零元素最多．设 {j | zj = 0} = {j1, · · · , jk}．

下面证明 rank(αj1, · · · , αjk) = m，从而存在极大线性无关组 αj1, · · · , αjm，满足题设．否则，

• 若 bbb 不是 αj1, · · · , αjk 的线性组合，则存在 xxx ∈ Rn×1 使得 bbbTxxx = 1 且 αTj1
xxx = · · · = αTjk

xxx = 0．

设 µ = min
j /∈{j1,··· ,jk}

zj

|αTj xxx|
，则 www = yyy+µ±x满足 ATwww ⩽ ccc且 bbbTwww = bbbTyyy+µ，与 yyy 是最优解矛盾．

• 设 bbb是 αj1, · · · , αjk 的线性组合，αi不是 αj1, · · · , αjk 的线性组合，则存在 xxx ∈ Rn×1使得 αTi xxx = 1

且 αTj1
xxx = · · · = αTjk

xxx = 0．设 µ = min
αT
j xxx>0

zj

αTj xxx
，则 www = yyy + µxxx 满足 ATwww ⩽ ccc 且 bbbTwww = bbbTyyy 且

ATwww − ccc 有至少 k + 1 个零元素，与 ATyyy − ccc 的零元素最多矛盾．

根据定理 4.6 及其证明，可得求解对偶线性规划问题 (4.2) 的对偶单纯形方法．此处不详细叙述．
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定理 4.7. 问题 (4.1) 有最优解当且仅当问题 (4.2) 有最优解．其最优解 xxx,yyy 满足 cccTxxx = bbbTyyy．

证明. 若问题 (4.1), (4.2) 分别有可行解 xxx,yyy，则 cccTxxx ⩾ yyyTAxxx = yyyTbbb = bbbTyyy．

• 设问题 (4.1) 有最优解 xxx．根据定理 4.5，不妨设 A =
(
A1 A2

)
，xxx =

A−1
1 bbb

000

．由 cccTxxx 最小

性，得 cccT

−A−1
1 A2

In−m

 ⩾ 000．设 ccc =

ccc1

ccc2

，yyy = A−T
1 ccc1，得 ATyyy =

 ccc1

AT
2 A

−T
1 ccc1

 ⩽ ccc 且

bbbTyyy = xxxTATyyy = xxxTccc．故 yyy 是问题 (4.2) 的最优解．

• 设问题 (4.2)有最优解 yyy．根据定理 4.6，不妨设 AT =

B1

B2

，ccc =

ccc1

ccc2

，B1yyy = ccc1，B2yyy < ccc2．

(i)若 bbb不在 B1的行向量张成的凸集中，则存在一个平面把两者隔开，即存在 www使得 B1www ⩾ 000且

bbbTwww < 0．当正数 µ → 0时，zzz = yyy− µwww 满足 B1zzz = ccc1− µB1www ⩽ ccc1 且 B2zzz = B2yyy− µB2www < ccc2

且 bbbTzzz = bbbTyyy − µbbbTwww > bbbTyyy，与 yyy 是最优解矛盾．

(ii) 若 bbb 在 B1 的行向量张成的凸集中，则存在 www ⩾ 000 使得 bbb = BT
1 www．由 xxx =

www

000

 满足
Axxx = BT

1 www = bbb 且 cccTxxx = cccT1www = yyyTBT
1 www = yyyTbbb，得 xxx 是问题 (4.1) 的最优解．

根据定理 4.7 的证明，只要得到问题 (4.1), (4.2) 之一的最优解，就可以求得另一问题的最优解．
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第五章 线性方程组 (10 学时)

线性方程组的求解问题是线性代数这一数学分支的起源和重要研究对象．对于小规模的线性方程组，

通用的消元解法非常有效．对于大规模的线性方程组，需要有针对性的数值解法．对于某些特殊类型

的线性方程组，其系数矩阵的存储方式甚至可能不是通常的数表形式，需要特殊处理．

一般地，设线性方程组为

Axxx = bbb 或



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
... ... ... ...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(5.1)

其中 A = (aij) ∈ Rm×n，bbb = (bi) ∈ Rm×1．A 和
(
A b

)
称为线性方程组的系数矩阵和增广矩阵．
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§5.1 直接解法

§5.1.1 消元法

消元法常被用于求解多元多项式方程组．其基本思想是：选定某个变元 x，对方程组作同解变形，使

得仅有 1个方程含 x，其他方程都不含 x，从而达到化简方程组的目的．对于线性方程组，可通过线

性函数的加法和数乘运算来消元，作一系列称为初等变换的同解变形．

定义 5.1. 下列对于线性方程组（或矩阵的行向量）的三类操作称为初等变换 (或初等行变换)．

À 交换两个方程的位置．Á 某个方程遍乘非零常数．Â 某个方程乘上常数加至另一方程．

定理 5.1. 线性方程组 (5.1) 可经一系列初等变换变为如下阶梯形．

ã1,p1xp1 + · · · · · · · · · · · · · · ·+ ã1nxn = b̃1
. . . · · · · · · · · · ...

ãr,prxpr + · · ·+ ãrnxn = b̃r

000 = b̃bbr+1

其中 r = rank(A)，1 ⩽ p1 < p2 < · · · < pr ⩽ n 并且 ã1,p1 · · · ãr,pr ̸= 0．

根据定理 5.1，可得求解线性方程组的 Gauss 消元法．
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例 5.1 (Gauss 消元法). 输入可逆方阵 A ∈ Rn×n 和 bbb ∈ Rn×1，输出 xxx = A−1bbb．

for(i=1; i<n; i++)

{

if(a[i,i]==0)

{

for(k=i+1; k<=n&&a[k,i]==0; k++); /* 当A可逆时，存在a[k,i]!=0 */

t=b[i]; b[i]=b[k]; b[k]=t; for(j=i; j<=n; j++) { t=a[i,j]; a[i,j]=a[k,j]; a[k,j]=t; }

}

for(k=i+1; k<=n; k++)

{

t=a[k,i]/a[i,i]; b[k]-=t*b[i]; for(j=i+1; j<=n; j++) a[k,j]-=t*a[i,j];

}

} /* 此时方程组为上三角形, 下面回代求解 */

for(i=n; i>0; i--) { for(j=i+1; j<=n; j++) b[i]-=a[i,j]*b[j]; b[i]/=a[i,i]; }

return b;

75



Gauss消元法共计包含了 2n3

3
+

3n2

2
− 7n

6
次对矩阵和向量元素的四则运算．上述对于 A和 bbb的操作

可以合并为对于增广矩阵 (A bbb)的操作．为了便于理解，程序作了换行操作．在实际编程中，无需换

行操作，可用一个排列 (p1, · · · , pn) 来记录现在的第 i 行对应初始的第 pi 行．

与 Gauss 消元法把线性方程组变为上三角形不同，Gauss-Jordan 消元法把线性方程组变为对角形．

Gauss-Jordan 消元法常用于求可逆方阵的逆矩阵．

例 5.2 (Gauss-Jordan 消元法). 输入可逆方阵 A ∈ Rn×n 和 bbb ∈ Rn×1，输出 xxx = A−1bbb．

for(i=1; i<n; i++)

{

if(a[i,i]==0)

{

for(k=i+1; k<=n&&a[k,i]==0; k++); /* 当A可逆时，存在a[k,i]!=0 */

t=b[i]; b[i]=b[k]; b[k]=t; for(j=i; j<=n; j++) { t=a[i,j]; a[i,j]=a[k,j]; a[k,j]=t; }

}

for(k=i+1; k<=n; k++)

{
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t=a[k,i]/a[i,i]; b[k]-=t*b[i]; for(j=i+1; j<=n; j++) a[k,j]-=t*a[i,j];

}

} /* 下面化方程组为对角形 */

for(i=n; i>0; i--) { b[i]/=a[i,i]; for(j=1; j<i; j++) b[j]-=a[j,i]*b[i]; }

return b;

Jordan-Gauss消元法的运算量与 Gauss消元法相同，只是运算顺序不同，故计算误差略有不同．假设

矩阵元素按照行优先的顺序存储，则回代法读写矩阵元素的效率比 Jordan-Gauss 消元法略高．

在例 5.1和例 5.2中，即使 |aii|非常小，只要 aii ̸= 0，消元过程都可继续下去．这有可能带来数值计

算的巨大误差和不稳定性．为了解决此问题，可以每次选取 aii, · · · , ani 中绝对值最大的元素 aki，交

换 A,bbb 的第 i, k 两行．这种做法称为选列主元，算法如下．

例 5.3 (列主元法). 输入可逆方阵 A ∈ Rn×n 和 bbb ∈ Rn×1，输出 xxx = A−1bbb．

for(i=1; i<n; i++)

{

for(k=i,j=i+1; j<=n; j++) if(abs(a[j,i])>abs(a[k,i])) k=j;

if(k!=i)
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{

t=b[i]; b[i]=b[k]; b[k]=t; for(j=i; j<=n; j++) { t=a[i,j]; a[i,j]=a[k,j]; a[k,j]=t; }

}

for(k=i+1; k<=n; k++)

{

t=a[k,i]/a[i,i]; b[k]-=t*b[i]; for(j=i+1; j<=n; j++) a[k,j]-=t*a[i,j];

}

}

for(i=n; i>=1; i--) { for(j=i+1; j<=n; j++) b[i]-=a[i,j]*b[j]; b[i]/=a[i,i]; }

return b;

列主元法仅比 Gauss 消元法多了 n2

2
+O(n) 次查找，运算量仍是

2n3

3
+O(n2)．

与选列主元类似，也有选全主元的做法．即选取 p, q ⩾ i使得 |apq| = max
s,t⩾i

|ast|，交换 A,bbb的第 i, p两

行，并交换 A的第 i, q 两列以及 xi, xq 的位置．全主元法以
n3

3
+O(n2)次查找和复杂的编程实现为

代价，换取算法的准确性和稳定性的提高．通常使用列主元法，不用全主元法．
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§5.1.2 矩阵分解法

假设需要求解两个线性方程组 Axxx = bbb1 和 Axxx = bbb2．如果用 Gauss消元法分别求解，则有许多对于 A

中元素的重复运算．为了节省运算量，一种做法是对增广矩阵 (A bbb1 bbb2) 作初等变换，同时求解两个

方程组．如果一个方程组必须在另一方程组之前求解，则需要把初等变换过程记录下来，以备后用．

例 5.4. 在例 5.1 中，假设没有遇到换行操作，则消元过程可以表示为

Ln−1 · · ·L1A = U 或 A = LU (5.2)

其中 L = (lij)i⩾j = L−1
1 · · ·L−1

n−1 是单位下三角方阵，U = (uij)i⩽j 是上三角方阵，

Li =



Ii−1

1

−li+1,i 1

... . . .

−ln,i 1


, ∀i. (5.3)

当算法结束时，aij = uij (i ⩽ j)或 aij = lij (i > j)．矩阵分解 (5.2)称为 LU 分解或 Dolittle 分解．

对 AT 作 LU 分解可得 Crout 分解 A = L′U ′，其中 L′ 是下三角方阵，U ′ 是单位上三角方阵．
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定理 5.2. 可逆方阵 A 有 LU 分解当且仅当 A 的顺序主子式都 ̸= 0．分解方式是唯一的．

证明.（⇐）设 A 的顺序主子式都 ̸= 0．应用数学归纳法．若 An−1 = LU，则

A =

An−1 ∗

∗ ∗

 =

In−1

∗ 1

An−1 ∗

d

 =

L

∗ 1

U ∗

d

 , d =
det(A)

det(An−1)
̸= 0.

（⇒）设 A = LU，则 U 可逆，A 的 k 阶顺序主子矩阵 Ak = LkUk，det(Ak) = u11 · · ·ukk ̸= 0．

由数学归纳法易知分解方式是唯一的．

例 5.5. 在例 5.2 中，消元过程可以表示为

Ln−1Pn−1 · · ·L1P1A = U (5.4)

其中 Li 形如 (5.3) 式，|lji| ⩽ 1 (∀j)，Pi 是交换 I 的 i, k (k ⩾ i) 行所得置换方阵，U 是上三角方阵．

对于任意 i > j，交换 Lj 中 lkj 和 lij 的位置可得单位下三角方阵 L̂j 满足 PiLj = L̂jPi．故有

L̃n−1 · · · L̃1Pn−1 · · ·P1A = U 或 A = PTLU (5.5)

其中 L̃i 形如 (5.3) 式，L = L̃−1
1 · · · L̃−1

n−1，P = Pn−1 · · ·P1．矩阵分解 (5.5) 称为 PLU 分解．

可用如下算法求 PLU 分解．P = (eeep1, · · · , eeepn)T 由 p = (p1, · · · , pn) 表示，L 的严格下三角部分是

P · lu 的严格下三角部分，U 是 P · lu 的上三角部分．
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for(i=1; i<n; i++) { p[i]=i; for(j=1; j<=n; j++) lu[i,j]=a[i,j]; }

for(i=1; i<n; i++)

{

for(k=i,j=i+1; j<=n; j++) if(abs(lu[p[j],i])>abs(lu[p[k],i])) k=j;

if(k!=i) { t=p[i]; p[i]=p[k]; p[k]=t; }

for(k=i+1; k<=n; k++)

{

t=lu[p[k],i]/lu[p[i],i]; for(j=i+1; j<=n; j++) lu[p[k],j]-=t*lu[p[i],j];

}

}

return (p,lu);

有了 PLU 分解之后，可用如下算法求 xxx = A−1bbb．

for(i=1; i<=n; i++) x[i]=b[p[i]];

for(i=1; i<n; i++) for(j=i+1; j<=n; j++) x[j]-=lu[p[j],i]*x[i];

for(i=n; i>=1; i--) { for(j=i+1; j<=n; j++) x[i]-=lu[p[i],j]*x[j]; x[i]/=lu[p[i],i]; }

return x;

81



在上述算法中，PLU 分解包含了
4n3 − 3n2 − n

6
次对矩阵元素的四则运算，方程求解包含了 2n2− n

次对矩阵和向量元素的四则运算，合计运算量与 Gauss 消元法、列主元法相同．

定理 5.3. 对于任意可逆方阵 A，存在置换方阵 P、单位下三角方阵 L = (lij)、上三角方阵 U，使得

A = PTLU 并且 |lij| ⩽ 1，∀i, j．

注意：PLU 分解的方式不唯一．

下面以列主元法为例，分析线性方程组 Axxx = bbb 的求解误差．求解过程可视为计算

xxx = U−1Ln−1Pn−1 · · ·L1P1bbb.

根据矩阵乘积的微分公式，得

∥dxxx∥ ⩽ ∥U−1∥ · ∥Ln−1∥ · · · ∥L1∥ · ∥bbb∥ ·
(
∥dU−1∥+ ∥dLn−1∥+ · · ·+ ∥dL1∥

)
.

取 ∥ · ∥为∞范数．由 ∥Li∥ ⩽ 2，∥dLi∥ ⩽ ε，∥dU−1∥ ⩽ nε知 dxxx受 U 的影响最大，受
n−1∏
i=1

∥Li∥和

n 的影响也不可忽视．为了更好地减少误差，可以对 A 施行正交变换，化 A 为三角形或对角形．

定理 5.4. 对于任意可逆方阵 A，存在正交方阵 Q 使得 A = QR，其中 R 是上三角方阵并且对角元

素均大于 0．上述分解方式是唯一的，称为 A 的 QR 分解．
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证明.（存在性）有三种计算 QR 分解的常用算法．

1. Gram-Schmidt 标准正交化 A = (α1, · · · , αn) 为正交方阵 Q = (γ1, · · · , γn)．

βi = αi −
i−1∑
j=1

(γTj αi)γj, γi =
βi

∥βi∥
, i = 1, 2, · · · , n.

由 αi =
i−1∑
j=1

(γTj αi)γj + ∥βi∥γi，得 A = QR．

2. Givens 变换消元，化为上三角．

1

r

 aii aji

−aji aii

aii

aji

 =

r

0

 , r =
√
a2ii + a2ji.

存在 Givens 方阵 G1, · · · , Gm，m =
n(n−1)

2 使得 Gm · · ·G1︸ ︷︷ ︸
QT

A 是上三角方阵且对角元素均大于 0．

3. Householder 变换消元，化为上三角．

∀α ∈ Rn×1, 设 r =
√

αTα, β = α− reee1, H = 2In − 2

βTβ
ββT ⇒ Hα = reee1.

存在 Householder 方阵 H1, · · · , Hn−1 使得 Hn−1 · · ·H1︸ ︷︷ ︸
QT

A 是上三角方阵且对角元素均大于 0．
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（唯一性）若 A = Q1R1 = Q2R2，则 QT
2Q1 = R2R

−1
1 = P 既是正交方阵，又是上三角方阵，并且对

角元素都大于 0．故 P 是单位方阵．

使用 QR 分解方法，线性方程组 Axxx = bbb 的解 xxx = R−1QTbbb 的误差满足

∥dxxx∥2 ⩽ ∥R−1∥2 · ∥bbb∥2 · ∥dR−1∥2.

由 ∥dR−1∥2 ⩽ √
nε 知 dxxx 受 R 的影响最大，受 n 的影响可忽略不计．

§5.1.3 特殊方程组

前面考虑的是一般形式的线性方程组，其系数以矩阵 A = (aij)的形式存储．本小节考虑一些特殊形

式的线性方程组，其系数可能以其他形式存储．

例 5.6. 三对角方阵 A =


u1 v1

w1 u2
. . .

. . . . . . vn−1

wn−1 un

 可由三个向量 (ui), (vi), (wi) 表示．

当 A 的顺序主子式都 ̸= 0 时，Gauss 消元法修改为

for(i=1; i<n; i++) { t=w[i]/u[i]; b[i+1]-=t*b[i]; u[i+1]-=t*v[i]; }

84



b[n]/=u[n]; for(i=n-1; i>0; i--) b[i]=(b[i]-v[i]*b[i+1])/u[i];

return b;

如果在消元过程中有交换两行的操作，则 A 的三对角性质被破坏．由 A 的 PLU 分解所得上三角方

阵 U = (uij) 满足 uij = 0，∀j ⩾ i+ 3．此时，A 可由四个向量表示．列主元法修改为

b[n+1]=b[n+2]=v[n]=0; for(i=1; i<=n; i++) z[i]=0;

for(i=1; i<n; i++)

{

if(abs(u[i])<abs(w[i]))

{ t=b[i]; b[i]=b[i+1]; b[i+1]=t; t=u[i]; u[i]=w[i]; w[i]=t;

t=v[i]; v[i]=u[i+1]; u[i+1]=t; z[i]=v[i+1]; v[i+1]=0; }

t=w[i]/u[i]; b[i+1]-=t*b[i]; u[i+1]-=t*v[i]; v[i+1]-=t*z[i];

}

for(i=n; i>0; i--) b[i]=(b[i]-v[i]*b[i+1]-z[i]*b[i+2])/u[i];

return b;

对于满足 aij = 0, ∀j /∈ {i− q, · · · , i+ p} 的带状方阵，Gauss 消元法和列主元法可作类似修改．
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例 5.7. 对称方阵 A = (aij) ∈ Rn×n 可由一个 m =
n(n+1)

2 维向量 (a1, · · · , am) 表示．当引用 aij 时，

实际指向某个 ak，k 由 i, j 确定．

如果在消元过程中有交换两行的操作，则 A的对称性质被破坏，无法用 m维向量表示．当 A的顺序

主子式都 ̸= 0 时，Gauss 消元法无需交换两行的操作，可顺利进行下去．

特别，当 A是正定方阵时，A的任意主子式都 ̸= 0．根据定理 5.5，A必有 LDLT 分解．设下三角方

阵 L̂ = L
√
D，得 Cholesky 分解 A = L̂L̂T．

定理 5.5. 设对称实方阵 A 的顺序主子式都 ̸= 0，则存在单位下三角方阵 L 和对角阵 D，使得

A = LDLT．上述分解方式是唯一的，称为 A 的 LDLT 分解．

证明. 定理 5.2 的推论．设 A = LU，则 D = L−1AL−T 既是对称的又是上三角的，故是对角的．

例 5.8. 设 Vandermonde 方阵 A =


1 x1 · · · xn−1

1
... ... · · · ...

1 xn · · · xn−1
n

，其中 x1, · · · , xn 两两不同．

线性方程组 Axxx = bbb等价于求 f(x) =
n−1∑
i=0

cix
i 使得 f(xi) = bi，∀i．多项式的系数 (c0, · · · , cn−1)

T 即

是线性方程组的解．在某些情形下，利用多项式插值可有效地求解线性方程组．例如，x1, · · · , xn 是

某个已知的 n 次多项式 p(x) 的全体根，求 f 是为了计算 f 在其他点处的值．
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例 5.9. 循环方阵 A =


a1 an · · · a2

a2 a1
. . . ...

... . . . . . . an

an · · · a2 a1

 由第 1 列确定，可以表示成矩阵多项式的形式．

A = f(Z), f(x) =
n∑

i=1

aix
i−1, Z =

(
1

1 . . .
1

)
.

注意到 Z 的特征多项式 φZ(x) = xn − 1 也是 Z 的最小多项式，并且

Accc = bbb ⇔ f(Z)g(Z) = h(Z)，其中 g(x) =
n∑

i=1

cix
i−1, h(x) =

n∑
i=1

bix
i−1.

线性方程组 Axxx = bbb 等价于求 g(x) 使得 f(x)g(x) ≡ h(x) mod xn − 1．设 ω = e
2π

√
−1

n 是 n 次单位根．

A是可逆方阵⇔ f(x)与 xn − 1互素⇔ f(ωk) ̸= 0，∀k．得 g(ωk) =
h(ωk)

f(ωk)
，∀k．故 xxx = A−1bbb满足

线性方程组
(
ωij
)
xxx =

(
g(ωi)

)
，其中 0 ⩽ i, j ⩽ n− 1．易知

(
ωij
)−1

=
(
1
nω

−ij
)
．因此，

xk =
1

n

n−1∑
j=0

h(ωj)

f(ωj)
ω(1−k)j, k = 1, · · · , n.

用经典方法计算上式需 O(n2) 次复数的四则运算，用多项式快速算法只需 O(n log2 n) 次运算．
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§5.2 迭代解法

当一般方阵 A的阶数 n很大时，直接求解线性方程组 Axxx = bbb难以在可接受的时间内完成．在这种情

况下，可用迭代方法求线性方程组的一个近似解．当特殊方阵 A 乘向量的操作可以快速完成时（例

如 A 是稀疏矩阵），用迭代方法求解线性方程组也是一种良好的选择．

§5.2.1 线性迭代法

线性迭代法是一类求解线性方程组的常用迭代方法，其基本思想如下．

定理 5.6. 设 n 阶方阵 A 可逆．当且仅当 C 满足 ρ(I − CA) < 1 时，对于任意 xxx0 ∈ Rn×1，

xxxk+1 = xxxk − C(Axxxk − bbb), k ∈ N (5.6)

都收敛到 A−1bbb．

证明. xxxk+1−A−1bbb = (I−CA)(xxxk−A−1bbb) = · · · = (I−CA)k(xxx0−A−1bbb)．根据定理 1.2，xxxk → A−1bbb

当且仅当 ρ(I − CA) < 1．

收敛性与初值无关是线性迭代法的一个显著优点．由 AC 和 CA 有相同的特征多项式，可得

ρ(I − AC) = ρ(I − CA).
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例 5.10 (线性迭代法). 输入可逆方阵 A，向量 bbb，方阵 C 满足 ρ(I − CA) < 1，输出 A−1bbb．

Initalize(x);

for(k=1; k<=MaxCount; k++)

{

y=Multiplication(A,x)-b; if(Norm[y]<epsilon) break;

y=Multiplication(C,y); x-=y;

}

return x;

线性迭代法以 ∥Axxx − bbb∥ 作为判断迭代是否收敛的标准．矩阵 A,C 经常不是以 (aij), (cij) 的形式存

储，矩阵乘法 Axxx,Cyyy 需要有独立不同的编程实现．例如，C = B−1，计算 Cyyy 等价于求解 Bxxx = yyy．

定义 5.2. 在本小节中，设 A 是可逆方阵，L,D,U 分别是 A 的严格下三角部分、对角部分、严格上

三角部分，即 A = L+D + U．下面是一些常见的线性迭代公式．

• 取 C = ω−1AT，ω > ∥ATA∥p，p ⩾ 1．

• 取 C = D−1，则 (5.6) 式称为 Jacobi 迭代．

• 取 C = (D + L)−1，则 (5.6) 式称为 Gauss-Seidel 迭代．
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• 取 C = ωD−1，ω > 0，则 (5.6) 式称为松弛 Jacobi 迭代，ω 称为松弛因子．

• 取 C = (ω−1D + L)−1，ω > 0，则 (5.6) 式称为松弛 Gauss-Seidel 迭代，ω 称为松弛因子．

关于松弛因子 ω 的选取，见定理 5.8．

例 5.11 (松弛 Jacobi 迭代). 输入可逆方阵 A = (aij)，向量 bbb，松弛因子 w，输出 A−1bbb．

Initalize(x);

for(k=1; k<=MaxCount; k++)

{

s=0; for(i=1; i<=n; i++)

{

t=b[i]; for(j=1; j<=n; j++) t-=a[i,j]*x[j]; s+=t*t; y[i]=t*w/a[i,i];

}

if(sqrt(s)<epsilon) break;

for(i=1; i<=n; i++) x[i]+=y[i];

}

return x;
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例 5.12 (松弛 Gauss-Seidel 迭代). 输入可逆方阵 A = (aij)，向量 bbb，松弛因子 w，输出 A−1bbb．

Initalize(x);

for(k=1; k<=MaxCount; k++)

{

s=0; for(i=1; i<=n; i++)

{

t=b[i]; for(j=1; j<=n; j++) t-=a[i,j]*x[j]; s+=t*t; x[i]+=t*w/a[i,i];

}

if(sqrt(s)<epsilon) break;

}

return x;

比较 Jacobi迭代和 Gauss-Seidel迭代，它们的算法程序几乎相同．差别是在每一轮迭代中，Jacobi迭

代延时更新 xi，Gauss-Seidel迭代实时更新 xi，参与到 xi+1, · · · , xn 的计算．算法流程的不同引起矩

阵 C 的不同．
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定理 5.7. 设 A = (aij) ∈ Rn×n．若 |aii| >
∑
j ̸=i

|aij|, ∀i，则 A 称为严格行对角优的．

若 |ajj| >
∑
i̸=j

|aij|, ∀j，则 A 称为严格列对角优的．严格行、列对角优统称严格对角优．

1. 严格对角优方阵一定是可逆的．

2. 若 A 是严格对角优的，则 Jacobi 迭代和 Gauss-Seidel 迭代都收敛．

3. 若 A 是正定的对称方阵，则 Gauss-Seidel 迭代收敛．

证明.

1. 设 A是严格行对角优的．若 A不可逆，则存在 xxx ̸= 000使得 Axxx = 000．设 |xi| = max
1⩽j⩽n

|xj| > 0，则

|aiixi| = |
∑

j ̸=i aijxj| ⩽
∑

j ̸=i |aij| |xj| < |aii| |xi|，矛盾．故 A 是可逆的．

设 A 是严格列对角优的，则 AT 是严格行对角优的．由 AT 是可逆的，得 A 也是可逆的．

2. 设 λ是 I−D−1A的任意特征值，uuu是相应的特征向量．由 (I−D−1A)uuu = λuuu得 (A−D+λD)uuu = 000．

若 |λ| ⩾ 1，则 A−D + λD 是严格对角优的，与 A−D + λD 的不可逆性矛盾．故 |λ| < 1．

设 µ 是 I − (D + L)−1A 的任意特征值，vvv 是相应的特征向量．由 (I − (D + L)−1A)vvv = µvvv 得

(µ(D+L)−U)vvv = 000．若 |µ| ⩾ 1，则 µ(D+L)−U 是严格对角优的．与 µ(D+L)−U 的不可逆

性矛盾．故 |µ| < 1．
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3. 设 A 是正定的对称方阵，则 U = LH 且 D 也是正定的．设 λ 是 I − (D + L)−1A 的任意特征值，

α 是相应的特征向量．由 (I − (D + L)−1A)α = λα 得

λ =
−αHUα

αHDα + αHLα
=

−αHUα

αHAα− αHUα
.

设 αHLα = x+ y i，αHUα = x− y i．注意到 αHAα > 0且 αHDα > 0．若 x ⩽ 0，则 |αHAα−

αHUα| > |αHUα|．若 x ⩾ 0，则 |αHDα + αHLα| > |αHUα|．总有 |λ| < 1．

定理 5.8. 关于松弛迭代，有如下结论．

1. 设 A 满足 Jacobi 迭代收敛．当 0 < ω ⩽ 1 时，松弛 Jacobi 迭代收敛．

2. 设 A 是严格对角优的．当 0 < ω ⩽ 1 时，松弛 Gauss-Seidel 迭代收敛．

3. 设 A 是正定的对称方阵．当 0 < ω <
2

ρ(D−1A)
时，松弛 Jacobi 迭代收敛．

4. 设 A 是正定的对称方阵．当且仅当 0 < ω < 2 时，松弛 Gauss-Seidel 迭代收敛．

证明. 结论不作要求，仅供参考，证明略．
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§5.2.2 其他迭代法

收敛速度慢是线性迭代法的一个显著缺点．下面介绍一些提高收敛速度的方法．

例 5.13 (用 Newton 迭代法求逆矩阵). 设方阵 {Mk} 满足

(I −Mk+1A) = (I −MkA)
2.

化简得

Mk+1 = 2Mk −MkAMk, k ∈ N. (5.7)

当且仅当 ρ(I −M0A) < 1 时，

I −MkA = (I −M0A)
2k → O, Mk → A−1.

(5.7) 式也称为 Newton 迭代．Newton 迭代法可以有效地提高收敛速度，其代价是矩阵的存储空间

以及矩阵乘积的运算量．当下列条件得到满足时，可使用 Newton 迭代法计算 A−1．

À 有较好的初值 M0；

Á 可以有效地存储矩阵 A 和 Mk；

Â 可以快速地计算矩阵乘积 MkAMk．
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例 5.14 (化线性方程组问题为优化问题). 设 A 是正定的对称方阵，则二次函数

f(xxx) =
1

2
xxxTAxxx− bbbTxxx

有唯一的最小值点 xxx = A−1bbb．可以使用例 4.3 中的各种方法搜索 f 的最小值点．设 vvv 是搜索方向，

则局部目标函数

g(t) = f(xxx+ tvvv) =
t2

2
vvvTAvvv + tvvvT (Axxx− bbb) + f(xxx).

的最小值点 t =
vvvT (bbb− Axxx)

vvvTAvvv
．例如，

• 设 vvv = −∇f(xxx) = bbb− Axxx，得求解线性方程组 Axxx = bbb 的最速下降法的迭代公式

vvvk = bbb− Axxxk, tk =
vvvTk vvvk

vvvTkAvvvk
, xxxk+1 = xxxk + tkvvvk, k ∈ N.

上式中的 vvvk 满足

vvv0 = bbb− Axxx0, vvvk+1 = vvvk − tkAvvvk, k ∈ N.

为了减少重复计算，最速下降法的迭代公式可以重新改写成

vvv0 = bbb− Axxx0, tk =
vvvTk vvvk

vvvTkAvvvk
, xxxk+1 = xxxk + tkvvvk, vvvk+1 = vvvk − tkAvvvk, k ∈ N.

在每一轮迭代中，至多需要计算一次 Avvvk，至多需要 n2 + 6n+O(1) 次四则运算．
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• 设 vvv0 = −∇f(xxx0)，vvvk = −∇f(xxxk)− λvvvk−1，k ⩾ 1，其中 λ 使得 vvvk ⊥ Avvvk−1．由此可得求解线

性方程组 Axxx = bbb 的共轭梯度法的迭代公式

uuuk = bbb− Axxxk, sk =
vvvTk−1Auuuk

vvvTk−1Avvvk−1

, vvvk = uuuk − skvvvk−1, tk =
vvvTkuuuk

vvvTkAvvvk
, xxxk+1 = xxxk + tkvvvk, k ∈ N,

uuuk 满足 uuu0 = bbb− Axxx0，uuuk+1 = uuuk − tkAvvvk ⊥ vvvk，k ∈ N．利用数学归纳法可以证明 [1]

uuuTj uuuk = vvvTj uuuk = vvvTj Avvvk = 0, ∀k > j ⩾ 0.

为了减少重复计算，共轭梯度法的迭代公式可以重新改写成

uuu0 = vvv0 = bbb− Axxx0, t =
uuuTkuuuk
vvvTkAvvvk

, xxxk+1 = xxxk + tvvvk, uuuk+1 = uuuk − tAvvvk,

s =
uuuTk+1uuuk+1

vvvTkAvvvk
, vvvk+1 = uuuk+1 − svvvk, k ∈ N.

在每一轮迭代中，至多需要计算一次 Avvvk，至多需要 n2 + 9n+O(1) 次四则运算．

[1]容易验证 uuuT0uuu1 = vvvT0uuu1 = vvvT0Avvv1 = 0．下设 k ⩾ 1．由 tk, sk 的选取可得 vvvTkuuuk+1 = vvvTkAvvvk+1 = 0．由归

纳假设，uuuTj uuuk+1 = (vvvj + sjvvvj−1)
Tuuuk+1 = 0，∀j ⩽ k；vvvTj uuuk+1 = vvvTj (uuuk − tkAvvvk) = 0，∀j < k；vvvTj Avvvk+1 =

vvvTj A(uuuk+1 − skvvvk) = vvvTj Auuuk+1 =
1
tj
(uuuj − uuuj+1)

Tuuuk+1 = 0，∀j < k．
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第六章 数值微积分 (8 学时)

§6.1 数值微分

基本思想：给定 x0, x1, · · · , xn 和正整数 k，求常数 λ1, · · · , λn，使得对于未知可微函数 f(x) 都有

f (k)(x0) ≈ λ1f(x1) + · · ·+ λnf(xn).

例 6.1. 下列 g1, g2 都是 f ′(x0) 的近似公式．

g1 =
f(x0 + h)− f(x0)

h
, g2 =

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h

当 h > 0 时，g1 称为向前差商公式．当 h < 0 时，g1 称为向后差商公式．g2 称为中心差商公式．

假设 f(x) 有 3 阶连续导函数．根据 Taylor 展开式，

g1 = f ′(x0) +
f ′′(x0)

2
h+

f ′′′(ξ)
6

h2, g2 = f ′(x0) +
f ′′′(η)

6
h2
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其中 ξ ∈ [x0, x0 + h]，η ∈ [x0 − h, x0 + h]．当 h → 0 时，g2 比 g1 的近似效果好．

例 6.2. 设 f(x) 在 [x0 − h, x0 + h] 上有 n > k 阶连续导函数，x0 − h < x1 < · · · < xn ⩽ x0 + h，则

f(xi) =
n−1∑
j=0

(xi − x0)
j

j!
f (j)(x0) +

(xi − x0)
n

n!
f (n)(ξi), ξi ∈ [x0, xi].

欲使
n∑

i=1
λif(xi) = f (k)(x0) +O(hn)，只需

(
λ1 · · · λn

)
1 x1 − x0 · · · (x1 − x0)

n−1

... ... · · · ...

1 xn − x0 · · · (xn − x0)
n−1

 =
(
0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
k个

k! 0 · · · 0
)
.

线性方程组有唯一解．另外，设 ϕ(x) =
n−1∑
j=0

cj(x− x0)
j 是 f 关于节点 x1, · · · , xn 的插值多项式．


1 x1 − x0 · · · (x1 − x0)

n−1

... ... · · · ...

1 xn − x0 · · · (xn − x0)
n−1




c0

c1
...

cn−1

 =


f(x1)

...

f(xn)

 ⇒ ϕ(k)(x0) = k!ck =
n∑

i=1

λif(xi).

即，可以把 ϕ(k)(x) 作为 f (k)(x) 的数值微分公式．特别，ϕ(n−1)(x) ≡ (n− 1)!f [x1, · · · , xn]．
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当 x0 − h = x1 < · · · < xn = x0 + h 是等距分点时，下面列出了 f (k)(x0) 的几个近似公式及其误差．

• n = 3，f ′(x0) =
1

2h

(
−f(x1) + f(x3)

)
+O(h2)，

f ′′(x0) =
1

2h2

(
f(x1)− 2f(x2) + f(x3)

)
+O(h2)．

• n = 4，f ′(x0) =
1

16h

(
f(x1)− 27f(x2) + 27f(x3)− f(x4)

)
+O(h4)，

f ′′(x0) =
9

16h2

(
f(x1)− f(x2)− f(x3) + f(x4)

)
+O(h2)，

f (3)(x0) =
9

16h3

(
−f(x1) + 3f(x2)− 3f(x3) + f(x4)

)
+O(h2)．

• n = 5，f ′(x0) =
1
6h

(
f(x1)− 8f(x2) + 8f(x4)− f(x5)

)
+O(h4)，

f ′′(x0) =
1
6h2

(
−f(x1) + 16f(x2)− 30f(x3) + 16f(x4)− f(x5)

)
+O(h4)，

f (3)(x0) =
2
3h3

(
−f(x1) + 2f(x2)− 2f(x4) + f(x5)

)
+O(h2)，

f (4)(x0) =
2
3h4

(
f(x1)− 4f(x2) + 6f(x4)− 4f(x4) + f(x5)

)
+O(h2)．

适当选取插值节点 x1, · · · , xn 使得 ϕ(x0) = f(x0) + O(hp) 并且 p 尽可能大．从而，ϕ(k)(x0) =

f (k)(x0) +O(hp−k) 可以有较高的准确度．
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定理 6.1. 设 f(x) 在 [x0 − h, x0 + h] 上有 n > k 阶连续导函数，x0 − h ⩽ x1 < · · · < xn ⩽ x0 + h，

ϕ(x) 是 f(x) 关于节点 x1, · · · , xn 的插值多项式，则有

|ϕ(k)(x0)− f (k)(x0)| ⩽
hn−k

(n− k)!
max

|x−x0|⩽h

∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ .
证明. 由 ϕ(x)− f(x)有零点 x1, · · · , xn，得 ϕ(k)(x)− f (k)(x)在 [a, b]中有零点 z1 < · · · < zn−k，即

ϕ(k)(x)是 f (k)(x)关于节点 z1, · · · , zn−k 的插值多项式．根据定理 2.5，存在 ξ ∈ [x0−h, x0+h]使得

ϕ(k)(x0) = f (k)(x0)−
f (n)(ξ)

(n− k)!
(x0 − z1) · · · (x0 − zn−k).

从而结论成立．

从理论上说，h越小，则 |ϕ(k)(x0)− f (k)(x0)|越小．事实上，由于数值计算过程中的舍入误差，h不

宜过小，否则计算 ϕ(k)(x0) 的误差会变大．

下面以中心差商公式为例，说明节点的选取和数值微分的计算．这种方法称为外推法．

取 hk = λk，0 < λ ⩽ 0.5，依次计算 pk =
f(x0 + hk)− f(x0 − hk)

2hk
并观察 pk − pk−1．根据例 6.1，

pk ≈ f ′(x0) + Cλ2k ⇒ pk − pk−1 ≈ C(1− λ−2)λ2k.

当 |pk−pk−1| < (λ−2−1)ε或 pk+1−pk ≈ λ2(pk−pk−1)不再成立时，结束计算并输出
pk − λ2pk−1

1− λ2

作为 f ′(x0) 的近似值．
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§6.2 数值积分

基本思想：给定 x1, · · · , xn，求常数 λ1, · · · , λn，使得对于未知可积函数 f(x) 都有∫ b

a
f(x)dx ≈ λ1f(x1) + · · ·+ λnf(xn).

定义 6.1. I(f) =
n∑

i=1
λif(xi) 称为数值积分公式，其中 x1, · · · , xn 两两不同．

• 若 λ1, · · · , λn 都是非负实数，则 I(f) 称为稳定的，否则称为不稳定的．

• 若对于 p ∈ R[x] 且 deg(p) ⩽ m 都有 I(p) =
∫ b
a p(x)dx，则称 I(f) 有 m 阶代数精度．

• I(f) =
∫ b
a ϕ(x)dx 称为插值型公式，其中 ϕ(x) 是 f(x) 关于节点 x1, · · · , xn 的插值多项式．

§6.2.1 插值型积分

定理 6.2. 数值积分公式 I(f) 有 n− 1 阶代数精度当且仅当 I(f) 是插值型公式．

证明.（⇐）当 det(f) ⩽ n− 1 时，ϕ = f，I(f) =
∫ b
a f(x)dx．故 I(f) 有 n− 1 阶代数精度．

（⇒）由 deg(ϕ) ⩽ n− 1，得 I(f) = I(ϕ) =
∫ b
a ϕ(x)dx．
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下面给出两种方法来计算 I(f) =
n∑

i=1
λif(xi) 的系数 λ1, · · · , λn．

方法 1. 由 ϕ(x) =
n∑

i=1

f(xi)
∏
j ̸=i

x− xj
xi − xj

得

∫ b

a
ϕ(x)dx =

n∑
i=1

λif(xi)，其中 λi =

∫ b

a

∏
j ̸=i

x− xj
xi − xj

dx.

方法 2. 设 c =
a+ b

2
．对于 p(x) = (x− c)j，由

n∑
i=1

λip(xi) =

∫ b

a
p(x)dx, ∀j = 0, 1, · · · , n− 1

得

(
λ1 · · · λn

)
1 (x1 − c) · · · (x1 − c)n−1

... ... · · · ...

1 (xn − c) · · · (xn − c)n−1

 =
(
s1 s2 · · · sn

)
,

其中 sj =
∫ b
a (x− c)j−1dx =

1−(−1)j

j

(
b−a
2

)j
．上述线性方程组有唯一解 (λ1, · · · , λn)．

当 n是奇数并且 x1, · · · , xn关于 c对称时，由 xi+xn+1−i = 2c可得 λi = λn+1−i且
n∑

i=1
λi(xi−c)n =

0 = sn+1．即 I(p) =
∫ b
a p(x)dx 对于 p(x) = xn 也成立．此时，I(f) 有 n 阶代数精度．
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例 6.3. 当 a = x1 < · · · < xn = b 是 n− 1 等分点时，I(f) 称为封闭型 Newton-Cotes 公式．

当 a < x1 < · · · < xn < b 是 n+ 1 等分点时，I(f) 称为开放型 Newton-Cotes 公式．特别，

• n = 1，I(f) = (b− a)f(a+b
2 ) 有 1 阶代数精度，称为中点公式或矩形公式．

• n = 2，I(f) =
b− a

2

(
f(a) + f(b)

)
有 1 阶代数精度，称为梯形公式．

• n = 3，I(f) =
b− a

6

(
f(a) + 4f(a+b

2 ) + f(b)
)
有 3 阶代数精度，称为 Cavalieri-Simpson 公式．

• n ⩾ 5 的开放型 Newton-Cotes 公式和 n ⩾ 9 的封闭型 Newton-Cotes 公式都是不稳定的．

下面给出上述几个公式的误差估计．

定理 6.3. 设 f(x) 在 [a, b] 上有 2 或 4 阶连续导函数，c =
a+ b

2
，则存在 ξi ∈ [a, b] 使得∫ b

a
f(x)dx = (b− a)f(c) +

f ′′(ξ1)
24

(b− a)3∫ b

a
f(x)dx =

b− a

2

(
f(a) + f(b)

)
− f ′′(ξ2)

12
(b− a)3∫ b

a
f(x)dx =

b− a

6
(f(a) + 4f(c) + f(b))− f (4)(ξ3)

2880
(b− a)5.
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证明. 根据 Taylor 展开式、积分中值定理、Newton 插值公式，存在 ξi ∈ [a, b] 使得∫ b

a
f(x)dx− (b− a)f(c) =

∫ b

a

(
f(x)− f(c)− f ′(c)(x− c)

)
dx

=
f ′′(ξ1)

2

∫ b

a
(x− c)2dx =

f ′′(ξ1)
24

(b− a)3,

∫ b

a
f(x)dx− b− a

2

(
f(a) + f(b)

)
=

∫ b

a
f [a, b, x](x− a)(x− b)dx

=
f ′′(ξ2)

2

∫ b

a
(x− a)(x− b)dx = −f ′′(ξ2)

12
(b− a)3,

∫ b

a
f(x)dx− b− a

6
(f(a) + 4f(c) + f(b)) =

∫ b

a
f [a, b, c, x](x− a)(x− b)(x− c)dx

= −
∫ b

a
f [a, b, c, x, x]

(∫ x

a
(t− a)(t− b)(t− c)dt

)
dx

= −f (4)(ξ3)

24

∫ b

a

∫ x

a
(t− a)(t− b)(t− c)dt dx = −f (4)(ξ3)

2880
(b− a)5.

对于一般的插值型数值积分公式，根据定理 2.5，有如下误差估计．
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定理 6.4. 设 f(x) 在 [a, b] 上有 n 阶连续导函数，x1 < · · · < xn，I(f) =
n∑

i=1
λif(xi) 是插值型数值

积分公式，则
∣∣∣I(f)− ∫ ba f(x)dx

∣∣∣ ⩽ 1

n!

∫ b
a |(x− x1) · · · (x− xn)|dx max

a⩽x⩽b

∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ .
定理 6.5. 数值积分公式 I(f) =

n∑
i=1

λif(xi) 至多有 2n − 1 阶代数精度．I(f) 有 2n − 1 阶代数精度

当且仅当 x1, · · · , xn 是例 2.10 中的多项式 Ln(x) 的根．此时，I(f) 称为 Gauss 积分公式．

证明. p(x) = (x− x1)
2 · · · (x− xn)

2 满足

∫ b

a
p(x)dx > 0 = I(p)．故 I(f) 无 2n 阶代数精度．

I(f) 有 2n− 1 阶代数精度 ⇔ I(p) =

∫ b

a
p(x)dx, ∀p ∈ R[x] 满足 deg(p) ⩽ 2n− 1

⇔
∫ b

a
p[x1, · · · , xn, x](x− x1) · · · (x− xn)dx = 0

⇔
∫ b

a
xj(x− x1) · · · (x− xn)dx = 0, ∀j = 0, 1, · · · , n− 1

⇔ (x− x1) · · · (x− xn) =
n!

(2n)!
Ln.

Gauss 积分公式是代数精度最高的插值型公式．设 I1(f), I2(f) 都是计算
∫ b
a f(x)dx 的数值积分公式．

I1(f) 的代数精度比 I2(f) 高，并不表示 I1(f) 的误差一定比 I2(f) 小．
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§6.2.2 复合型积分

随着节点数 n的增加，插值型数值积分公式 In(f) =
n∑

i=1
λif(xi)有可能变得不稳定，λ1, · · · , λn 的计

算也会带来许多误差，并且无法保证 In(f) 收敛到
∫ b
a f(x)dx．为此，可以把 [a, b] 分割成若干小段，

在每个小段上使用插值型积分，以保证数值积分收敛到
∫ b
a f(x)dx．由而可得复合型数值积分公式．

例 6.4. 记 S =
∫ b
a f(x)dx，h =

b− a

n
，xt = a+ th．根据定理 6.3，有如下结论．

• 复化中点公式 In(f) =
n∑

i=1
hf(xi−1/2)，|In(f)− S| ⩽ (b− a)3

24n2
max

a⩽x⩽b

∣∣f ′′(x)∣∣．
• 复化梯形公式 In(f) =

n∑
i=1

h
f(xi−1) + f(xi)

2
= h

(
f(a)

2
+

f(b)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)

)
，

|In(f)− S| ⩽ (b− a)3

12n2
max

a⩽x⩽b

∣∣f ′′(x)∣∣．
• 复化 Simpson 公式

In(f) =
n∑

i=1
h
f(xi−1) + 4f(xi−1/2) + f(xi)

6
= h

(
f(a)

2
+

f(b)

2
+

1

3

n−1∑
i=1

f(xi) +
2

3

n∑
i=1

f(xi−1/2)

)
，

|In(f)− S| ⩽ (b− a)5

2880n4
max

a⩽x⩽b

∣∣∣f (4)(x)∣∣∣．
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定义 6.2. 对于给定的 f，设 Ih(f) 是一个计算 S =
∫ b
a f(x)dx 的复合型数值积分公式，其中 [a, b] 被

等分成长度 h 的小段．若存在与 h 无关的常数 C 和正整数 r 使得

|Ih(f)− S| ⩽ Chr

则称积分公式 Ih(f) 有 r 阶截断误差．

假设存在与 h 无关的非零常数 C1, C2 和 p > 0，使得

Ih(f) = S + C1h
r + C2h

r+p + o(hr+p).

取正整数 m ⩾ 2，令 λ =
1

m
，得

Iλh(f)− λrIh(f)

1− λr
= S +

λr(1− λp)

1− λr
C2h

r+p + o(hr+p)

因此，数值积分公式

Ĩλh(f) =
Iλh(f)− λrIh(f)

1− λr

有 r+ p阶截断误差．Ĩλh(f)也是一种复合型的数值积分公式．这种构造具有更高阶截断误差的新公

式的方法称为 Richardson 外推法．
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例 6.5. 外推法的思想也常被用于后验估计复合型数值积分的误差．取 h =
b− a

2n
，S ≈ I2h(f)− C(2h)r

S ≈ Ih(f)− Chr
⇒


Ih(f)− I2h(f) ≈ 2−r

(
I2h(f)− I4h(f)

)
S − Ih(f) ≈

Ih(f)− I2h(f)

2r − 1

.

当 |Ih(f)− I2h(f)| < (2r − 1)ε 时，可认为计算结果已满足精度要求，输出 Ih(f) +
Ih(f)− I2h(f)

2r − 1
．

当 Ih/2(f)− Ih(f) ≈ 2−r
(
Ih(f)− I2h(f)

)
不再成立时，可认为是舍入误差影响了计算结果，应结束

计算并输出 Ih +
Ih(f)− I2h(f)

2r − 1
．

在上述计算过程中，Ih(f) 与 I2h(f) 有公共积分节点，无需重复计算，只需计算增量即可．例如，

• 复化梯形公式 Th(f) =
1

2
T2h(f) +

1

2
T̃2h(f)，增量 T̃2h(f) = 2h

2n−1∑
i=1

f(a+ (2i− 1)h)．

• 复化 Simpson 公式 Sh(f) =
1

3
Th(f) +

2

3
T̃h(f)，增量 T̃h(f) = h

2n∑
i=1

f(a+ (i− 1
2)h)．

例 6.6. 外推法的思想还被用于设计 Romberg 积分公式．

• 设 I
(1)
n 是 n 等分的复化梯形公式，具有 2 阶截断误差．
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• I
(1)
n 外推为复化 Simpson 公式 I

(2)
2n =

1

3

(
4I

(1)
2n − I

(1)
n

)
，具有 4 阶截断误差．

• I
(2)
n 外推为复化 Newton-Cotes 公式 I

(3)
2n =

1

15

(
16I

(2)
2n − I

(2)
n

)
，具有 6 阶截断误差．

• 不断进行下去，I
(i)
n 外推为 I

(i+1)
2n =

1

4i − 1

(
4iI

(i)
2n − I

(i)
n

)
，具有 2i+ 2 阶截断误差．

从而可用一个上三角方阵 R = (rij)1⩽i⩽j⩽n 计算 S =
∫ b
a f(x)dx，其中 rij = I

(i)
2j

(f)，满足

ri,j =
4i−1ri−1,j − ri−1,j−1

4i−1 − 1
, 2 ⩽ i ⩽ j ⩽ n.

当 i, j → ∞ 时，rij → S．上式称为 Romberg 积分公式．

无需计算 R 的所有元素，按列计算至收敛即可．R 的第一行也只需增量计算．

§6.2.3 重积分

区间 [a, b] 上的数值积分公式可自然地推广到矩形区域上二重积分∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y)dxdy ≈
m∑
i=1

n∑
j=1

λijf(xi, yj),

以及更高维的重积分．例如，
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• 复化梯形公式

Im,n(f) =
h1h2
4

m∑
i=1

n∑
j=1

(
f(xi−1, yj−1) + f(xi−1, yj) + f(xi, yi−1) + f(xi, yj)

)
.

• 复化 Simpson 公式

Im,n(f) =
h1h2
36

m∑
i=1

n∑
j=1


f(xi−1, yj−1) + 4f(xi−1, yj−1/2) + f(xi−1, yj)+

4f(xi−1/2, yj−1) + 16f(xi−1/2, yj−1/2) + 4f(xi−1/2, yj)

+f(xi, yj−1) + 4f(xi, yj−1/2) + f(xi, yj)

 .

其中 h1 =
b− a

m
，h2 =

d− c

n
，xi = a+ ih1，yj = c+ jh2．

例 6.7. 求曲面 x2 + y2 ⩽ 1, x2 + z2 ⩽ 2, y2 + z2 ⩽ 3 围成的空间几何体的体积．

解答. 在 [−1, 1]× [−1, 1]× [−
√
2,
√
2] 上数值积分如下函数

f(x, y, z) = Boole(x2 + y2 ⩽ 1, x2 + z2 ⩽ 2, y2 + z2 ⩽ 3).
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第七章 常微分方程数值解 (8 学时)

微分方程是和微积分一起发展起来的重要数学分支，在科学研究和生产实践等方面都有着广泛应用．

只有极少数的微分方程可以求得解析解．微分方程的解的存在性、唯一性等问题都需要仔细研究．

定义 7.1. 关于函数及其导函数的方程称为微分方程．若方程含有偏导数，则称为偏微分方程，否则

称为常微分方程．本章主要研究如下形式的一阶常微分方程初值问题（也称 Cauchy 问题）：

求可微函数 y(x) 满足

y′(x) = f(x, y(x)), x ∈ [a, b]

y(a) = c

(7.1)

其中 f(x, y)是给定的二元可微函数，a, b, c是给定的实数．为了简化问题，假设问题 (7.1)有唯一解，

并且存在 Lipschitz 常数 L 使得 |f(x, y)− f(x, z)| ⩽ L|y − z|，∀y, z．

取定 a = x0 < · · · < xn = b．设 yk 是 y(xk)的近似值，则 (y0, · · · , yn)称为问题 (6.1)的一个数值解．

若每个 yk+1 都由 yk 唯一确定，则构造此数值解的方法称为单步法，否则称为多步法．
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§7.1 Euler 法

例 7.1. 根据数值微分和数值积分公式，可得问题 (7.1) 的数值解的下列公式．记 hk = xk+1 − xk．

À 由向前差商公式 y′(x) ≈ y(x+ h)− y(x)

h
，得 yk+1 = yk + hkf(xk, yk)．

Á 由向后差商公式 y′(x) ≈ y(x)− y(x− h)

h
，得 yk+1 = yk + hkf(xk+1, yk+1)．

Â 由中心差商公式 y′(x) ≈ y(x+ h)− y(x− h)

2h
，得 yk+1 = yk−1 + (hk + hk−1)f(xk, yk)．

Ã 由梯形公式
∫ x+h
x f(x)dx ≈ f(x) + f(x+ h)

2
h，得 yk+1 = yk + hk

f(xk, yk) + f(xk+1, yk+1)

2
．

Ä 结合À,Ã，得 Heun 公式 yk+1 = yk + hk
f(xk, yk) + f(xk+1, ỹk+1)

2
，ỹk+1 = yk + hkf(xk, yk)．

公式 À,Á,Ã,Ä 都是单步法，Â 是多步法，À,Â,Ä 称为显式公式，Á,Ã 称为隐式公式．

通常用不动点法或迭代法求解隐式公式．例如，设 Picard 迭代

z0 = yk, zi+1 = yk + hk
f(xk, yk) + f(xk+1, zi)

2
, i ∈ N.

若迭代收敛，则 z1 是 À中的 yk+1，z2 是 Ä中的 yk+1，z∞ 是 Ã中的 yk+1，任意 zi 都可以看作是

一种计算 yk+1 的显式公式，称为预估-校正公式（把预估 À 校正成 Ã）．
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定义 7.2.设 (y0, · · · , yn)是问题 (7.1)的一个数值解，0 ⩽ k ⩽ n− 1．若 yi = y(xi), ∀i ⩽ k 并且 yk+1

由 y0, · · · , yk 唯一确定，则 yk+1 − y(xk+1) 称为局部截断误差．若还存在常数 C 和正整数 r 使得

|yk+1 − y(xk+1)| ⩽ C(xk+1 − xk)
r+1

则称 yk+1 有 r 阶局部截断误差．

例 7.2. 考虑例 7.1 中数值解的局部截断误差．设 yi = y(xi)，∀i ⩽ k．记 h = xk+1 − xk．注意到

y(xk+1)− y(xk) = hf(ξ, y(ξ)), ξ ∈ [xk, xk+1].

À yk+1 − y(xk+1) = h
(
f(xk, yk)− f(ξ, y(ξ))

)
= h2g′(η) = O(h2)，其中 g(x) = f(x, y(x))．

Á yk+1 − y(xk+1) = h
(
f(xk+1, yk+1)− f(ξ, y(ξ))

)
= h2g′(η) = O(h2)，其中 g(x) = f(x, y(x))．

Â 假设 xk − xk−1 = h = xk+1 − xk．根据定理 6.3 的中点公式，

y(xk+1)− y(xk−1) =

∫ xk+1

xk−1

f(x, y(x))dx = 2hf(xk, y(xk)) +O(h3).

由此可得 yk+1 − y(xk+1) = O(h3)．
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Ã 根据定理 6.3 的梯形公式，

y(xk+1)− y(xk) =

∫ xk+1

xk
f(x, y(x))dx = h

f(xk, y(xk)) + f(xk+1, y(xk+1))

2
+O(h3)

⇒ yk+1 − y(xk+1) =
f(xk+1, yk+1)− f(xk+1, y(xk+1))

2
h+O(h3)

=
h

2

∂f

∂y
(xk+1, ζ)

(
yk+1 − y(xk+1)

)
+O(h3),

其中 ζ 介于 yk+1 和 y(xk+1) 之间．由此可得 yk+1 − y(xk+1) = O(h3)．

Ä 由 À，ỹk+1 − y(xk+1) = O(h2)．同 Ã，得

yk+1 − y(xk+1) = h
f(xk+1, ỹk+1)− f(xk+1, y(xk+1))

2
+O(h3)

=
h

2

∂f

∂y
(xk+1, ζ)

(
ỹk+1 − y(xk+1)

)
+O(h3) = O(h3).

综上，公式 À,Á 有 1 阶局部截断误差，Â,Ã,Ä 有 2 阶局部截断误差．

定理 7.1.设 a = x0 < · · · < xn = b 是等距分点，h =
b− a

n
，(y0, · · · , yn) 是问题 (7.1) 的任意数值解．

若 y0 = y(x0)，每个 yk+1 由 yk 唯一确定，并且 yk+1 都有 r 阶局部截断误差，则存在常数 C 使得

|yn − y(xn)| ⩽ Chr.

由此可得问题 (7.1) 的数值解的收敛性．
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证明. 设 z(x) 满足

z′(x) = f(x, z(x))

z(xk) = yk

．由局部截断误差的定义，可设

|yk+1 − z(xk+1)| ⩽ M(xk+1 − xk)
r+1, (*)

其中 M 是常数．再由

|y′(x)− z′(x)| = |f(x, y)− f(x, z)| ⩽ L|y(x)− z(x)|,

解得

|y(xk+1)− z(xk+1)| ⩽ eL(xk+1−xk) |y(xk)− z(xk)|. (**)

结合 (*) 和 (**)，得

|yk+1 − y(xk+1)| ⩽ eLh |yk − y(xk)|+Mhr+1

⇒ e−(k+1)Lh |yk+1 − y(xk+1)| ⩽ e−kLh |yk − y(xk)|+ e−(k+1)LhMhr+1

⇒ e−nLh |yn − y(xn)| ⩽
n−1∑
k=0

e−(k+1)LhMhr+1 ⩽ Mhr+1

eLh−1
⩽ Mhr

L

⇒ |yn − y(xn)| ⩽
eL(b−a)M

L
hr = Chr.
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定义 7.3. 下面考虑问题 (7.1) 及其数值解法的稳定性．设 ε 是充分小的正数．

• 若存在常数 C，使得对于任意实数 δ 和可微函数 g(x) 满足 |δ| ⩽ ε 且 max
a⩽x⩽b

|g(x)| ⩽ ε，方程z′(x) = f(x, z(x)) + g(x), x ∈ [a, b]

z(a) = c+ δ

的解都存在，并且满足 max
a⩽x⩽b

|z(x)− y(x)| ⩽ Cε，则问题 (7.1) 称为 Liapunov 稳定的．

• 若存在常数 C 和正数 h，使得对于任意 a = x0 < · · · < xn = b满足 max
1⩽k⩽n

(xk − xk−1) ⩽ h，对数

值解法中的所有 yk 作不超过 ε的任意扰动，所得数值解 (z0, · · · , zn)都满足 max
1⩽k⩽n

|zk−yk| ⩽ Cε，

则数值解法称为 0 稳定的．0 稳定性等价于 h → 0 时数值解的收敛性．

条件 |f(x, y)− f(x, z)| ⩽ L|y− z|保证了问题 (7.1)的 Liapunov稳定性及其单步解法的 0稳定性．

• 给定正数 h，设 y(x)的定义域为 [a,∞)，xk = a+ kh．若数值解 {yk | k ∈ N}是有界的，则数值

解法称为绝对稳定的．数值解法的绝对稳定性显然依赖于 f(x, y) 和 h．

考虑典型方程

y′(x) = λy(x), x ⩾ 0

y(0) = 1

．当 Re(z) < 0时，解析解 y(x) = eλx满足 lim
x→+∞

y(x) = 0．

若 lim
n→∞

yn = 0，则数值解法称为绝对稳定的．使得数值解法是绝对稳定的复数 λh的全体称为此

数值解法的绝对稳定区域．算法的绝对稳定性与算法的准确性无关．
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例 7.3. 考虑例 7.1 中数值解法公式的绝对稳定性．设 Re(λ) < 0．记绝对稳定区域为 A．

À 由 yk+1 = (1 + λh)yk，得 yn = (1 + λh)n．

A = {z ∈ C : |1 + z| < 1} 是复平面上以 −1 为圆心半径 1 的圆的内部．

Á 由 yk+1 = yk + λhyk+1，得 yk+1 =
yk

1− λh
，故 yn =

1

(1− λh)n
．

A = {z ∈ C : |1− z| > 1} 是复平面上以 1 为圆心半径 1 的圆的外部．

对于任意 h > 0， lim
n→∞

yn = 0．

Â 由 yk+1 = yk−1 + 2λhyk，得yk+1

yk

 =

2λh 1

1 0

 yk

yk−1

 ⇒

 yn

yn−1

 =

2λh 1

1 0

n−1y1

1

 .

M =

2λh 1

1 0

 的行列式 det(M) = −1，特征值 λh±
√

1 + (λh)2，谱半径 ρ(M) > 1．

不存在 λ, h 使得 lim
n→∞

yn = 0 恒成立．A = ∅．

Ã 由 yk+1 = yk +
λh

2
(yk + yk+1)，得 yk+1 =

2 + λh

2− λh
yk，故 yn =

(
2 + λh

2− λh

)n
．
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A = {z ∈ C : |2 + z| < |2− z|} = {z ∈ C : Re(z) < 0} 是复平面的 y 轴左侧区域．

对于任意 h > 0， lim
n→∞

yn = 0．

Ä 由 yk+1 = yk +
λh

2

(
yk + (1 + λh)yk

)
=

(
1 + λh+

1

2
(λh)2

)
yk，得 yn =

(
1 + λh+

1

2
(λh)2

)n
．

A = {z ∈ C : |1 + z + 1
2z

2| < 1} = {z ∈ C : |(z + 1)2 + 1| < 2}，如下图所示．
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§7.2 Runge-Kutta 法

定义 7.4. 若问题 (7.1) 的数值解法公式具有如下形式，

yk+1 = yk + h
s∑

i=1

ciKi, Ki = f
(
xk + aih, yk + h

s∑
j=1

bijKj

)
(7.2)

其中 h = xk+1 − xk，ai, bij, ci 是常数，则 (7.2) 式称为 s 级 Runge-Kutta 公式．

记 B = (bij)．若 B 是严格下三角的，即 bij = 0, ∀j ⩾ i，则 (7.2) 式称为显式的，否则称为隐式的．

下面推导 Runge-Kutta 公式．(7.2) 式有 r 阶局部截断误差当且仅当对于

y(x) = xm, f(x, y) = λ(y − xm) +mxm−1, ∀λ ∈ R, 1 ⩽ m ⩽ r

都有 yk+1 = y(xk+1) +O(hr+1) 恒成立．由

Ki = λxmk + λh
s∑

j=1

bijKj − λ(xk + aih)
m +m(xk + aih)

m−1

得 
K1
...

Ks

 = (I − λhB)−1


λxmk − λ(xk + a1h)

m +m(xk + a1h)
m−1

...

λxmk − λ(xk + ash)
m +m(xk + ash)

m−1

 .
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把 Ki 带入 xmk + h
s∑

i=1
ciKi = (xk + h)m +O(hr+1)，得

(
c1 · · · cs

)
(I − λhB)−1


λxmk − λ(xk + a1h)

m +m(xk + a1h)
m−1

...

λxmk − λ(xk + ash)
m +m(xk + ash)

m−1

 =
(xk + h)m − xmk

h
+O(hr).

注意到，当 h 充分小时，(I − λhB)−1 =
∞∑
i=0

(λhB)i．比较上面式子中 hi 的各项系数，得

(
c1 · · · cs

)
1 a1 · · · ar−1

1
... ... · · · ...

1 as · · · ar−1
s

 =

(
1

1

2
· · · 1

r

)
, (7.3)

(
c1 · · · cs

)
B


1 a1 · · · ar−2

1
... ... · · · ...

1 as · · · ar−2
s

 =
(
c1 · · · cs

)
a1 a21 · · · ar−1

1
... ... · · · ...

as a2s · · · ar−1
s



1

1
2

. . .
1

r−1

 (7.4)

=

(
1

1 · 2
1

2 · 3
· · · 1

(r − 1)r

)
.
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例 7.4. 一些显式 Runge-Kutta 公式．设 K1 = f(xk, yk)．

• r = s = 1，yk+1 = yk + hf(xk, yk)．

• r = s = 2，yk+1 = yk + h
(
c1f(xk, yk) + c2f(xk + a, yk + hbf(xk, yk))

)
，其中 a, b, ci 满足

(
c1 c2

)1 0

1 a

 =

(
1

1

2

)
,
(
c1 c2

)0 0

b 0

1

1

 =
1

2
即


c1 = 1− c2

a = b =
1

2c2

.

• r = s = 3，yk+1 = yk+h(c1K1+ c2K2+ c3K3)，K1 = f(xk, yk)，K2 = f(xk+ a2h, yk+hb21K1)，

K3 = f(xk + a3h, yk + hb31K1 + hb32K2)，其中 ai, bij, ci 满足

(
c1 c2 c3

)
1 0 0

1 a2 a22

1 a3 a23

 =

(
1
1

2

1

3

)
,
(
c1 c2 c3

)
0 0 0

b21 0 0

b31 b32 0



1 0 0

1 a2 a22

1 a3 a23



1 0

1 a2

1 a3

 =

(
1

2

1

6

)
.

共计 5 个方程和 8 个未知数．
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关于 Runge-Kutta 公式的几个注记：

• 由于 Runge-Kutta 方法是单步法，定理 7.1 的结论同样适用于 Runge-Kutta 方法．

• 给定 r, s，满足条件 (7.3) 和 (7.4) 的常数 ai, bij, ci 可能不存在，也可能不唯一．

• 由 (7.3) 式可得 r ⩽ 2s．并且，存在 s 级隐式 Runge-Kutta 公式具有 2s 阶局部截断误差．

• 当 Runge-Kutta 公式是显式时，由 Bs = O，结合 (7.3)和 (7.3) 式，得 r ⩽ s．

• 下表是一些 s 级显式 Runge-Kutta 公式的局部截断误差所能达到的最高阶数 r．

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

r 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8
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§7.3 线性多步法

定义 7.5. 若问题 (7.1) 的数值解法公式具有形式

yk =

p∑
i=1

aiyk−i +

p∑
i=0

bif(xk−i, yk−i), k ⩾ p (7.5)

其中 p是给定的正整数，ai, bi 是常数，y1, · · · , yp−1 由其他方法确定，则 (7.5)式称为 p 步的线性多

步法公式．若 b0 = 0，则 (7.5) 式称为显式的，否则称为隐式的．特别，形如

yk = yk−1 +

q∑
i=0

bif(xk−i, yk−i), k ⩾ q

的线性多步法称为 Adams 方法，显式的 Adams方法称为 Adams-Bashforth 方法，隐式的 Adams

方法称为 Adams-Moulton 方法．

Adams 方法源于数值积分

y(xk) = y(xk−1) +

∫ xk

xk−1

f(x, y(x))dx ≈ y(xk−1) +

∫ xk

xk−1

ϕ(x)dx

其中 ϕ(x)是 f(x, y(x))的以 {xk−q, · · · , xk−1}或 {xk−q, · · · , xk}为插值节点的插值多项式．根据定

理 6.4，数值积分的误差为 O((xk − xk−1)
q+1)或 O((xk − xk−1)

q+2)．因此，数值积分方法得到的显

式 Adams 公式有 q 阶局部截断误差，隐式 Adams 公式有 q + 1 阶局部截断误差．
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线性多步法 (7.5) 的收敛性和稳定性分析比较复杂，此处不详细叙述．

例 7.5. 设 a = x0 < · · · < xn = b，h =
b− a

n
，p, q 是正整数．构造线性多步法公式

xk = xk−p + h

q∑
i=0

bif(xk−i, yk−i).

解答. b0, · · · , bq 应满足 ∫ ph

0
ϕ(x)dx = h

q∑
i=0

biϕ(ih), ∀ϕ(x) = 1, x, · · · , xq.

由此得线性方程组 
1 1 · · · 1

0 1 · · · q
... ... (j − 1)i−1 ...

0 1 · · · qq



b0

b1
...

bq

 =


p

p2

2
...

pq+1

q+1

 .

特别，对于显式公式，b0 = 0， 
1 1 · · · 1

1 2 · · · q
... ... ji−1 ...

1 2q−1 · · · qq−1



b1

b2
...

bq

 =


p

p2

2
...
pq

q

.
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§7.4 常微分方程组

Cauchy 问题 (7.1) 可以自然地推广到一元常微分方程组初值问题，写成向量形式，yyy′(x) = F (x,yyy(x)), x ∈ [a, b]

yyy(a) = ccc

其中 yyy = (y1, · · · , ym)，F = (f1, · · · , fm)，每个 fi(x, y1, · · · , ym) 是给定的多元可微函数，a, b 是给

定的实数，ccc = (c1, · · · , cm) 是给定的实数向量．前面几节所述的各种数值解法及其误差估计都可以

自然的推广过来．

例 7.6. 记 h = xk+1 − xk．

• 向前 Euler 公式 yyyk+1 = yyyk + hF (xk, yyyk)．向后 Euler 公式 yyyk+1 = yyyk + hF (xk, yyyk+1)．

• Heun 公式 ỹyyk+1 = yyyk + hF (xk, yyyk)，yyyk+1 = yyyk + h
F (xk, yyyk) + F (xk+1, ỹyyk+1)

2
．

• s 级显式 Runge-Kutta 公式 yyyk+1 = yyyk + h
s∑

i=1
ciKi，其中 Ki = f(xk, yyyk + h

i−1∑
j=1

bijKj)，∀i．

• q 阶显式 Adams 公式 yyyk = yyyk−1 + h
q∑

i=1
bif(xk−i, yyyk−i)．
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例 7.7. 考虑 m 阶常微分方程初值问题y(m)(x) = f(x, y(x), y′(x), · · · , y(m−1)(x)), x ∈ [a, b]

y(i)(a) = ci, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

记 yyy = (y1, · · · , ym)，ccc = (c0, · · · , cm−1)，F (x,yyy) =
(
y2, · · · , ym, f(x, y1, · · · , ym)

)
．上述问题可以化

为常微分方程组初值问题 yyy′(x) = F (x,yyy(x)), x ∈ [a, b]

yyy(a) = ccc

方程组的解 y1(x) 就是原方程的解 y(x)．

126



第八章 矩阵特征值 (6 学时)

定义 8.1. 设 A ∈ Cn×n．若 λ ∈ C 和非零向量 α ∈ Cn×1 满足

Aα = λα

则 λ 称为 A 的一个特征值，α 称为 A 的一个与 λ 对应的特征向量．一元多项式

φA(x) = det(xI − A)

称为 A 的特征多项式．φA(x) 的所有复数根（含重根）即为 A 的所有特征值（含重数）．

一方面，当 φA(x) 容易精确求得时，可以通过求 φA(x) 的根得到 A 的特征值．

另一方面，也可以通过求 A =


c0

−1 c1
. . . ...

−1 cn−1

 的特征值，得到 φA(x) = xn +
n−1∑
i=0

cix
i 的根．
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定理 8.1. 关于复数方阵 A ∈ Cn×n 的所有特征值 λ1, · · · , λn，有如下常用结论．

1. λ1 − µ, · · · , λn − µ 是 A− µI 的所有特征值．当 A 可逆时， 1
λ1
, · · · , 1

λn
是 A−1 的所有特征值．

2. 存在可逆方阵 P，使得 P−1AP 是 Jordan 标准形 diag
(
Jn1(λ1), · · · , Jnk(λk)

)
，其中

Jni(λi) =

 λi 1
. . . . . .

λi 1
λi

 ∈ Cni×ni.

3. 存在酉方阵 P，使得 P−1AP 是上三角方阵并且对角元素依次为 λ1, · · · , λn．

4. 若 A是 Hermite的，则 λ1, · · · , λn 都是实数，并且存在酉方阵 P 使得 P−1AP = diag(λ1, · · · , λn)．

定理 8.2. 关于实数方阵 A ∈ Rn×n 的所有特征值 λ1, · · · , λn，有如下常用结论．

1. 若 λ 是 A 的特征值，则 λ 也是 A 的特征值．

2. 若 n 是奇数，则 A 必有实数特征值．

3. 设 |λ1| ⩾ · · · ⩾ |λn|．若 |λ1| > |λ2|，则 λ1 是实数．若 |λn−1| > |λn|，则 λn 是实数．

4. 存在正交方阵 P，使得 P−1AP 是准上三角方阵，并且每个准对角块是 1 或 2 阶方阵．

5. 若 A 是对称的，则 λ1, · · · , λn 都是实数，并且存在正交方阵 P 使得 P−1AP = diag(λ1, · · · , λn)．
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§8.1 幂法反幂法

定理 8.3. 设 A ∈ Cn×n 的特征值 λ1, · · · , λn 满足 |λ1| > |λ2| ⩾ · · · ⩾ |λn|．记

βk = Aαk, xk = αTk βk, αk+1 =
βk

∥βk∥2
, k ∈ N.

当
n∏

i=2
(A− λiI)α0 ̸= 000 时， lim

k→∞
xk = λ1 并且 lim

k→∞
αk 是 λ1 对应的特征向量．

证明. 根据定理 8.1 (2)，存在可逆方阵 P，使得 P−1AP = diag(λ1, B)，其中 φB(x) =
n∏

i=2
(x−λi)．由

n∏
i=2

(A− λiI)α0 = P

φB(λ1)

O

P−1α0 ̸= 000，得 P−1α0 = (c1, · · · , cn)T，c1 ̸= 0．当 k → ∞ 时，

λ−k
1 Akα0 = P

1

λ−k
1 Bk

P−1α0 → c1Peee1.

因此，αk =
Akα0

∥Akα0∥2
→ Peee1

∥Peee1∥2
是 λ1 对应的特征向量，βk → λ1αk，xk → λ1．

由定理 8.3 可得计算 A 的最大模特征值及其对应的特征向量的幂法．
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例 8.1 (幂法). 输入方阵 A ∈ Cn×n 满足 |λ1| > |λ2|，输出 λ1 及对应的特征向量 α1 的近似值．

u=RandomUnitVector(); for(k=1; k<=MaxCount; k++)

{

v=Multiplication(a,u); t=0; for(i=1; i<=n; i++) t+=Conjugate(u[i])*v[i];

if(Norm(t*u-v)<epsilon) return (t,u); r=Norm(v); for(i=1; i<n; i++) u[i]=v[i]/r;

}

return (t,u);

对 A−1 使用幂法，可得计算 A 的最小模特征值及其对应的特征向量的反幂法．

例 8.2 (反幂法).输入方阵 A ∈ Cn×n，假设 |λn| < |λn−1|，输出 λn 及对应的特征向量 αn 的近似值．

u=RandomUnitVector(); for(k=1; k<=MaxCount; k++)

{

v=LinearSolve(a,u); t=0; for(i=1; i<=n; i++) t+=Conjugate(u[i])*v[i];

if(Norm(u-v/t)<epsilon) return (1/t,u); r=Norm(v); for(i=1; i<n; i++) u[i]=v[i]/r;

}

return (1/t,u);
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在 A−1 未知或者不容易求得的情形下，一般通过线性方程组 Axxx = uuu计算 A−1uuu．故反幂法的计算量

通常大于幂法的计算量．

在使用幂法、反幂法之前，通常对 A作预处理．由定理 8.3还可知，幂法的收敛速度依赖于 |λ2(A)|
|λ1(A)|

，

反幂法的收敛速度依赖于
|λn(A)|

|λn−1(A)|
，比值越小收敛越快．根据定理 8.1 (1)，可通过 B = A− µI 的

特征值求 A 的特征值，这种方法称为位移法．在不知道所有特征值的近似值的情况下，求 µ 使得
|λ2(B)|
|λ1(B)|

比较小是非常困难的．在知道 λn 的近似值的情况下，求 µ 使得
|λn(B)|

|λn−1(B)|
比较小是容易办

到的．由此可把反幂法与位移法相结合．

例 8.3 (位移反幂法). 输入方阵 A ∈ Cn×n 和 b ∈ C，假设 A 有唯一的特征值 λ 使得 |λ − b| 最小，

输出 λ 及对应的特征向量 α 的近似值．

s=b; u=InitialUnitVector(); for(k=1; k<=MaxCount; k++)

{

v=LinearSolve(a-s*I,u); t=0; for(i=1; i<=n; i++) t+=Conjugate(u[i])*v[i]; s+=1/t;

if(Norm(u-v/t)<epsilon) return (s,u); r=Norm(v); for(i=1; i<n; i++) u[i]=v[i]/r;

}

return (s,u);
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尽管在位移反幂法中，A− skI 变得越来越奇异，但是位移反幂法的实际效果非常良好．

位移法是一种预处理．Hessenberg 约化方法是另一种预处理．

满足 aij = 0，∀i ⩾ j + 2 的方阵 (aij) 称为 Hessenberg 方阵．

例 8.4 (Hessenberg 约化).设酉方阵 P 使得 Ã = (ãij) = PAPH 是 Hessenberg方阵，则 Ãvvv和 Ã−1vvv

的计算量都可以大幅降低．酉方阵 P 的构造如下．

• 设 r =

√
n∑

i=2
|ai1|2，uuu = (a21. · · · , an1)T − reee1，则 Q1 = In−1 −

2

uuuHuuu
uuuuuuH 是酉方阵，Q1uuu = reee1．

酉方阵 P1 =

(
1

Q1

)
使得 P1AP

H
1 =

a11 ∗

reee1 A1

．
• 对 A1 重复上述操作，得酉方阵 P2, · · · , Pn−2，则 P = Pn−2 · · ·P1 为所求．

设 λ 和 α 是 Ã 的特征值和对应的特征向量，则 λ 和 PHα 是 A 的特征值和对应的特征向量．

利用幂法的思想，也可以求 A 的前 m 个最大模特征值，∀m = 1, · · · , n．

定理 8.4. 设 A ∈ Cn×n 的特征值 λ1, · · · , λn 满足 |λ1| > · · · > |λm| > |λm+1| ⩾ · · · ⩾ |λn|．根据

Gram-Schmidt 标准正交化算法，对于任意 k ∈ N，APk 可唯一地表示成

APk = Pk+1Rk (8.1)
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其中 Pk ∈ Cn×m 满足 PH
k Pk = Im，Rk ∈ Cm×m 是上三角方阵且对角元素都是正数．

当
n∏

i=m+1
(A− λiI)P0 是列满秩时， lim

k→∞
PH
k APk 是上三角方阵且对角元素是 λ1, · · · , λm．

证明. Pk = AkP0(Rk−1 · · ·R0)
−1，与定理 8.3 的证明类似，详细过程略．

例 8.5 (QR 迭代法). 设可逆方阵 A ∈ Cn×n 的特征值 λ1, · · · , λn 满足 |λ1| > · · · > |λn|．记

A = Q0R0, RkQk = Qk+1Rk+1, k ∈ N (8.2)

其中 QkRk 是 QR 分解（即 Qk 是酉方阵，Rk 是上三角方阵且对角元素都是正数），则 lim
k→∞

RkQk

收敛到上三角．(4.9) 式称为 QR 迭代．

• 注意到 Ak = (Q0R0)
k = Q0(R0Q0)

k−1R0 = Q0(Q1R1)
k−1R0

= Q0Q1(R1Q1)
k−2R1R0 = Q0Q1(Q2R2)

k−2R1R0 = · · · = (Q0 · · ·Qk−1)(Rk−1 · · ·R0).

在 (8.1) 式中，设 m = n，P0 = I，则 Pk = Q0 · · ·Qk−1 并且 (8.1) 式中的 R0, · · · , Rk−1 与 (8.2)

式中的相同．因此，QR 迭代法可以看作是幂法在特殊情形下的变形．

• RkQk 与 QkRk 是酉相似的，故它们都与 A是酉相似的．QR迭代实际上是计算 A的酉相似于上

三角的标准形．QR 迭代法也可以与位移法相结合，以提高收敛速度．
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§8.2 Jacobi 方法

例 8.6. 对于任意 Hermite 方阵 A ∈ Cn×n，可以选取一系列酉方阵 {Pk}，构造序列

A0 = A, Ak+1 = PH
k AkPk, k ∈ N

使得 Ak 收敛到对角方阵，其对角元素即为 A的所有特征值．这种方法称为 Jacobi 方法．原理如下．

À 设 A = (aij)，寻找 s < t 使得 |ast| = max
i̸=j

|aij|．

Á 求 2 阶酉方阵 Q =

qss qst

qts qtt

 使得 QH

ass ast

ats att

Q =

bss 0

0 btt

．
Â 扩充 Q 为 n 阶酉方阵 P = (pij)，pij =

qij, i, j ∈ {s, t}

δij, 其他

．设 B = PHAP = (bij)．

由 P,Q 是酉方阵，得
∑
i,j

|bij|2 =
∑
i,j

|aij|2，|bss|2 + |btt|2 = |ass|2 + |att|2 + 2|a2st|．

再由 bii = aii，∀i /∈ {s, t}，得
∑
i̸=j

|bij|2 =
∑
i ̸=j

|aij|2 − 2|ast|2 ⩽ n2 − n− 2

n2 − n

∑
i̸=j

|aij|2．

Ã 随着迭代次数的增加，
∑
i̸=j

|bij|2 → 0．把 A 换成 B，goto À，开始下一轮迭代．
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尽管 Jacobi 方法简单易行，但是收敛速度比较慢．通常先用 Hessenberg 约化方法把 Hermite 方阵 A

酉相似成三对角方阵，再使用其他方法求 A 的所有特征值．

作为矩阵特征值问题的应用，可用如下方法计算矩阵的奇异值分解．

例 8.7. 对于任意 A ∈ Cm×n，m ⩽ n，设 AAH = P diag(λ1, · · · , λm)PH，其中 P ∈ Cm×m 是酉方

阵，λ1 ⩾ · · · ⩾ λm ⩾ 0．PHA的行向量相互正交．标准化 PHA的非零行向量，并扩充为酉方阵 Q．

由此可得

A = P


√
λ1

. . .
√
λn

Q.

上式称为 A 的奇异值分解．当 m ⩾ n 时，可由 AT 的奇异值分解求得 A 的奇异值分解．

对于任意 A ∈ Rm×n，可把上述结论中的酉方阵 P,Q 换成正交方阵 P,Q，结论仍然成立．
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