
第六周作业答案

罗曾宇

题目 1. 试用 A 表示一个沿 z 方向的均匀恒定磁场 B0，写出 A 的两种不

同表示式，证明两者之差为无旋场.

解答. 由于 ∇×A = B = B0ez，不妨设 A1 = B0xey，A2 = −B0yex，则

∇× (A1 −A2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

B0y B0x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

两者之差为无旋场.

题目 2. 设 x < 0 半空间充满磁导率为 µ 的均匀介质，x > 0 空间为真空，

今有线电流 I 沿 z 轴流动，求磁感应强度和磁化电流分布.

解答. 电流的磁场使介质磁化，记 x < 0 区域磁场为 B1，x < 0 区域磁场

为 B2，在柱坐标系中，全部定解条件为

∇ ·B = 0,∇×H = 0, (x < 0, x > 0, r ̸= 0)

r = 0,H1,H2 → ∞,

r → ∞,H1,H2 → 0,
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x = 0处, B2x = B1x, ex × (H2 −H1) = 0,

因为电流线无穷长，而介质是均匀的，假设两区域的 H 和 B 是离开线电

流的距离 r 的函数，而且只有 eφ 分量.

由安培环路定理，对围绕着电流线，任意半径 r 的圆，有∫
L1

H1 · dl +
∫
L2

H2 · dl = I,

由于B的 x分量在边界处连续，有B1 = B2，而且B1 = µH1,B2 = µ0H2，

可得到尝试解

B1 = B2 =
µµ0

µ+ µ0

I

πr
eφ,

H1 =
µ0

µ+ µ0

I

πr
eφ,H2 =

µ

µ+ µ0

I

πr
eφ,

此解显然满足所有定解条件，说明此前的假设是合理的.

由M2 = 0,M1 = (
µ

µ0

− 1)H1，在电流线周围作 r → 0 的无限小圆圈

L，得电流线与介质分界面出现的“线磁化电流”

IM =

∫
L

M · dl =
∫
L1

M1 · dl =
µ− µ0

µ+ µ0

I.

题目 3. 某空间区域内有轴对称磁场，在柱坐标原点附近已知 Bz ≈ B0 −

C(z2 − 1

2
ρ2)，其中 B0 为常量，试求该处的 Bρ.

解答. 空间磁场有轴对称性，意味着其分量 Bθ = 0，于是在柱坐标系中，

由

∇ ·B =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ) +

∂Bz

∂z
=

1

ρ

∂

∂ρ
(ρBρ)− 2Cz = 0,

得 Bρ = Czρ +
f(θ, z)

ρ
，因为磁场轴对称，也就是说 B(θ) = B(θ + α)，α

为任意角度，所以 B 不显含 θ，f(θ, z) = f(z)，作一半径为 a，高为 2h 的

圆柱形高斯面，由 ∫
S

B · dS = 0,
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有
∫ h

−h
f(z)dz = f(ξ)2h = 0, ξ ∈ (−h, h)，因为在原点附近，h → 0，f(z) =

f(ξ) = 0，综上所述，

Bρ = Czρ.

题目 4. 假设存在磁单极子，其磁荷为 Qm，它的磁场强度为

H =
Qm

4πϵ0

r

r3
,

给出它的矢势的一个可能的表达式，并讨论它的奇异性.

解答. 以磁荷所在点为坐标原点，由 B = ∇×A，通过任一半径 r 的球冠

的磁通量为

ϕ =

∫
S

B · dS =

∫
S

(∇×A) · dS =

∮
L

A · dl,

其中球面元矢量 dS = r2 sin θdθdφer，球冠底面边界 L 的线元矢量 dl =

r sin θdφeφ. 矢势 A = Arer +Aθeθ +Aφeφ 的三个分量中，只有 Aφ 对磁通

量有贡献，故可令 Ar = Aθ = 0，且 Aφ 与坐标 φ 无关，∫
S

B · dS =
qm
4π

∫ θ

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφ =
qm
4π

(1− cos θ)2π,

∮
L

A · dl = Aφr sin θ

∫ 2π

0

dφ = 2πAφr sin θ,

由此得矢势的一个可能的表达式为

A = Aφeφ =
qm
4πr

1− cos θ
sin θ

eφ,

可以看到，A 有一个奇点 r = 0，并且在 θ = 0 这条弦上是没有定义的，这

与磁矢势全空间连续矛盾.
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题目 5. 将一磁导率为 µ，半径为 R0 的球体，放入均匀磁场 H0 内，求总

磁感应强度 B 和诱导磁矩 m。

解答. 球内球外两区域的定解条件为

∇2φ1 = 0, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ1有限,

r → ∞, φ2 → −H0r cos θ,

r = R0, φ1 = φ2, µ
∂φ1

∂r
= µ0

∂φ2

∂r
,

设 φ1 = A0 + A1r cos θ, φ2 = −H0r cos θ + B0

r
+

B1

r2
cos θ, 由边界条件可知，

A0 =
B0

R0

,

A1R0 = −H0R0 +
B1

R2
0

,

B0 = 0,

µA1 = −µ0H0 −
2µ0B1

R3
0

,

解得

A0 = B0 = 0, A1 = − 3µ0

µ+ 2µ0

H0, B1 =
µ− µ0

µ+ 2µ0

H0R
3
0,

综上所述，

φ1 = − 3µ0

µ+ 2µ0

H0r cos θ, (r < R0)

φ2 = −H0r cos θ + µ− µ0

µ+ 2µ0

H0R
3
0

r2
cos θ, (r > R0),

所以，球内外磁场为

B1 = −µ∇φ1 =
3µµ0

µ+ 2µ0

H0,
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B2 = −µ0∇φ2 = µ0H0 +
(µ− µ0)µ0R

3
0

µ+ 2µ0

[
3(H0 · r)r

r5
− H0

r3
],

介质球的磁化强度

M1 =
B1

µ0

−H1 =
3(µ− µ0)

µ+ 2µ0

H0,

它的磁矩为

m =
4πR3

0

3
M1 =

µ− µ0

µ+ 2µ0

4πR3
0H0.

题目 6. 有一个内外半径为 R1 和 R2 的空心球，位于均匀外磁场 H0 内，

球的磁导率为 µ，求空腔内的场 B，讨论 µ ≥ µ0 时的磁屏蔽作用.

解答. 球内，球内部及其球外三区域的定解条件为

∇2φ1 = 0, (r < R1)

∇2φ2 = 0, (R1 < r < R2)

∇2φ3 = 0, (r > R2)

r = 0, φ1有限,

r → ∞, φ3 → −H0r cos θ,

r = R1, φ1 = φ2, µ0
∂φ1

∂r
= µ

∂φ2

∂r
,

r = R2, φ2 = φ3, µ
∂φ2

∂r
= µ0

∂φ3

∂r
,

由之前的经验，不妨设 φ1 = A1r cos θ, φ2 = B1r cos θ +
C1

r2
cos θ, φ3 =

−H0r cos θ + D1

r2
cos θ, 由边界条件可知，

A1R1 = B1R1 +
C1

R2
1

,

µ0A1 = µB1 −
2µC1

R2
1

,

B1R2 +
C1

R2
2

= −H0R2 +
D1

R2
2

,

µB1 −
2µC1

R2
2

= −µ0H0 − µ0
2D1

R2
2

,
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解得

B1 = −µ0∇φ1 = −µ0A1ez = [1−
1− (

R1

R2

)3

(µ+ 2µ0)(2µ+ µ0)

2(µ− µ0)2
− (

R1

R2

)3
]µ0H0,

可以看出，µ越大，B1 越弱，球壳对外部磁场的屏蔽作用越显著，当 µ ≥ µ0

时，B1 → 0.


