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复 习 思 考 题 与 习 题 选 编 

 

第 1 章  金属自由电子费米气体模型 

 

1. 试解释金属自由电子气体模型的内容，指出它的成功和不足。  

答：金属自由电子气体模型的发展经历了三个阶段，首先是 1900 年特鲁德

(Drude)建立的经典的金属自由电子气体模型；之后，1904 年洛仑兹（Lorentz）

发展了特鲁德模型，主要是引入了经典的麦克斯韦 -玻尔兹曼统计规律，所以仍属

于经典金属自由电子气体模型；1928 年，索末菲在特鲁德模型的基础上，重新考

虑了金属晶体中的价电子。按照索末菲的观点，金属中的电子气应服从量子力学

原理，应该利用量子力学原理去计算电子气的能量和动量，价电子的能量分布服

从费米—狄拉克统计。但是所有金属自由电子气体模型均包括：  

（1）自由电子近似（ free electronic approximation），忽略了电子和离子实之

间的相互作用；  

（2）独立电子近似（ independent electronic approximation），忽略了电子和电

子之间的相互作用；  

（3）驰豫时间近似（ relaxation approximation），认为电子受到的碰撞和散射

由驰豫时间简单描述。  

它的成功之处是：自由电子气体模型与费米统计的应用，对于理解金属尤

其是一价金属的物理本质方面取得了巨大的成功。尽管索末菲模型忽略了正离子

和电子之间的强静电作用力。但是本章的学习使我们看到该模型对于以下金属的

性质仍能作出满意地解释。如：电子气的比热、泡利顺磁性、金属的电导率、金

属的热导率、维德曼－夫兰兹定律、金属对可见光具有高的反射率和简单霍尔效

应等。  

它的不足之处是：尽管该模型能够解释以上诸多金属的性质，但是对于物质

为什么会分为导体、绝缘体、半导体以及类金属等则根本无法解释。还有，除去

一价金属以外，在定量计算方面和实验结果的偏离极大。如比热、磁致电阻、霍

尔系数等。对于某些金属的正的霍尔系数也不能用该模型给出解释。  

2. 试解释 k 空间？k 空间中的态密度？单位体积中的能态密度？  

答：以波矢 k 的三个分量 kx、ky ,、kz 为坐标轴的空间称为波矢空间或 k 空间。

在 k 空间中许可的 k 值是用分立的点来表示的，每个点表示一个允许的单电子态。

k 空间单位体积中的状态代表点数，即 k 空间态密度。单位体积样品中，单位能

量间隔内，包含自旋的单电子态数，称为单位体积中的能态密度。  
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3. 试解释费米面？费米能级？金属的费米面随温度如何变化？  

答：把 k 空间中，N 个电子的占据区和非占据区分开的界面叫做费米面 (Feimi 

surface)。基态时，电子填充的 高能级，称为费米能级 εF。由于费米能量和温度

满足如下关系  
2

0 2
0[1 ( ) ]

12
B

F F
F

k Tπε ε
ε

= −  

所以，随着温度的升高，会导致费米能稍稍下降。也就是说，自由电子费米气体

对应的费米球略有变小。  

4. 试说明电子密度在金属自由电子气体模型中的作用？  

答：自由电子气体模型可用价电子密度 n 来描述，而且，n 是仅有的一个独

立参量。对于给定的金属，价电子密度是已知的。由此，我们可以求得具体的费

米波矢、费米能量、费米速度、费米温度等。  

5. 如何理解金属自由电子气体的简并性？  

答：在统计物理中，把体系与经典行为的偏离，称为简并性 (degeneracy)。在

绝对零度时电子仍有相当大的平均能量，这与经典的结果是截然不同的。按照经

典的自由电子气体 (Drude)的模型，电子在 T=0 时的平均能量为零。因此，在 T=0K

时，金属自由电子气是完全简并的。系统简并性的判据是：  
0
F Bk Tε >>  

因而，只要温度比费米温度低很多，电子气就是简并的，由于费米能量在几个电

子伏特，而室温下的热扰动能大约为 0.026 电子伏特，所以室温下电子气也是高

度简并的。  

6. 试解释泡利顺磁性的起因；并说明泡利顺磁磁化率与温度基本无关的原因。  

答：施加磁场后，在磁场的作用下，自旋取向与磁场相反的电子具有正的附

加能：+µBB，自旋取向与磁场相同的电子具有负的附加能： -µBB，从而使得按照

泡利原理分布的两支电子，出现非平衡暂态；但是，当达到平衡态时，电子将达

到 大能量费米能 εF，意味着高能态的电子 (反平行 B)将要转向低能态 (平行 B)，

从而导致两个支系中的电子数不同。具有平行于 B 的自旋磁矩的电子数目增大。

如此对全部电子气来说要出现沿磁感应强度 B 方向的净磁矩，因而，出现了泡利

自旋顺磁性。  

由于 T≠0K 时泡利顺磁磁化率为  
2

2 0 2
0 0( )[1 ( ) ]

12
B

B F
F

k Tg πχ µ µ ε
ε

= −  

而
0 2 4( / ) 10B Fk T ε −∼ ，所以泡利顺磁磁化率与温度基本无关。  

7. 如何理解电子比热系数的测量是研究费米面性质的一个重要手段？  

答：金属中自由电子费米气体的比热容  
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式中
2

2 0( )
3 B Fk gπγ ε= ，称为电子比热容系数。由于电子比热容系数与费米面处的能

态密度有关，所以利用电子比热容系数可以直接提供费米面附近能态密度的信息。 

8. 求一维、二维和三维情形下，自由电子的能态密度。分别示意画出一维，二维，

三维自由电子气的能态密度曲线，并由此说明对于一维系统是否具有长程序，

为什么？  

答：三维下单位体积的能态密度为  

3

2( )
(2 ) ( )n

nk

dsg
k

εε
π ε

=
∇∫  

二维情况，等能面退化为等能线，则单位面积的能态密度为 

2

2( )
(2 ) ( )n

nk

dlg
k

εε
π ε

=
∇∫  

一维情况，等能面退化为两个等能点，则单位长度的能态密度为 

2 2( )
2 ( ) /n

n

g
d k dk

ε
π ε

=  

对于自由电子气体，能量为  

2 2

( )
2n

kk
m

ε =  

2

( )nk k k
m

ε∇ = ；
1

21 (2 )k mε=  

三维下，对应等能面为球面，所以单位体积的能态密度为： 

2 1 13 2 2
3 3 2 2 3

2 2 4 1( ) (2 )
(2 ) 8 /( )n

nk

ds kg m
k mk

ε πε ε
π π πε

= = =
∇∫  

二维下，对应等能面退化为等能线，为圆周长，所以单位面积的能态密度为： 

2 2 2 2

2 2( ) 2
4 4( )n

nk

dL m mg k
kk

εε π
π π πε

= = • • =
∇∫  

一维下，对应两个等能点，所以单位长度的能态密度为： 

2 2

2 2 1 2 1 2 2 1( )
2 ( ) / 2n

m m mg
d k dk k m

ε
π ε π π πε ε

= = = =  
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能态密度对应固态电子的能谱分布。从统计物理的角度出发，低能激发态被

热运动激发的概率比高能激发态大得多。如果低能激发态的能态密度大，体系的

热涨落就强，相应的有序度降低或消失，不易出现有序相。也就是说，低能激发

态的能态密度的大小影响着体系的有序度和相变。所以，从计算结果可以看出，

三维自由电子体系，在低能态的能态密度趋于零，因而低温下所引起的热涨落极

小，体系可具有长程序。对一维自由电子体系来说，从图中可以看出，在低能态

的能态密度很大，而且随能量的降低而趋于无穷，因而低温下所引起的热涨落极

大，导致一维体系不具长程序。从图中可以看出，二维自由电子体系的能态密度

是常数，介于一维和三维中间，体系可具有准长程序，而且极易出现特殊相变，

导致新的物理现象。如二维电子气系统中的量子霍尔效应、分数统计等现象。  

9. 什么是费米分布函数？它的物理实质是什么？说明费米分布函数具有哪些特

点？  

解答：T≠0K 时，自由电子费米气体在有限温度下的宏观状态可以用电子在

其本征态上的分布定量描述。其平衡统计分布函数就是费米 ---狄拉克分布函数，

费米分布函数可表示为：  

B( )

1( )
e 1ii k Tf ε µε −=

+
 

上式直接给出了体系在热平衡态 (温度为 T)时，能量为ε i 的单电子本征态被一

个电子占据的概率。根据泡利原理，一个量子态只能容纳一个电子，所以费米分

布函数实际上给出了一个量子态的平均电子占据数。  

由费米分布函数表达式和它的物理意义可知  
0 ( ) 1if ε≤ ≤  

特别是当T=0K时  
1

( )
0

f
ε µ

ε
ε µ
≤⎧

= ⎨ >⎩
 

由上式可知，ε≤µ 时的所有状态都被占据，而 ε >µ态上电子占据率为零。所

以，在基态 T=0K 时，化学势相当于占据态和非占据态的分界线，这和前面费米

能量的定义相当，所以基态时的化学势和基态费米能量相等。此外，由于热激发

能 kBT，远小于基态费米能。因而，激发态系统增加或减少一个电子时所增加或

减少的能量，即化学势 µ 和费米能量相差不多。从而对化学势µ和费米能级εF 不
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加以区分。因此，很多的固体书中把费米分布函数表示为  

( )

1( )
1F Bk T

f
e ε ε

ε
−

=
+

 

当 T > 0 K 时，费米分布函数有  

1
( ) 0

1
2

f
ε µ

ε ε µ

ε µ

⎧
⎪ <<
⎪= >>⎨
⎪
⎪ =
⎩

 

下图给出了在基态 T=0K 和较低温度下 T > 0 K 时的费米分布函数。  

 
基态和较低温度下的费米分布函数  

从  

( ) -( )

1 1 1
1 1B Bk T k T

B

f
k T e eε µ ε µε − −

∂− =
∂ + +

 

可以看出， ( / )f ε− ∂ ∂ 是关于（ε -µ）的偶函数，而且具有类似于δ函数的性质，仅

在µ附近 kBT 的范围内才有显著的值，即  

( )f δ ε µ
ε
∂− ≈ −
∂

 

10. 已知铜的质量密度 ρm = 8.95g/cm3，电阻率 ρ = 1.55×10-6Ω.cm，试计算：  

(1)铜的价电子浓度；  

(2)弛豫时间；  

(3)费米能量和费米速度；  

(4)费米面上电子的平均自由程。  

解答： (1) 铜有一个价电子，所以铜的电子浓度： 
23

22 3 28 36.02 10 1 8.95 8.48 10 8.48 10
63.54

m
A

ZNn N cm m
V A

ρ − −× × ×= = = = × = ×  

(2)弛豫时间：  
2

2

1ne m
m ne
τσ τ

ρ ρ
= = ⇒ =∵  

( )
31

14
22 28 19 8

9.11 10 2.7 10
8.48 10 1.6 10 1.55 10

m s
ne

τ
ρ

−
−

− −

×∴ = = = ×
× × × × ×
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(3)费米能量和费米速度：  

2 2
3 2, 3

2
F

F F
k k n
m

ε π= =∵  

( )
22

2 33
2F n

m
ε π∴ =  

( ) ( )
234 2

2 28 183
31

1.0557 10
3 3.14 8.48 10 1.13 10 7.06

2 9.11 10F J eVε
−

−
−

×
∴ = × × × × = × =

× ×
 

1
18 2

2 6
31

21 1.13 10 2, 1.58 10 /
2 9.11 10

F
F F Fmv v m s

m
εε

−

−

⎛ ⎞× ×= ∴ = = = ×⎜ ⎟×⎝ ⎠
∵  

(4)费米面上电子的平均自由程：  
6 14 81.58 10 2.7 10 4.27 10Fl v mτ − −= = × × × = ×i  

11. 已知低温下金属钾的摩尔电子热容量的实验测量结果为 Ce = 2.08T mJ/mol 

K，其中 T 是温度，请在自由电子气体模型下估算钾的费米温度及费米面上的

态密度。  

解答：在自由电子气体模型下钾的摩尔电子热容量为  
2

2e A B
F

TC N Zk
T

π=  

2

2
23 1 23 1

1 1

4

2 C

3.14 6.02 10 1 1.38 10
2 2.08

1.97 10

F A B
e

TT N Zk

TKmol JK
TmJmol K

K

π

− − −
− −

∴ =

= × × × × × ×

= ×

 

因为： F B Fk Tε = ； ( ) ( )1
3 2

2 3

1 2g mε ε
π

=  

所以：  

( ) ( ) ( )1 1
3 32 2

2 3 2 3

1
31 3 23 1 4 2

2 34 3

1 12 2

1 2 (9.1 10 ) 1.38 10 1.97 10
3.14 (1.054 10 )

F e F e B Fg m m k T

kg JK K
Js

ε ε
π π

− − −
−

= =

⎡ ⎤= × × × × × × ×⎣ ⎦× ×

1 1
2 23

2

32 2
46 46

3 3

46 3

25.54 10 5.54 10
( ) ( )

5.54 10 /

kg kgJ kgm s
J kg s

m
m

J
ss

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦= × = ×

= ×

 

12. 证明：  
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(1)三维自由电子气体基态下的动能为： 0
3
5 FU Nε= ；  

(2)基态下电子气体的压强和体积的关系为： 02
3
UP
V

= ；  

(3)基态下电子气体的体弹性模量为： 0105 2
3 9 3 F

UPB n
V

ε= = =  

式中 εF 为费米能量，N 表示体积为 V 的金属内的价电子数目，n 为电子密度。 

解答： (1)三维自由电子气体的基态能量 U0，可由费密球内所有单电子能级

的能量相加得到。  
2 2

0 2
2

Fk k

kU
m≤

= ∑  

因子 2 源于泡利不相容原理 ,由此 ,单位体积自由电子气体的基态能量为  
2 2

0 2
2

Fk k

U k
V V m≤

= ∑  

考虑到  
3

3

(2 ) 1
(2 )

kk
V V
π

π
∆∆ = → =  

所以  
2 2

0
3

2
8 2

Fk k

U k k
V mπ ≤

= ∆∑  

由于电子数目非常大，可认为量子化的波矢在费米球内准连续分布，因而上述求

和可过渡为积分，从而求得单位体积自由电子气体的基态能为  

2 2 2 2 2 5
20

3 3 20

2 2 14
8 2 8 2 10

F

F

k
F

k k

U k k kdk k dk
V m m m

π
π π π≤

= = =∫ ∫  

所以三维自由电子气体的基态能量 U0，  

2 5

0 2

1 3 3
10 5 5

F
F F

kU V nV N
m

ε ε
π

= = =  

利用单位体积的能态密度，同样可求得自由电子费米气在基态时单位体积的

总能量  

0 0 2 551 0 02 2
0 20 0

2 1 3( ) ( )
5 10 5

F F F
F F

ku g d C d C n
m

ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε

π
= = = = =∫ ∫  

从而得到三维自由电子气体的基态能量 U0，  

2 5

0 2

1 3 3
10 5 5

F
F F

kU V nV N
m

ε ε
π

= = =  

(2)基态下电子气体的压强和体积的关系：  
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22 3
2

0
3 3 3
5 5 2F

NU N N
m V

ε π⎛ ⎞= = • ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∵  

( )
5

2 2 32 30

22 3
2 0

3 2 13
5 2 3

23 2 13
5 2 3 3

UP N N
V m V

UNN
m V V V

π

π

∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞∴ = − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i

i i i

 

(3)基态下电子气体的体弹性模量为：   

( )
8

2 2 32 3 0103 2 5 1 5 2( / ) 3
5 2 3 3 3 9 3 F

UPB V p V V N N n
m V V

π ε⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − ∂ ∂ = − − = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

i i i  

13. 试用费米—狄拉克分布导出自由电子费米气体每单位体积热容的表达式为：  
2

02
e
V B

F

TC T nk
T

πγ= =  

式中 n 为电子浓度，kB 为玻尔兹曼常数，TF 为费米温度。  

解答：  

单位体积自由电子费米气体的内能 u 为  

( ) ( )u g f dε ε ε ε
∞

= ∫０  

这是费米积分，令 ( ) ( )H gε ε ε= ； ( )
0

( )Q H d
ε

ε ε ε≡ ∫ ，则采用分部积分可得  

0
( )( )fu Q dε ε

ε
∞ ∂= −

∂∫  

考虑到 ( / )f ε− ∂ ∂ 函数具有类似于δ函数的性质，仅在µ附近 kBT 的范围内才有显著

的值。所以，上式的积分下限即使扩展到 -∞也不会影响积分结果，同时，可将 Q(ε)

在µ附近展开为泰勒级数  

21( ) ( ) ( ) ( )
2

Q Q Q Qε µ ε µ µ ε µ µ′ ′′= + − + − + ⋅⋅⋅（ ） （ ）  

从而在准确到二级近似下，可得  
2

2( )+ ( )( )
6 Bu Q Q k Tπµ µ′′≈  

由于化学势µ 和 T→0 时的费米能量
0
Fε 非常接近，所以，我们可以将 Q(µ)在 0

Fε 附

近展开得  

0 0 0 0 2 01( ) ( )+( - ) ( ) ( - ) ( )+
2F F F F FQ Q Q Qµ ε µ ε ε µ ε ε′ ′′= +  

又  
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( ) ( )
0 0

0
00 0

( ) F F

FQ H d g d u
ε ε

ε ε ε ε ε ε= = =∫ ∫  

( )0 0 0 0( ) ( )F F F FQ H gε ε ε ε′ = =  

所以  
0 0 0 0 0 0

0( ) ( )+( - ) ( )= ( - ) ( )F F F F F FQ Q Q u gµ ε µ ε ε µ ε ε ε′≈ +  

0
0( ) ( ) ( ( ))

F
F

dQ Q g
d εµ ε ε ε
ε

′′ ′′≈ =  

从而得到  

( ) 0

2
0 0 0 2

0 ( ) ( ) [ ] ( )
6 F

F F F B
du u g g k T

d ε

πµ ε ε ε ε ε
ε

= + − +  

式中 ( )
0

0 0

Fu g d
ε
ε ε ε= ∫ ，为基态单位体积的内能，与温度无关。将化学势  

( )02
0 2

0 ( )
6 ( )

F
F B

F

g
k T

g
επµ ε
ε
′

= −  

式代入并整理得  

( )
2

0 2
0 ( )

6 F Bu u g k Tπ ε= +  

所以金属中自由电子费米气体的比热容  
2 2 2

2 0 2
0 0( ) ( )

3 2 2
e
V V B F B B

F F

u T TC k g T nk nk T
T T

π π πε γ
ε

∂= = = = =
∂

 

式中
2 2 2

2 0 2
0 0( )

3 2 2B F B B
F F

k g nk nk
T

π π πγ ε
ε

= = = ，称为电子比热容系数。  

14. 金属的体弹性模量和声速的关系。  

试证明电子气体在绝对零度下动能对其体弹性模量 B 的贡献为  

21
3 FB nmv=  

式中 n 是电子浓度，m 是电子质量，vF 是费密速度。用以上结果可以求出金

属中的声速。在可压缩流体中声速为  

( )1/ 2/v B ρ=  

其中，ρ 是流体的质量密度。由此证明单价金属的声速为  

( )1/ 2/ 3 Fv m M v=  

其中，M 是金属离子的质量。上式称为玻姆—斯特威尔 (Bohm-Staver)关系。  

解答：在 T= 0K 时，金属中自由电子的动能为：  

0
3
5 FE Nε=  

而  
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2 2 22 2 3(3 )
2 2F F

Nk
m m V

ε π= =  

所以电子气体在绝对零度下动能对其体弹性模量 B 的贡献为  

2 2
20

2 2

3 2 1
5 3 3

F
F F

d E d NB V NV nmv
dV dV V

ε ε= = = =  

利用单价金属的质量密度 ρ = nM，金属中的声速：  

1 1 122 2 21( / ) ( / ) ( )
3 3F F

mv B nmv nM v
M

ρ= = =  

得证。  

15. 在什么波长下，对于电磁波辐照，金属铝是透明的？试解释为什么很多金属

可以做镜子来用 (亦即为什么金属对可见光具有很好的反射性 )？  

解答：当频率很高时，τω»1，复数相对介电常数  
2 2 2

2 2 2 2 2
0

1 1
(1 )

p p p
r i

ω ω τ ωεε
ε ω τ ω ω τ ω−≡ = − + ≈ −

+ +
 

成为实数。显然对于 pω ω> 来说，相对介电常数 0rε > 。由于
2
c rn ε= ，所以，折

射率为实数，其虚部 n2 为零。此时，金属不再吸收电磁波，电磁波将无损耗的透

过金属，因此，金属如同透明的电解质。对于金属铝，因为电子密度为  

29 31.81 10m
A

Zn N m
A
ρ −= = ×  

所以  

( )2
16

0

=2.397 10p
e

ne
m

ω
ε

= × 弧度
s

 

2 78.6p
p

c nmπλ
ω

= =  

因而，当波长 λ < λp 时，对于电磁波辐照，金属铝是透明的。  

考虑到当 pω ω< 时，相对介电常数 0rε < 。由于
2
c rn ε= ，所以，折射率为虚

数，其实部 n1 为零。从而反射系数  

2

2 2 2
1 2

2 2 2
1

( 1) 1
( 1)

r

i

E n nR
E n n

− += = =
+ +

 

因而，在很高的频率段，金属显示出非常好的反射特性，称为金属反射区。由于

可见光的上限频率 3eVω ≈ ，金属的 5 15p eVω ≈ ∼ ，所以，对于可见光段，一

般金属满足 pω ω< 的条件，所以，通常金属具有高反射率。  
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16. 如果一个简单立方点阵的单价金属，已知点阵常数 a = 3Å，每个原子只贡献

一个传导电子。计算费米能量、费米波矢、费米温度及费米面上的电子波长。 

解答：由已知可得电子密度 n 为：  

28 3
3 10 3

1 1 3.7 10 /
(3 10 )

n m
a −= = ≈ ×

×
 

又：  
34 311.0546 10 ; 9.11 10eJ s m m kg− −= × • = = ×  

所以费米能量、费米波矢、费米温度及费米面上的电子波长分别为  
22 2 3

19(3 ) 6.5 10 4.06
2F

n J eV
m
πε −= = × =  

1
2 10 13(3 ) 1.03 10Fk n mπ −= = ×  

44.7 10F
F

B

T K
k
ε= = ×  

1
2 1032 (3 ) 6.1 10F

F

n m
k
πλ π −= = = ×  

17. 已知钠晶体是体心立方结构，晶格常数 a = 4.3 埃，若其电阻率为 ρ = 4.3×

10-6Ω.cm，钠晶体的电子又可看作自由电子，试计算钠晶体电子的驰豫时间 τ

以及费米面上电子的平均自由程；并用自由电子模型计算钠晶体的霍尔系数。 

解答：依题意，钠晶体是体心立方结构，可得其电子密度  

22 3
3

2 2.5 10 /n cm
a

= = ×  

由电导率公式可计算弛豫时间  
2

2 2

ne m m
m ne ne
τ σσ τ

ρ
= ⇒ = =  

所以  
35

14
2 22 19 2 6

9.1 10 3 10
2.5 10 (16 10 ) 4.3 10

m s
ne

τ
ρ

−
−

− −

×= = = ×
× × × × ×

 

又  

3 2, 3F
F F

kv k n
m

π= =  

所以  
1 134

2 2 22 63 3
35

1.05 10(3 ) (3 3.14 2.5 10 ) 1.05 10 /
9.1 10Fv n m s

m
π

−

−

×= • = × × × × = ×
×

 

费米面上电子的平均自由程：  
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6 141.05 10 3 10 340Fv Aλ τ −= = × × × =  

霍尔系数为：  

( )393
10

19

0.428 101 2.45 10
2 2 1.6 10H
aR

ne e

−
−

−

×
= − = − = − = − ×

× ×
 

18. 在自由电子气模型中， 重要的参数是电子数密度 n 及两次碰撞之间的时间

τ(驰豫时间 )。试利用漂移速度理论导出金属电导率的表达式 σ = ne2τ/m，其

中，e 为电子所带电荷，m 为电子质量。  

解 答 ： 设 外 场 作 用 下 电 子 的 漂 移 速 度 (drift velocity) 为 ( )dv t ， 则 动 量

( ) ( )e dp t m v t= ，此时，自由电子在外场下的动力学方程变为  

( ) ( )( )d d
e e

dv t v tm F t m
dt τ

= −  

该理论称为漂移速度理论。稳恒电场下，电子受到的电场力为 F eE= − ，此

时电子具有恒定的漂移速度，也就是说漂移速度不随时间变化，所以 ( ) / 0ddv t dt = ,

所以  

0d
e

veE m
τ

+ =  

由此得到电子的漂移速度为  

d
e

e Ev
m
τ= −  

其中 τ 为弛豫时间，它描述的是电子的自由运动时间。如果金属中单位体积含有

n 个自由电子，可得相应的电流密度  
2

d
e

neJ nev E
m
τ= − =  

又由于电流密度  

J Eσ=  

式中 σ 为电导率，因此，电导率为  
2

e

ne
m
τσ =  

19. 已知二维情形时，自由电子能级密度为：  
0

( )
0 0

E
g E

E
>⎧

= ⎨ <⎩

常数
 

且  

( ) ( )n g E f E dE
∞

−∞
= ∫  

利用上述关系证明二维自由电子模型下有如下关系存在：  
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/ln(1 )Bk T
B Fk T e Eµµ −+ + =  

其中 µ 为化学势，EF 是 T=0 时的化学势。  

证明：  

对于自由电子气体，能量为  

2 2

( )
2n

kk
m

ε =  

2

( )nk k k
m

ε∇ = ；
1

21 (2 )k mε=  

二维下，对应等能面退化为等能线，为圆周长，所以单位面积的能态密度为： 

2 2 2 2

2 2( ) 2
4 4( )n

nk

dL m mg k
kk

εε π
π π πε

= = • • =
∇∫  

又因为：
2 2

( ) 0
2

kE k
m

= > ，所以， ( ) 0E g E =当 <0时， 。  

因为    ( ) ( )n g E f E dE
∞

−∞
= ∫ ( ) /2 0

1
1BE k T

m dE
e µπ

∞

−=
+∫  

( ) / /B Bx E k T dx dE k Tµ= − ⇒ =令  

2

1
1

B

B
x

k T

mk Tn dx
eµπ

∞

−
∴ =

+∫ 2 1
B

x
B

x
k T

mk T e dx
eµπ

−∞

−−
=

+∫ 2 ln( 1)xB

B

mk T e
k T
µ

π
−

∞
= − +

−
 

2 ln( 1)Bk TBmk T e
µ

π
= +  

又
2 2

2 22 /
2

F
F F F

kE k mE
m

= ⇒ = ；
2 2Fk nπ=  

2/Fn mE π∴ =  

2 2 ln( 1)Bk TF BmE mk T e
µ

π π
∴ = +  

/ln( 1) ln(1 )B Bk T k T
F B BE k T e k T e

µ
µµ −∴ = + = + +  

    得证.                 

第 2 章  晶体结构和对称性 

 

1. 晶体的宏观特性有哪些？与什么有关？晶态、非晶态、准晶态在原子排列上各

有什么特点？  

答：晶体内部结构的周期性使得它具有一些非晶体所没有的宏观特性，如自限性、

解理性、晶面角守恒、晶体的各向异性、晶体的对称性、固定的熔点等。晶体的
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上述宏观特性是由晶体内部结构的周期性决定的，即晶体的宏观特性是微观特性

的反映。晶体中，原子按照严格的规则排列，具有周期性或长程有序，也叫平移

对称性。非晶体，其原子排列不具有长程的周期性，但基本保留了原子排列的短

程序，即近邻原子的数目和种类、近邻原子之间的距离 (键长 )、近邻原子配置的

几何方位 (键角 )都与晶体相近。非晶体的原子排列特点和液体类似，所以也称为

过冷液体。准晶体是既区别于晶体又不同于非晶体的固体结构，它们具有 5 重、8

重、10 重和 12 重旋等转对称性，不符合晶体的对称性定律。准晶体原子排列具

有长程的取向序，但没有长程的平移对称序。  

2. 简述原胞和单胞的区别。画出二维石墨平面的结构示意图并标出基元和原胞，

指出原胞中包含多少个原子？  

答：原胞就是晶格中体积 小的周期性重复单元。整个晶格可看成是由无限

多个原胞无间隙地紧密排列而成，或者说将原胞平移一切可能的格矢便可得到整

个晶格。原胞也叫初基晶胞或固体物理学原胞。对于三维晶格，在晶格中取一个

格点为顶点，以三个不共面的方向上的周期 a1、a2、a3 为边长形成的平行六面体

作为重复单元，这个平行六面体沿三个不同的方向进行周期性平移，就可以充满

整个晶格，形成晶体。这个平行六面体即为原胞。代表原胞三个边的矢量 a1、a2、

a3 称为原胞的基本平移矢量，简称基矢。原胞的体积常用符号 Ω 来表示，显然对

于三维晶格：  

1 2 3( )a a aΩ = • ×  

在晶体学中往往选择一个不一定是体积 小且格点都在顶角上的原胞，而是

选择格点不仅可在顶角上，而且还可以在体心、面心或底心上的原胞，我们把这

种晶体学中选取的单元称为晶体学原胞，简称晶胞或单胞 (unit cell)，也叫惯用单

胞 (conventional unit cell)。习惯用 a、b、c 表示三维晶胞的基矢，其边长 a、b、c

称为晶格常数 (lattice constant)。  

尽管原胞和晶胞都是用来描述晶格的，而且有些晶格的原胞和晶胞是一致的

(如简立方晶格 )，但是它们还是有区分的。  

原胞只含有一个格点，是体积 小的周期性重复单元；晶胞可含有一个或多

个格点，体积是原胞的一倍或数倍。三维晶格晶胞的体积 V: 

( ) ( )1 2 3[ ] ΩV a b c n a a a n= ⋅ × = ⋅ × =  

原胞的格点一般只出现在平行六面体的顶角上；晶胞不仅在平行六面体顶角上有

格点，面上及内部也可以有格点。后面要讲的晶面、晶向和基元位置的标记，在

实际工作中，通常以晶胞为准。  
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固体物理学原胞往往不能直观地反映点阵的宏观对称性，但能完全反映点阵

的平移对称性；晶胞能直观地反映点阵的宏观对称性，但有时不能完全反映点阵

的平移对称性。所以，它们各有各的优缺点，在固体物理学中并存。  

二维石墨平面的结构示意图如下  

 

其中原胞基矢为：  

1

2

3 3
2 2
3

a aa i j

a aj

⎧
= +⎪

⎨
⎪ =⎩

 

原胞中包含 2 个原子，其原子坐标为  

3(0,0), ( , )
2 2
a a  

3. 指出下列晶体的晶格是简单晶格还是复式晶格并写出其布拉维格子的类型：  

晶体铜；单晶硅；氯化钠；氯化铯；金属钠；砷化镓。  

答：铜晶体的结构是面心立方布拉维格子，简单晶格；单晶硅是金刚石结构，属

于面心立方布拉维格子，复式晶格；氯化钠晶体的结构是面心立方布拉维格子，

复式晶格；氯化铯晶体的结构是简立方布拉维格子，复式晶格；钠晶体的结构是

体心立方布拉维格子，简单晶格；砷化镓是复式晶格，属于面心立方布拉维格子。 

4. 什么是宏观对称素和微观对称素？晶体可能有的独立的点对称元素有几种？

布拉维格子按照点群来分有几种？按照空间群来分有几种？晶体结构按照点

群来分有几种？按照空间群来分有几种？  

答：晶体的宏观对称性就是晶体外形所包围的点阵结构的对称性。相应的对

称操作是一种非平移对称操作。包括绕固定轴的转动、中心反演和镜面反映是晶

体中的三种基本的点对称操作。相应的对称元素有:对称轴、对称中心、对称面。 

晶体中独立的宏观对称操作 (或对称元素 )只有 8 种，即：1、2、3、4、6、 i、m、

4。其中数字 n(1、2、3、4、6)表示纯转动对称操作 (或转动轴 )； i 表示中心反演

(或对称中心 )；m 表示镜面反映 (或对称镜面 )。晶体中 8 种独立的宏观对称元素 (或

对称操作 )用熊夫利符号标记则为：C1、C2、C3、C4、C6、Ci、Cs、S4。  



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 16

对于晶体的微观对称性而言，除了前面所讲的宏观对称操作完全适用于微观

对称来说，微观对称操作中还应包含三种新的对称操作，即:平移、螺旋旋转和滑

移反映。对应三种新的对称元素，即:平移轴、螺旋轴和滑移面。 

布拉维格子按照点群来分有 7 种，按照空间群来分有 14 种，晶体结构按照点

群来分有 32 种，按照空间群来分有 230 种。  

5. 说出立方体和正四面体对称的对称素和对称操作有哪些。如何理解正四面体所

有对称素和对称操作包含于立方体中？讨论对称性有何意义？  

答：立方对称有三条 4 次轴<100>，绕每个 4 次轴旋转 π/2、π、3π/2 都是对

称操作，这样对于三条 4 次轴，共有 9 个对称操作；还有四条 3 次轴<111>(空间

对角线 )，绕每个 3 次轴旋转 2π/3、4π/3 都是对称操作，这样对于四条 3 次轴，共

有 8 个对称操作；再就是六条 2 次轴<110>(面对角线 )，绕每个 2 次轴旋转 π 都是

对称操作，这样对于六条 2 次轴，共有 6 个对称操作；不动 (旋转 2π)本身也是 1

个对称操作。所以纯旋转操作加起来共 24 个，由于立方对称有对称中心，所以纯

旋转操作加上中心反演的组合操作，即非纯旋转操作共 24 个，合起来 48 个。  

由于把立方体相间的四个顶点连接起来就构成了正四面体，所以，正四面体

所有对称素和对称操作包含于立方体中。由于正四面体没有对称中心，立方对称

的三条 4 次轴<100>和对称中心退化为四次旋转反演轴【6 个非纯转动 (转动 π/2

或 3π/2)加上 3 个纯转动 (转动 π)】。同理，四条 3 次轴<111>和对称中心退化为三

次旋转反演轴 (等价于 8 个纯转动 )，六条 2 次轴<110>和对称中心退化为二次旋转

反演轴 (6 个非纯转动 )，加上不动，共 24 个对称操作。它保留了立方体的 12 个纯

旋转操作和 12 个非纯旋转操作。  

对于一个具体的晶体材料，如果知道了它的点对称性，那么它的某种物理性

质就可以确定，这称为 Neumann 原理。所以，根据对称性可以简化复杂的计算，

也可以预言物理过程的发展趋势，还可以对体系的许多性质作出定性的了解。  

6. 什么是晶面指数？什么是米勒指数？对于面心立方晶格，如果取晶胞的三边为

基矢，某一族晶面的米勒指数为 (hkl)，问如果取原胞的三边为基矢，该族晶

面的面指数是多少？  

答：以原胞的三个基矢 a1、a2、a3 为坐标轴，以它们的大小 a1、a2、a3 为天

然长度单位建立坐标系，并由此所确定的晶面的指数，称为晶面指数，记为

(h1h2h3)。  

以晶胞基矢 a、b、c 为坐标轴，以它们的大小 a、b、c 为天然长度单位

建立坐标系，并由此所确定的晶面的指数，称为密勒指数 (Miller indices)，用

(hkl)表示。  

对于晶胞的三个基矢 a、b、c，对应倒格子的三个基矢 a*、b*、c*为  
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*

*

*

2

2

2

a i
a

b j
a

c k
a

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ =⎪⎩

π

π

π

 

密勒指数为 (hkl)的晶面族，可由相应的晶胞的倒格矢来描述，即  

2 [ ]hklG hi kj lk
a
π= + +  

对于面心立方结构来说，倒格子的原胞的倒格矢为  

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 [( ) ( ) ( ) ]hG h h h i h h h j h h h k
a
π= − + + + − + + + −  

如果晶面指数 (h1h2h3)和密勒指数 (hkl)对应同一晶面族，则有  

h hklG pG=  

其中 p 为比例系数。所以  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

h h h ph
h h h pk
h h h pl

− + + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

 

亦即  

1

2

3

2

2

2

k lh p

h lh p

h kh p

+⎧ =⎪
⎪

+⎪ =⎨
⎪

+⎪ =⎪⎩

 

比例系数 p 的选择，要使得 h1、h2、h3 三个数互质。 (h1h2h3)即为所求面指数  

7. 什么是倒格子？引入倒格子的意义是什么？  

答：对布拉维格子中所有格矢 Rn，满足  

1h niG Re • =  

或 Gh·Rn=2πm (m 为整数 )的全部 Gh 端点的集合，也可以描述该布拉维格子。

如果把 Rn 所描述的布拉维格子称为正格子，则 Gh 所描述的布拉维格子称为该正

格子的倒格子，也叫倒易点阵或简称为倒点阵。Gh 称为倒格矢。 

倒格子也可以这样定义：空间点阵可以由三个不共面的矢量 a1、a2、a3 来描

述，称为正格子。则由满足 
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( )

( )

( )

1 2 3

2 3 1

3 1 2

2

2

2

b a a
Ω

b a a
Ω

b a a
Ω

π

π

π

⎧ = ×⎪
⎪
⎪ = ×⎨
⎪
⎪ = ×⎪⎩

 

的三个矢量 b1、b2、b3 描述的格子称为该正格子的倒格子。  

可见，每个晶体结构有两个点阵同它联系着，一个是正点阵，一个是倒点阵。

倒点阵是正点阵的傅里叶变换，它是与坐标空间联系的傅里叶空间中的周期性阵

列。傅里叶空间中的每个位置都可以有一定的物理意义，但是由一组倒格矢所确

定的那些点有特别的重要性。比如当一个电子在刚性周期结构中运动时，可以推

断它的动量变化由一组倒格矢确定。此外，引入倒格子，可以把坐标空间的物理

量转化为波矢空间；可以方便画出布里渊区，进而讨论能带结构；有利于理解 X

射线衍射。8. 在晶体衍射中，几何结构因子与坐标原点的选取有关。证明，谱线

的衍射强度和坐标系无关。  

证明 :与原子数目有关的晶体的几何结构因子为 : 

( ) h j

h

G di
j hG

j

S f G e •−=∑  

式中 ( ) ( ) hiG r
j h jf G n r e dr− •= ∫ ，为与某一倒格矢相联系的原子形状因子，d j(j=1，2，

3，…，p)是原胞里第 j 个原子的位矢。如果新的坐标系相对于原来的坐标系有一

位移 r，显然 : 

( )( ) h j h

h h

G d r iG ri
j hG G

j

S f G e e S• + − •−′ = =∑ i  

所以，几何结构因子与坐标原点的选取有关。  

衍射束的相对强度比例于晶体的几何结构因子的平方：  

旧坐标系：
2 *

h h hG G GI S S S∝ = i  

新坐标系：
2 * * *h h

h h h h h h h

iG r iG r
G G G G G G GI S S S e S e S S S⋅ − ⋅′ ′ ′ ′∝ = ⋅ = ⋅ = ⋅  

因此谱线强度和坐标原点的选取无关。  

9. 试计算 sc、bcc、 fcc 和金刚石结构元素晶体的配位数、密堆积时的原子半径、

晶胞中的原子数目和堆积密度。  

解：sc 结构中，配位数为 6，晶胞只含 1 个原子球，原子球半径为 a/2，容易

计算其致密度为： 
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3
341 / 0.52

3 2 6sc
a a πρ π ⎛ ⎞= × = ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

bcc 结构中，配位数为 8，晶胞含 2 个原子球，原子球半径为立方体空间对角

线的 1/4，等于 3 / 4a ，其致密度为： 
3

34 3 32 / 0.68
3 4 8bcc

a a πρ π
⎛ ⎞

= × = ≈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

fcc 结构中，配位数为 12，晶胞含 4 个原子球，球半径为立方体表面对角线

的 1/4，等于 2 / 4a ，其致密度为： 
3

34 2 24 / 0.74
3 4 6fcc

a a πρ π
⎛ ⎞

= × = ≈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

对于金刚石结构，金刚石的晶胞由 18 个碳原子以共价键结合而成，其中 8 个

分布在立方体的 8 个顶角上，6 个分布在 6 个面心上，还有 4 个分布在 4 条体对

角线的 1/4 长度处。顶角上的原子和体对角线 1/4 处的原子不等价 (共价键的空间

取向不同 )，它们各自组成 fcc 结构。所以，每个晶胞包含 4 个基元、8 个原子，

每个原子有 4 个 近邻，形成正四面体配置，配位数为 4。由顶角上的原子和体

对角线 1/4 处的原子之间的距离可知球半径为立方体空间对角线的 1/8，等于

3 / 8a ，从而致密度为： 
3

34 3 38 / 0.34
3 8 16DIA

a a πρ π
⎛ ⎞

= × = ≈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

10. 对金刚石结构，说明金刚石结构是一个复式格子，由两个面心立方的布拉维

格子沿其空间对角线位移 1/4 长度套构而成；计算金刚石结构的四面体键角。 

答：对于金刚石结构，金刚石的晶胞由 18 个碳原子以共价键结合而成，其中 8

个分布在立方体的 8 个顶角上，6 个分布在 6 个面心上，还有 4 个分布在 4 条体

对角线的 1/4 长度处。晶胞内的原子在纸面上的投影如图所示，圆圈内的数字表

示该原子离纸面的高度分布。顶角上的原子和体对角线 1/4 处的原子不等价 (共价

键的空间取向不同 )，它们各自组成 fcc 结构。在顶角和面心上的原子同分布在体

对角线 1/4 长度处的原子是两类不同的原子 ,因为它们的共价键取向不同 .如果一

个指向右下方 ,则另一个指向左下方 ,故金刚石结构是复式格子 . 

如图 AFGH 构成四面体 ,这四个 C 原子分别与正四面体中心位置的 C 原子成

键 .依题意 ,求出 BA, BF 或 BA,BH 之间的夹角即可 .其 A、B、H、F 的坐标分别为  

(0,0,0),(1/4,1/4,1/4),(1/2,1/2,0)和 (0,1/2,1/2).所以  

1 1 1
4 4 4
1 1 1
4 4 4

BA i j k

BF i j k

⎧ = − − −⎪⎪
⎨
⎪ = − + +
⎪⎩
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cosBA BF BA BF θ=i  

1cos
3

BA BF
BA BF

θ = = −i
 

所以，金刚石结构的四面体键角为 109 28θ ′= 。  
 

 
 

图 2.10 金刚石结构  

11. 证明点阵平面上的阵点密度为 d/Vc，其中 Vc 是原胞的体积，d 是该点阵平面

所属的平面族中相邻两个平面的面间距。并由此分析指出体心立方和面心立

方结构中，格点 密的面。  

证明：设点阵平面上的阵点密度为 σ，点阵平面的面积为 S，在该晶体内任

取一体积 V，设体积 V 包含 n 个点阵平面。 

依题意有： ( 1)V S n d= −  

 

由于每一个初级晶胞 (原胞 )对应一个格点 ,且每个格点对应的体积为 Vc，因而，体

积 V 内包含的格点数为：  

( 1)
c c

S n dV
V V

−=  

又，按照假设，体积 V 内包含 n 个面积为 S 的点阵平面，且阵点密度为 σ，此外，

考虑到第一个和第 n 个点阵平面上的阵点各有 1/2 属于体积 V，所以，体积 V 内

包含的格点数又可以表示为：  

( 2) (1 1) 1/ 2 ( 1)S n S S nσ σ σ− + + = −i i i i i i i  

由上述两式可以得出  

( 1) ( 1)
c

S n d S nV σ− = −  

所以 
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c

d
Vσ =        得证。 

从上式可知，面间距越大的晶面，格点越密。体心立方的倒格子是边长为 4π/a 的

面心立方，其倒格矢为  

( )
( )
( )

1

2

3

2

2

2

b j k
a

b i k
a

b i j
a

π

π

π

⎧ = +⎪
⎪
⎪ = +⎨
⎪
⎪ = +⎪⎩

 

所以，倒格矢为  

1 1 2 2 3 3 2 3 1 3 1 2
2 [( ) ( ) ( ) ]hG h b h b h b h h i h h j h h k
a
π= + + = + + + + +  

从而可得面指数为 (h1h2h3)的晶面的面间距为  

1 2 3 2 2 2
2 3 1 3 1 2

2
( ) ( ) ( )

h h h
h

ad
G h h h h h h
π= =

+ + + + +
 

所以，体心立方格点 密的面的晶面指数为  

{ } { }001 ; 011  

相应的密勒指数为{110}。  

同理，面心立方的倒格子是体心立方，  

( )
( )
( )

1

2

3

2

2

2

b i j k
a

b i j k
a

b i j k
a

π

π

π

⎧ = − + +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪ = + −⎪⎩

 

倒格矢为  

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 [( ) ( ) ( ) ]hG h b h b h b h h h i h h h j h h h k
a
π= + + = − + + + − + + + −  

从而可得面指数为 (h1h2h3)的晶面的面间距为  

1 2 3 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )

h h h
ad

h h h h h h h h h
=

− + + + − + + + −
 

所以，面心立方格点 密的面的晶面指数为 {100}、 {111}，相应的密勒指数为

{111}。  
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12. 证明二维布拉维格子的 WS 原胞只能是矩形或六角形。  

证明：由于布拉维格子周期性的限制，二维布拉维格子绕垂直于该二维平面

的轴的转动操作角只能是 θ = 0°，60°，90°，120°，180° 中的一个。而 WS 原胞

所具有的转动对称操作也只能是这几种。显然，θ = 60°，120°时是六角形；θ = 90°，

180°时是矩形。  

13. 什么是布拉格反射？为什么布拉格条件和劳厄条件等价？什么是反射球？晶

体衍射中为什么不能用可见光？温度升高时，晶体 X 射线衍射角如何变化？X

光波长变化时又如何？  

答：连接原点和某一倒格点的倒格矢 Gh 的垂直平分面称为布拉格平面。由于满足

相长干涉的劳厄条件为
1
2h hk G G• = ，或 2 sinhG k θ= ，所以 ,相干散射可看作正格子中

与倒格矢 Gh 垂直的一组晶面对 X 射线的反射 ,即布拉格反射 . 

假定 Gh 方向的 短倒格矢为 G0，d 为布拉格平面之间的面间距。由于 X 射

线散射发生在实际的点阵平面上，而倒格矢 Gh 恰好代表正格子空间中的一族晶

面。所以，布拉格平面实际上和正格子空间中的这一族晶面对应。倒格矢 G0 和布

拉格平面之间的面间距 d 之间的关系满足  

0
2G
d
π=  

另外，倒格子是倒易空间的布拉维格子，满足平移对称性。所以 

0hG n G=  

式中 n 为整数。考虑到波矢的大小 k=2π/λ，所以: 

0
2 22 sin 2 sinhG k n G n

d
π πθ θ
λ

= = = =i i  

整理得 

2 sind nθ λ=  

上式就是布拉格条件 (Bragg condition)，或布拉格方程。式中 θ 为布拉格角 (入射

角 )，实际应用中衍射束方向常用入射波波矢 k 和散射波波矢 k′之间的夹角 2θ 来

确定；n 称为整数，对应 X 射线的衍射级数，它表示同一族晶面在不同入射角下

的衍射；d 为点阵平面 (或布拉格平面 )之间的面间距； λ 为入射 X 射线的波长。  

从推导过程可以看出劳厄条件和布拉格条件是一致的。一个由倒格矢 Gh 确定

的劳厄衍射峰对应于一族正点阵平面的一个布拉格反射，该族晶面垂直于 Gh，布

拉格反射的级数恰好等于 Gh 的长度与该方向 短倒格矢 G0 的长度之比。 

如图所示，在倒空间取一倒格点为原点 O，以入射波矢 k 的起点 C 为球心，

入射波矢 k 的大小为半径画一个球，要求入射波矢 k 的顶端落在原点 O 上，则
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当倒格子和入射波矢 k 一定时，只能画出唯一的一个球，称为厄瓦尔球 (Ewald 

sphere)，也叫厄瓦尔反射球 (Ewald reflection sphere)。  

 

图   厄瓦尔 (Ewald)球  

由布拉格条件可知，布拉格角 θ 受到严格的限制。此外，由于布拉格条件左边

大为 2d，所以对于 λ>>d 的电磁波是不合适的。比如可见光的波长就不满足布拉

格条件。晶体中原子间距的数量级为 10-10 米 ,要使原子晶格成为光波的衍射光栅 ,

光波的波长应小于 10-10 米 . 但可见光的波长为 7.6~4.0×10
-7
米 ,是晶体中原子间

距的 1000 倍 . 因此 , 在晶体衍射中 ,不能用可见光 .  

温度升高时，由于热膨胀，布拉格平面之间的面间距变大，所以晶体 X 射线

衍射角将变小；X 光波长变大时，假定布拉格平面之间的面间距不变，则晶体 X

射线衍射角将变大。  

14. 已知某立方晶系的 X 射线衍射粉末相中，观察到的前 8 个衍射峰对应的角度

满足如下关系：  

1 2 3 4 5 6 7 8sin : sin : sin : sin : sin : sin : sin : sin

3 : 4 : 8 : 11 : 12 : 16 : 19 : 20

θ θ θ θ θ θ θ θ

=
 

(1)试确定 8 个衍射峰对应的衍射面指数；  

(2)试指出该立方晶系的具体结构类型；  

(3)使用波长等于 1.54 埃的 X 射线照射铜晶体 (晶胞参数 a = 3.61 埃 )，说明其

X 射线衍射图中为什么不出现 (100)、 (110)、 (422)和 (511)衍射线的原因。  

解：（1）当 h、k、l 全为偶数或全为奇数时，fcc 格子的几何结构因子等于 4f，当

h、k、 l 奇、偶混合时， fcc 格子的几何结构因子为零。所以，面心立方结构具有

衍射峰的衍射面指数按 h2+k2+l2 排成的数列为：3，4，8，11，12，16,19,20，亦

即 8 个衍射峰对应的衍射面指数为 (111)，(200)，(220)，(311)，(222)，(400)，(331)，

(420)；  

（2）该立方晶系的具体结构类型为 fcc 格子；  

（3）铜为面心立方结构，面心立方结构的消光条件不允许出现奇偶混杂的面指数 ,

所以 (100),(110)衍射线不会出现 ;又因为衍射条件 2 sinuvwd θ λ= ，从而 duvw=λ/2sinθ

≥ λ/2 ， 所 以 只 有 晶 面 间 距 大 于 半 波 长 的 那 些 晶 面 才 能 产 生 衍 射 斑 点 。 而

d422=0.737Å，d511=0.695Å，不符合衍射条件 ,从而图中不出现  (422)和 (511)衍射线 . 
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15. 铁在 20 ℃时，X 射线衍射得到 小的三个衍射角分别为 8º12´、11º38´、14º18´，

当在 1000 ℃时， 小的三个衍射角分别变成 7º55´、9º9´、12º59´，已知在上

述温度范围，铁金属为立方结构。  

(1)试分析在 20 ℃和 1000 ℃下，铁各属于何种立方结构？  

(2)在 20 ℃下，铁的密度为 7860 Kg/m3，求其晶格常数；  

解 : (1)对于立方晶体 ,晶面族 (hkl)的面间距为：  

2 2 2hkl
ad

h k l
=

+ +
 

布拉格条件 : 

2 sinhkld θ λ=  

所以  

2 2 2

sin
2( ) ( ) ( ) ah k l

θ λ=
+ +

 

可见 

2 2 2sin ( ) ( ) ( )h k lθ ∝ + +  

对于体心立方晶体，衍射面指数的和为奇数时，衍射消光；衍射面指数的和为偶

数时，出现衍射极大。因此，对应 小的三个衍射角的衍射面指数依次为：(110)、

(200)、 (211)。由于：  

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 0 : 2 0 0 : 2 1 1 2 : 2 : 6 1:1.41421:1.73205+ + + + + + = =  

/ / /sin8 12 : sin11 38 :sin14 18 0.142628: 0.201591: 0.246999 1:1.41340 :1.73177= =
二者近似相等 ,故铁在 20°C 时属于体心立方结构。  

对于面心立方晶体 ,衍射面指数全为奇数或全为偶数时 ,出现衍射极大 .因此 ,对应

小的三个衍射角的衍射面指数依次为 :(111),(200),(220).由于 : 

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 : 2 0 0 : 2 2 0 3 : 2 : 2 2 1:1.5470 :1.63299+ + + + + + = =  

/ / /sin 7 55 : sin9 9 : sin12 59 0.137733: 0.159020 : 0.224668 1:1.5455:1.63118= =  

二者近似相等 ,故铁在 1000°C 时属于面心立方结构。  

(2) 铁在 20 °C 时为体心立方结构 ,一个晶胞内有两个原子 ,设一个原子质量为 m,

晶格常数为 a,则质量密度为：  

3

2m
a

ρ =  

所以 
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3
2ma
ρ

=  

一个铁原子质量 m 为：  
3

23

55.847 10
6.022 10

m kg
−×=

×
 

铁在 20 °C 时晶格常数为  

3
2 2.855ma
ρ

= ≈ Å 

16. 金属具有 fcc 结构，质量密度 ρ = 19300 Kg/m3，原子量为 197，试计算密排

面间的距离；假如原子为刚性球且在密排方向相切，试求原子半径。  

解：fcc 结构 ,一个晶胞内有 4 个原子 ,设一个原子质量为 m,晶格常数为 a,则质量密

度为：  

3

4m
a

ρ =  

所以 

3
4ma
ρ

=  

一个原子质量 m 为：  
3

23

197 10
6.022 10

m kg
−×=

×
 

所以晶格常数为  

3
4 4.078ma
ρ

= ≈ Å 

fcc 结构的 密排面为（111）面，所以，其间距为：  

2 2 2
2.35hkl

ad
h k l

= ≈
+ +

 Å 

假如原子为刚性球且在密排方向相切，则原子半径为面对角线的 1/4，所以原子

半径为：  

2 1.441
4

aR = ≈  Å 

17. 对于简谐晶体而言，X 射线衍射强度可以表示为：  

2 2
0

1( ) exp( )
3 hklI hkl I u G= −  

式中：I0 是来自刚性点阵的散射强度，指数因子
2 21exp( )

3 hklu G− 称为德拜 -沃
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勒因子 (Debye-Waller factor)， 2u 是一个原子的均方位移， hklG 是倒格矢。

试解释为什么温度越高固体的 X 射线衍射强度越小？或德拜沃勒因子 (无反冲

因子 )也越小？  

解：对于简谐晶体而言，X 射线衍射强度可以表示为：
2 2

0
1( ) exp( )
3 hklI hkl I u G= −  

三维经典谐振子的热平均势能为：  

3
2 BU k T=  

所以：  

2 2 21 1 3
2 2 2 BU u M u k Tβ ω= = =  

式中 :M 是一个原子的质量 ,ω 是振子的频率。由此可以推出：  

2
2

3 Bk Tu
Mω

=  

所以 X 射线散射强度变为：  
2 2

0( ) exp( / )B hklI hkl I k TG Mω= −  

这个结果对于高温下是个很好的近似 .由此可以看出温度越高 ,固体的 X 射线衍射

强度越小 ,德拜沃勒因子也越小 . 

18. 正格子和倒格子之间关系的证明。  

(1)证明底心正交点阵的倒易点阵仍是底心正交点阵。若正点阵的点阵常数为

a，a，c，试求出倒易点阵的点阵常数；  

(2)简单六角布拉维格子的倒格子仍为简单六角布拉维格子；  

(3)体心立方布拉维格子的倒格子为面心立方布拉维格子，面心立方布拉维格

子的倒格子为体心立方布拉维格子；  

(4) 正格子和倒格子之间的几何关系及其证明 (即体积关系和倒格矢与晶面的

关系 )。  

证明：（1）如图，简单六角布拉维格子的正格子的三个基矢可以取为  

1 2 3
ˆˆ ˆ ˆ, ( ),

2
aa ai a i j a ck= = + =  
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原胞的体积为
2

1 2 3
1( )
2

a a a a cΩ = • × =  ，代入倒格子的定义式，

( )

( )

( )

1 2 3

2 3 1

3 1 2

2

2

2

b a a
Ω

b a a
Ω

b a a
Ω

π

π

π

⎧ = ×⎪
⎪
⎪ = ×⎨
⎪
⎪ = ×⎪⎩

 

得相应的倒格子的三个基矢  

 

1 2 3
2 4 2 ˆˆ ˆ ˆ( ), ,b i j b j b k
a a c
π π π= − = =  

显然 ,取如下图坐标系时 , 底心正交点阵的三个基矢为 : 

1 2 3
ˆˆ ˆ ˆ( ), ,

2
aa i j a aj a ck= − = =  

 
所以，底心正交点阵的倒格子基矢与正格子基矢形式一样 ,只是晶格常数不同 .所

以 ,底心正交点阵的倒易点阵仍是底心正交点阵 .相应的晶格常数为 : 

4 4 2, ,
a a c
π π π

 

（2）简单六角布拉维格子的正格子的三个基矢可以取为  

1

2

3

3
2 2

3
2 2

aa ai j

aa ai j

a ck

⎧
= +⎪

⎪
⎪⎪ = − +⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎪⎩

 

原胞的体积为
2

1 2 3
3( )

2
a a a a cΩ = • × =  ，代入倒格子的定义式，

( )

( )

( )

1 2 3

2 3 1

3 1 2

2

2

2

b a a
Ω

b a a
Ω

b a a
Ω

π

π

π

⎧ = ×⎪
⎪
⎪ = ×⎨
⎪
⎪ = ×⎪⎩

 

得相应的倒格子的三个基矢  
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1

2

3

2 2
3
2 2
3

2

b i j
aa

b i j
aa

b k
c

π π

π π

π

⎧ = +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪

=⎪
⎩

 

所以，简单六角结构的倒格子还是简单六角格子，简单六角布拉维格子的倒格子

的晶格常数变为 4π/ 3 a 和 2π/c，分别对应简单六角正格子的晶格常数 a 和 c。  

（3）体心立方的原胞基矢 

( )
( )
( )

1

2

3

2

2

2

aa i j k

aa i j k

aa i j k

⎧ = − + +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪ = + −⎪⎩

 

原胞体积  

( ) 3
1 2 3

1Ω
2

a a a a= ⋅ × =  

所以有  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

2 3 1

3 1 2

2 2

2 2

2 2

b a a j k
Ω a

b a a i k
Ω a

b a a i j
Ω a

⎧ = × = +⎪
⎪
⎪ = × = +⎨
⎪
⎪ = × = +⎪⎩

π π

π π

π π

 

这恰好是面心立方格子。所以体心立方的倒格子是边长为 4π/a 的面心立方。同法

可证面心立方的倒格子是边长为 4π/a 体心立方。面心立方的倒格子的三个基矢为  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

2 3 1

3 1 2

2 2

2 2

2 2

b a a i j k
Ω a

b a a i j k
Ω a

b a a i j k
Ω a

⎧ = × = − + +⎪
⎪
⎪ = × = + +⎨
⎪
⎪ = × = + +⎪⎩

π π

π π

π π

 

这恰好是体心立方格子。所以面心立方的倒格子是边长为 4π/a 的体心立方。  

（4）1. 体积关系 

正格子原胞体积 Ω 和倒格子原胞体积 Ω*之间的关系为：  

( )3* 2π
Ω

Ω
=  
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由于倒格子原胞体积 Ω* 

( )*
1 2 3Ω b b b= • ×  

且  

( )

( )

( )

1 2 3

2 3 1

3 1 2

2

2

2

b a a
Ω

b a a
Ω

b a a
Ω

π

π

π

⎧ = ×⎪
⎪
⎪ = ×⎨
⎪
⎪ = ×⎪⎩

 

所以  

( ) ( ) ( )
3

2 3 3 1 1 2
2π*Ω a a a a a a
Ω

⎛ ⎞= × • × × ×⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 

利用 

( ) ( ) ( )A B C A C B - A B C× × = i i  

则 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 1 2 3 1 2 1 3 1 1 2 1[ ] [ ]a a a a a a a a a a a a Ωa× × × = × • − × • =  

因而 

( )
3 3 3

* 2
2 3 1

2π 2π (2π)Ω a a Ωa Ω
Ω Ω Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × • = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

2. 倒格矢与晶面 

 

倒格矢 1 1 2 2 3 3nG h b h b h b= + + 和正格子中晶面族 (h1h2h3)正交，且其倒格矢长度

为

1 2 3

2
h

h h h

G
d
π=  

其中
1 2 3h h hd 是正格子晶面族 (h1h2h3)的面间距。  

首先我们证明倒格矢 1 1 2 2 3 3nG h b h b h b= + + 和正格子中晶面族 (h1h2h3)正交。  

设平面 ABC 为晶面族 (h1h2h3)中离原点 近的晶面，则平面 ABC 在基矢 a1、

a2、a3 上的截距分别为 a1/h1、a2/h2、a3/h3 

由图可知 
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31

1 3

32

2 3

aaCA OA OC
h h

aaCB OB OC
h h

⎧ = − = −⎪⎪
⎨
⎪ = − = −
⎪⎩

 

 

 

图   倒格矢与晶面  

由于 

1 2
1 1 2 2 3 3

1 2

32
1 1 2 2 3 3

1 2

( ) 2 2 0

( ) 2 2 0

h

h

a aG CA h b h b h b
h h

aaG CB h b h b h b
h h

π π

π π

⎧ ⎛ ⎞
= + + • − = − =⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = + + • − = − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

i

i
 

所以倒格矢 1 1 2 2 3 3nG h b h b h b= + +  和正格子中晶面族 (h1h2h3)正交。  

接着我们再证明倒格矢长度为
1 2 3

2 /h h h hG dπ= 。  

由于倒格矢 1 1 2 2 3 3hG h b h b h b= + + 与晶面族 (h1h2h3)正交，因而，晶面族 (h1h2h3)

的法线方向为 hG ，则法线方向的单位矢量为  

/h hn G G=  

因而面间距 

1 2 3

31 2

1 2 3
h h h

aa ad n n n
h h h

= • = • = •  

1 1

1 1

2 2h

h h h

Ga h
h G h G G

π π= • = =  

上式表明，对任一倒格矢 1 1 2 2 3 3hG h b h b h b= + + ，以其在倒易空间的坐标 (h1，  

h2，  h3)表征的正格子空间中的晶面族 (h1h2h3)，一定以倒格矢为法线方向，且面

间距为 2π 除以倒格矢的长度。  

19. 证明晶体不可能有多于一条的 6 次轴，也不可能有一条 6 次轴和一条 4 次轴

相交。  

证明：如图设晶体有一条 n 次轴和一条 m 次轴相交于 O 点 .先绕 n 次轴操作 ,则从
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m 次轴上的一点 B 可得到一正 n 边形 .正 n 边形的顶角为：  

2 2n n
n n

π πθ π− −= =  

再绕 m 次轴操作可得到一凸多面体 ,顶角在 B 点 . m 个顶角之和为：  

2 2nm m
n

θ π π−= ≤  

如果是两条 6 次轴相交 ,则 m=6，n=6,则  

6 26 4 2
6

mθ π π π−= × = >  

因此 ,不可能有两条 6 次轴相交。同理 ,如果有一条 6 次轴和一条 4 次轴相交 ,则

m=6，n=4, 

4 26 3 2
4

mθ π π π−= × = >  

也是不可能相交的 . 

 

20. 什么是布里渊区？一个二维简单正交晶格的基矢为 a1 = ai，a2 = (a/2) j，求出

倒格子基矢和第一布里渊区体积；画出倒格子点阵及第一、二布里渊区。  

解：在倒格子空间中以任意一个倒格点为原点，做原点和其它所有倒格点连

线的中垂面(或中垂线)，这些中垂面(或中垂线)将倒格子空间分割成许多区域，

这些区域称为布里渊区 (Brillouin zone)；把连接两个倒格点连线之间的垂直平分

面称为布拉格平面。 

在倒格子空间中，以一个倒格点为原点，从原点出发，不经过任何布拉格平

面所能到达的所有点的集合，称为第 1 布里渊区 (first Brillouin zone)，也叫简约

布里渊区。显然，它是围绕原点的 小闭合区域。  

由布里渊区的定义我们容易看出，第 1 布里渊区和前面所讲的魏格纳 -塞茨

(Wigner-Seitz)原胞的取法一样，所以通常人们把第 1 布里渊区定义为倒格子空间

中的魏格纳 -塞茨原胞。  

除第 1 布里渊区外，还有第 2，第 3，…，等所谓高布里渊区。从第 n-1 个布

里渊区出发，只经过一个布拉格平面所能到达的所有点的集合，称为第 n 布里渊

区。或者说，从原点出发经过 n-1 个中垂面 (或中垂线 )才能到达的区域 (n 为正整

数 )称为第 n 布里渊区。  
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二维简单正交晶格的基矢为 a1 = ai，a2 = (a/2) j，容易求出倒格基矢 b1、b2

的长度分别为 2π/a 和 4π/a。其倒格子仍然是二维长方晶格，布里渊区的体积 (或

面积 ) 等于相应的倒格子原胞的体积 (或面积 ),所以，
* 2 28 / aπΩ =  

布里渊区如图所示，图中给出了两个布里渊区和其简约区图。  

 
 

图   二维长方晶格布里渊区及其简约区图  

 

21. 证明对于六角密堆积结构，理想的 c/a 比约为 1.633。又：金属 Na 在 273 K

因马氏体相变从体心立方转变为六角密堆积结构，假定相变时金属的密度维

持不变，已知立方相的晶格常数 a = 0.423 nm，设六角密堆积结构相的 c/a 维

持理想值，试求其晶格常数。  

解： (1) 六角密堆积结构，基元由两个原子组成 ,一个位于 (0,0,0),另一个原子位于

（2/3,1/3,1/2），即  

2 1 1
3 3 2

r a b c= + +  

球半径为 a/2，等原子球模型下，如图所示，三角形中，边长 AF 为 A 层和 B

层相邻原子之间的球心距离，显然为 a；E 为球心 F 在 A 层的投影，是 A 层边长

为 a 的等边三角形的重心，所以边长 AE 长度为：  

2 3
3 2 3

a aAE = × =  

边长 EF 长度为ｃ /2，利用勾股定理很容易得出如下关系：  
2

2 6
2 33
c a aa ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

所以 

2 6 1.633
3

c
a
= ≈  

(2)设钠在 bcc 相的点阵常数为 a/= 0.423nm,原胞体积为
31

2cV a′ ′= ,在 hcp 相，原胞



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 33

体积为  

2 2 32 3sin 60 2 2
3 2cV a c a a a

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ° = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

因为 bcc 相的每个初基晶胞中包含一个钠原子 ,而 hcp 相的每个初基晶胞中包含两

个钠原子 . 由相变过程中密度不变的假定 ,得  

/

1 2

cc
V V
=  

所以  

3 3

2 2
2a a

=
′

 

从而 

( )
1
62 3.77 Aa a− ′= ≈ ， 1.633 Ac a= =6.16  

 
 

图   理想六角密堆积下的 c/a 的关系  

22. (1)如果电子浓度是 n，用自由电子模型证明 k 空间中费米球的半径  

3 23Fk nπ=  

(2)当电子浓度增加时，费米球随之增大。证明，当 n/na = 1.36 时，费米球和

面心立方晶格的第一布里渊区边界相切，其中 na 是原子密度；  

(3)设 Cu 晶体中的一些 Cu 原子由 Zn 原子所代替而形成 CuZn 合金，求费米

球和面心立方晶格的第一布里渊区边界相切时，Zn 原子和 Cu 原子数之比。

Cu 原子具有面心立方结构；  

(4) 求体心立方结构中，第一布里渊区的内切球和外接球分别为费米球时，它

们各自所对应的平均每个原子的自由电子数？  

解：(1)根据自由电子模型 ,K 空间的状态密度等于 V/8π3,每个状态可容纳自旋相反

的两个电子 .如果费米球的半径为 kF,则总电子数 N 为 : 
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3
3

42
(2 ) 3 F

VN kπ
π

= i  

解得：
3 23Fk nπ= , 其中 :n=N/V. 

(2)面心立方晶格的原子数密度 :na=4/a3,面心立方晶格的倒格子是边长为 4π/a 的体

心立方 ,k 空间原点到第一布里渊区边界的 近距离 (等于体对角线的 1/4): 

4 3 3
4mk

a a
π π= =i  

当半径为 kF 的费米球与布里渊区边界相切时 ,应有  

1
2 3(3 ) 3F mk n k

a
ππ= = =  

所以  

33n
a
π=  

又由于原子数密度 :na=4/a3，所以  

3
3

3
3 1.364 / 4a

n a
an

π
π= = =  

注：等价于平均每个原子拥有的自由电子数目 . 

(3)  Zn 是二价的 ,Cu 是一价的 ,因此每个 Zn 原子提供两个自由电子 ,每个 Cu 原子

提供一个自由电子 .设  

Zn

Cu

n x
n

=  

则由 (2)的结果：  

2 1.36Zn Cu

a a

n nn
n n

+= =  

所以  

(2 1) 1.36Cu

a

x n
n
+ =  

考虑到  

(1 )a Zn Cu Cun n n x n= + = +  

所以  

2 1 91.36,
1 16
x x

x
+ = =
+

 

这一浓度比是 CuZn 产生结构相变的临界值 . 
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（4）体心立方的倒格子是边长为 4π/a 的面心立方，其第一布里渊区为正十二面

体，它的内切球半径是原点到第一布里渊区边界的 近距离，即面心立方倒格子

面对角线的 1/4，所以  

1 4 2 22 0.707
4nk

a a a
π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

令其等于费米半径得：  

3 3 3 22( ) 3F nk k n
a
π π= = =  

所以，电子密度为：  

3

2 2
3

n
a
π=  

由于体心立方的原子密度为  

3

2
an

a
=  

所以有  

3 3

2 2 2 2/ 1.48
3 3a

n
n a a

π π= = ≈  

同理，它的外接球半径是原点到第一布里渊区顶角的距离，即面心立方倒格子

体对角线的 1/4，所以  

1 4 3 23 0.866
4wk

a a a
π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

令其等于费米半径得：  

3 3 3 23( ) 3F nk k n
a
π π= = =  

所以，电子密度为：  

3

3n
a
π=  

由于体心立方的原子密度为  

3

2
an

a
=  

所以有  

3 3

3 2 3/ 2.72
2a

n
n a a

π π= = ≈  

23. 证明：如果一个布拉菲格子 (或点阵 )有一个对称平面，则存在平行该对称面

的点阵平面系。  
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答：如果一个布拉菲格子 (或点阵 )有一个对称平面 ,则其倒格子也有该对称面 ,此面

之外的一倒格点经此面反映得另一倒格点 ,由对称性 ,它与原倒格点的连线构

成的倒格矢垂直对称面 .此倒格矢一定有一垂直它的正格子的点阵平面系 . 

24. Al 单晶的 X 射线 (λ = 1.54×10-10 m)衍射结果中，第一个衍射峰与 X 射线入射

方向的夹角为 38.47°，试求其晶胞长度。  

解：Al 单晶为面心立方，第一个衍射峰应为(111)晶面，其面间距为： 

111 2 2 2
,

3
a ad a

h k l
= =

+ +
其中 为晶格常数  

第一个衍射峰与 X 射线入射方向的夹角为 38.47,意味着 2 38.47θ = ，所以，

19.235θ = 。由布拉格定律  

2 sind θ λ=  

可得晶胞长度  

103 4.05 10
2sin

a mλ
θ

−= = ×  

25. CuCI 为闪锌矿结构，其密度 ρ = 4. 315×103 Kg/m3，从 (111)面反射来的布拉

格角是 6.5°，求入射 X 射线的波长。(铜和氯的原子量分别为 63.55 和 35.45)。 

解：CuCI 为闪锌矿结构 ,一个晶胞内有 4 个 CuCI,设一个 CuCI 质量为 m,晶格常

数为 a,则质量密度为：  

3

4m
a

ρ =  

所以，一个 CuCI 质量 m 为：  

3
25

23

(63.55 35.45) 10 1.64 10
6.022 10

m kg
−

−+ ×= = ×
×

 

所以  
25

3 28 3
3

4 4 1.64 10 1.59 10
4.135 10

ma m
ρ

−
−× ×= = = ×

×
 

所以  
90.54 10a m−= ×  

闪锌矿结构：  
9

9
111 2 2 2

0.54 10 0.312 10
3

ad m
h k l

−
−×= = = ×

+ +
 

由布拉格条件 : 

2 sinhkld θ λ=  

所以  
9 102 sin 2 0.312 10 sin 6.5 0.706 10hkld mλ θ − −= = × × × = ×  



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 37

26. 计算晶格常数为 a、b、c 的晶体中，密勒指数为 (h1k1l1)和 (h2k2l2)的两个晶面

之间的夹角 β；计算一个晶向 R=ua+vb+wc 与密勒指数为 (hkl)的晶面之间的夹

角 γ。  

解：密勒指数为 (h1k1l1)和 (h2k2l2)的两个晶面之间的夹角 β，实际上就是求两

个倒格矢  

1 1 1

* * *
1 1 1h k lG h a k b l c= + + 和

2 2 2

* * *
2 2 2h k lG h a k b l c= + +  

之间的夹角。利用两个矢量的点乘，很容易得到  

1 1 1 2 2 2

* * * * * *
1 1 1 2 2 2( ) ( )cos

h k l h k l

h a k b l c h a k b l c
G G

β + + + += i
 

而正格子中的一个晶向 R=ua+vb+wc 与密勒指数为 (hkl)的晶面之间的夹角 γ，则等

于 π/2 角减去该晶向与倒格矢 Ghkl 间的夹角 β，即 γ=π/2-β。所以  

* * *( ) ( ) coshkl hklR G ua vb wc ha kb lc R G β= + + + + =i i  

所以  

2 ( )sin cos
hkl

uh vk wl
R G

πγ β + += =  

27. 计算 bcc、fcc 和金刚石结构元素晶体的几何结构因子，解释什么是点阵系统

消光？什么是结构消光？  

解：对于边长为 a 的 bcc 格子，可看成简单格子加基元，晶胞中的原子数 n=2，

坐标分别为 (0，0，0)，(1/2，1/2，1/2)，假定是同种原子，令原子形状因子 f1=f2=f，

代入几何结构因子公式，得 bcc 格子晶体的几何结构因子为： 

2 ( ) 0 ( )j j j

h

hx ky lzi i h k l
jG

j
S f e fe feπ π+ +− − + += = +∑  

( ) 2
[1 ( 1) ]

0
h k l f h k l even number

f
h k l odd number

+ + ⎧ + + =
= + − = ⎨

+ + =⎩
 

说明对于体心立方点阵，当衍射面指数之和 h+k+l 为奇数时，由于几何结构因子

为零，导致该衍射峰不出现，这种现象称为点阵系统消光。 

对于边长为 a 的 fcc 格子，晶胞中的原子数 n=4，位置分别为： (0，0，0)，

(1/2，1/2，0)， (0，1/2，1/2)， (1/2，0，1/2)，令 4 个原子的形状因子 f 都相同，

代入几何结构因子公式得 fcc 格子的几何结构因子 

0 ( ) ( ) ( )
h

i h k i k l i h l
GS fe fe fe feπ π π− + − + − += + + +  

( ) ( ) ( )[1 ( 1) ( 1) ( 1) ]h k k l h lf + + += + − + − + −  
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显然，当 h、k、l 全为偶数或全为奇数时，fcc 格子的几何结构因子等于 4f，当 h、

k、 l 奇、偶混合时， fcc 格子的几何结构因子为零。 

金刚石结构平均每个布拉维原胞包含 8 个原子，它具有面心立方点阵，是由

两套面心立方相距 1/4 体对角线套构而成。其坐标为 (0，0，0)， (1/2，1/2，0)，

(1/2，0，1/2)，(0，1/2，1/2)，(1/4，1/4，1/4)，(3/4，3/4，1/4)，(3/4，1/4，3/4)，

(1/4，3/4，3/4)；考虑同种原子的情形，8 个原子的形状因子 f 都相同，则由几何

结构因子公式得金刚石结构的几何结构因子为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

3 3 3 3 3 3
2 2 2

[1

]

h

i h k li h k i h l i k l
G

i h k l i h k l i h k l

S f e e e e

e e e

π
π π π

π π π

− + +− + − + − +

− + + − + + − + +

= + + + + +

+ +

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2

[1 ]

[1 ]

i h k i h l i k l

i h k l i h k i h l i k l

f e e e

e f e e e

π π π

π
π π π

− + − + − +

− + + − + − + − +

= + + + +

+ + +
 

( )π
2( ) (1 e )

h

i h k l

fccGS
− + +

= +  

从上式可以看出，对于金刚石结构，除了要满足面心点阵的点阵消光规律以外，

还多出了一项因子，它是因为原子不等价导致的。如果这项因子为零，也会引起

衍射消光，称为结构消光。显然，当 h、k、 l 全为偶数且满足 h+k+l=4n 时，金刚

石结构的几何结构因子为 8f；当 h、k、l 全为偶数且满足 h+k+l=2(2n+1)时，金刚

石结构的几何结构因子为零；当 h、k、 l 全为奇数时，金刚石结构的几何结构因

子为 4f(1±i)；当 h、k、l 奇、偶混合时，金刚石结构的几何结构因子为零。所以，

对于金刚石结构，除了满足面心点阵的点阵消光规律以外，还有因为原子的排列

规律引起的结构消光。 

简单的点阵没有点阵消光现象；而带心的点阵，使得某些面，如 (100)面的相

邻原子面之间插入了排列有结点的平面，引起散射波的相互干涉而造成消光，这

种消光称为点阵系统消光。在实际晶体结构中，一个单胞内可能包含两个或两个

以上不等价的原子，它们会造成更复杂的消光规律，称为结构系统消光。它可以

存在于各种类型的点阵中，如简单点阵、带心点阵。具体的例子如：金刚石结构、

氯化铯结构等。 

 

第三章 能带论 

 

1. 什么叫能带论？说明晶体大小的差别并不影响能带的基本情况。  

答：固体能带理论是一个固体量子理论 ,它是在用量子力学研究金属电导理论的过

程中开始发展起来的 ,它为阐明许多晶体的物理特性提供了基础 ,成为固体电子理
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论的重要部分 .能带理论是一个近似的理论 ,主要采用了绝热近似或称为玻恩—奥

本海默 (Born-Oppenheimer)近似、单电子近似 (平均场近似或哈特里 -福克近似 )和

周期势近似 . 固体能带论的主要任务是确定固体电子能级 ,也就是能带 . 

晶体大小并不影响其晶格势场 ,所以不影响能带的基本情况 .（此外，能量本征值

其实是对应一个原胞内的解。）  

2. 能带论的三个基本假定是什么？简要阐述固体物理中的 Born-Oppenheimer 近

似 (或绝热近似 )，并定性说明该近似的物理依据。  

答 ： 能 带 理 论 的 三 个 基 本 假 定 是 绝 热 近 似 或 称 为 玻 恩 — 奥 本 海 默

(Born-Oppenheimer)近似、单电子近似 (平均场近似或哈特里 -福克近似 )和周期势

近似。  

绝热近似是指在处理固体中电子的运动时，认为离子实固定在其瞬时位置上，

只关注电子体系的运动。  

绝热近似成立的物理基础是基于晶体中电子和离子实 (原子核 )的质量相差很

大，离子实 (原子核 )的质量比电子大上千倍，电子的速度远远大于离子实 (原子核 )

的速度，离子实 (原子核 )只在它们的平衡位置附近振动。在讨论快速运动的电子

时，认为电子能绝热于离子实 (原子核 )运动，而离子实 (原子核 )只能缓慢地跟上电

子分布的变化，所以可认为离子实固定在其瞬时位置上。  

当然，如果我们是处理晶格振动问题，则绝热近似可以忽略电子的动能项和

电子之间的库仑势。也就是说不考虑电子在空间的具体分布。所以绝热近似实际

上把整个问题简化为相对较简单的电子体系运动和离子实体系运动，也就是把电

子的运动和离子实 (原子核 )的运动分开了，这种绝热近似的设想 早是由玻恩

(M.Born) 和 奥 本 海 默 (J.E.Oppenheimer)提 出 的 ， 所 以 又 称 为 玻 恩 — 奥 本 海 默

(Born-Oppenheimer)近似。  

3. 什么是布洛赫定理？证明一维晶格的布洛赫定理。  

答：对于周期性势场，即 V(r) = V(r + Rn)，其中 Rn 取布拉维格子的任意格矢，

则单电子薛定谔方程(波动方程) 

( )
2

2( ) ( ) ( )
2

H r V r r r
m

ψ ψ εψ⎡ ⎤
= − ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

的本征函数是按布拉维格子周期性调幅的平面波，即 

( ) ( )
( ) ( )ik r

k k

nk k

r e u r

u r u r R

ψ • ⎫= ⎪
⎬

= + ⎪⎭
 

且对 Rn 取布拉维格子的所有格矢成立，这就是布洛赫定理。  

布洛赫定理也可以表述为：在以布拉维格子原胞为周期的势场中运动的电子，

当平移晶格矢量 Rn 时，单电子态波函数只增加一个相位因子 nik Re •
，亦即满足 
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( ) ( )nik R
nr R e rψ ψ•+ =  

且对属于布拉维格子的所有格矢 Rn 成立。 

下面一维晶格的布洛赫定理：  

为了证明一维点阵的布洛赫定理 , 只要证得 ( ) ( )iknax na e xψ ψ+ = 即可。其中 a

晶格常数。证明思路：首先引入平移算符 T ；然后证明平移算符和哈密顿算符 H

对易； 后，求出平移算符 T 的本征值，利用对易的算符有共同的本征函数来证

得上式成立。  

定义平移算符 ( )T na ，它作用在任意函数 f(x)上使空间平移晶格矢量 na 

( ) ( ) ( )T na f x f x na= +  

平移算符与哈密顿算符的对易性。因为  

  
2 2

2
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ){[ ( )] ( )}

2
T na H x x T na V x x

m x
ψ ψ∂= − +

∂
 

                    
2 2

2[ ( )] ( )
2 ( )

V x na x na
m x na

ψ∂= − + + +
∂ +

 

             
2 2

2[ ( )] ( )
2

V x x na
m x

ψ∂= − + +
∂

   

( ) ( )HT na xψ=  

所以，平移算符与哈密顿算符的对易，即  

ˆ ˆ[ ( ), ] 0T na H =  

由于对易的算符有共同的本征函数，所以如果波函数 ( )xψ 是 Ĥ 的本征函数，

那么 ( )xψ 也一定是算符 ( )T na 的本征函数。 

设 ( )T na 对应的本征值为 ( )naλ ，波函数 ( )xψ 是 Ĥ 和 ( )T na 的共同本征函数，

则有 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T na x x na na x
H x E x

ψ ψ λ ψ
ψ ψ

⎧ = + =⎪
⎨

=⎪⎩
 

利用对易性，则有 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )HT na x T na H x x ET na xψ ψ ψ= =  

所以，波函数 ( )xψ 和 ( ) ( )T na xψ 或 ( )x naψ + 是哈密顿算符 Ĥ 的同一能量本征

值的本征函数，它们只能相差一个常数。根据波函数的归一性: 

2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1x dx T na x dx na x dxψ ψ λ ψ= = =∫ ∫ ∫  

但是 

( ) ( ) ( )na x xλ ψ ψ≠  

所以只能有 

2( ) 1naλ =  

从而 ( )naλ 可以写成如下形式 
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( )( ) i nana e βλ =  

从 ( ) ( ) ( )x na na xψ λ ψ+ = 可以看出， ( )x naψ + 和 ( )xψ 仅差一个相位因子。另

外，根据平移算符的性质，则有  
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T na T ma T na ma ma na ma naψ λ ψ λ λ ψ λ ψ= = = +  

所以  
( ) ( ) ( )ma na ma naλ λ λ+ =  

从而 

( ) ( ) ( )i ma na i ma i nae e eβ β β+ =  
两边取对数得 

( ) ( ) ( )ma na ma naβ β β+ = +  

上式仅当 β 与 na 呈线性关系才能得到满足，所以，可取 

( )na knaβ =  

从而，平移算符的本征值变为 

( ) iknana eλ =  

因此 

( ) ( )iknax na e xψ ψ+ =  

布洛赫定理得证。 

4. 布洛赫波函数中的波矢 k，在布洛赫定理的证明中是以一个比例因子的身份出

现的，你是如何理解它的波矢身份的？k 的取值由什么来确定？在周期性边界

条件下 k 的取值如何？如何理解它相当于倒格子空间中的一个布拉维格子的

格矢？此时的基矢是什么？  

答：由证明过程我们知道，矢量 k 只是作为比例系数引入的，它是平移算符

本征值对应的量子数。但是如果我们把自由电子的平面波 

1( ) ik r
k r e

V
ψ = i  

中的电子位矢平移布拉维格矢 Rn 可得： 

( )1 1( ) ( )n n nik r R ik R ik Rik r
nr R e e e e r

V V
ψ ψ⋅ + ⋅ ⋅⋅+ = = =  

满足布洛赫定理，因此矢量 k 具有波矢的意义。把 k 理解为标志电子在具有平移

对称性的周期场中不同状态的量子数。它的取值由边界条件来确定。  

设晶体在三个基矢 a1、a2、a3 方向各有 N1、N2、N3 个原胞，选取周期性边界

条件(波恩 -卡门边条件 )，则波函数应满足： 

1 1

2 2

3 3

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

r r N a
r r N a
r r N a

ψ ψ
ψ ψ
ψ ψ

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

 

将布洛赫定理用于周期性边条件： 

( )•( ) ( ) ( )i iik r N a
i i i ik k kr r N a e u r N aψ ψ += + = +  
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• •• ( ) ( )i i i iik N a ik N aik r
k ke e u r e rψ= =  

从而有 

• 1i iik N ae =  

亦即 

2i i iN k a lπ• =  

式中： i = 1，2，3； l1、 l2、 l3 为整数。 

前面我们已知，波矢 k 空间为倒格子空间，因而，波矢 k 可用相应的倒格子

基矢 bi 表示，即： 

1 1 2 2 3 3k k b k b k b= + +  

考虑到 

2πi j ija b δ⋅ =  

得波矢 k: 
3 3

31 2
1 2 3

1 11 2 3

i
i i i

i ii

b lb bk l l l b k b
N N N N= =

= + + = =∑ ∑  

其中 

, ( 1, 2,3)i
i

i

lk i
N

= =  

只能取一些分立的值。从上面的表达式易知，布洛赫波的波矢 k 相当于是在倒格

子空间中以 bi/Ni(i=1，2，3)为基矢的布拉维格子的格矢，取值是量子化的。  

5. 解释布洛赫电子及布洛赫波，如何理解布洛赫电子的公有化运动？  

答：把遵从周期势单电子薛定谔方程的电子，或用布洛赫波函数描述的电子称为

布洛赫电子 (Bloch electron)；与自由电子相比，晶体周期势场的作用只是用一

个调幅平面波取代了平面波，这种德布罗意波称为布洛赫波。显然，它是一个

无衰减的在晶体中传播的波，不再受到晶格势场的散射。因此可以认为布洛赫

电子在整个晶体中自由运动。亦即布洛赫电子做的是公有化运动。  

6. 你是如何理解布洛赫电子的能谱呈现能带结构的？  

答：布洛赫电子满足 

, ,( ) ( )

( ) ( )
hn k n k G

n n h

r r

k k G

ψ ψ

ε ε
+=⎧⎪

⎨
= +⎪⎩

 

Gh 为倒格矢。所以，对于一个确定的量子数 n 来说，εn(k)是 k 的周期函数，只能

在一定的范围内变化，必然有能量的上、下界，由于波矢 k 的取值是准连续的，
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所以能量本征值构成一能带 (energy band)。从而，对于每一个 n 对应一个能带

(energy band)，n 称为能带指标。  

能带是描述晶体中电子能量状态的一个物理概念 . 以紧束缚近似为例，晶体是

由大量原子规则排列组成的 ,在晶体中原子的外层电子运动已不再局限在该原子

附近 ,而是可以在整个晶体中运动 .这种情况称为电子运动的共有化 .其结果是 :N 个

孤立原子有 N 个相同的能级 ,在晶体中 ,由于其它原子势的微扰 ,简并解除 ,对应孤

立原子的每一个能级变成 N 个能量略有差别的不同等级 .因 N 的数量级极大所以

这些密集程度很高的能级 ,基本上可以看成是连续的 ,称为能带 .电子可以具有能带

内的任何能量值 . 

7. 能带的对称性有哪些？并证明等能面垂直于布里渊区界面。  

答：能带对称性有：周期性，即对于一个确定的能带指标 n， εn(k)是 k 的周

期函数。该特点表明: εn(k)在 k 空间中平移一个倒格矢 Gh 后保持不变。即

( ) ( )n n hk k Gε ε= + ； 点 群 对 称 性 ， 对 晶 体 所 属 点 群 中 的 任 一 操 作 α， 满 足

( ) ( )n nk kε ε α= ；反演对称性， ( ) ( )n nk kε ε= − 。 

等能面定义为在 k 空间中，所有能量相等的 k 构成的曲面。由于布里渊区界

面是倒格矢 Gh 的垂直平分面，因此对应于 Gh 和 -Gh 的一对布里渊区界面具有镜

面反演对称。  

如图所示，设 A、B 为布里渊区的两个界面，m 为镜面反演面。a、b 为布里

渊区界面上关于 m 对称的两个点，显然它们相距一个倒格矢 Gh。过 a、b 两点等

能面的法线方向应和等能面的梯度方向平行，所以有  

// ( )

// ( )

a nk a

b nk b

n k

n k

ε

ε

⎧ ∇⎪
⎨

∇⎪⎩
 

 

图   布里渊区的对称面  

 

根据能谱对称性： 

( ) ( )n n hk k Gε ε= +  

所以，过 a、b 两点等能面法线相对于各自布里渊区界面 A、B 的垂直分量和

平行分量应该严格相等，亦即：  
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( ) ( )

( ) ( )

n nk ka b

n nk ka b

k k

k k

ε ε

ε ε

⊥ ⊥
⎧∇ =∇⎪
⎨
∇ =∇⎪⎩

 

但是，由于 a、b 两点关于 m 镜面反演对称，必须满足：  

( ) ( )

( ) ( )

n nk ka b

n nk ka b

k k

k k

ε ε

ε ε

⊥ ⊥
⎧∇ = −∇⎪
⎨
∇ =∇⎪⎩

 

所以  

( ) ( ) 0n nk ka b
k kε ε⊥ ⊥∇ = ∇ =  

即等能面法线在布里渊区界面上的垂直分量为零，亦即，等能面的法线方向

只能平行布里渊区界面，因此等能面必定垂直于布里渊区界面。 

8. 什么是近自由电子近似？以一维情况的近自由电子近似为例，说明能隙形成的

物理机制。  

答：近自由电子近似，也称为弱周期场近似。它的基本思想是假定周期势场的空

间变化十分微弱，用势能的平均值 V0 作为周期势 V(r)的零级近似，把 V(r)的

周期性起伏部分⊿V=V(r)-V0 作为微扰来处理，这就是近自由电子近似的方法。 

我们知道当波矢 k 落在布拉格平面时，存在一个和它相差一个倒格矢的状态

k/ = k+Gn，它们的能量相等。所以满足  

( )2 2

nk k G

k k

⎧ ′ − =⎪
⎨

′ =⎪⎩
 

显然，上式和布拉格反射条件等价。我们知道在布里渊区界面上波函数取 

(0) (0) 1( ) ( ) ( ) [ ]ikx ik x
k kx A x B x Ae Be

L
ψ ψ ψ ′

′= + = +  

A、B 满足  
(0) *

(0)

( ) 0
( ) 0

k n

n k

A V B
V A B
ε ε

ε ε′

⎧ − + =
⎨ + − =⎩

 

将方程的解  

n n

n n

T V
T V

ε
ε
+

−

⎧ = +⎪
⎨ = −⎪⎩

 

代入齐次线性方程组得  
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*

*

( )

( )

n

n

n

n

VA
B V

VA
B V

+

−

⎧
=⎪

⎪
⎨
⎪ = −⎪⎩

 

假定 Vn<0，则有 

( ) 1A
B ± = ∓  

因此在布里渊区边界(或布拉格平面)上，相当于沿一个方向行进的平面波，当行

进到布拉格平面时，受到无衰减的反射—即布拉格反射，然后，向相反方向传播。

能隙的形成来源于这两个波的等量叠加—相加或相减，构成两个不同的驻波： 
2( ) [ ] sin

2( ) [ ] cos

n ni x i x
a a

n ni x i x
a a

A n xe e i
L aL

A n xe e
L aL

π π

π π

πψ

πψ

−

−

⎧
+ = − =⎪

⎪
⎨
⎪ − = + =⎪⎩

 

式中波函数已归一化。相应于两种驻波的电子概率密度分别为 

2 2

2 2

2( ) ( ) sin

2( ) ( ) cos

n x
L a

n x
L a

πρ ψ

πρ ψ

⎧ + = + =⎪⎪
⎨
⎪ − = − =
⎪⎩

 

两种驻波描述了两种不同的电子状态，使得电子倾向于聚集在晶体中不同的空间

区域，具有不同的势能。比如，我们取 n=1，则当 x = ±0，±a，±2a，… (即离

子实位置 )时，由上述式子可知，ρ(+)=0；而当 x = ±a/2，±3a/2，… (即离子实

中间位置 )时，ρ(+) 大，因而 Ψ(+)倾向于将电子聚集在相邻离子实的中点处，使

其势能高于行波的平均势能。同理，Ψ(-)倾向于将电子聚集在离子实处，使其势

能低于行波的平均势能。也就是说由于布拉格反射产生的两个驻波使电子聚集在

不同的区域内，从而使这两个波具有不同的势能，这就是产生能隙的原因。 

9. 什么是紧束缚近似？写出紧束缚近似下的布洛赫波函数？以紧束缚近似为例

说明能带的形成。紧束缚近似下内层电子的能带宽度与外层电子的能带宽度

相比哪一个更宽？为什么？比较宽度不同的两个能带说明宽能带中的电子共

有化运动程度高？  

答：紧束缚近似认为晶体中的电子态与组成晶体的原子在其自由原子态时差

别不大，晶体电子的波函数可以用原子轨道线性组合来构成，认为晶体中的电

子在某个原子 Rn 附近时主要受该原子势场 Vat(r-Rn)的作用，以孤立原子的电

子态作为零级近似，其它原子的作用是次要的，被看作微扰。  
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设简单晶体是由 N 个原子组成，则 N 个原子构成晶体前有 N 个类似的波函数

iϕ 对应同一个能级
at
iε ，因而是 N 重简并的。构成晶体后，原子相互靠近，有了

相互作用，简并解除，晶体中电子作共有化运动。如果把原子之间的相互作用看

成微扰，则晶体中的单电子波函数看成是 N 个简并的原子轨道波函数的线性组合，

即  

( ) ( )
n

n i n
R

r a r Rψ ϕ= −∑  

且近似认为不同原子的轨道交叠甚小而正交，同一原子的轨道波函数归一，即 

*( ) ( )
i n i m mnr R r R drϕ ϕ δ− − =∫  

( )rψ 的上述取法称为原子轨道线性组合法 (LCAO)，即晶体中的电子作共有化运

动，其共有化轨道由原子轨道 ( )i nr Rϕ − 的线性组合构成。  

由布洛赫定理组合后的波函数应为布洛赫函数，为此取 

•1
nik R

na e
N

=  

则晶体中的单电子波函数变为 

1( ) ( )n

n

ik R
i nk

R
r e r R

N
ψ ϕ•= −∑  

紧束缚近似下晶体电子的能量本征值为 

•( )/( ) n s

n

ik R Rat
i i ss sn

R

k J e Jε ε −= − −∑  

其中 i 表示原子中的某一量子态，表示所处能级 1s，2s，2p，…等。波矢 k 在第

一布里渊区共有 N 个值。由上式可以看出，对应孤立原子的一个能级
at
iε ，由于 k

的取值有 N 个，晶体电子的能量展宽为由 N 个准连续的能量本征值形成的一个能

带。亦即，晶体中的电子能带与孤立原子的能级相对应，如 2s、2p 等能带。可见，

能带从原子能级演化而来，能带宽度取决于交叠积分的大小和近邻原子数目。对

于能量较低的原子的内层电子，电子轨道很小，不同原子间很少相互重叠，因此

与之相应的能带较窄；能量较高的外层电子，则不同原子间将有较多的轨道重叠，

因此与之相应的能带较宽。  

由于布洛赫电子的运动速度都等于它的表象点在 k 空间中该点上的能量梯度

的 1/ħ 倍，所以，能带宽的相应的速度大，亦即宽能带中的电子共有化运动程度

高。  

10. 什么是万尼尔函数？它的特点有哪些？ 

答：布洛赫波函数是倒空间的周期函数，所以可以将布洛赫波函数按正格矢

作傅里叶展开 
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, ,

1( ) ( ) ( , ) m

n
m

ik R
n mn k n k G

R
r r a R r e

N
ψ ψ ⋅

+= = ∑  

把展开系数中的 ( , )n ma R r 称为万尼尔函数 (Wannier function) 

,

1( , ) ( )mik R
n m n k

k

a R r e r
N

ψ− ⋅= ∑  

波矢的取值限制在第一布里渊区。由布洛赫定理 

, ( ) e ( ) , ( )= ( )ik r
nn k k k kr u r u r u r Rψ ⋅= +  

所以，万尼尔函数变为 

( )

,

1 1( , ) e e ( ) e ( )

1 ( ) ( )

m mik R ik r Rik r
n m mk k

k k

m n mn k
k

a R r u r u r R
N N

r R a r R
N

ψ

− ⋅ ⋅ −⋅= = −

= − = −

∑ ∑

∑
 

上式表明万尼尔函数仅依赖于 r -Rm，亦即是以格点 Rm 为中心的波包，因而具有

定域的特性。不同能带 n、不同格点 Rm 的万尼尔函数是由不同能带 n、不同波矢

k 的布洛赫波函数定义的，也就是说布洛赫波函数的线性叠加可得到定域的万尼

尔函数。反之，万尼尔函数线性叠加可得到布洛赫波函数。所以，万尼尔函数一

定构成一组正交、完备的函数集。 

11. 你所知道的能带的计算方法有哪些？如何理解赝势的存在正是弱周期势近似

(近自由电子模型 )成立的物理基础？  

答：固体能带理论除了弱周期势近似、紧束缚近似和平面波法以外，涉及的主要

计算方法有 :密度泛函理论、原子轨道线性组合理论、正交化平面波方法和赝势方

法、原子球近似、有效质量理论等等 . 

在正交化平面波法中，我们可以得到一个有效势 U 

[ ( ) ]
M

i i i
i

U V kε ε ψ ψ= + −∑  

有效势 U 的第一项来源于真实势 V，是负值，第二项来源于正交化手续，它

是正的。正交化手续要求价电子波函数必须与内层电子波函数正交，它在离子实

附近激烈振荡，等价于价电子受到一排斥势的影响，很大程度上抵消了离子实区

的吸引作用。离子实带正电，本来对价电子有强的吸引势，而正交化平面波法中

的正交化项使得价电子又受到一强的排斥势的影响。这种吸引势和排斥势总的作

用效果，使价电子受到的势场等价于一弱的平滑势—赝势 (pseudopotential，简称

PP)。赝势的存在正是弱周期势近似 (近自由电子模型 )成立的物理基础，赝势方法

的基本精神是适当选取一个平滑势，波函数用少数平面波展开，使算出的能带结

构与真实接近。  
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12. 什么是空晶格模型？它有什么意义？  

答：用简约波矢表述自由电子的能量称为空晶格模型 (empty-lattice model)。在空

晶格近似中，由于对称性，许多状态是高度简并的。在计入周期场起伏的微扰

作用后，某些简并性要解除 (可能不会全部解除 )。因此，在讨论金属和半导体

的能带结构时，可以用空晶格近似作为参照。尤其对于金属来说，只在布里渊

边界处由于晶格周期场作用使某些简并解除，从而导致偏离空晶格近似的能带

结构。  

13. 写出能态密度的一般表达式；X 射线发射谱能够比较直观地反映了价带的能

态密度，指出金属、非金属 X 射线发射谱的特征。  

答：三维下，单位体积的能态密度为  

3

2( )
(2 ) ( )n

nk

dsg
k

εε
π ε

=
∇∫  

对于二维情况，等能面退化为等能线，则单位面积的能态密度为 

2

2( )
(2 ) ( )n

nk

dlg
k

εε
π ε

=
∇∫  

对于一维情况，等能面退化为两个等能点，则单位长度的能态密度为 

2 2( )
2 ( ) /n

n

g
d k dk

ε
π ε

=  

X 射线发射谱强度主要取决于能态密度、电子占有能态的几率和发射几率三

者的乘积，所以 X 射线发射谱比较直观地反映了价带的能态密度。在低能端，无

论是金属还是非金属，谱的强度都随能量的增加而逐渐增强，反映出能态密度都

从价带底起随能量的上升而增大；在高能端，金属的谱是陡然下降的，反映出金

属价带是部分填充的，电子占据高于某一能级状态的几率急剧降为零 (费米面 )；

非金属的谱是逐渐下降的，反映出非金属价带的满带特征。  

 
金属              非金属  

14. 布洛赫电子的准经典模型的内容有哪些？从中你可以看出布洛赫电子的哪些

运动特点？  

答：布洛赫电子的准经典模型的内容为：假设每个电子具有确定的位置 r，

波矢 k 和能带指标 n，对于给定的 εn(k)，在外电场 E(r，t)和外磁场 B(r，t)的作用

下，位置、波矢、能带指标随时间的变化遵从如下规则：  

(1) 能带指标 n 是运动常数，电子总呆在同一能带中，忽略带间跃迁的可能
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性；  

(2) 电子的速度满足  

1( ) ( )n nkr v k kε= = ∇  

(3) 波矢随时间的变化满足  

[ ( , ) ( ) ( , )]nk e E r t v k B r t= − + ×  

从运动方程我们可以直接得到：  

当没有外场时，在理想的周期势场中，布洛赫电子处在确定的本征态，它在

k 空间的代表点是静止的，在实空间 (即 r 空间 )以速度 v(k)作匀速直线运动。  

如果晶体处在恒定的电场中，在电场力的作用下，状态不断发生变化，代表

点在 k 空间作匀速直线运动，从简约布里渊区来看，相当于电子在 k 空间作循环

运动。它将穿越各种能量的等能面，能量梯度的大小和方向都不断变化，即电子

在 r 空间的速度和位置将不断变化。由于一个电子载有的电流比例于它的速度，

意味着直流的外加电场将产生交变的电流，这种效应称为布洛赫振荡 (Bloch 

oscillation)。  

如果晶体处在恒定的磁场中，布洛赫电子在 k 空间总是沿着垂直于磁场的平

面和等能面的交线运动，其速度的方向在 k 空间从低能量指向高能量方向。  

15. 什么是有效质量？有效质量和电子的实际质量有什么区别？有效质量可以取

负值，还可以是无穷大，其物理机制是什么？  

答：按照准经典模型，对外电场、磁场采用经典的处理方式，对晶格周期场沿用

能带论量子力学的处理方式，则布洛赫电子的运动方程为： 2

1
k ka Fε⎡ ⎤= ∇ ∇ ⋅⎣ ⎦  

该式与 F
m

a 1= 形式类似，只是现在一个二阶张量代替了 1/m，令：  

2 2 2

2

2 2 2

* 2 2 2

2 2 2

2

1 1 1
x x y x z

k k
y x y y z

z x z y z

k k k k k

m k k k k k

k k k k k

ε ε ε

ε ε εε

ε ε ε

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎡ ⎤= ∇ ∇ =⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

，  

则 m*称为电子的有效质量，它是一个张量。可见，有效质量不是电子的真实

质量，而是在能量周期场中电子受外力作用时，在外力与加速度的关系上相当于

牛顿力学中的惯性质量。电子的有效质量 m*本身已概括了晶格的作用。有效质量
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m*可以是正值，也可以是负值，甚至还会变成无穷大。特别是在能带底附近，m*

总是正值；在能带顶附近，m*总是负的。  

当电子从外场获得的动量大于电子传递给晶格的动量时，有效质量 m* > 0；当电

子从外场获得的动量小于电子传递给晶格的动量时，m* < 0；当电子从外场获得

的动量全部交给晶格时，m*趋于无穷，此时电子的平均加速度为零。  

16. 什么是布洛赫振荡？  

答：如果晶体处在恒定的电场中，在电场力的作用下，状态不断发生变化，代表

点在 k 空间作匀速直线运动，从简约布里渊区来看，相当于电子在 k 空间作循

环运动。它将穿越各种能量的等能面，能量梯度的大小和方向都不断变化，即

电子在 r 空间的速度和位置将不断变化。由于一个电子载有的电流比例于它的

速度，意味着直流的外加电场将产生交变的电流，这种效应称为布洛赫振荡

(Bloch oscillation)。  

17. 什么是空穴？如何理解导带、价带、满带、空带等概念？  

答：近满带的电流如同一个带有+e 的粒子所荷载的，它具有逸失 ke 态电子相同的

速度，把这个假想的粒子称为空穴 (hole)。  

导带和价带的定义则与电子填充能带的情况有关。在晶体周期场中运动的 N

个电子，分成一系列能带，N 个电子按能量 低原理来填充。电子的填充情况有

两类：第一类情形是电子恰好填满 低的一系列能带，再高的各带全都是空的。

高的满带称为价带， 低的空带称为导带，价带 高能级 (价带顶 )与导带 低

能级 (导带底 )之间的能量范围称为带隙。  

除去完全被电子填满的一系列能带外，还有只是部分地被电子填充的能带，

则部分地被电子填充的能带即导带，同时也是价带。  

满带是指能带中所有电子状态都被电子占据的能带。而空带指能带中所有电

子状态都没有被电子占据的能带。  

18. 从能带的填充特点来分固体材料可以分为几类？试用能带论阐述导体、绝缘

体、半导体以及类金属中电子在能带中填充的特点。  

答：我们可以从电子填充能带的情况对导体、半导体和绝缘体进行分类。在

晶体周期场中运动的 N 个电子，它们的单电子能级用 εn(k)表示，分成一系列能带，

N 个电子按能量 低原理来填充。电子的填充情况有两类：第一类情形是电子恰

好填满 低的一系列能带，再高的各带全都是空的。 高的满带称为价带， 低

的空带称为导带，价带 高能级 (价带顶 )与导带 低能级 (导带底 )之间的能量范围

称为带隙。与这种情况相对应的就是绝缘体和半导体。带隙宽度大的为绝缘体 (如

10 eV )，带隙宽度小的为半导体 (如 1 eV)。  

除去完全被电子填满的一系列能带外，还有只是部分地被电子填充的能带，

后者即所谓的导带。这时 高占据能级为费米能级，它位于一个或几个能带的能
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量范围之内。在每一个部分占据的能带中，k 空间都有一个占有电子与不占有电

子区域的分界面，所有这些表面的集合就是费米面，与这种情况相对应的就是金

属导体。  

在金属和半导体之间存在一种称为类金属 (Semi-metal)的中间情况，亦即

导带底与价带顶具有相同的能量 (零带隙宽度 )或导带与价带发生少量交叠 (负带

隙宽度 )，从而导致导带中存在一定数量的电子 (其浓度远小于典型的金属，但远

大于典型的半导体 )，其价带中存在一定数量的空穴。如石墨 (C)、砷 (As)、锑 (Sb)、

铋 (Bi)等，均为类金属，其电子密度比金属小几个数量级，但是远大于半导体。  

 

19. 由 N 个原子组成的半导体材料硅晶体，试问该晶体中一个能带 多可以填充

多少个电子？为什么说晶体原胞中电子数目若为奇数，相应的晶体具有金属

导电性？  

答：由于硅晶体为金刚石结构，每个原胞包含 2 个不等价的原子。所以由 N 个原

子组成的半导体材料硅晶体，共有 N/2 个原胞。则一个能带允许有 N/2 个波矢，

从而该晶体中一个能带 多可以填充 N 个电子。由于一个能带允许填充电子的数

目为原胞数目的 2 倍，所以，晶体原胞中电子数目若为奇数，则一定存在部分填

充的能带，从而具有金属导电性。  

20. 在恒定磁场中，电子在实空间的轨道和在 k 空间的轨道的关系如何？  

答：在恒定磁场中，电子在实空间的轨道和在 k 空间的轨道的关系为  

( ) (0) [ ( ) (0)]r t r B k t k
eB⊥ ⊥− = − × −  

上式表明，电子在实空间的轨道可由在 k 空间的轨道绕磁场轴旋转 90 度，并乘以

因子 ħ/eB 得到。  

21. 什么是朗道能级？朗道能级的简并度如何随磁场而变化？  

答：在垂直磁场的 x-y 平面上，电子的运动是量子化的。从准连续的能量

2
2 2( )

2 x yk k
m

+ ，变成量子化能级
1
2 cn ω⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
。所以，在与磁场垂直的 kz 等于常

数的平面内，轨道是量子化的，这些量子化的能级称为朗道能级。磁场增大，

朗道能级的简并度增加。  

22. 费米面的物理意义，怎样从实验上研究费米面？简述德哈斯 -范阿尔芬效应产
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生的原因及用途。当磁场方向沿 [111]方向时，银的 de Hass-Van Alphen 效应

中磁化率振荡出现两个周期，其原因是什么？  

答：费米面是与金属中传导电子的动力学性质相关的一个数学结构。在 k 空间中，

能量 ε(k)为常数的点构成等能面。能量等于费米能级 εF 的等能面称为费米面。

在绝对零度时，电子将填满费米能级以下所有能量状态，此时费米面是电子的

占据态与未占据态的分界面。金属材料的各种物理过程，大部分都与费米面附

近的电子行为有关，所以，从实验上测出费米面就很重要了。目前，用得 多

的实验是德哈斯 -范阿尔芬效应和回旋共振法。不过，这些效应仅仅对闭合轨

道有效。对于一个多连通的费米面，还存在开轨道，开轨道的信息可由高场磁

致电阻效应的测量来判断。  

德哈斯 -范阿尔芬效应 (de Hass-Van Alphen effect)，是 1930 年 de Hass 和 Van 

Alphen 在低温、强磁场中研究铋单晶的磁化率时发现的。他们发现，低温下

强磁场中金属的磁化率随磁场倒数 (1/B)周期性振荡，人们把这种现象称为德

哈斯 -范阿尔芬效应。在磁场中，电子的能级形成一系列高度简并的分立能级，

类似于简谐振动的能量量子化，使得电子气系统能量随磁感应强度发生变化，

从而导致磁化率随磁场的振荡。这就是产生德哈斯 -范阿尔芬效应的原因。  

当磁场方向沿 [111]方向时，银的 de Hass-Van Alphen 效应中磁化率振荡出

现两个周期，其原因是存在两个极值截面。  

23. 近自由电子近似下金属费米面的哈里森构图法的内容有哪些 (或如何从自由

电子费米园得到近自由电子近似下金属费米面 )？  

答：从自由电子费米面过渡到近自由电子费米面的方法，称为哈里森 (W.A. 

Harrison)构图法。哈里森构图法的基本步骤可归纳为  

1） . 画出布里渊区的广延区图形；  

2） . 画出自由电子费米面 (费米面的广延区图 )；  

3）. 将落在各个布里渊区的费米球片断平移适当的倒格矢进入简约布里渊区

中等价部位；  

4）. 对自由电子费米面加以修正，即费米面同布里渊区边界垂直相交，尖角

处要钝化。  

24. 解释布里渊区的物理意义，在布里渊区边界上能带有何特点？计算简单立方

点阵的单价金属第一布里渊区中被电子填充的状态所占比例。  

答：在倒格子空间中以任意一个倒格点为原点 ,做原点和其他所有倒格点连线的中

垂面 (或中垂线 ),这些中垂面 (或中垂线 )将倒格子空间分割成许多区域 ,这些区域称

为布里渊区 .把倒格子空间中的 WS 原胞称为第 1 布里渊区 ,或简约布里渊区 ,亦即

在倒格子空间中 ,从 K=0 的原点出发 ,不经过任何布拉格平面所能到达的所有点的

集合 . 
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布里渊区的引入 ,对于能带的讨论具有重要意义 ,可以方便画出能带图像 . 简约布

里渊区代表 K 空间中标志全部电子波矢态的区域 ,在这个区域中 ,每一个 K 与一个

电子态相对应 . 从能带图像来看 ,每个能带包含 N 个状态 ,每个状态与简约布里渊

区中的一个状态点 K 相对应 .由于 N 的数目很大 ,在每一个布里渊区内 ,能态的本征

值是准连续的 .所以 ,布里渊区的引入 ,便于给出 E(K)与 K 的关系 ,而且简约区包含

了晶体的所有对称性 .此外 ,布里渊区的引入 ,对于费米面的讨论也变得容易起来 . 

电子的能带依赖于波矢的方向 , 在任一方向上 , 在布里渊区边界上 , 近自由电

子的能带一般会出现禁带 . 若电子所处的边界与倒格矢 Gh 正交 ,边界是 Gh 的中垂

面 ,则禁带的宽度 2 ( )g hE V G= ,其中 ( )hV G 是周期势场的付里叶级数的系数 .不论

何种电子 , 在布里渊区边界上 , 其等能面在垂直于布里渊区边界的方向上的斜率

为零 , 即电子的等能面与布里渊区边界正交 . 

对简单立方点阵电子密度  

3

1n
a

=  

所以，费米波矢满足：  

2
3 2

3

33Fk n
a
ππ= =  

又第一布里渊区体积为：  

3 3
*

3 3

(2 ) 8
a a
π πΩ = =  

电子填充的体积为：  

2 3
3

3 3

4 4 3 4
3 3Fk

a a
π ππ π= =  

所以  

3 3
3 *

3 3

44 8/ / 1/ 2
3 Fk

a a
π ππ Ω = =  

25. 设 一 维 晶 格 中 电 子 能 带 可 以 写 成 E(k) ＝ (ħ2/ma2)[(7/8) － (1/4)coska ＋

(1/8)cos2ka]，其中 a 为晶格常数，m 是电子的质量，求  

(1)能带的宽度；  

(2)电子的平均速度；   

(3)能带底部和顶部的电子有效质量。  

(4)如果电子能带变成 E(k)＝ (ħ2/ma2)[(7/8)－ coska＋ (1/8)cos2ka]，结果又如

何？  

解： (1) 能带的宽度为： max minE E E∆ = −  
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由极值条件  dE/dk=0 得： sinka-sin2ka=0,即： sinka(1-2coska)=0 

所以，在第一布里渊区：k=0,π /a, π /3a, -π /3a, 
2 2(0) 3 / 4E ma= ; 2 2( / ) 5 / 4E a maπ = (带顶 ); 2 2( / 3 ) 11 /16E a maπ± = (带底 ); 

能带的宽度为： max minE E E∆ = − 2 29 /16ma=  

(2) 电子的平均速度  

2

2

1 1( ) s in s in 2
4 4

d E a aV k k a k a
d k m a

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )s in 1 2 c o s
4

k a k a
m a

= −  

(3)能带底的有效质量 : 

2 2
*

2 2

2
3

(cos 2 cos 2 )
4 a

m
E

ka ka
k m π±

= =
⎛ ⎞∂

−⎜ ⎟∂⎝ ⎠

底

底

=8m/3 

能带顶的有效质量 : 

2 2
*

2 2

2 (cos 2 cos 2 )
4 a

m
E

ka ka
k m π±

= =
⎛ ⎞∂

−⎜ ⎟∂⎝ ⎠

顶

顶

=-4m/3 

(4) 能带的宽度为： max minE E E∆ = −  

由极值条件  dE/dk=0 得： sinka-(1/4)sin2ka=0,即： sinka-(1/2) sinka coska=0 

所以，在第一布里渊区：k=0,π /a,  

min (0) 0E E= = ; 
2 2

max ( / ) 2 /E E a maπ= =  

能带的宽度为： max minE E E∆ = − 2 22 / ma=  

电子的平均速度  

1 1( ) s in s in 2
4

d EV k k a k a
d k m a

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

能带底的有效质量 : 

2
* 1

02

2

1(cos cos 2 ) 2
2 km m ka ka m

E
k

−
== = − =

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

底

底

 

能带顶的有效质量 : 
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2
* 1

2

2

1 2(cos cos 2 )
2 3k

a

m m ka ka m
E

k

π
−

= ±
= = − = −
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

顶

顶

 

26. 对于二维正方点阵，画出近自由电子的能量等值线。对于每个初基晶胞内含

有两个价电子的二价金属，画出费米面。选择使电子费密面闭合的区域图，

指出费密面属于电子型还是空穴型。  

解：在二维正方点阵的第一布里渊区中，画出自由电子费密圆 [图 1]．考虑到弱周

期势的影响，注意区边界出现能隙，并且近自由电子的能量等值线在区边界附近

和区边界正交．修正后的近自由电子能量等值线如图 2 所示．  

 

对于每个初基晶胞内含有两个价电子的二价金属，费密面如图 2 中的 4 所示．自

由电子的费米波矢为：  

1 1
2 2

2(2 ) (2 )F
Zk n
a

π π= =  

其中 Z 是每一个初基晶胞中的价电子数，这里 z＝2，故：  

1
2

2

2 2(2 ) 1 .13Fk
a a a

π ππ
π

= = ≈  

故费密面进入第二布里渊区。  

每个初基晶胞内含有两个价电子的二价金属。第一区费米面是空穴型 (对应极

大值附近），第二区是电子型。如下图所示。  

 

27. 用紧束缚近似写出二维正方点阵 近邻近似下的 s 电子能带，在第一布里渊
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区中画出能量等值线并计算带底电子和带顶空穴的有效质量。  

解：由于 s 态波函数是球对称的 ,因而重叠积分仅与原子间距有关 ,只要原子间距相

等 ,重叠积分就相等 .对于二维正方点阵 近邻原子有 4 个 ,以 Rs=0 处原子为参考原

子 ,4 个 近邻原子的坐标为：(±a,0), (0,±a). 对 4 个 近邻原子，Jsn 具有相同的

值，不妨用 γ 表示 ,并用 β 表示  Jss ,这样得能量函数为：         

( )( ) ( )

2 (cos cos )

y yn s x x

n

ik a ik aik R R ik a ik aat a t
s s s

R

at
s x y

k e e e e e

k a k a

ε ε β γ ε β γ

ε β γ

−⋅ − −= − − = − − + + +

= − − +

∑
近邻

 

在简约布里渊区中心  kx＝ky=0 处，能量有 小值，称为能带底 :  

m in( ) 4a t
s sε ε β γ= − −  

在简约布里渊区边界 kx，  ky=±π/a 处，能量有 大值：   

m ax( ) 4a t
s sε ε β γ= − +  

能带的宽度：  

m ax m in( ) ( ) 8s sε ε ε γ∆ = − =  

画出第一布里渊区中能量等值线 ,如图 1 所示 .显然 ABCD 是一条能量等值线 .这可

以如下来证明；写出 A,B,C,D 四点的坐标为：  

: (0,1), : ( 1, 0), : (0, 1), : (1, 0)A B C D
a a a a
π π π π− −  

将上述 k 值代入能量表式中，显然有  
at

A B C D sε ε ε ε ε β= = = = −  

故上式满足的能量等值线方程为：  

( ) 2 (cos cos )

at
s

a t
s x yk k a k a

ε ε β
ε ε β γ

⎧ = −⎪
⎨

= − − +⎪⎩
 

两式比较得：  

cos cos 0x yk a k a+ =  

即  

cos( ) cos( ) 0
2 2

x y x yk k k k
a a

+ −
=  

所以  

x yk k
a
π± = ±  

此方程给出第一布里渊区中的四条直线 AB,BC,CD,DA. 

为了计算带底电子的有效质量 ,利用 ka<<1,将余弦函数作泰勒级数展开 ,取一级近

似 ,于是有：  
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2 2 2

2 2

( ) 2 (cos cos )

4 ( )

4

at
s x y

at
s x y

at
s

k k a k a

a k k

a k

ε ε β γ

ε β γ γ

ε β γ γ

= − − +

≈ − − + +

= − − +

 

所以，带底附近能量等值线为圆．相应的有效质量为 : 

12 2
* 2

2 22
dm
dk a
ε

γ

−
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

带顶空穴的有效质量可以用同样方法计算．只是引入从布里渊区角隅 π/a（1,1）

计算起的波矢  

,x x y yk k k k
a a
π π= − = −  

利用带顶附近 1, 1x yk a k a ，将余弦函数作泰勒级数展开，取一级近似，于

是在带顶 π/a（1,1）附近的能量为：  

2 2

( ) 2 (cos cos )

4

at
s x y

at
s

k k a k a

a k

ε ε β γ

ε β γ γ

= − + +

≈ − + −
 

带顶附近能量等值线仍是以 π/a（1,1）为中心的圆．于是带顶附近电子的有效质

量为：  

12 2
* 2 *

22 2e h
dm m

adk
ε

γ

−
⎛ ⎞

= = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

空穴有效质量为：  
2

*
22hm

aγ
=  

 

28. 对于二维简单正方点阵，证明第一布里渊区角隅上的点 (π/a，π/a)的自由电子

动能是区边中心点 (π/a，0)的二倍。对简单立方点阵相应的倍数又是多少？并

由此解释对二价金属的电导率有什么影响。  
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解：二维正方点阵第一布里渊区点 (π/a，π/a)的自由电子动能为：  

2 2 2
0 2
1

2( )
2 2

k
m m a

πε = =  

区边中心点 (π/a，0)的自由电子动能为：  

 
2

0 2
2 ( )

2m a
πε =  

所以：   
0
1

0
2

2ε
ε =  

简单立方点阵第一布里渊区角隅 (π/a，π/a，π/a)的自由电子动能为：  

2
0 2
1

3( )
2m a

πε =  

侧面中点 (π/a，0，0)的自由电子动能为 :  

区边中心点的自由电子动能为：  
2

0 2
2 ( )

2m a
πε =  

所以：   
0
1

0
2

3ε
ε =  

由上述结果可推知 ,如果能隙很小 ,简单立方点阵 [100]方向和 [111]方向能带是互相

交迭的 [如图（a）]．[100]方向第二带带底的能量比 [111]方向第一带带顶的能量要

低．于是，二价金属 (每个初基晶胞含有二个价电子 )本可以填满第一布里渊区中

的所有状态 (即各方向的第一能带 )，但由于不同方向能带交迭，结果 [100]方向第

二能带已部分填充，而 [111]方向的第一能带尚未填满，形成两个部分填充的能带

[图 (b)]．于是在外加电场下可以导电．虽然电导率不如单价金属好，但不会形成

绝缘体．  
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如果区边界上能隙较宽，能带交迭不发生，则二价元素将形成绝缘体 (图 )．电

导率很小。  

 

29. 一维周期场中电子的波函数应当满足布洛赫定理。若晶格常数为 a，电子波

函数为  

3(1) ( ) sin ; (2) ( ) cos ; (3) ( ) ( ) ( )m
k k k

m
x x x i x x i f x ma

a a
π πψ ψ ψ

∞

=−∞

= = = − −∑  

试求电子在这些状态的波矢，所确定波矢值是否唯一？为什么？  

解：一维周期场中电子的布洛赫波函数可以写成： 

( ) ( )ika
k kx a e xψ ψ+ =  

所以当： 

(1) ( ) sink x x
a
πψ = 时，有： 

( ) sin sin ( )k k
x a xx a x

a a
ψ π π ψ++ = = − = −  

1ikae k
a
π∴ = − ⇒ =  

同理当
3(2) ( ) cosk x i x
a
πψ = 时，有 

3( ) 3( ) cos cos ( )k k
x a xx a i i x
a a

ψ π π ψ++ = = − = −  

1ikae k
a
π∴ = − ⇒ =  
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当 (3) ( ) ( ) ( )m
k

m
x i f x maψ

∞

=−∞

= − −∑ 时，有 

1( ) ( ) ( ) ( ) [ ( 1) ]m m
k

m m
x a i f x a ma i i f x m aψ

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

+ = − + − = − − − −∑ ∑  

( ) ( ) ( )l
k

l

i i f x la i xψ
∞

=−∞

= − − − = −∑  

2
ikae i k

a
π∴ = − ⇒ = −  

上述所确定的 k 并不是唯一的 .这些 k 值加上任一倒格矢都是所需的解 .因为 k 空

间中相差任一倒格矢的两个 k 值所描述的状态是一样的 . 

30. 设有二维正方晶格，其晶格势场为  

( , ) 4 cos(2 )cos(2 )V x y U x a y aπ π= −  

其中，a 为晶格常数，按弱周期场处理，求出势场 V(x,y)按照倒格矢 Gn 展开的

傅立叶系数 Vn 以及布里渊区角处 (π/a，π/a)的能隙。  

解：如图 :M 点即布里渊区角处 (π/a，π/a)点 ,它是三个布喇格平面 (10),(01),(11) 的

交点。 

 

题中给出的周期性势能可改写成：  

( , ) 4 cos(2 )cos(2 )V x y U x a y aπ π= −  

2 2 2 2

( )( )
i x i x i y i y

a a a aU e e e e
π π π π− −

= − + +  

2 2 2 2 2 2 2 2

{ }
i x y i x y i x y i x y

a a a a a a a aU e e e e
π π π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − + + +  

{ }(1,1) (1,1 ) ( 1 ,1) ( 1 ,1 )ik ik ikikU e e e e= − + + +  

所以上式给出的周期性势能只有下面四个傅氏分量不为零：  

( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,1 1,1 1,1( ) ( ) ( ) ( )V k V k V k V k U= = = = −  
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而布里渊区角处 (π/a，π/a)点正好处在 1 2(1,1)k b b= + 的垂直平分线上 ,因此 ,电子能

量在那里分裂 ,其能隙大小为 : 

( )1,12 ( ) 2gE V k U= =  

31. 考虑晶格常数为 a 和 c 的三维简单六角晶体的第一布里渊区，令 Gc 为平行于

晶格 c 轴的 短倒格矢。  

(1)证明对于六角密堆积结构，晶体势场 V(r)的傅立叶分量 V(Gc)为零；V(2Gc)

是否也为零？  

(2)为什么二价原子构成的简单六角晶格在原则上有可能是绝缘体？  

(3)为什么不可能得到由单价原子六角密堆积形成的绝缘体？  

解： (1)晶体的 X 射线衍射结果分析中 ,一般采用单胞中简单格子作为基础 .原子数

n=2,位置分别为：   

1 2
2 1 10,
3 3 2

d d a b c= = + +  

对晶格常数为 a 和 c 的三维简单六角晶体：  
* * *

hklG ha kb lc= + +  

晶体的几何结构因子 (考虑同种原子 f1=f2=f) 

2 1 12 ( )0 3 3 2
1 2

2 1 12 ( )
3 3 2

( ) h j h

h

h k lG d Gi i i
j hG

j

i h k l

S f G e f e f e

f fe

π

π

+ +• •− − −

− + +

= = +

= +

∑
 

因为 Gc 为平行于晶格 c 轴的 短倒格矢 ,所以：  
*

cG c=  

0, 0, 1h k l∴ = = =  

2 1 12 ( )
3 3 2 0

h

i h k l i
GS f fe f fe

π π− + + −= + = + =  

从而  

1( ) ( ) / 0
cc c GV G V G S f= =  

所以对于六角密堆积结构 ,晶体势场 V(r)的傅立叶分量 V(Gc)为零 . 

  对于 V(2Gc)来说，
*2 2cG c=  

0, 0, 2h k l∴ = = =  

2 1 12 ( ) 23 3 2 2
h

i h k l i
GS f fe f fe f

π π− + + −= + = + =  

从而  
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1( ) ( ) / 0
cc c GV G V G S f= ≠  

所以对于六角密堆积结构 ,晶体势场 V(r)的傅立叶分量 V(2Gc)不为零 . 

(2) 对于由二价原子构成的简单六角晶格 ,由于  

cGS f=  

所以 , V(Gc)不等于零 ,第一、二能带间存在带隙 . 对于由二价原子构成的简单六

角晶格 ,每个原胞提供 2 个价电子 ,则 N 个原胞构成的简单六角晶格其第一布里渊

区共有 2N 个价电子；从而可以填满简单六角晶格第一布里渊区 ,满带不导电 ,所以 ,

在原则上由二价原子构成的简单六角晶格有可能是绝缘体 . 

(3) 单价原子形成的六角密堆积 ,每原胞有 2 个不等价原子 ,则其第一布里渊区仍

有 2N 个价电子 (N 为原胞数目 )；但是 ,由 (1)我们可知 ,第一、二能带之间没有带隙

存在 ,所以 ,2N 个电子虽然可填满第一能带 ,但零带隙的存在 ,不会形成绝缘体 . 

32. 一个晶格常数为 a 的一维晶体电子势能 V(x)的傅立叶展开式前几项 (单位为

eV)为  

0
2 4 6 1 8( ) 2exp( ) exp( ) 2exp( ) exp( )

2
V x V i x i i x i i x i x

a a a a
π π π π= + + − +  

在近自由电子近似下，求前三个禁带宽度。  

解：由于：
2

0
2 4 6 1 8( ) 2exp( ) exp( ) 2exp( ) exp( )

2
i nx

a
n

n

V x V e V i x i i x i i x i x
a a a a

π π π π π= = + + − +∑  

在近自由电子近似下 ,禁带宽度 2gn nE V=  

所以： 1 12 4gE V eV= = ， 2 22 2gE V eV= = , 3 32 4gE V eV= =  

33. 简单立方晶格中，每个原胞有一个原子，每个原子只有一个价电子，使用紧

束缚近似，只计入近邻相互作用。  

(1)写出 s 态晶体电子状态波函数 Bloch 和；  

(2)求出 s 态组成的 s 能带的 E(k)函数；  

(3)求出 s 能带带顶和带底的位置和能量值；  

(4)求出 s 能带带顶和带底的有效质量；  

(5)求出电子运动的速度。  

解：(1)紧束缚近似的出发点是将晶体中的单电子波函数看成是 N 个简并的原子波

函数的线性组合，设 s 态波函数为 ( )s rϕ ，则有：  

( ) ( )
m

m s m
R

r a r Rψ ϕ= −∑  

组合后的波函数应为布洛赫函数，所以要求  
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1
mik R

ma e
N

•=  

Rm 为晶格格矢 .所以， s 态晶体电子状态波函数 Bloch 和为  

1( ) ( )m

m

ik R
i mk

R
r e r R

N
ψ ϕ•= −∑  

(2)由于 s 态波函数是球对称的 ,因而  Jsn 仅与 ns RR 、 原子间距有关 ,只要原子间

距相等 ,重叠积分就相等 .对于简单立方晶格 近邻原子有 6 个 ,以 0=sR 处原子为

参考原子 ,6 个 近邻原子的坐标为 : 

( , , ),  ( , , ), ( , , ) ( )a a a a± ± ±0 0 0 0 0 0 其中 为晶格常量 对 6 个 近邻原子，Jsn 具有

相同的值，不妨用β 表示 ,并用α 表示  Jss ,这样得能量函数 ( )s kε 为：

( )( ) n s

n

ik R Rat
s s

R
k eε ε α β ⋅ −= − − ∑

近邻

( )y yx x z zik a ik aik a ik a ik a ik aat
s e e e e e eε α β −− −= − − + + + + +  

2 (cos cos cos )at
s x y zk a k a k aε α β= − − + +  

(3) 在简约布里渊区中心  kx＝ky= kz =0 处 ,能量有 小值， min( ) 6at
s sε ε α β= − − ,

称为能带底. 

在简约布里渊区边界 kx，ky，kz =
a
π± 处，能量有 大值： max( ) 6at

s sε ε α β= − +  

称为能带顶 .(4) 有效质量分量满足：
2

* 2

( )1 1 n

ij i j

k
m k k

ε∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2
2

2 2 cos i
i

a ak
k
ε β∂ =

∂
, , ,i x y z= ,其它二阶导数为零  

能带底 kx＝ky= kz =0 处的有效质量：
2

*
2

12xx yy zzm m m m
a J

∗ ∗ ∗= = = =  

能带顶  , ,± ± ±π π π( ,0,0)  ( 0, ,0 )  ( 0,0,  )
a a a

处 , xx yy zzm m m m
a J

∗ ∗ ∗ ∗= = = = −
2

22
 

(5) 电子运动的速度：
1( ) ( )n nkr v k kε= = ∇  

( ) 2 (cos cos cos )at
s s x y zk k a k a k aε ε α β= − − + +  

1( ) ( )n nkr v k kε= = ∇ 2 (sin sin sin )x x y y z z
a k ak k ak k akβ= + +  
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34. 换成体心或面心立方晶格，重新求解上题的结果。  

解：对于体心立方：  

(1)紧束缚近似 s 态晶体电子状态波函数 Bloch 和仍为  

1( ) ( )m

m

ik R
i mk

R
r e r R

N
ψ ϕ•= −∑  

(2)对于体心立方晶格 近邻原子有 8 个 ,以 0=sR 处原子为参考原子 ,8 个 近邻

原子的坐标为 : 

( , , ); ( , , ); ( , , ); ( , , );
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( , , ); ( , , ); ( , , ); ( , , ).
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

− − − − − −

− − − − − −
对 8 个 近

邻原子，Jsn 具有相同的值，不妨用β 表示 ,并用α 表示  Jss ,这样得能量函数

( )s kε 为：

( )( ) n s

n

ik R Rat
s s

R
k eε ε α β ⋅ −= − − ∑

近邻

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

[ ] [ ]

[ ] [ ]

x y z x y z x y z x y z

x y z x y z x y z x y z

a a a ai k k k i k k k i k k k i k k k

i

a a a ai k k k i k k k i k k k i k k k

e e e e

e e e e

ε α β
+ + − + + + − − + −

− + − − + − + + − − + +

⎧
= − − + + +⎨

⎩
⎫

+ + + + ⎬
⎭

( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

2 [ cos cos ]
2 2

[ cos cos ]
2 2

x y x y

x y x y

a ai k k i k k
z z

i

a ai k k i k k
z z

k a k ae e

k a k ae e

ε α β
+ −

− − − +

⎧
= − − +⎨

⎩
⎫

+ + ⎬
⎭

 

2 24 [ cos cos cos cos ]
2 2 2 2

x x
a ai k i ky yz z

i

k a k ak a k ae eε α β
−

= − − +  

8 cos cos cos
2 2 2

yx z
i

k ak a k aε α β= − −  

(3) 在简约布里渊区中心  kx＝ky= kz =0 处 ,能量有 小值， min( ) 8at
s sε ε α β= − − ,

称为能带底. 

带顶在 (±2π/a，0，0)；(0，±2π/a，0)；(0，0，±2π/a)处： max( ) 8at
s sε ε α β= − +   

(4) 有效质量分量满足：
2

* 2

( )1 1 n

ij i j

k
m k k

ε∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2* * *

22 cos cos cos
2 2 2

xx yy zz
yx z

m m m akak akaβ
= = =  
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2*

22 sin sin cos
2 2 2

xy
yx z

m akak akaβ
= −  

显然，此时 kx，ky，kz 并非张量主轴坐标，因为交叉项不为零。但在能带底

部，kx = ky = kz = 0 处，却只有对角项存在，即  
2

*
22xx yy zzm m m m

a β
∗ ∗ ∗= = = =  

在能带顶部 (±2π/a，0，0)；(0，±2π/a，0)；(0，0，±2π/a)处，也只有对角

项存在  
2

*
2 0

2xx yy zzm m m m
a β

∗ ∗ ∗= = = = − <带顶  

(5) 电子运动的速度：
1( ) ( )n nkr v k kε= = ∇  

1 4( ) sin cos cos
2 2 2

1 4( ) cos sin cos
2 2 2

1 4( ) cos cos sin
2 2 2

yx z
x

x

yx z
y

y

yx z
z

z

akak akav k
k

akak akav k
k

akak akav k
k

ε β

ε β

ε β

⎧ ∂= =⎪ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =

∂⎪⎩

 

对于面心立方：  

(1)紧束缚近似 s 态晶体电子状态波函数 Bloch 和仍为  

1( ) ( )m

m

ik R
i mk

R
r e r R

N
ψ ϕ•= −∑  

(2)对于面心立方晶格 近邻原子有 12 个 ,以 0=sR 处原子为参考原子 ,12 个 近

邻原子的坐标为 : 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1,0 1, 1,0 1,0,1
2 2 2

1,0, 1 0,1,1 0,1, 1
2 2 2

a a a

a a a

± ± − ±

± − ± ± −
对 12 个 近邻原子，Jsn 

具有相同的值，不妨用β 表示 ,并用α 表示  Jss ,这样得能量函数 ( )s kε 为：

( )( ) n s

n

ik R Rat
s s

R
k eε ε α β ⋅ −= − − ∑

近邻
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

[ ]

[ ]

[ ]

x y x y x y x y

x z x z x z x z

y z y z y z y z

a a a ai k k i k k i k k i k kat
s

a a a ai k k i k k i k k i k k

a a a ai k k i k k i k k i k k

e e e e

e e e e

e e e e

ε α β
+ − + − − −

+ − + − − −

+ − + − − −

⎧
= − − + + +⎨

⎩

+ + + +

⎫
+ + + + ⎬

⎭

2 [cos ( ) cos ( ) cos ( )
2 2 2

cos ( ) cos ( ) cos ( )]
2 2 2

at
s x y x y x z

x z y z y z

a a ak k k k k k

a a ak k k k k k

ε α β= − − + + − + +

+ − + + + −
 

4 [cos cos cos cos cos cos ]
2 2 2 2 2 2

y yat x x z z
s

k a k ak a k a k a k aε α β= − − + +

(3) 在简约布里渊区中心  kx＝ky= kz =0 处 ,能量有 小值， min( ) 12at
s sε ε α β= − − ,

称为能带底. 

带顶在 (±2π/a，0，0)；(0，±2π/a，0)；(0，0，±2π/a)处： max( ) 4at
s sε ε α β= − +  

(4)和 (5)略  

35. 设晶格常数为 a 的一维晶体，其价带顶和导带底附近的色散关系分别为  

2 2 2 2
0

2 22 2
0

3( )
6

( )( )
3

V

c

k kk
m m

k kkk
m m

ε

ε

⎧
= −⎪⎪

⎨
−⎪ = +⎪⎩

 

其中 k0 = π/a，m 是电子的质量，求  

(1)禁带的宽度；  

(2)导带底电子的有效质量和价带顶空穴的有效质量；  

(3)电子由价带顶激发到导带底时，准动量的变化；  

(4)在外电场作用下，导带底的电子和价带顶空穴的加速度；  

(5)设晶格常数 a = 0.25nm，外电场 E = 100v/m，请求出空穴自价带顶漂移到

k0 处所需的时间。  

解：  

(1) 禁带的宽度： min maxε ε ε= −g c v  

由极值条件  dE/dk=0 得：  

导带底
d 0
d

c

k
ε = ，

a
kkc

π
4
3

4
3

0 == ， mincε =
22 π

4
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

am
；  

价带顶
d 0
d

v

k
ε = ， 0=vk ， maxvε =

22 π
6

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

am
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禁带的宽度为：

22

min max
π

12g c v m a
ε ε ε ⎛ ⎞= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

   (2) 导带底电子的有效质量：  

2

* 2 2

1 1 d
d

ce km k
ε⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ m3

8
，

8
3

*
mme =  

价带顶空穴的有效质量：  

2

* 2 2

1 1 d
d

ve km k
ε⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ m

6− ，
6

*
mme −= ，  

所以，价带顶空穴的有效质量为：  
6

**
mmm eh =−=  

   (3) 电子由价带顶激发到导带底时，准动量的变化  

3 π
4c vp k k

a
⎛ ⎞∆ = − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

(4)在外电场作用下，导带底的电子和价带顶空穴的加速度 
*F m a= ,   *

e eeE m a− =  

导带底的电子的加速度： *e
e

eEa
m

= − 8
3
eE
m

= − 价带顶空穴的加速度：

*h
h

eEa
m

= 6eE
m

=  

(5)设 a=0.25nm，E=100v/m，请求出空穴自价带顶漂移到 k0 处所需的时间。

d( )
d

hk eE
t

=  

d d ht k
eE

=
π

0

πda
ht k

eE eE a
∆ = =∫  

36. 类金属交叠的能带为  

2 2

1 1 1
1

2 2
0

2 2 0 2
2

( ) (0) , 0.18
2

( )( ) ( ) , 0.06
2

kE k E m m
m

k kE k E k m m
m

⎧
= − =⎪

⎪
⎨

−⎪ = + =⎪⎩

 

其中，E1(0)为带 1 的带顶，E2(k0)为带 2 的带底，m 为电子的静止质量。交叠

部分 E1(0) - E2(k0) = 0.1 eV。由于能带交叠，能带 1 中的部分电子转移到能带

2，而在能带 1 中形成空穴，计算 T = 0 K 时费米能级的位置。  

解：依题意 ,可令单位体积的能态密度为： 
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1 1* 3 2 2
2 3

1( ) [2( ) ]g E m E
π

=  

假设能带 1 中空穴距费米面为 δp，形成空穴数目为 p,则 : 

3 31 13 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12 30 0

1( ) (2m ) (m )p p

pp g E dE E dE k
δ δ

δ
π

= = =∫ ∫  

同理 ,假设能带 2 中电子距费米面为 δn，电子数目为 n,则 : 

3 31 13 2 2 2 2
2 2 2 2 2 22 30 0

1( ) (2 ) ( )n n

nn g E dE m E dE k m
δ δ

δ
π

= = =∫ ∫  

空穴数目 p 等于电子数目 n,则 : 

3 3 3 3
2 2 2 2

1 2( ) ( )p nk m k mδ δ=  

又因为  

0.1n p eVδ δ+ =  

联立得 : 

0.075 , 0.025n peV eVδ δ= =  

37. 由二价原子组成的二维晶体 ,原胞基矢分别为 a = ai，b = bj，如果晶格周期势

为： 0
2 2( , ) 2 [cos( ) cos( )]x yV x y V

a b
π π= − +  

(1)求倒格子原胞的基矢、画出第一布里渊区和第二布里渊区；  

(2)在近自由电子模型下 ,给出沿 kx 方向的第一能带和沿 ky 方向的第二能带交

叠的条件。  

解： (1)由正、倒格子原胞基矢的关系： 
2i j ija b πδ=i  

可得倒格子原胞的基矢为： 

1 2
2 2,b i b j
a b
π π= =  

所以倒格子仍是二维矩形格子。 

在倒格子空间中以任意一个倒格点为原点，做原点和其他所有倒格点连线的中

垂面(或中垂线)，这些中垂面(或中垂线)将倒格子空间分割成许多区域，这些区

域称为布里渊区。由此可画出第一布里渊区和第二布里渊区。 
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(2) 

0
2 2( , ) 2 [cos( ) cos( )]x yV x y V

a b
π π= − +  

2 2 2 2

0[ ]
i i r i i r i j r i j r

a a b bV e e e e
π π π π• − • • − •

= − + + +  

2 2 2 2

0[ ]
i x i x i y i y

a a b bV e e e e
π π π π− −

= − + + +  

由此可知在近自由电子模型下,沿 kx 方向的第一能带带隙为： 

02gaE V=  

沿 ky 方向的第一能带带隙为： 

02gbE V=  

在近自由电子模型下,沿 kx 方向的第一能带带顶的能量为： 

2 2
2 2

02

( )

2 2 2
ga

a

EaE V
m ma

π
π= − = −  

沿 ky 方向的第二能带带底的能量为： 

2 2
2 2

02

( )

2 2 2
gb

b

EbE V
m mb

π
π= + = +  

所以在近自由电子模型下,给出沿 kx 方向的第一能带和沿 ky 方向的第二能带交叠

的条件是： 

2 2 2 2

0 02 2 0
2 2a bE E V V

ma mb
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = − − + >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 2 2

02 2

( ) 2 0
2

b a V
ma b

π −
⇒ − >  
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2 2
0

2 2 2 2

4m Vb a
a b π
−

⇒ >  

38. 证明如下关系  

( )
,

1
m lik R R

m l
k

e
N

δ⋅ − =∑  

证明：显然，如果 m = l，则因为波矢的取值在第一布里渊区和原胞数目 N 相同，

上式显然成立，即  

( )1 1m lik R R

k

e
N

⋅ − =∑  

如果 m ≠ l，则令布拉维格矢 

1 1 2 2 3 3m l sR R R s a s a s a− = = + +  

因为波矢  

31 2
1 2 3

1 2 3

ll lk b b b
N N N

= + +  

所以  

3 31 1 2 2

1 2 3

22 2( )m l s
l sl s l sk R R k R

N N N
ππ π− = = + +i i  

因而 

3 31 1 2 2 31 2
31 2

1 1 3

31 2
31 2

31 2

1 2 3

1 2 3

22 2
( )

1 1 1

22 2

2 2 2

1 1

1 1 1 1 0
1 1 1

m l

l sl s l s NN N ii i
ik R R NN N

l l lk

ss s i Ni N i N
NN N

s s si i i
N N N

e e e e
N N

e e e
N

e e e

ππ π

ππ π

π π π

−

= = =

=

− − −= =
− − −

∑ ∑ ∑ ∑i

ii i

i i

 

得证。 

39. 试证明，在用 δ 函数所描述的一维周期势场 0( ) ( )
n

V x aV x naδ
+∞

=−∞

= −∑ 中，单电

子的能量由克龙尼克 -潘纳 (Kronig-Penney)关系决定，即  

2
0
2

sincos cosma V aka a
a
α α

α
= +  

其中，
22 /mα ε= ，a 为晶格常数，k 为波矢。  

证明：由题意可知，布洛赫电子的薛定谔方程可以写成  
2 2

02 ( ) ( ) ( )
2 n

d aV x na x E x
m dx

δ ψ ψ
+∞

=−∞

⎡ ⎤
− + − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑  
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将方程在区间 [-δ, δ]上求积，并令 δ 趋于零。由于能量 E 和波函数 Ψ(x)都是有限

的，，方程变为  

0
2

2( 0) ( 0) (0)maVψ ψ ψ′ ′+ − − =         （1）  

由于，我们取的势能 V(x)具有反演对称性，因此，如果 Ψ(x)是方程的解，Ψ(-x)

也是方程的解。用 Ψ(x)，Ψ(-x)的和与差，我们可以构成对称的和反对称的波函数

f1(x)和 f2(x). 

在势阱内部 V=0，因此有 φ(x)=Asinαx+Bcosαx 形式的解，其中  

2

2mEα =  

由于势垒的厚度为零，φ(x)也是整个方程的解。这样，方程的对称和反对称的特

解可选为  

1

cos ( ) 0 / 2
( )

cos ( ) / 2 0
x c x a

f x
x c a x

α
α

+ ≤ ≤⎧
= ⎨ − + − ≤ ≤⎩

 

2 ( ) sinf x xα=  

f1(x)和 f2(x)都应满足方程（1）。将 f1(x)代入方程（1）可得常数 c 应满足  

0
2

maVtg cα
α

= −               （2）  

f1(x)和 f2(x)是线性独立的，因此布洛赫电子的任一波函数可写成  

1 2( ) ( ) ( )x Af x Bf xψ = +  

根据布洛赫定理，波函数应满足边界条件  

( ) ( )
2 2

ikaa aeψ ψ= −  

( ) ( )
2 2

ikaa aeψ ψ′ ′= −  

由于 f1(x)是偶函数， f2(x)是奇函数，所以有  

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

ika

ika

a a a aAf Bf e Af Bf

a a a aAf Bf e Af Bf

⎧ ⎡ ⎤+ = −⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤⎪ ′ ′ ′ ′+ = − +⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

化简得  

2 1

1 2

( ) 1 ( ) 1
2 2

( ) 1 ( ) 1
2 2

ika ika

ika ika

a aBf e Af e

a aAf e Bf e

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪⎪
⎨
⎪ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪⎩

               （3）  



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 72

两式相乘得  

( ) ( )2 2

1 2 2 11 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
2 2 2 2

ika ikaa a a ae f f e f f′ ′− = +  

两边同时除以 eika，并将 f1(x)和 f2(x)代入（3）式得  

2 2

2 2 2 2cos ( ) cos sin ( )sin
2 2 2 2

ika ika ika ikaa a a ae e c e e cα αα α
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

化简得  

cos ( )cos
cos

a cka
c

α
α
+=  

利用（2）式可得  

2
0
2

sincos cosma V aka a
a
α α

α
= +  

得证。  

第四章 晶格振动和晶体的热学性质 

 

1. 什么是简谐近似？试写出一维单原子链晶格振动波的色散关系并证明之。采用

周期性边界条件讨论波矢 q 的取值，并说明它和介质弹性波波矢取值的差异。 

答：离子实之间的关联作用，使晶格的薛定谔方程变成多体问题。对于这样

的多体问题，利用离子实对平衡位置偏离很小这一事实，对这种偏离作级数展开。

级 数 展 开 后 ， 只 保 留 到 第 一 个 非 零 项 (2 次 项 ) ， 即 简 谐 近 似 (harmonic 

approximation)，相应的晶体称为简谐晶体。  

设一维单原子链中，原子间距 (晶格常量 )为 a，布拉维格子的格矢 Rn = na，

总长为 L = Na，N 为原子总数，原子质量为 M。则一维单原子链晶格振动波的色

散关系为  

1( ) 2 sin
2

q qa
M
βω =  
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图  一维单原子链的平衡位置和瞬时位置  

 

在简谐近似下，并且只考虑 近邻原子间的相互作用，则运动方程为：  

1 1[ 2 ]n n n nMu u u uβ + −= + −  

方程的解应有波的形式。设解为  
( )( ) i q n a t

nu t A e ω−=  

代入运动方程，得  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 12 2 i q n a t i q n a ti qna t i qna tM Ae Ae Ae Aeω ωω ωω β − − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ⎣ ⎦ ⎣ ⎦− = − − −  

整理得  
2 (2 )iaq iaqM e eω β −= − −  

即  

2 22 (1 cos ) 4 sin
2

qaM qaω β β= − =  

解得  

1( ) 2 sin
2

q qa
M
βω =  

此即为色散关系。  

波 矢 q 的 取 值 由 边 界 条 件 来 定 。 采 用 周 期 性 边 界 条 件 或 波 恩 - 卡 门

(Born-Karman)边条件，因而有  

( ) ( )n n Nu na u na Na+= +  

因而  
( ) [ ( ) ]i qna t i q na Na tAe Aeω ω− + −=  

亦即  

1 cos( ) 1 2iqNae qNa qNa lπ= ⇒ = ⇒ =  

所以波矢 q 的取值为  

2 l bq l
Na N
π= =  

这里 l 为整数，b = 2π/a 为一维单原子链的倒格子基矢。可见在周期性边界条件下，

波矢的取值是量子化的。我们知道弹性波在介质中的波矢是连续的，因而，波矢

取值的这种差异是格波和弹性波的区别之一。  

为了保证 q 取值的单值性应将 q 的取值限制在简约布里渊区内，即  

q
a a
π π
< ≤−  

在这范围之外的波矢，可以通过平移一定的倒格矢移入第一布里渊区内，但不再
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提供任何新的晶格振动模。因此，有物理意义的波矢 q 的取值是有范围的，这是

格波和介质弹性波的又一个差异。通常把第一布里渊区内的波矢称为简约波矢。  

2. 什么是声学支？什么是光学支？它们是如何命名的？声学支和光学支中原子

振动各有什么特点？出现光学支的条件是什么？  

答：设三维无限大的晶体，每个原胞 (含一个格点 )中有 p 个原子，当波矢 0q → 时，

( ) , ( 1, 2,3)Ai Aiv q q iω = = ，这 3 支格波称为声学支格波，描述原胞的整体振动，与

弹性波一致；其余的 (3p-3)支格波称之为光学支格波，它们在长波近似下，描写 p

个子晶格的相对振动，且原胞的质心保持不动。显然，对于 p = 1 的简单晶格，

只存在声学支。  

由于长波极限下，波长 λ = 2π/q 远大于晶格常数 a，此时，分立的格点可近

似为连续分布，所以导致频率 ω 与波矢 q 的关系和声波在介质中的传播类似，从

而把长波极限称为声学支 (acoustic branch)，每一组 (ω，q)所对应的振动模式也相

应的称为声学模 (acoustic mode)。  

光学支名字的由来，是由于对于离子晶体来说，长波极限下，与 ω+对应的两

种原子的振动方向相反，出现极化现象，所以，这种振动类似于振荡电偶极矩，

可以和同频率的电磁波相互作用，引起共振吸收。在实际的离子晶体中，会导致

强烈的远红外吸收，因而，称 ω+为光学支。  

对于长声学波，相邻的两个轻、重原子的位移相同，原胞内的不同原子以相

同的振幅和位相作整体运动。因此，可以说，长声学波代表了原胞质心的运动。

而对于长光学波，相邻的两个轻、重原子的位移相反，MA + mB = 0，所以原胞的

质心保持不动，亦即长光学波代表原胞中两个原子的相对振动。  

只有复式晶格才可能出现光学支。  

3. 三维晶体中包含有 N 个原胞，每个原胞有 n 个原子，该晶体晶格振动的格波

简正模式总数是多少？其中声学波和光学波各有多少？  

答：晶体中包含有 N 个原胞 ,每个原胞有 n 个原子 ,该晶体晶格振动的格波简正模

式总数是 3nN, 其中声学波有 3N,光学波有 (3n-3)N 
4. 金刚石结构有几支格波？几支声学波？几支光学波？设晶体有 N 个原胞，晶

格振动模式数为多少？  

答：对于金刚石结构的三维晶体，由于金刚石结构为复式格子，每个原胞有 2 个

原子，所以晶体中格波的支数等于原胞内原子的自由度数为 6，其中 3 支声学

波，3 支光学波。晶体有 N 个原胞，晶格振动模式数为 6N. 

5. 以一维连续介质为例，说明长声学波与弹性波的一致性。  

解：对于一维连续介质，设 x 点的位移为 u(x)； (x+dx)点的位移为 u(x+dx)，

因此，连续介质因位移而引起的形变 (应变 )为  
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( ) ( ) ( )u x dx u x du x
dx dx

+ − =  

设介质的弹性模量为 c，则因形变而产生的恢复力为  

( )( ) du xF x c
dx

=  

同理在 (x-dx)点，因形变而产生的恢复力为  

( )( ) du x dxF x dx c
dx
−− =  

考虑介质中 x 点与 (x+dx)点间长度为 dx 的一段。设一维介质的质量线密度为 ρ，

则长度为 dx 的一段介质的质量为 ρ dx，而作用在长度为 dx 的一段介质上有两个

方向相反的恢复力 F(x)及 F(x-dx)，因此这段介质的运动方程为  

2

2

( , ) ( ) ( )d u x tdx F x F x dx
dt

ρ = − −  

从而  
2

2

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x dx tdx c
t x x

ρ ∂ ∂ ∂ −⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 

亦即  

2 2

2 2

( , ) ( , )u x t u x tc
t x

ρ ∂ ∂=
∂ ∂

 

这是标准的波动方程。其解为  
( )

0( , ) i qx tu x t u e ω−=  

式中 ω 及 q 分别为介质弹性波的圆频率和波矢。把它代入波动方程可得  

2 2c qω
ρ

=  

由此可得弹性波的传播相速度  

cv
q
ω

ρ
= =弹  

对于简单情形，介质的弹性模量 c 相当于杨氏模量。  

把上述的讨论用于原子间距为 a/2 的一维复式格子，应变为  

1( )
/ 2

m mu udu x
dx a

+ −=  

式中 um+1 及 um 分别为第 m+1 个和第 m 个原子的位移，a 是晶格常数。因此恢复

力可写为  

1

/ 2
m mu uF c
a
+ −= i  
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此外，因第 m+1 个原子的位移而引起的对第 m 个原子产生的恢复力可写为  

1( )m mF u uβ += −  

两式比较可得弹性模量 c 与恢复力常数 β 之间的关系  

/ 2c aβ=  

对于一维复式格子，质量密度为  

m M
a

ρ +=  

所以，一维复式格子弹性波的传播相速度  

1
2

2( )
cv a

m M
β

ρ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
弹

 

和一维复式格子长声学波的波速完全一致。因而对于长声学波，晶格可以看作连

续介质。  

6. 试解释离子晶体中的长光学波又称为极化波的原因。  

答：在离子晶体中，由于光学波中描述的是原胞内的正、负离子之间的相对

运动，所以当波长很长时，在半个波长内就已经包含了许多原胞。在两个波节之

间同种电荷的离子位移方向相同，异性电荷离子位移方向相反，因此波节面就将

晶体分成许多薄层，在每个薄层里由于异性电荷离子位移方向相反而形成了退极

化场，这样晶体中出现宏观极化，所以，离子晶体的长光学波又称为极化波。  

7. 写出黄昆方程并说明各个符号的意义；指出黄昆方程的意义。  

答：黄昆方程为  

11 12

21 22

W b W b E
P b W b E

⎧ = +
⎨ = +⎩

 

方程中 ,P 代表晶体的极化强度 ,E 为宏观电场 ,W 为折合位移 (与正、负离子的相对

位移有关 ),bij 为待定系数 . 

黄昆方程的物理意义很明显，方程中的第一式代表振动方程，b11W 为准弹性

恢复力，b11 相当于离子本征振动频率平方的负值，b12E 表示电场 E 附加了恢复

力。方程中的第二式代表极化方程，b21W 表示离子位移引起了极化，b22E 表示电

场 E 附加了极化。  

8. 什么是 LST(Lyddane-Sachs-Teller)关系，由该关系可以解释哪些现象？  

答：LST(Lyddane-Sachs-Teller)关系为  
2

0
2

0

T

L r

ω ε
ω ε

∞=  

由 LST 关系，可得如下结论：  

(1) 由于静电介电常数 εr 恒大于光频介电常数 ε∞，所以，长光学纵波的频率 ωL0
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恒大于长光学横波的频率 ωT0。这是由于长光学纵波伴随着一个宏观电场，增加

了纵向振动的恢复力，因此提高了纵光学波的频率 ωL0。同时，这意味着在长光

学纵波的频率 ωL0 和长光学横波的频率 ωT0 之间形成一个频率禁区，在 ωT0<ω<ωL0

频率范围内的电磁波不能在晶体中传播，几乎全部被晶体表面反射掉，因而在反

射率和波长的关系上出现反射峰。例如，实验发现在 NaCl 晶体对红外光的反射

率与波长关系曲线中就出现了一个平缓的峰值区，如图所示，证明了上述分析的

合理性。不过，对于实际晶体，由于总存在耗散，并且随温度升高，其耗散变大，

所以一般不会出现百分之百的反射率。  

 
 

图  氯化钠晶体的反射率与波长的关系  
 

(2) 当 ωT0 → 0， εr  → ∞，而 εr  → ∞意味着晶体内部出现自发极化，所以把趋

于零的 0Tω 称为光学软模。由 LST 关系发展出来的自发极化理论，现在叫做铁电

的软模理论。由于长光学波是极化波，所以长光学波声子称为极化声子。此外，

只有长光学纵波才伴随着一个宏观的极化电场，因此极化声子主要是指纵光学声

子。  

9. 为什么 NaCI 晶体对红外光的反射率与波长关系曲线中会出现一个平缓的峰值

区？  

答：由于静电介电常数 εr 恒大于光频介电常数 ε∞，所以，长光学纵波的频率 ωL0

恒大于长光学横波的频率 ωT0。这是由于长光学纵波伴随着一个宏观电场，增加

了纵向振动的恢复力，因此提高了纵光学波的频率 ωL0。同时，这意味着在长光

学纵波的频率 ωL0 和长光学横波的频率 ωT0 之间形成一个频率禁区，在 ωT0<ω<ωL0

频率范围内的电磁波不能在晶体中传播，几乎全部被晶体表面反射掉，因而在反

射率和波长的关系上出现反射峰。例如，实验发现在 NaCl 晶体对红外光的反射

率与波长关系曲线中就出现了一个平缓的峰值区，如图所示，证明了上述分析的

合理性。不过，对于实际晶体，由于总存在耗散，并且随温度升高，其耗散变大，

所以一般不会出现百分之百的反射率。  
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图  氯化钠晶体的反射率与波长的关系  

（长光学波与红外光发生共振吸收，不应该出现反射峰，反射峰的出现显然是由

于没有吸收，而此时只能是对应长光学波的纵波与横波之间的禁带中。）  

10. 简述简正坐标及其作用。  

答：由于原子坐标描写的运动是相互耦合的，不便于量子化处理。为此要寻

求一个适当的正交变换 (使得相互关联的交叉项为零 )，将原子坐标转换为一组新

的坐标 Qj， j = 1，2，…，3N，使得动能和势能函数同时对角化。这组新的坐标

就称为简正坐标。  
3 3

2 2 2

1

1
( ) ( )

2

N N

j j j j
j j

H H Q Q Qω
=

= +=∑ ∑  

也就是经过简正坐标变换后，可使得哈密顿矩阵元对角化，从而使问题简化。  

11. 什么是简正模？什么是格波？格波和弹性波之间有什么区别？  

答：每个谐振子以特定的频率 ω j 振动，它描述体系的集体振动，是 3N 个原

子坐标 η i 同时参与的振动，常称为体系的一个简正模。由于晶格的不连续性，波

的振幅只在格点的原子上有定义，称为格波。  

在固体中晶格振动波的波矢只能取分立的值 ,而介质弹性波的波矢是连续的 ,这是

两者的差异之一 . 有物理意义的格波波矢 q 的取值是有范围的 ,常限制在第一布里

渊区内，这是和介质弹性波的差异之二。  

12. 什么是声子？它与光子有什么相似之处与不同之处？声子有没有物理动量？  

答：声子是晶格振动的能量量子，模的角频率为 ωs(q)的声子能量为 ħωs(q)，波矢

为 q 的声子的准动量 (或称晶体动量 )为 ħq。声子和光子都遵从玻色统计 ,属于玻色

子 ,它们所携带的能量均可用 ħω 表示 ,没有静止质量 ,这是它们的相似之处 . 

声子和光子描述的对象不同 . 光子是用来描述电磁波的 ,在电磁场理论中 ,正则模

为 ω 的电磁辐射 ,其能量是 (n+1/2) ħω,把角频率为 ω 的能量量子称为光子 ,n 可以

认为是光子数 . 

声子是描述晶格振动的能量量子 ,是晶格集体激发的玻色型准粒子 . 声子只

能存在于晶体中 ;而光子可在真空中传播 . 光子与晶体的非弹性散射可以看成是

光子与声子的相互作用 ,因而 ,可以利用光子与晶体的非弹性散射测定声子谱 . 
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由于声子代表的是晶格振动的一种力学状态 ,声子坐标涉及到的只是原子的相对

坐标 ,所以 ,声子并不携带物理动量 . 声子的动量 ħq 应指准动量 .声子代表的状态其

平均的质量迁移等于零 . 

拿一维单原子链来说，与平移自由度有关的物理动量是  

( )n
n

dP M u t
dt

= ∑  

M 为原子质量，un 为第 n 格点上的原子相对平衡位置的位移。  

当一维单原子链载有一种波矢为 q 的声子时，其系统单模激发的原子位移是  
[ ]( ) ( )i qna t iqna

nu t Ae u t eω−= =  

从而晶体的物理动量  

,0
( ) ( )iqna

q
n

du t du tP M e M N
dt dt

δ= =∑  

其中，利用了关系式  

( )
,

1 i q q na
q q

n
e

N
δ′−

′=∑  

所以，一维单原子链晶体的全部物理动量来源于 q = 0 的这一模式，其它所有

声子模式对物理动量没有贡献。而 q = 0 对应的模式是没有声子的情形，所以，

声子并不携带物理动量。  

13. 简述晶体比热的德拜模型和爱因斯坦模型。  

答：德拜模型的主要思想是把晶体视为各向同性的连续弹性介质，格波视为弹

性波，所以频率和波矢之间的色散关系应是线性关系，即 cqω= ；有一支纵波两

支横波；晶格振动频率在 0~ωD 之间 (ωD 为德拜频率 )。  

爱因斯坦模型认为晶体中原子的振动是相互独立的，所有原子都具有同一频

率ωE。设晶体由 N 个原子组成，因为每个原子可以沿三个方向振动，共有 3N 个

频率为ωE 的振动。ωE 称为爱因斯坦频率。  

14. 什么是德拜球？试给出德拜模型下晶格振动色散关系的表达式，说明德拜模

型在解释晶格比热温度关系上有哪些成功和不足，并说明其原因。  

答：晶格振动频率在0~ωD之间的假设，亦即截止频率的假设，实际上是把对第一

布里渊区的积分改成对半径为  

/D Dq cω=  

的球的积分。球的半径为 大波矢，球体积应该与第一布里渊区体积相等，包含 N

个许可的波矢，称为德拜球。德拜模型下的色散关系应是 cqω= 。  

低温时德拜模型下晶格比热与 T3 成正比，这个规律称为德拜 T3 定律 (Debye’ s 

T3-law)。温度越低，理论与实验吻合的越好。所以德拜模型成功解释了极低温下晶



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 80

格比热温度关系 (T3 定律 ),极低温下只有长波声子被激发 ,所以符合弹性波近似条件 .

而在解释较高温度下晶格比热温度关系上并不够严格 . 

15. 什么是声子态密度？写出声子态密度的一般表达式。求出一维单原子链晶格

振动波的声子态密度函数，并作图表示出它和频率的关系。  

答：定义单位频率间隔内的振动模的数目，即  

0
( ) limg

n
ω

ω
ω∆ →

=
∆⎛ ⎞

⎜ ⎟∆⎝ ⎠
 

为晶格振动的模式密度，或频率分布函数，也称为声子态密度。其中△n 为ω ~ △

ω间隔内晶格振动模的数目。声子态密度可以表示为  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

3

3
1

2

2
1

1

(3 )
2

(2 )
2

2 (1 )
2

p
c

s
q

p

s
q

p

V ds D
q

dlSg D
q

L D
d q dq

α

α

α α

ω

α α

α α

ωπ

ω
ωπ

π ω

=

=

=

⎧
⎪

∇⎪
⎪
⎪= ⎨

∇⎪
⎪
⎪
⎪⎩

∑ ∫

∑ ∫

∑

 

一维单原子链晶格振动波的声子态密度函数为  

( )1
( )

2
2π

p

g
L L

cd q dqα α

ω
πω=

= =∑  

16. 晶格振动与晶体的哪些宏观物理性质有关，研究晶格振动的实验方法有哪

些？  

答：晶格振动与晶体的热学性质 (热容、热传导和热膨胀等 )、光学性质 (晶体的光

吸收和光发射等 )、电学性质 (电导、霍尔效应和超导等 )等宏观物理性质有关 ,研究

晶格振动的实验方法有中子的非弹性散射、光子散射、X 射线散射等 . 

17. 什么是 N 过程？什么是 U 过程？简述晶格中不同简正模的格波之间达到热平

衡的物理原因。  

答：设两个相互碰撞的声子的频率和波矢分别为ω1、q1 和ω2、q2；而第三个

声子的频率和波矢为ω3、q3，对于该三声子过程，则有  

1 2 3

1 2 3 1 2 3q q q q q q
ω ω ω+ =⎧

⎨ + = ⇒ + =⎩
           （1）  

由于晶格振动的状态是波矢的周期函数，即 q 态和 q+Gh 态等价。因此还有如下

等效关系  

1 2 3

1 2 3 1 2 3h hq q q G q q q G

ω ω ω+ =⎧⎪
⎨

+ = + ⇒ + = +⎪⎩
          （2）  
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实际情况确实存在上述两种对应关系，比如在研究热阻时，发现两个同向运动的

声子相互碰撞，产生的第三个声子的运动方向与它们相反，即运动方向发生倒转。

因此两个声子的碰撞过程可以满足 (1)式，也可以满足 (2)式。前者称为正常过程

(normal process)或 N 过程；后者称为倒逆过程 (Umldapp process)或 U 过程，也叫

反转过程。  

晶格中不同简正模的格波之间达到热平衡的物理原因主要是由于非简谐相互

作用项的存在 ,将不同格波模耦合在一起 ,交换能量 .亦即声子、声子之间出现相互

作用 .倒格矢不为零的 U 过程 ,会使得两个声子耦合成的第三个声子与原来声子的

运动方向相反 ,从而阻碍热流 . 

18. 晶体热导率随温度变化关系曲线上的峰值反映了哪些信息？  

答：晶体热导率随温度变化曲线上的峰值对应德拜温度 ΘD，标志着 N 过程向 U

过程的过渡。  

19. 写出格律乃森方程，说明各个量的含义。其中格律乃森常数与什么因素有关？

与什么因素无关？  

答：格律乃森方程为  

1equ equ

qs
qsT T

U U
P

V V V V
εε γ γ∂ ∂

= − + = − +
∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

也称为晶体的状态方程。其中 P 是压强，V 是晶体体积，Uequ(V)是 T = 0K 时晶格

的内能， qs
qs

ε ε=∑ 为晶格振动总能量。 γ 是格律乃森常数，它与晶格的非线性振

动有关，与 ωs 无关。  

20. 写出格律乃森定律，说明各个量的含义。试由格律乃森定律解释晶体的热膨

胀系数 α 与温度的关系？  

答：格律乃森定律为  

VC
VK
γα =  

其中，α 是热膨胀系数， γ 是格律乃森常数，CV 是晶体比热，V 是晶体体积，K

是晶体体积弹性模量。  

对于简谐近似来说，格律乃森常数 γ = 0。导致热膨胀系数 α 为零，所以晶体

无热膨胀现象。热膨胀是非简谐效应，热膨胀系数 α 可作为检验非简谐效应大小

的尺度，同样格律乃森常数 γ 也可用作检验非简谐效应的尺度。由格律乃森定律

可知热膨胀系数 α 与晶格比热 CV 成正比，所以高温下，当 T>>ΘD 时，晶体比热

CV 为常数，导致热膨胀系数 α 为常数；在很低温度下，T<<ΘD 时，晶格比热 CV∝  

T3，所以热膨胀系数 α∝ T3；在更低温度 (10K 左右 )，对于金属，由于电子气的作

用，热膨胀系数 α∝ T。 



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 82

21. 一维无限长双原子链，原子质量为 m 和 M，且 m<M。原胞长为 a，恢复力系

数为 β。试写出一维双原子链晶格振动波的色散关系，标出光学支和声学支，

并给出证明。说明当 m = M 时，色散关系回到一维单原子链情况。  

解：质量为 M 的原子编号为 :··· n-1,1、  n,1、n+1,1、 ···质量为 m 的原子编号

为 :··· n-1,2、  n,2、n+1,2、 ···设  ,1 ,2n nu u、 是相应于原子 M、m 在沿链方向对其平

衡位置的偏离  

只考虑 近邻原子的相互作用，则有： ( ),1 ,2 1,2 ,12n n n nMu u u uβ −= + −  

( ),2 1,1 ,1 ,22n n n nmu u u uβ += + − 取解的形式为  

( )
,1

( )
,2

i qna t
n

i qna t
n

u Ae

u Be

ω

ω

−

−

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

入运动方程得：
( )

( )
2

2

( 2 ) 1 0

1 ( 2 ) 0

iqa

iqa

M A e B

e A m B

ω β β

β ω β

−⎧ − + + =⎪
⎨

+ + − =⎪⎩
上式看成是以 A、B 为未知数的

线性齐次方程 . 有非零解的条件为系数行列式为零：
( )

( )
2

2

2 1
0

1 ( 2 )

iqa

iqa

M e

e m

ω β β

β ω β

−− +
=

+ −
 

4 2 2 2 12 ( ) 4 sin 0
2

Mm M m qaω β ω β ⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2ω解关于 的一元二次方程得： 

1
2

2 2
2

4 1( ) 1 1 sin
( ) 2

m M mMq qa
mM m M

ω β±

⎧ ⎫
⎡ ⎤+ ⎪ ⎪⎛ ⎞= ± −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥+ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

这就是所求的色散关系。

ω+对应光学支，ω-对应声学支。当 m =M 时，色散关系变成：

1
2

2 2
2

4 1( ) 1 1 sin
( ) 2

m M mMq qa
mM m M

ω β±

⎧ ⎫
⎡ ⎤+ ⎪ ⎪⎛ ⎞= ± −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥+ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

2 (1 cos )
2

qa
M
β= ±  

2 24 cos
4

qa
M
βω+ ≈ ,  2 24 sin

4
qa

M
βω− ≈  

这与点阵常数为 a/2 的一维单原子链的色散关系一致 . 
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22. 一维单原子链，原子质量为 m，原子间距为 a， 近邻和次近邻原子间的相

互作用力常数分别为 α 和 β，计算声子的色散关系以及模式密度。  

解：依题意可写出运动方程：  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n nmx x x x x x x x xα α β β+ − + −= − − − − − − − −  

即：  

1 1 2 2( 2 ) ( 2 )n n n n n n nmx x x x x x xα β+ − + −= + − + + −  

选取简正模式解：  
( )i nqa t

nx Ae ω−=  

代入方程整理得到 : 
2 2 2( 2) ( 2)iqa iqa i qa i qam e e e eω α β− −− = + − + + −  

2 2 (1 cos ) 2 (1 cos 2 )m qa qaω α β= − + −  

2 (1 cos ) 2 (1 cos 2 )qa qa
m

α βω − + −=  

这就是本问题的色散关系。  

一维单原子链情况声子态密度 : 

( ) ( )
2

2π
Lg

d q dq
ω

ω
=  

因为  

( ); ( sin 2 sin 2 )aL Na d q dq qa qa
m

ω α β
ω

= = +  

所以  

( ) ( )
2

2π ( sin 2 sin 2 )
L m Lg

a qa qad q dq
ωω

π α βω
= =

+
 

23. 有一维双原子链，两种原子的质量分别为 M 和 m，且 M > m，相邻原子间的

平衡间距为 a，作用力常数为 β，考虑原子与链的一维振动：  

(1)求格波简正模的频率与波矢间的关系；  

(2)证明波矢 q 和 q + (mπ/a)(其中 m 为整数 )描述的格波是全同的。  

解： (1) 如图，链上的原子由其所属原胞数 n 及基元中的序号 p=1,2 来标记。其



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 84

中，质量为 M 的原子编号为···、n-1，1、n，1、n+1，1、··· ；质量为 m 的原

子编号为···、n-1，2、n，2、n+1，2、···。设 un ,1、un ,2 是相应于原子 M、m 在沿

链方向对其平衡位置的偏离。  

 

若只考虑 近邻原子的相互作用，则运动方程为  

( )
( )

,1 , 2 1 , 2 ,1

, 2 1,1 ,1 ,2

2

2
n n n n

n n n n

M u u u u

m u u u u
β

β
−

+

= + −

= + −
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 

取解的形式为  

( )
,1

( )
, 2

i q n a t
n

i q n a t
n

u A e

u B e

ω

ω

−

−

=

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

 

代入运动方程得  

( )
( )

2 2

2 2

( 2 ) 1 0

1 ( 2 ) 0

i qa

i qa

M A e B

e A m B

ω β β

β ω β

−⎧ − + + =⎪
⎨

+ + − =⎪⎩
 

上式看成是以 A、B 为未知数的线性齐次方程，有非零解的条件为系数行列式为

零，即  

( )
( )

2 2

2 2

2 1
0

1 ( 2 )

i qa

i qa

M e

e m

ω β β

β ω β

−− +
=

+ −
 

整理得 

( )4 2 2 22 ( ) 4 sin 0Mm M m qaω β ω β− + + =    

所以一维双原子链的 ω 与 q 满足  

( )
1
2

2 2
2

4( ) 1 1 sin
( )

m M mMq qa
mM m M

ω β±

⎧ ⎫
⎡ ⎤+ ⎪ ⎪= ± −⎨ ⎬⎢ ⎥+⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

 

这就是格波简正模的频率与波矢间的关系 ω (q) 

(2) 由格波简正模的频率与波矢间的关系 ω (q)可得：  

2 2( ) ( )q m q
a
πω ω± ±+ =  
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又,相因子: 

2 ( ) 2 2 2i na q m i naq i nm i naqae e e e
π

π+
= =  

显然相因子是 π/a 的周期函数，得证. 

24. 常用热中子与晶格振动的非弹性相互作用来研究晶格振动的色散关系 ω (q)，

请简要叙述其基本原理，并明确说明实验中测量哪些量，以及如何由此得出

色散关系 ω (q)。  

解：把晶格振动用准粒子—声子来描述,外部粒子和晶格相互作用后的能量和动量

的变化传递给了声子,则外部粒子和声子之间满足能量和动量守恒(下面为简单，

仅考虑一个声子的情况)。 

中子与晶体的非弹性散射作用，可以看成是中子与晶体中声子的相互作用，

对应中子吸收或发射声子的过程。且中子与声子之间的散射过程满足能量守恒和

准动量守恒。  

设入射中子流的动量为 P，能量为 ε =P2/2Mn；Mn 为中子质量。从晶体中出

射的中子流动量为 P/，能量为 ε /  =(P/)2/2Mn。则由能量守恒和准动量守恒得  
2 2

( )
2 2 s

h

n n

P P q G

p p q
M M

ω− = ±

′ − = ± +

′⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

其中，“+”号表示吸收一个声子，“ -”号表示发射一个声子。  

由于  

( ) ( )s s hq q Gω ω= ±  

且由动量守恒得  

( )
h

p p
q G

′± −
± =  

所以有  
2 2' ( )

2 2 s
n n

P P P P
M M

ω
′± −

= ± ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

实验中，固定入射中子流的动量 P，则相应的能量 ε =P2/2Mn 已知，然后测出

某一散射方向上的动量 P/，对应的能量为 ε /  =(P/)2/2Mn 可求，从而可得到一组频

率ω(q)和波矢 q。即得到了晶体声子谱中的一个点 (ωs(q)，q)，改变入射中子流的

动量大小 P，可测出多个 (ωs(q)，q)，从而得到该方向的谱线。改变晶体的取向，

探测的方向， 后可测出晶体的整个声子谱。  

25. 考虑一双原子链的晶格振动，链上 近邻原子间的力常数交替地等于 β 和 2β，

令原子质量相等，并且 近邻的间距是 a/2，试求在 q = 0 和 q = π/a 处的 ω (q)，

并粗略的画出色散关系。  
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解：设原子质量为 m，则振动方程为  

2 2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 2 1 2 1 2

2 ( ) ( )
( ) 2 ( )
β β
β β

+ −

+ + + +

= − − −⎧
⎨ = − − −⎩

n n n n n

n n n n n

mx x x x x
mx x x x x

 

整理得  

2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 2 2 1

(2 3 )
( 2 3 )

β
β

+ −

+ + +

= + −⎧
⎨ = + −⎩

n n n n

n n n n

mx x x x
mx x x x

 

设试探解为  

(2 )
2

2

[(2 1) ]
2

2 1

qai n t

n
qai n t

n

x Ae

x Be

ω

ω

−

+ −

+

⎧
=⎪

⎨
⎪ =⎩

 

代入运动方程，可得  

2 2 2

22 2

3( ) [2 ] 0

3[ 2 ] ( ) 0

β βω

β β ω

−

−

⎧
− − + =⎪⎪

⎨
⎪− + + − =⎪⎩

qa qai i

qa qai i

A e e B
m m

e e A B
m m

 

令
2
0

βω =
m

，从 A、B 有非零解的系数行列式等于零的条件可得  

2 2 2 4 2 2 2 2
0 0(3 ) [2 ][ 2 ] 0ω ω ω

− −
− − + + =

qa qa qa qai i i i
e e e e  

解得  

1
2 2 2

0 {3 [(9 4(cos 1)] }ω ω= ± + −aq  

0=q 时， 06 ; 0ω ω ω+ −= =  

π=q
a
时， 0 02 , 2ω ω ω ω+ −= =  

 

26. 对于原子间距为 a，由 N 个原子组成的一维单原子链，在德拜近似下  
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(1)计算晶格振动频谱；  

(2)证明低温极限下，比热正比于温度 T。  

解：（1）按照德拜模型 ,晶格振动频谱即格波的色散关系为  

cqω =  

由于德拜模型是一个连续弹性介质模型 ,有无穷个自由度 ,波矢取值可以没有限

制；但是对于晶体来说 ,由于自由度数目的限制 ,波矢取值应该存在一个 大波矢

qD,称为德拜波矢 . 且德拜波矢满足：  

3 *4
3 Dqπ = Ω (3 维情形 ) 

对于一维情形  

22 Dq
a
π=  

所以，德拜波矢为  

Dq
a
π=  

所以德拜截止频率为：  

D D
ccq
a
πω = =  

所以，一维单原子链在德拜近似下晶格振动频谱为： cqω = ，其中波矢取值为：  

0 aπ∼  

一维下 ,c 为长波长的纵波波速  

/c a Mβ=  

（2）一维情况下模式密度为：  

( ) ( )1

2
2π

p L Lg
cd q dqα α

ω
πω=

= =∑  

其能量为 : 

D

B
0

1 ( )d
2e 1k T

E g
ω

ω
ω ω ω ω

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∫  

热容量 : 

( )
( )

2

20 1

B
D

B

k T

V B k T
BV

e g dEC k
T k T e

ω
ω

ω

ω ωω⎛ ⎞∂= = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ −
∫  

作变量变换，令：  
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B

x
k T
ω=  

则有  

( )
2 2

20 1

D
xT

B
V x

Lk T e x dxC
c eπ

Θ
=

−
∫  

其中  

D
D

Bk
ωΘ =  

在低温极限下 , ( ) ,D VT CΘ →∞ 中的被积函数按二项式定理展成级数： 

( )
( )

2 22 2
2

1

1
1

x
x x nx

x n

e x x e e x ne
e

∞− −

=

= − =
−

∑  

则积分 : 

( )
2 2

2
2 20 0

1 1

12
31

x
nx

x n n

e x dx ne x dx
ne

π∞ ∞∞ ∞ −

= =

= = =
−

∑ ∑∫ ∫  

由此得到低温时晶格的热容量：  

2

3
B

V
L k TC

c
π=  

得证。  

27. 有 N 个原子组成的体积为 V 的晶体，在德拜近似下，设其声速为 v，试求出  

(1)晶格振动态密度函数 g(ω)，并绘出 g(ω)和 q 的关系曲线；  

(2)德拜频率和德拜温度，并简述其意义。  

解：（1）晶格振动态密度函数 g(ω) 

( )
( ) ( )

3

3
1

d
2π

p
c

s
q

V sg
qαα α

ω
ω=

=
∇∑ ∫  

按照德拜模型 , vqω = ,三支声学波 ,对应德拜球 .利用  

2
2

2

44

q

q v
d vdq

s q
vω

ω

ωω

πωπ

⎧
⎪ =
⎪
⎪∇ = =⎨
⎪
⎪

= =⎪⎩

 

可得  
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( )
( ) ( ) ( )

3
2

3 3 2 3
1

33
22 2

p
c c c

s s
q

V V Vds dsg
v vqα αα α

ω ω
πωπ π=

= = =
∇∑ ∫ ∫  

 

（2）德拜频率是德拜模型中的 高频率  

( )
0

3D g d N
ω

ω ω =∫
12 3
36π( )D

v N
V

ω⇒ =  

德拜温度  
12 3
36π( )D

D
B B

v N
k k V
ωΘ = =  

德拜温度是一个温度标准 ,反映了经典统计和量子统计适用的温度界限 ,低于

德拜温度 ,必须使用量子统计 . 

28. 对于金属铝，计算在什么温度晶格比热和电子比热相等。  

解：若晶格比热和电子比热相等则必须在低温下才可以 .我们知道低温下  
3

4

2

12
5

2

BV
D

BV
F

Tc n k

Tc n k
T

π

π

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟Θ⎪ ⎝ ⎠⎨
⎪
⎪
⎩

晶格 原子

电子 电子

=

=

 

所以二者相等时则有  

1
3 2

2

5
24

D

F

n
T

T nπ
⎛ ⎞Θ

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

电子

原子

 

对于金属铝 / 3n n =电子 原子 ,所以：  

1
2

0.252 D
D

F

T
T

⎛ ⎞Θ= Θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

29. 考虑一个全同原子组成的平面方格子，用 ul ,m 记第 l 列、第 m 行的原子垂直

于格平面的位移，每个原子质量为 M， 近邻原子的力常数为 β。  

(1)证明格点的运动方程为  

2 2
, 1, 1, , , 1 , 1 ,( ) [( 2 ) ( 2 )]l m l m l m l m l m l m l mM d u dt u u u u u uβ + − + −= + − + + −  

(2)设解的形式为  

, (0)exp[ ( )]l m x yu u i lq a mq a tω= + −  
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这里 a 是 近邻原子的间距，证明运动方程是可以满足的，如果  

2 2 (2 cos cos )x yM q a q aω β= − −  

这就是问题的色散关系；  

(3)证明独立解存在的波矢 q 空间区域是一个边长为 2π/a 的正方形，这是平面

方格子的第一布里渊区。画出 q = qx、qy = 0 时和 qx = qy 时的 ω(q)图；  

(4)对于 qa << 1，证明  

1 1 12
2 2 22 2 2( ) ( ) ( )x y

a q q a M q
M
βω β= + =  

(5)在第一布里渊区中画出一些等 ω 线，其中包括通过点 qx = π/a、qy = 0 的；

并请标出 ω(q)的极大点、极小点和鞍点。  

解 :(1)对于如图所示的两个原子来说 ,它们之间的作用力为
2 2( ) ( )r zF u uβ= ∆ + ∆ ,

因此对于原子 M 来说 ,在 uz 方向的运动方程为：  
2

2 2
2 2 2

sin ( ) ( )
( ) ( )

z z
r z

r z

d u uM F u u
dt u u

θ β ∆= = ∆ + ∆ •
∆ + ∆

 

/( )z z zu u uβ β= •∆ = −  

Ur 代表 xy 平面内的一段位移，uz 代表垂直于 xy 平面方向的一段位移 . 

 

如图所示 ,对于平面点阵原子 M ( l ,m)来说 ,按照前面的分析 ,其运动方程应是 : 
2

,
1, , , 1, , 1 , , , 12

d
( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

d
l m

l m l m l m l m l m l m l m l m

u
M u u u u u u u u

t
β β β β+ − + −= − − − + − − −  

1, 1, , , 1 , 1 ,[( 2 ) ( 2 )]l m l m l m l m l m l mu u u u u uβ + − + −= + − + + −  

 

(2)设解的形式为：   

, (0)exp[ ( )]l m x yu u i lq a mq a tω= + −  

代入运动方程后 ,这时方程左边为：  
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2
,l mM uω= −左边  

, ,[ ( 2) ( 2)]y yx x iq a iq aiq a iq a
l m l mu e e u e eβ −−= + − + + −右边  

,2 [(1 cos ) (1 cos )]x y l mq a q a uβ= − − + −  

,2 (2 cos cos )x y l mq a q a uβ= − − −  

显然 ,如果    

2 2 (2 cos cos )x yM q a q aω β= − −  

则方程左边等于右边 ,且上式即为色散关系 . 

(3) 在表达式 , (0)exp[ ( )]l m x yu u i lq a mq a tω= + − 中 , 由于：   

1 2
2 2(0)exp [ ( ) ( ) ]x yu i l q n a m q n a t
a a
π π ω⎧ ⎫+ + + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

1 2(0)exp[ ( )]exp[ (2 2 )]x yu i lq a mq a t i ln mnω π π= + − +  

,(0)exp[ ( )]x y l mu i lq a mq a t uω= + − =  

这表明 qx、qy 的取值可以限制在 2π/a 以内 . 

由此我们可以取：  

;x yq q
a a a a
π π π π− < ≤ − < ≤  

也就是说 ,全部独立的解都落在 K 空间中一个边长为 2π/a 的正方形区域内 ,这就是

二维正方格子的第一布里渊区．令 q = qx、qy = 0,色散关系变成：  

 

2 22 4(1 cos ) sin
2

qaqa
M M
β βω = − =  

令 qx=qy,色散关系变成：  

2 24 8 2(1 cos ) sin
4xq a qa

M M
β βω = − =  

其中  

2 2
x yq q q= +  
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(4) 

2

cos 1
2
xx x ≈ −利用当 很小时，  

1qa∴ << 时  

22
2

2
2 2 2 2

2
2

( )( )2 [2 (1 ) (1 )]
2 2

[( ) ( ) ] [( ) ( ) ]

yx

x y x y

q aq a
M

aq a q a q q
M M

a q
M

βω

β β

β

≈ − − − −

= + = +

=

 

2 2a aq
M q M
β ω βω∴ = ⇒ =  

这样在 qa << 1 即振动的波长 λ>>a 的极限情况下 ,群速度是与 q 无关的常数．  

(5) 

( ) 2, 0 4 /x yq a q Mπ ω β= = =当 时，  

cos cos 0x yq a q a+ =  

即  

cos( ) cos( ) 0
2 2

x y x yq q q q
a a

+ −
=  

所以  

x yq q
a
π± = ±  

此方程给出第一布里渊区中的四条直线 AB,BC,CD,DA.对应等频线。由 (4)可知对

于 qa << 1，  
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2
2 2a q

M
βω =  

对应等频线为圆 . 

在布里渊区角隅 (1,1)a
π± ,我们引入 q ,且  

;x x y yq q q q
a a
π π= ± = ±∓ ∓  

这相当于是以 (1,1)a
π± 为中心计算的波矢，则满足：  

1, 1x yq a q a  

2 2 (2 cos cos )x yq a q a
M
βω∴ = + +  

22

2
2 2

( )( )2 [2 (1 ) (1 )]
2 2

8 [( ) ( ) ]

yx

x y

q aq a
M

a q q
M M

β

β β

≈ + − + −

= − +
 

这表明在布里渊区角隅 ,仍是以角隅为中心的园 .由： 
2 2 (2 cos cos )x yq a q a

M
βω = − −  

可知 ,ω 极大点在布里渊区角隅 (1,1)a
π± 。

8
m M

βω =  

极小点在中心 (0,0)： 0ω =  

鞍点位于：  

(1,0); (0,1);a a
π π± ±  

2 4 / Mω β=  

 

30. 有一简单立方晶体，晶格常数为 0.12 nm，弹性波速 Cl = Ct = 900m/s，求其

德拜频率。  

解：按照德拜模型 , cqω = ,三支声学波 ,对应德拜球 .利用  
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2
2

2

44

q

q c
d cdq

s q
cω

ω

ωω

πωπ

⎧
⎪ =
⎪
⎪∇ = =⎨
⎪
⎪

= =⎪⎩

 

可得  

( )
( ) ( ) ( )

3
2

3 3 2 3
1

33
22 2

p
c c c

s s
q

V V Vds dsg
c cqα αα α

ω ω
πωπ π=

= = =
∇∑ ∫ ∫  

德拜频率是德拜模型中的 高频率  

( )
0

3D g d N
ω

ω ω =∫
12 3
36π( )D

c N
V

ω⇒ =  

德拜频率 D Dcqω = 中的 c 实际上应该对应一支纵波波速  cL 和两支横波 cT .为此常

取为平均声速 . 

3 3 3

3 1 2

l tc c c
= +  

所以  

900 /l tc C C m s= = =  

对晶格常数为 0.12 nm 的简单立方晶体：  

29 3
3

1 5.787 10 /
c

N m
V a
= = ×  

所以  

( )
1

12 3
29 2 1336 6 5.787 10 3.14 900 2.9 10 /D

c

N c s
V
πω

⎛ ⎞
∴ = = × × × × = ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

此即为所求德拜频率 . 

31. 对一体积为 V 的晶体，求周期性边界条件允许的格波波矢 q 在 q 空间的分布

密度，以及在第一布里渊区 q 的取值总数；若为电子波，结果将如何？用德

拜近似求一维单原子链的热容 CV(T)的表达式，并证明在低温极限下，它与温

度 T 成正比。  

解：设晶体有 N 个原胞，原胞的基矢为：a1、a2、a3，沿基矢方向各有 N1、

N2、N3 个原胞。
n

u
sα

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

表示顶点位矢为 nR 的原胞内第 s 个原子离开平衡位置在 α

方向的位移。  

( ) ( ). .n s s n si R r q t i R q t
s s

n
u A e A e

s
α αω ω

α α α
⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦⎛ ⎞ ′= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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采用周期性边界条件，  

 

1, 2, 3 1 1 2 3

1, 2, 3 1 2 2, 3

1, 2, 3 1 2, 3 3

, ,

,

,

n n n n n N n n
u u u

s s s

n n n n n n N n
u u u

s s s

n n n n n n n N
u u u

s s s

α α α

α α α

α α α

⎧ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = =⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 

所以，有  

1 1

2 2

3 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

n n

i R q t i R q N q a t

i R q t i R q N q a t

i R q t i R q N q a t

e e

e e

e e

ω ω

ω ω

ω ω

− + −

− + −

− + −

⎧ =
⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪⎩

i i i

i i i

i i i

 

从而有  

1
1

1
1 1 1

2
2 2 2 2

2
3 3 3

3
3

3

2

2
22

2
2

lq a
NN q a l

lN q a l q a
N

N q a l
lq a

N

π

π
ππ

π
π

⎧
=⎪

⎪=⎧
⎪⎪ = ⇒ =⎨ ⎨

⎪ ⎪=⎩ ⎪
=⎪

⎩

i
i
i i
i

i

   ( 1 2 3, ,l l l 为整数 ) 

波矢 q 具有倒格矢的量纲，由上述关系可令  

31 2
1 2 3

1 2 3

ll l
q b b b

N N N
= + +   ( 1 2 3, ,l l l 为整数 ) 

b1、b2、b3 为倒格子基矢。可见三维格波的波矢不是连续的，而是取分立的值。

波矢可看成是以 b i/N i(i=1，2，3)为基矢的倒格子空间的布拉维格子的格矢。  

在 q 空间，允许的波矢代表点均匀分布，每个波矢代表点占有的体积为  
3 3

31 2

1 2 3 1 2 3

(2 ) (2 )bb b
N N N N N N N V

π π∗Ω
⋅ × = = =

Ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由此可得波矢代表点的密度为  

3 3

1
(2 ) (2 )/

V
Vπ π
=  

简约波矢的数目为倒格子原胞的体积乘以波矢密度，即  

3 3(2 ) (2 )
V N N
π π

∗
∗ Ω ΩΩ ⋅ = =  

在第一布里渊区，波矢 q 的取值有 N 个。 
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和能带论电子比较，我们发现晶格振动格波波矢的取值和电子的布洛赫波波

矢的取值情况完全相同。所以，上述结果对于电子也适用。  

晶体的定容比热为：  

V
V

C
T
ε∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

按照德拜模型中格波视为弹性波的假设 ,则频率和波矢之间的色散关系应是线性

关系 ,即：  

cqω =  

晶格振动频率在 0~ωD 之间 (ωD 为德拜频率 )。所以一维单原子链的晶体的定容比

热为：  

B

B

2
B

20 B

e2
2

e 1

D

cq
k Tq

V cq
k T

k L cqC dqk Tπ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫  

令 x =ħcq/kBT，并定义一个德拜温度 ΘD，即  

B D D Dk cqωΘ = =  

则积分上下限变为  

0 0

D D
D

B

q x
cq

q q x
k T T

= ⇒ =

Θ
= ⇒ = =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 

所以  

( ) ( )
2 2B B

2 20 0

e e

e 1 e 1

D Dx x
T TB B

V x x

k L k T k L k TC x dx x dx
c cπ π

Θ Θ

= =
− −

∫ ∫  

低温时 x = ΘD/T →∞，  

( )
2

20

e

e 1

x

x
x dx

∞
=

−
∫ 常数  

所以 ,在低温极限下 , CV(T)与温度 T 成正比 . 

32. 对于一维双原子点阵，已知其中一种原子的质量 m=5×1.67×10-27 Kg，另一

种原子的质量 M = 4m，力常数 C = 15 N/m，求：  

(1)光学波的 大频率和 小频率 ωO ,max 和 ωO ,min；  

(2)声学波的 大频率 ωA ,max； 
(3)相应的声子能量是多少电子伏? 

(4)在 300K 时，可以激发多少个频率为 ωO ,max、ωO ,min 和 ωA ,max 的声子。  



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 97

解： (1)用 un, vn 分别表示第 n 个初基晶胞中质量为 M 和 m 的原子相对于平衡位

置的位移．参照下图，写出运动方程：  

 

1

1

( 2 )
( 2 )

n n n n

n n n n

Mu C v v u
mv C u u v

−

+

= + −⎧
⎨ = + −⎩

 

选取简正模式解：  

( )

( )

i qna t
n

i qna t
n

u ue

v ve

ω

ω

−

−

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

u、v 是两个待定系数 ,表明初基晶胞中两个原子振动的相对振幅和位相关系．将

解代入方程，得到 : 

2

2

(1 ) 2
(1 ) 2

iqa

iqa

M u Cv e Cu
m v Cu e Cv
ω
ω

−⎧− = + −⎪
⎨
− = + −⎪⎩

 

整理得：  

2

2

(2 ) (1 ) 0
(1 ) (2 ) 0

iqa

iqa

C M u C e v
C e u C m v

ω
ω

−⎧ − − + =⎪
⎨
− + + − =⎪⎩

 

要使上式有非零解，要求 u、v 的系数行列式必须为零，即 
2

2

2 (1 )
0

(1 ) 2

iqa

iqa

C M C e
C e C m

ω
ω

−− − +
=

− + −
 

整理得：  
2 2 2(2 )(2 ) (1 )(1 ) 0iqa iqaC M C m C e eω ω −− − − + + =  

4 2 2 22 ( ) 2 2 cos 0Mm C M m C C qaω ω− + + − =  

解得  

2 2 2( 2 cos )C M m M m Mm qa
Mm

ω = + ± + +  

这就是本问题的色散关系。色散关系中取+号的对应光学波，所以光学波的 大

频率对应 q=0, 小频率对应 q=±π/a  

2
max

2 ( )C M m
Mm

ω+ = +  

13
max

2 ( ) 6.7 10C M m Hz
Mm

ω+ = + = ×  
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2 13
min min

2 2 6 10C C Hz
m m

ω ω+ += ⇒ = = ×  

（2）色散关系中取 -号的对应声学波  

2 2 2( 2 cos )C M m M m Mm qa
Mm

ω− = + − + +  

所以声学波的 大频率： 
2

max
2C
M

ω− =  

13
max

2 3 10C Hz
M

ω− = = ×  

(3) 相应的声子能量是  
34 13

max max 19

1.0545 10 6.7 10 0.044
1.6 10

E eVω
−

+ + −

× × ×= = =
×

 

34 13

min min 19

1.0545 10 6 10 0.040
1.6 10

E eVω
−

+ + −

× × ×= = =
×

 

34 13

max max 19

1.0545 10 3 10 0.020
1.6 10

E eVω
−

− − −

× × ×= = =
×

 

（4）温度为 T 时 ,处在能量为 ћω i 的平均声子数为  

/

1
1i Bi k Tn

e ω=
−

 

34 13
23

max 1.0545 10 6.7 10
1.38 10 300

1 1 0.22
11

i
Bk T

n
ee

ω −
−

+ × × ×
× ×

= = =
−−

 

34 13
23

min 1.0545 10 6 10
1.38 10 300

1 1 0.28
11

i
Bk T

n
ee

ω −
−

+ × × ×
× ×

= = =
−−

 

34 13
23

max 1.0545 10 3 10
1.38 10 300

1 1 0.87
11

i
Bk T

n
ee

ω −
−

− × × ×
× ×

= = =
−−

 

33. 对于长度为 L，原子数为 N 的一维晶体，晶格常数为 a，按照德拜模型求出

晶格热容，并讨论高低温极限。  

解 1：晶格振动频率在 0~ωD 之间 (ωD 为德拜频率 )。所以一维单原子链的晶体的定

容比热为：  

B

B

2
B

20 B

e2
2

e 1

D

cq
k Tq

V cq
k T

k L cqC dqk Tπ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫  

令 x =ħcq/kBT，并定义一个德拜温度 ΘD，即  
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B D D Dk cqωΘ = =  

则积分上下限变为  

0 0

D D
D

B

q x
cq

q q x
k T T

= ⇒ =

Θ
= ⇒ = =

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

 

所以  

( ) ( )
2 2B B

2 20 0

e e

e 1 e 1

D Dx x
T TB B

V x x

k L k T k L k TC x dx x dx
c cπ π

Θ Θ

= =
− −

∫ ∫  

低温时 x = ΘD/T →∞，  

( )
2

2
20

e
3e 1

x

x
x dx π∞

=
−

∫  

2

3
B

V
L k TC

c
π=  

所以 ,在低温极限下 , CV(T)与温度 T 成正比 . 

高温时，x = ΘD/T →0，  

( ) ( )
2 2

2 20 0 2 2

1

1

D Dx
T T

x x x

e x dx x dx
e e e

Θ Θ

−
=

− −
∫ ∫ 2 2

20 0

1

2 2

D D
DT Tx dx x dx

Tx x

Θ Θ Θ≈ = =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

所以高温时德拜模型下晶格比热为  

( )
2B B

20

e

e 1

D x
T B B D

V Bx

k L k T k L k TC x dx Nk
c c Tπ π

Θ Θ= = =
−

∫  

解 2：对于一维情形  

22 Dq
a
π=  

所以，德拜波矢为  

Dq
a
π=  

一维情况下模式密度为：  

( ) ( )1

2
2π

p L Lg
cd q dqα α

ω
πω=

= =∑  

其能量为 : 
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D

B
0

1 ( )d
2e 1k T

E g
ω

ω
ω ω ω ω

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∫  

热容量 : 

( )
( )

2

20 1

B
D

B

k T

V B k T
BV

e g dEC k
T k T e

ω
ω

ω

ω ωω⎛ ⎞∂= = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ −
∫  

作变量变换，令：  

B

x
k T
ω=  

则有  

( )
2 2

20 1

D
xT

B
V x

Lk T e x dxC
c eπ

Θ
=

−
∫  

其中  

D
D

Bk
ωΘ =  

在低温极限下 , ( ) ,D VT CΘ →∞ 中的被积函数按二项式定理展成级数： 

( )
( )

2 22 2
2

1

1
1

x
x x nx

x n

e x x e e x ne
e

∞− −

=

= − =
−

∑  

则积分 : 

( )
2 2

2
2 20 0

1 1

12
31

x
nx

x n n

e x dx ne x dx
ne

π∞ ∞∞ ∞ −

= =

= = =
−

∑ ∑∫ ∫  

由此得到低温时晶格的热容量：  

2

3
B

V
L k TC

c
π=  

高温的讨论同上。  

 

第五章 固体的输运现象 

 

1. 什么是输运现象？什么是非平衡分布函数？  

答：输运现象就是当系统中存在像温度、浓度、电势等强度量的不均匀性时
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而导致的像能量、粒子数、电荷数等广延量的流动。输运理论的任务就是要从微

观上揭示这些唯象系数与内禀性质的关系。 

非平衡分布函数 fn(r，k，t)的定义是在 t 时刻，在单位体积晶体内位置 r 附近

找到一个波矢为 k 的电子的几率。也就是说，对于单位体积的样品， fn(r，k，

t)drdk/8π3 为时刻 t，在第 n 个能带中，在 r、k 处 drdk 相空间体积内一种自旋的

平均电子数。  

2. 简述玻尔兹曼方程及其作用。  

答：玻尔兹曼方程是用来研究非平衡状态下电子的分布函数的方程。在电子的等

能面是球面，且电子所经历的碰撞为弹性散射 (散射前后能量相等，仅波矢的方向

有所改变 )以及弱场的情况下，玻尔兹曼方程可以表示为  

( ) ( )0 r kf f r f k fτ τ= − ∇ − ∇i i  

对于所有的实际情况，外界影响给占据几率带来的变化都很小，所以可近似用

非微扰占据几率的梯度替换方程右边。从而玻尔兹曼方程可分别变为  

( ) ( )1
0 0 0r k

f r f k f
τ

− − ∇ − ∇ =i i  

在电场、磁场和温度梯度都存在时的玻尔兹曼方程为  

0 0 01 1( ) 0k

f f ff feE er T v B
T k k

µ
τ µ

⎛ ∂ ∂ ⎞ ∂ ∂− − ∇ + ∇ + + × =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
i i i  

由此方程可得分布函数，从而可以进一步讨论金属电导率随温度的变化，以及热

导率、热电效应、霍尔效应和磁电阻效应等。玻尔兹曼方程是所有输运现象的基

本方程。  

3. 什么是电子 -声子散射选择定则？  

答：对于象纯金属这样的结构完整的理想晶体来说 ,由于杂质和缺陷可以忽略不计 ,

电导率主要来自晶格振动 (也就是声子 )对电子的散射作用 . 散射矩阵元不为零的

条件为：  

hk k q G′− ± =  

这就是电子 -声子散射选择定则 .其中 : k, k’分别为电子散射前后的波矢 , q 为声子

的波矢 ,+号对应吸收一个声子 ,-号对应放出一个声子 ,Gh 为倒格矢 . Gh = 0 对应 N

过程，Gh ≠  0 对应 U 过程，上式也称为电子和声子散射的跃迁定则。  

4. 晶体中电子遭受散射的物理实质是什么？如何说明晶体电子具有相当长 (大约

几百埃 )的自由程？  

答：理想金属的电导率应为无穷大，电阻率应为零。电阻是由在能带理论所

作的几步近似中被忽略的因素引起的。绝热近似中，认为离子实在格点上固定不

动，忽略了晶格振动，这样在导电问题上忽略了声子与布洛赫电子的作用；周期
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场近似中，认为晶格势能函数 V(r)处处符合晶格的严格周期性，忽略了晶体中的

杂质和缺陷，这样在导电问题上忽略了布洛赫电子与这些杂质和缺陷的作用。所

以晶体中电子遭受散射的物理实质是晶格周期势场遭受破坏 .在严格的周期势下 ,

晶体中电子不受散射 ,其自由程为无穷大 .但实际上由于原子振动或杂质、缺陷等

其他原因会导致晶格周期势场的破坏 ,其自由程不会为无穷大 .但这种破坏仅仅是

一个微扰 ,所以晶体电子具有相当长的自由程 ,大约几百埃。  

5. 晶体中电阻产生的原因是什么？纯金属的电阻率随温度的变化规律如何？试

给出相应的物理解释。  

答：理想金属的电导率应为无穷大，电阻率应为零。电阻是由在能带理论所作的

几步近似中被忽略的因素引起的。绝热近似中，认为离子实在格点上固定不动，

忽略了晶格振动，这样在导电问题上忽略了声子与布洛赫电子的作用；周期场近

似中，认为晶格势能函数 V(r)处处符合晶格的严格周期性，忽略了晶体中的杂质

和缺陷，这样在导电问题上忽略了布洛赫电子与这些杂质和缺陷的作用。所以晶

体中电子遭受散射的物理实质是晶格周期势场遭受破坏 . 

纯净金属的电阻率高温时满足 ρ∝ T；低温时满足 ρ∝ T 5。  

对于纯净的金属，杂质和缺陷可以忽略不计，只考虑晶格振动对电子的散射

作用。假设声子系统由所谓的平均声子所构成，在这个系统中每个声子的动量等

于原声子系统中声子的平均动量。此外，我们已知虽然金属中存在大量的电子，

但参与导电的仅仅是费米面附近的电子。考虑到前面我们已经得到金属的电阻率

正比于弛豫时间的倒数 1/τF，不仅与电子从 k 到 k /的跃迁几率有关，还有一个权

重因子 (1-cosθ)。若散射是小角度的，即 k 与 k /接近，θ 角很小，(1-cosθ)值也很小，

因此在积分中的贡献很小；相反若散射角很大，如 θ = π，即 k 在散射中几乎是反

向的，这时的 (1-cosθ)值 大，因此这样的散射在积分中的贡献也很大。  

当温度远小于德拜温度时可以分析得出跃迁几率比例于 T3；  德拜模型中，

当温度远小于德拜温度时，声子的波矢较小，所以可以不计倒逆过程，只讨论声

子的正常散射过程，此时权重因子 (1-cosθ) 比例于 T2,所以低温时满足 ρ∝ T 5。  

在高温下 T >> ΘD 时，晶体中的总声子数满足  
1

1
qs

B

B
qs

k T qs

k Tn
e
ω ω

= ≈
−

 

即高温下晶体中的总声子数比例于温度 T。而声子的波矢约为德拜波矢 qD，是一

个与温度无关的量。所以高温下的权重因子  
2

2
2

F

( )
1 cos 2sin

2 2( )
Dq
k

θθ− = =  

与温度无关。从而高温下纯金属的电阻率 
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T

ne
ρ

τ

∗

= ∝  

6. 什么是剩余电阻？  

答：实际材料中存在的杂质与缺陷，它将破坏周期性势场，引起电子的散射。在

金属中杂质与缺陷的影响一般来说是不依赖于温度 T 的，而与杂质、缺陷的浓度

成正比，与此相关的电阻称为剩余电阻。  

7. 什么是近藤效应 (Kondo effect)？出现该效应的原因是什么？  

答：实际金属的电阻率随温度的下降而单调下降， 后过渡到常数的剩余电

阻率。但是，当杂质原子具有局域磁矩，也就是说当杂质原子是磁性杂质时，却

不满足上述规律。比如在非磁性的简单金属或贵金属 (如 Cu、Ag、Au、Mg、Zn

等 )中掺入少量过渡族或稀土元素磁性杂质原子 (如 Fe、Mn、V、Mo 等 )而形成的

稀磁合金，它们的电阻率随温度的变化曲线表现为：在低温端 (10~20k 温区 )出现

极小值，此后，温度下降时电阻率按对数规律比例于  lnT 上升，因而不满足单调

下降的规律， 初人们无法对此作出解释，就称之为电阻反常现象。  

1964 年，近藤 (Kondo)首先对稀磁合金的电阻率极小给出了正确的理论解释，

从此，人们把稀磁合金中电阻率极小，以及与此关联的一系列低温反常现象，通

称为近藤效应 (Kondo effect)。  

近藤效应出现的原因主要是由于磁性杂质原子除了它们作为杂质破坏周期势

场而引起的电子的散射外，由于磁性的存在，电子的自旋状态将发生变化，同时

杂质本身的自旋状态也将发生相应变化之故。  

8. 什么是本征半导体？什么是非本征半导体？  

答：半导体的导电性往往由于存在杂质而有很大的改变 (如通过掺杂形成 P 型或 N

型半导体 )。如果构成半导体的材料很纯，杂质的贡献可以忽略，这种半导体称为

本征半导体 (intrinsic semiconductor)；反之，如杂质贡献明显，称为非本征半导体

(extrinsic semiconductor)或杂质半导体 (impurity semiconductor)。  

9. 对于金属和半导体来说，电阻的温度系数各有什么特点？  

答：对于金属而言，电阻随温度的降低而迅速减小，电阻的温度系数 dR/dT > 

0；而对于半导体来说，其电阻随温度的降低而升高，电阻的温度系数 dR/dT < 0。 

10. 对于半导体来说，带隙宽度是如何定义的？  

答：半导体的能带结构和绝缘体类似。把能量 高的满带称为价带，能量

低的空带称为导带。价带顶和导带底都称为带边。导带边和价带边的能量差，称

为带隙宽度，常表示为  

g C Vε ε ε= −  

其中， εg、 εC 和 εV 分别对应带隙宽度、导带底能量和价带顶的能量。  
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11. 对于半导体材料，人们也定义了一个费米能级，它和金属的费米能级有什么

区别？本征半导体的费米能级位于哪里？  

答：对于本征半导体而言，体系的化学势 µ 为：  

1 ln
2 2

c V V
B

c

Pk T
N

ε εµ += +  

习惯上，也把半导体的化学势 µ 称为费米能级，记为 εF。显然绝对零度时，

费米能级位于禁带的中间位置。由于 kBT 相对于费米能级来说很小，所以对于本

征半导体来说，即使温度不为零，其费米能级也基本上位于禁带的中间位置。此

处半导体的 εF 与金属的费米能级有区别，对于半导体并没有单电子能级在费米能

级上(禁带中)，它也不是将占据态和非占据态分开的唯一能量。  

12. 什么是施主 (donor)？什么是受主 (acceptor)？什么是 N 型半导体？什么是 P

型半导体？  

答：在非本征半导体中，能向导带提供电子的杂质原子称为施主 (donor)。如在锗

和硅中加入 5 价元素磷、砷、锑等，磷、砷、锑称为施主。其定域能级 εD 位于禁

带中但靠近导带边 εC，由于热激发，这类杂质能向导带提供电子。定义施主电离

能为 εC - εD，它是一个比本征激发能量低得多的能量。通常把含有施主杂质的半

导体称为 N 型半导体，显然，在这种半导体中，导带中电子的浓度高于价带中空

穴的浓度。  

如在锗和硅加入 3 价元素铝、镓、铟等，等效于杂质处多了一个负电荷，电

子感受的附加势大于零。定域能级 εA 在价带顶上但靠近价带边 εV，相当于束缚了

一个空穴，易于接受从价带顶激发的电子。或说成束缚的空穴易于电离到价带中，

能向价带提供空穴的杂质原子称为受主 (acceptor)。定义受主电离能为 εA – εV，它

也比本征激发能量低得多。通常把含有受主杂质的半导体称为 P 型半导体，显然，

在这种半导体中，价带中空穴的浓度高于导带中电子的浓度。  

13. 说出几种典型的元素半导体和化合物半导体的名称以及它们的结构类型。  

答：典型的元素半导体主要来自 IV 族元素，如硅、锗和灰锡，都具有金刚石结

构；化合物半导体来自 III-V 族和 II-VI 族化合物。 III-V 族化合物半导体一般具

有类金刚石的闪锌矿结构 (B3 型结构 )，如砷化镓 (GaAs)、锑化镓 (GaSb)、锑化铟

(InSb)等； II-VI 族化合物半导体是具有离子结合倾向的共价晶体，因此被称为极

化半导体，如硫化锌 (ZnS)、氧化锌 (ZnO)等，具有纤锌矿结构也叫六方硫化锌 (ZnS)

结构 (B4 型结构 )。  

14. 什么是载流子的迁移率？其物理意义是什么？  

答：对于半导体材料，其电导率可习惯上表示为  

eneσ µ=  

其中  
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*/e e mµ τ=  

称为载流子的迁移率 (mobility)。由于  

e dJ E ne E nevσ µ= = = −  

所以，迁移率表示单位电场下载流子的平均漂移速度。对于半导体同时有电子和

空穴两种载流子，所以  

e hne peσ µ µ= +  

其中 n、p、µe 和 µh 分别为电子、空穴的浓度和迁移率。  

15. 半导体的电阻率随温度变化的曲线主要分为三个区，试说出这三个区的名称；

画出示意图；以 N 型半导体为例对这三个区出现的原因加以解释。  

答：半导体电阻率随温度的变化与金属很不一样。下图画出了半导体典型的

电阻率随温度变化的曲线。主要分为三个区：低温区、饱和区和本征区。以 N 型

半导体为例，各变化区域的主要物理机制为：低温区，施主还没有全部电离。于

是随着温度的上升，电离施主增多，使得导带电子浓度上升；同时在此温度范围

内晶格振动还不显著，散射主要由电离杂质决定，迁移率随温度的上升而增高。

尽管电离施主数量的增多也要在一定程度上限制迁移率增加，但总的效果仍是使

得电阻率随温度的升高而下降。饱和区，杂质全部电离。由于本征激发还不显著，

故载流子浓度基本保持一定。然而此时晶格振动散射已起主要作用，使迁移率下

降，导致电阻率随温度的升高而增加。本征区，由于本征激发载流子浓度随温度

的上升而增加的作用远远超过迁移率下降的影响，所以在本征区电阻率随温度的

升高而下降。  

 

图  半导体典型的电阻率随温度变化的曲线  

16. 什么是直接带隙半导体？什么是间接带隙半导体？半导体带隙的 佳测量方

法是什么？  

答：在跃迁过程中电子的波矢不变，在 ε(k)图上初态和终态几乎在同一竖直线上，

通常称这种跃迁为直接跃迁或竖直跃迁。能够发生带边直接跃迁的半导体称为直

接带隙半导体。其导带边和价带边位于同一 k 值处。不过，由于受到动量守恒条

件的限制，不是所有半导体都能发生带边直接跃迁，它取决于半导体的能带结构。

III-V 族化合物如砷化镓 (GaAs)、锑化铟 (InSb)以及 II-VI 族化合物半导体如氧化

锌 (ZnO)等都是直接带隙半导体。  
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然而，对于 Ge、Si 等半导体，导带边和价带边不位于同一 k 值处，亦即导带

低能量的 k 值和价带 高能量的 k 值不相同。它们之间相隔一个相当大的波矢

kc=k/ -k。在这种情况下，带边之间的光致直接跃迁不满足动量守恒条件，因为光

子不能提供足够大的波矢。但是，如果该过程中有声子参加，即产生或湮灭一个

声子的话，则可使得能量和动量守恒。通常把这种有声子参与的带边跃迁称为间

接跃迁或非竖直跃迁。相应的半导体称为间接带隙半导体。可以认为间接跃迁是

通过一个寿命很短的虚态进行的。即电子通过吸收一个光子直接跃迁到一个虚态，

再由虚态过渡到终态，发射或湮没一个波矢 q =kc 的声子。因为虚态寿命极短，

故按照不确定性原理，虚态能量是不确定的，能量守恒只能应用于完整的跃迁过

程。  

本征光吸收是半导体带隙的 佳测量方法。在绝对零度下，直接带隙半导体

的阈值频率确定半导体的带边 小能隙能量。可是对于间接带隙半导体，在绝对

零度下的直接跃迁不能确定 小带隙。只有当温度高到足以在晶体中激发带边间

接跃迁所需波矢的声子时，才可以产生伴随声子湮没的光吸收过程。因而间接带

隙半导体在吸收阈值附近的光吸收比直接带隙半导体的弱。因此，光学测量不仅

可以确定带隙，还可以区分究竟是直接带隙还是间接带隙半导体。  

17. 高、低温下维德曼—弗兰兹定律成立的物理机制一样吗？为什么？  

答：在高温下，由于电子主要受声子散射，此时，电导率比利于 1/T 变化，热导

率不随温度变化，维德曼—弗兰兹定律成立；低温下，电子主要受杂质原子散

射，也满足弹性散射的条件，不过此时电导率不随温度变化 (剩余电阻率 )，热

导率比利于 1/T 变化；在中间温度 (10 到数百 K)，可出现对维德曼—弗兰兹定

律的偏离。所以，高、低温下维德曼—弗兰兹定律成立的物理机制不一样。  

18. 解释霍尔效应，它的用途是什么？说明霍尔系数与载流子浓度的关系。  

答：当电流垂直于外磁场方向通过导体 (或半导体 )时 ,在垂直于电流和磁场方向 ,

该导体 (或半导体 )两侧产生电势差 .这一现象称为霍尔效应 . 

利用霍尔效应可以作成传感器，用来测量磁场，测量霍尔系数可以得到载流

子的浓度，并且由其符号可以确定半导体的类型 . 

对于自由电子气体 ,霍尔系数仅依赖于自由电子气体的电子浓度 n: 

1
HR

ne
= −  

此时霍尔系数与载流子浓度成反比关系。对于半导体 ,在高磁场下 ,霍尔系数依赖

于电子浓度 n 和空穴浓度 p: 

1
( )H p

R
n e

=
−

 

此时霍尔系数与空穴浓度 p 和电子浓度 n 之差成反比关系 . 由于半导体中空穴浓
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度 p 和电子浓度 n 都远小于导体中的电子浓度 ,所以半导体霍尔系数远比导体霍尔

系数大 ,且可以出现正值 . 

19. 描述测量霍尔效应的实验，并说明观测霍尔效应是金属样品容易还是半导体

样品容易？  

答：霍尔效应从本质上讲是运动的带电粒子在磁场中受洛仑兹力  作用而引起的偏

转。当带电粒子（电子或空穴）被约束在固体材料中，这种偏转就导致在垂直于

电流和磁场的方向上产生正负电荷的聚积，从而形成附加的横向电场。半导体样

品，若在 x 方向通以电流  ，在 z 方向加磁场  ，则在 y 方向即样品 A、A ′电极两

侧就开始聚积异号电荷而产生相应的电场  ，电场的指向取决于样品的导电类型。

显然，当载流子所受的横向电场力  时电荷不断聚积，电场不断加强，直到样品两

侧电荷的积累就达到平衡，即样品 A、A ′间形成了稳定的电势差（霍尔电压）。  

由于半导体中空穴浓度 p 和电子浓度 n 都远小于导体中的电子浓度 ,所以半导体霍

尔系数远比导体霍尔系数大 ,且可以出现正值 .所以，观测霍尔效应半导体样品容

易。  

20. 铜的密度为 8.3×103 Kg/m3，其电阻率为 ρ=1.56×10-8Ω.m，原子量为 63，假

定一个铜原子放出一个价电子构成自由传导电子，试求其平均自由时间，迁

移率以及在 1.0V/cm 电场作用下的平均漂移速度。  

解：依题意 , 可得其电子密度：  

23 22 38.3 6.02 10 7.93 10 /
63

n cm= × × = ×  

由电导率公式可计算弛豫时间：  
2

14
2 2 2.87 10ne m m s

m ne ne
τ σσ τ

ρ
−= ⇒ = = = ×  

迁移率：  

21 50.5 /cm s V
ne ne
σµ

ρ
= = = i  

在 1.0V/cm 电场作用下的平均漂移速度 : 

50.5 /dv E cm sµ= =  

21. 由玻尔兹曼方程推导金属的直流电导率。 

解：设均匀金属，无温度梯度和磁场，即 B = 0，△T = 0，只有恒定的弱电

场。这时玻尔兹曼方程变为  

0
0

fe
f f E

k
τ ∂

= + ⋅
∂

 

根据泰勒定理，上式可以看成是  
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0 0( ) ( ) ( )
e e

f k f k E f k E
τ τ−

= + = −  

泰勒展开的结果。当施加电场后，波矢空间内稳定态的电子分布波函数，是平衡

态分布函数 f0(k)发生刚性平移产生的。如果平衡态 f0(k)对应一个费米球分布，则

稳定态 f(k)也对应一个费米球分布，球心沿电场相反的方向刚性移动 eτE/ħ。因为 

0 0 0
k k

f f f
v

k
ε

ε ε
∂ ∂ ∂

= ∇ =
∂ ∂ ∂

 

所以 

0
0 ( )k

f
f f e E vτ

ε
∂

= + ⋅
∂

 

代入电流密度公式可得 

0
03 3

1
( ) ( )

4 4
fe

J evf k dk v f e E v dkτ
π π ε

∂
= − = − + ⋅

∂
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

由于 f0(k)是波矢的偶函数，电子速度 v(k)是波矢的奇函数，所以上式积分中的第

一部分为零。从而有  
2 2

0 0
3 3

( ) ( )
4 4 k

f fe e dSd
J v E v dk v E v

ετ τ
π ε π ε ε

∂ ∂
= − ⋅ = − ⋅

∂ ∂ ∇∫ ∫  

其中，dS 是等能面上的面元。由于 

0 ( )F

f
δ ε ε

ε
∂

− = −
∂

 

所以积分的贡献主要来自 ε = εF 附近，这样上述积分简化为在费米面 SF 上的面积

分。即 

2

3
( )

4 F

F

S
k

dSe
J v E vτ

π ε
= ⋅

∇∫  

又由于  

k kvε∇ =  

所以 

2

3

1
4 F

k k

S
k

F
v ve

J dS E
v

τ
π

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ i  

从而电导率为 

2

3

1
4 F

k k
Fs

k

v ve
dS

v
σ τ

π
=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  

上式表明电导率为张量，其分量形式为 
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2

3

1
4 F

k k
Fs

k

v ve dS
v
α β

αβσ τ
π

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

如果外电场沿 x 轴方向，则上式变为  

22

3

1
4

x

F

k
x F x xx xs

k

veJ dS E E
v

τ σ
π

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

因而沿 x 轴方向的电导率为 

22

3

1
4

x

F

k
xx Fs

k

ve dS
v

σ τ
π

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

对于立方晶系金属中电流与电场的关系式  

0 0
0 0
0 0

x x

y y

z z

J E
J E
J E

σ
σ

σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

即  

x xJ Eσ=  

所以立方结构金属的电导率 

22

3

1
4 F

x
yy zz xx Fs

k

ve dS
v

σ σ σ σ τ
π

⎡ ⎤
= = = = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

由此可见，对金属电导有贡献的只是费米面附近的电子，这一点与电子对比

热的贡献类似。 

如果金属电子的等能面是球面，则由于 

* 2 2 2 * 21 1( )
2 2x y zm v v v m vε = + + =  

从而，在费米面上有  

2 2
F

1
3xv v=  

所以对等能面是球面的金属，电导率为  
22 2

2 2
3 3

1 1
4

4 3
1

4 F

x
F F F Fs

k F

e
v k

v
ve dS
v

τ π
π

σ τ
π

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  

2 32 2 2

2 2 * *3 3
F F F F F

F
e k e k ne

m m
vτ τ τ

π π
= = =  

推导中利用了  
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3 2

*

3F

F
F

k n
kv

m

π⎧ =
⎪
⎨

=⎪⎩

 

亦即等能面是球面的金属的电导率为 

2

*
Fne

m
τσ =  

从而，电阻率为 

*

2
F

m
ne τ

ρ =  

22. 已知钠晶体是体心立方结构，晶格常数 a = 4.3 埃，若其电阻率为 ρ = 

4.3×10-6Ω.cm，价电子的有效质量为电子静止质量的 1.2 倍，试计算钠晶体电

子的驰豫时间 τ 以及费米面上电子的平均自由程。  

解：依题意，钠晶体是体心立方结构，可得其电子密度  

22 3
3

2 2.5 10 /n cm
a

= = ×  

由电导率公式可计算弛豫时间  
2 * *

* 2 2

ne m m
m ne ne
τ σσ τ

ρ
= ⇒ = =  

所以  
* 35

14
2 22 19 2 6

1.2 9.1 10 3.6 10
2.5 10 (16 10 ) 4.3 10

m s
ne

τ
ρ

−
−

− −

× ×= = = ×
× × × × ×

 

又  

3 2
* , 3F

F F
kv k n

m
π= =  

所以  
1 134

2 2 22 53 3
* 35

1.05 10(3 ) (3 3.14 2.5 10 ) 8.75 10 /
1.2 9.1 10Fv n m s

m
π

−

−

×= • = × × × × = ×
× ×

 

费米面上电子的平均自由程：  
5 148.75 10 3.6 10 315Fv Aλ τ −= = × × × =  

23. 用简单的双带模型解释磁致电阻不为零且大于零这一现象。  

解：对于有两个各向同性的未满能带的所谓双带模型，假定存在两种类型的

载流子，每种载流子分别具有单一的有效质量
*
1m 和

*
2m ，平均弛豫时间分别为 1τ 和

2τ ，此时总电流密度可写为  

1 2 1 1 2 2J J J D Dσ σ= + = +  

即  
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*
10 10 1 1

1 10 1 2 2 2 2
1 1 1 1

/ ( )
1 1c c

e mJ D E B Eσ σ τσ
ω τ ω τ

= = + ×
+ +

 

*
20 20 2 2

2 20 2 2 2 2 2
2 2 2 2

/ ( )
1 1c c

e mJ D E B Eσ σ τσ
ω τ ω τ

= = + ×
+ +

 

所以双带模型下的总电流密度为  
* *

10 20 10 1 1 20 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

/ / ( )
1 1 1 1c c c c

e m e mJ E B Eσ σ σ τ σ τ
ω τ ω τ ω τ ω τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

假定磁场沿 z 轴方向，电场在 x-y 平面内，则有  

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ0 0 y x

x y z

x y z
B E B BE x BE y

E E E
× = = − +  

从而  

10 20 10 1 1 20 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 21 1 1 1

c c
x x y

c c c c

J E Eσ σ σ ω τ σ ω τ
ω τ ω τ ω τ ω τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

10 1 1 20 2 2 10 20
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 21 1 1 1

c c
y x y

c c c c

J E Eσ ω τ σ ω τ σ σ
ω τ ω τ ω τ ω τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

按照霍尔系数的定义  

0

/
y

H y x

J

R E BJ

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 

并且我们仅讨论低场情形，即  

1 1

2 2

1
1

c

c

ω τ
ω τ

<<⎧
⎨ <<⎩

 

则令 Jy=0，且考虑到上述条件，可得  

( ) ( )10 1 1 20 2 2 10 20 0c c x yE Eσ ω τ σ ω τ σ σ+ + + =  

从而有  

10 20

10 1 1 20 2 2
x y

c c

E Eσ σ
σ ω τ σ ω τ

+= −
+

 

将上式代入 Jx 式，并考虑到低场条件，可得  

( ) ( )10 20 10 1 1 20 2 2x x c c yJ E Eσ σ σ ω τ σ ω τ≈ + − +  

        

2
10 20

10 1 1 20 2 2
10 1 1 20 2 2

( ) ( )y c c y
c c

E Eσ σ σ ω τ σ ω τ
σ ω τ σ ω τ

+= − − +
+
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2 2
10 20 10 1 1 20 2 2

10 1 1 20 2 2

( ) ( )c c
y

c c

Eσ σ σ ω τ σ ω τ
σ ω τ σ ω τ

+ + += −
+

 

2
10 20

10 1 1 20 2 2

( )
y

c c

Eσ σ
σ ω τ σ ω τ

+≈ −
+

 

所以  
* *

10 1 1 20 2 2 10 1 1 20 2 2
2 2

10 20 10 20

/ /
( ) ( )

y c c

x

E eB m eB m
J

σ ω τ σ ω τ σ τ σ τ
σ σ σ σ

+ +≈ − = −
+ +

 

因此双带模型下的霍尔系数为  
* *

10 1 1 20 2 2
2

10 20

/ /
( )

y
H

x

E e m e mR
BJ

σ τ σ τ
σ σ

+= = −
+

 

  

2 2
1 1 2 2

10 20* *
1 1 2 2

2
10 20

1 1

( )

n e n e
m n e m n e
τ τσ σ

σ σ

+
= −

+
 

2 2
10 1 20 2

2
10 20( )
H HR Rσ σ
σ σ

+=
+

 

其中  

2

0 *

( 1, 2)
1

i i
i

i

Hi
i

n e
m

i
R

n e

τσ⎧ =⎪
⎪ =⎨
⎪ = −
⎪⎩

 

分别对应各单带中的电导率和霍尔系数。两种载流子如为电子和空穴，则 1HR 和

2HR 有不同的符号。  

此外，令 0yJ = ，还可以得到 yE 关于 xE 的表达式。这样，将 yE 代入 xJ 表达式中，

可得 J 与 xE 的关系式。令 x xJ Eσ= ，则系数 σ 即为加磁场以后的电导率。则磁电

导定义为  

0 10 20

0 0 10 20

( )σ σ σ σ σσ
σ σ σ σ

− − +∆ = =
+

 

考虑到低场条件，则有  

( ) ( )2 2 2 2
10 1 1 20 2 2 1 1 10 2 2 20(1 ) (1 ) 0y c c x c c yJ E Eσ ω τ σ ω τ ω τ σ ω τ σ≈ + + − + − =  

所以  

10 1 1 20 2 2
2 2 2 2
1 1 10 2 2 20(1 ) (1 )

c c
y x

c c

E Eσ ω τ σ ω τ
ω τ σ ω τ σ

+= −
− + −

 

考虑到低场条件，则有  
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( ) ( )2 2 2 2
1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2(1 ) (1 )x c c x c c yJ E Eω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τ≈ − + − − +  

从而  
2

2 2 2 2 10 1 1 20 2 2
1 1 10 2 2 20 2 2 2 2

1 1 10 2 2 20

( )(1 ) (1 )
(1 ) (1 )

c c
x c c x x

c c

J E Eσ ω τ σ ω τω τ σ ω τ σ
ω τ σ ω τ σ

+⎡ ⎤≈ − + − +⎣ ⎦ − + −
 

22 2 2 2 2
1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2

2 2 2 2
1 1 10 2 2 20

(1 ) (1 ) ( )
(1 ) (1 )

c c c c
x

c c

E
ω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τ

ω τ σ ω τ σ
⎡ ⎤− + − + +⎣ ⎦=

− + −
 

所以  

22 2 2 2 2
1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2

2 2 2 2
1 1 10 2 2 20

(1 ) (1 ) ( )
(1 ) (1 )

c c c c

c c

ω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τ
σ

ω τ σ ω τ σ
⎡ ⎤− + − + +⎣ ⎦≈

− + −
 

22 2 2 2 2
10 20 1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2

2 2 2 2
10 20 1 1 10 2 2 20

( ) ( ) ( )
( ) ( )

c c c c

c c

σ σ ω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τ
σ σ ω τ σ ω τ σ

⎡ ⎤+ − + + +⎣ ⎦=
+ − +

 

2 2 2 2 2 2
10 20 10 20 1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2

2 2 2 2
10 20 1 1 10 2 2 20

( ) 2( )( ) ( )
( ) ( )

c c c c

c c

σ σ σ σ ω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τ
σ σ ω τ σ ω τ σ

+ − + + + +≈
+ − +

 

按照磁电导定义 

0

0 0 10 20

1σ σσ σ
σ σ σ σ

−∆ = = −
+

 

因此，我们有  
2 2 2 2 2 2

10 20 10 20 1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2
2 2 2 2

0 10 20 1 1 10 2 2 20 10 20

( ) 2( )( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

c c c c

c c

σ σ σ σ ω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τσ
σ σ σ ω τ σ ω τ σ σ σ

+ − + + + +∆ = −
⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦

 

2 2 2 2 2
10 20 1 1 10 2 2 20 10 1 1 20 2 2

2 2 2 2 2
10 20 10 20 1 1 10 2 2 20

( )( ) ( )
( ) ( )( )

c c c c

c c

σ σ ω τ σ ω τ σ σ ω τ σ ω τ
σ σ σ σ ω τ σ ω τ σ

− + + + +=
+ − + +

 

2
10 20 1 1 2 2

2
10 20

( )
( )

c cσ σ ω τ ω τ
σ σ

− −≈
+

 

可见对两个各向同性的未满能带的所谓双带模型的磁电导是小于零的。因为  

210 20
1 1 2 22

0 10 20

( ) 0
( ) c c
σ σσ ω τ ω τ

σ σ σ
−∆ = − <
+

 

所以 0 0σ σ σ∆ = − < ，即 0 0σ σ− > 。考虑到磁致电阻 

0 0

0 0

1/ 1/( ) (0)
(0) 1/

B σ σ σ σρ ρ ρ
ρ ρ σ σ

− −∆ −= = =  

因此，双带模型的磁致电阻是大于零的。上述模型虽然简单，但是得到的结果却

给出了金属正常磁电阻效应的普遍特征，即磁致电阻 MR 总是正值。  
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第 六 章   晶体的结合、晶体缺陷和相图 

 

1. 什么是化学键？从化学键的角度，晶体可以分成几类。哪类一般为绝缘体？为

什么？  

答：在原子结合成固体的过程中，原子内部满壳层的电子 (core electrons)基本

保持稳定。只是价电子 (valence electrons)在实空间的几率分布会随着晶体中原子

之间的相互作用重新分布。在原子结合成固体的过程中，原子中价电子几率的重

新分布，按照化学语言来描述的话，就是原子之间形成了化学键 (chemical bond)。 

根据化学键 (或结合力 )的性质不同，晶体可分为 5 种类型，即共价晶体、离

子晶体、金属晶体、分子晶体和氢键晶体。相应的化学健分别为共价键 (covalent 

bond)、离子健 (ionic bond)、金属键、分子键 (molecular bond)(或范德瓦耳斯键 (van 

der Waals))和氢键 (hydrogen bond)。实际上许多晶体可以具有两种结合类型之间的

过渡性质或某几种结合类型的综合性质。从导电性来说，分子晶体均为绝缘体。

因为分子晶体是由具有稳固的电子结构的原子或分子，靠范德瓦尔斯力结合成的，

在晶体中它们基本上保持原有的电子结构。没有自由电子。  

2. 简述晶体的结合能及其意义。  

答：从能量的角度来看，晶体处于稳定状态时它的总能量 ε0 比组成该晶体的

N 个原子在自由状态时的总能量 εN 要低，两者之差被定义为晶体的结合能 (binding 

energy 或 cohesive energy)Ub。也就是自由原子 (离子或分子 )结合成晶体时所释放

的能量。所以，晶体的结合能 

0b NU ε ε= −  

结合能的大小可以反映晶体中组成粒子间相互作用的强弱，并进一步判定

结合力或化学键的性质。  

3. 从什么现象可以简单看出固体材料中存在吸引力和排斥力？  

答：经验告诉我们，一方面，固体材料难以拉伸，将固体离解为自由原子需

要很大的能量，这表明固体中原子之间存在吸引力；另一方面，固体也难以压缩，

外力需做很大的功才能使固体发生明显的压缩形变，这表明固体中原子之间也存

在排斥力。晶体的结构稳定，表明晶体中原子间相互作用势能取 小值。  

4. 什么是原子的电离能、亲和能和负电性？  

答 ： 使 基 态 原 子失 去 一 个电 子 所 必需 的 能 量称 为 原 子的 电 离 能 (ionazation 

energy)。电离能越大，原子对价电子的束缚能力越强。中性原子失去 1 个电子成

为+1 价离子时所需要的能量为第一电离能，以此类推，从+1 价离子再移去一个

电子所需的能量为第二电离能。电离能的大小衡量原子对价电子的束缚强弱，它

取决于原子的结构，比如核电荷数、原子半径以及电子的壳层结构。  
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使一个中性原子获得一个电子成为负离子时所放出的能量，称为原子的亲和

能 (affinity energy)。亲和能的大小衡量原子俘获外来电子的能力。  

原子的负电性 (electronegativity)是用来表示原子得失电子能力的物理量，显

然它是与原子的电离能和亲和能有关的量。可近似描述为  

0.18(x ε ε= +
亲和能电离能

） 

用上述形式给出的原子的负电性是一个没有量纲的量，要求电离能和亲和能的量

纲为电子伏特。  

5. 什么是共价键？共价键的特点是什么？什么是共价晶体？共价晶体有什么特

点？共价结合的分子一定形成共价晶体吗？  

答：原子之间靠共价键结合而形成的晶体，称为共价晶体 (covalent crystal)。形

成晶体的两个原子相互接近时，各提供一个或多个电子来共享，它们具有相反的

自旋结构，这种为两原子所共有的自旋相反配对的电子结构称为共价键。共价键

有两个明显的特点就是具有饱和性和方向性。共价键只能由自旋未配对的电子形

成，因此一个原子只能形成一定数目的共价键，这就是共价键的饱和性。比如 H2

分子、NH3 分子和金刚石晶体，分别为单键、三键和四键结合。一般来说，当原

子的电子壳层不到半满时，所有的电子自旋都是未配对的，成键数目等于价电子

数；当原子的电子壳层等于或超过半满时，成键数目等于未被填充的量子态数目。

即价电子态数目 8 减去价电子数 z，称为 8-z 定则。共价键的方向性是指原子在电

子云交叠 大的方向上成键。如 NH3 分子 3 个键互成 90°，金刚石 4 个键夹角为

109°28′。  

共价键结合是比较强的，所以共价晶体的结构稳定，硬度较高，共价键的键

能约为 80 kJ/mol，因此共价键晶体具有高熔点、高沸点和低挥发性的特点，导电

率和导热率低。成键的电子均被束缚在原子之间，不能自由运动，所以共价晶体

一般属于非导体 (半导体或绝缘体 )，这是共价晶体的普遍特征。由于共价键只存

在于分子内部，所以共价结合的分子不一定形成共价晶体。这些分子之间可以借

助别的作用力形成晶体，如氢键、范德瓦耳斯键等。  

6. 什么是离子键？什么是离子晶体？离子晶体有什么特点？写出离子晶体结合

能的表达式。  

答：原子获得或失去一个 (或几个 )电子的过程，称之为原子的电离。失去电子的

原子带正电，称为阳离子；得到电子的原子带负电，称为阴离子。它们构成晶体

时，主要依靠阳离子和阴离子之间的静电相互吸引作用而结合在一起。我们把阳

离子和阴离子之间的这种静电相互作用称为离子键，以离子键结合而形成的晶体

就是离子晶体，它是正、负离子的集合体。所以离子晶体中不存在单个分子，离

子晶体的化学式只是相应晶体化学组分的反映。  
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由于正、负离子都分别具有相应的惰性原子的构型，晶体中没有自由运动的

电子，所以离子晶体在常温下不导电、不传热。由于紫外光~可见光范围的光子

不足以使离子的外层电子激发，因此，通常纯的离子晶体对于紫外光~可见光是

透明的。由于离子键键能约为 800 kJ/mol，因此离子晶体熔点较高、硬度也较大。

但是，当离子晶体在交变外力、机械力作用时，离子发生位移，且当位移仅仅为

晶胞长度的一半时，原来异性离子的相间排列会变为同性离子的相邻排列，引力

变斥力，从而晶体结构遭破坏，导致离子晶体具有比较脆，易破碎的特点。离子

晶体的特点要求离子的空间排列要正负相间，并不要求尽可能紧密的近邻排列，

所以，离子晶体的配位数均小于密排结构的配位数 12，一般 大为 8。  

晶体的结合能  
2

0 0

11
8bU
N q

R n
α
πε

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中，平衡时的离子间距 R0 可由实验测定，玻恩指数 n 可通过体积弹性模量来求

出，马德隆常数 α 可由埃夫琴 (H.M.Evjen)等人发展的一种快速收敛方法来计算。 

7. 什么是马德隆常数？马德隆常数有什么特点？试计算一维无限长离子链的马

德隆常数。  

答：马德隆常数 (Madelung constant) α 是一个仅与离子晶体的几何结构有关而与

离子半径和电荷无关的无量纲的常数。设 近邻离子间的距离为 R，则 rij =PjR，

Pj 是与晶体结构有关的数。则马德隆常数定义为  

/ 1N

j jP
α = − ±

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

对于相邻离子间距为 R 的一维无限长离子链的马德隆常数的计算，可直接由上式

得到。如图所示。  

 

 

图  一维无限长离子链的马德隆常数计算示意图  

选定某一正离子 i 为参考离子，对于负离子取正号，正离子取负号。则  

1 1 12(1 ) 2 ln 2
2 3 4

α = − + − + ⋅⋅⋅ =  

8. 离子的极化对键型、配位数和晶体结构的形式有什么影响？  

答：离子的大小和形状在外电场的作用下发生变形的现象称为离子的极化。

在外电场的作用下，离子诱导的偶极矩 µ 和电场强度 E 成正比，即  

Eµ α=  
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式中 α 称为离子的极化率，显然它在数值上等于单位电场强度下的偶极矩。  

在离子晶体中，正负离子的电子云在其周围异号离子电场的作用下，也会发

生变化，而出现不同程度极化的现象。离子极化率表示了在外电场作用下电子云

变化的能力。等价的离子中离子半径越大，极化率也越大。负离子的半径一般大

于正离子的半径，所以负离子的极化率也较大。正离子价数越高，其极化率越小，

而负离子则与此相反。对于含有 d 电子的正离子，其极化率比半径相近的其它正

离子的极化率大。所以，离子晶体中被极化的主要是负离子，但是，Ag+、Zn2+、

Cd2+、Hg2+等含有 d10 电子的正离子也容易被极化。如果离子晶体中正负离子都容

易被极化，那么电子云就会发生较大的变形而使得离子键转变为共价键，离子晶

体也转变为共价晶体。随着离子键中共价键成分的增加，键长逐渐缩短，当共价

键成分增加到一定程度时，由于共价键的饱和性和方向性将使配位数减小，从而

导致晶体结构发生变化。如 AgF、AgCl、AgBr、AgI 四种晶体，AgF 属于 NaCl

型离子晶体，它的实验测得的键长和离子半径相等；AgCl、AgBr 和 AgI 等晶体

中负离子可极化，从而离子半径增大，其中 AgCl 和 AgBr 尚属于离子键向共价键

的过渡时期，维持 NaCl 型结构不变；AgI 中正负离子半径之比近似等于 0.58，也

应该属于配位数为 6 的 NaCl 型结构。但是由于 AgI 中正负离子极化较大，已经

属于共价键，从而使得 AgI 已经变成配位数为 4 的 ZnS 型晶体。  

离子的极化对键型、配位数和晶体结构的形式均有影响，一般说来晶体的

化学组成 (如 AA 型、AB2 型、AmBn 型、ABO3 型等 )不同，晶体的结构不同；离子

的极化程度或结构单元间的键型不同，晶体的结构也不同。这些规律一般称为戈

尔德施密特定律 (Goldschmidt's rule)，又称晶体化学第一定律。  

9. 什么是金属键？什么是金属？金属有什么特点？  

答：由于金属晶体中价电子是公有化的，所以可以认为金属中正的离子实浸泡在

自由电子的汪洋大海之中。而正离子组成的晶格和自由电子之间的相互作用使整

个金属结合在一起，这种作用就是金属键。由金属键形成的晶体就是金属晶体。

在能带论中我们曾定义金属为具有费米面的固体。  

由于金属键没有饱和性和方向性，所以金属晶体多采取配位数为 12 的密堆积

方式，以保证金属结构 稳定。因此金属大多具有面心立方或六角密堆积结构。

由于金属中有大量的自由电子，所以金属具有良好的导电性、导热性和金属光泽；

又由于金属键没有确定的方向性，所以金属一般具有较好的延展性。由于不同金

属的结合能的变化范围很宽，金属的结合能平均到每个原子在 1~5 eV，所以不同

金属的熔点差别很大。  

10. 什么是合金？什么是固溶体？什么是金属化合物？金属固溶体和金属化合物

的主要区别是什么？A、B 两种原子形成固溶体时，其原子半径差值对于所形

成的固溶体有何影响？  
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答：合金是指两种或两种以上的金属 (也包括非金属元素 )，经过熔合过程而得到

的宏观均匀体系。合金的种类很多，从结构上可以分为金属固溶体和金属化合物

两大类。  

固溶体是指两种或两种以上的固体物质完全混溶后所形成的新的固态物质，

又可进一步分为置换固溶体和间隙固溶体两种。两种金属元素 A 和 B 形成固溶体

时，其固溶体的结构仍保持 A 或 B 的原先结构形式，只是一部分金属原子 A(或

B)的位置被另一种金属原子 B (或 A)无规则的取代，这类固溶体称为置换固溶体。

在金属的密堆积结构中有很多的八面体和四面体间隙，某些原子半径很小的非金

属元素，如 H、B、C、N 等，可以无规则的分布在这些空隙中而形成间隙固溶体。 

当 A、B 两种金属的结构类型、原子半径和负电性差别较大时，则在确定的

成分形成一种中间相，称为金属化合物。它们以共价键或离子键结合在一起，呈

现出明显的非金属性质。例如 Mg2Si、Mg2Ge、 III-V 族化合物等都是以共价键结

合为主，是重要的半导体材料。  

金属化合物的结构特征表现在它的结构类型一般都与其组成金属 A、B 单独

存在的结构类型不同，而且 A、B 原子分别占据确定的结构位置。金属固溶体一

般为无序结构，而金属化合物为有序结构。  

当 A、B 两种金属的结构相同、原子半径相当、原子的价电子层结构和负电

性相近时，则 A、B 两种金属可以按照任意比例形成置换固溶体。例如 Cu 和 Au、

W 和 Mo 等合金就是典型的置换固溶体。当 A、B 两种金属的上述性质差异较大

时，则只能形成部分互溶置换固溶体或根本不能形成置换固溶体。通常当原子半

径差大于 15%时，就不能形成完全置换固溶体，当原子半径差大于 25%时，就不

能形成置换固溶体。  

11. 什么是电子化合物？什么是休谟 -饶塞里 (Hume-Rotery)定则？  

答：如果 A、B 两种原子只有有限的相互溶解度，在有些情况下，它们可能在一

定的中间比例形成新的固相，称为中间相。中间相可以是金属性结合，也可以是

非金属性结合。金属性结合的中间相成分可以有一定的变化范围，而且，A、B

两种原子在格点上的排列是无规则的。如 Cu-Zn 系统 (黄铜 )，它们的结构依赖于

价电子数和原子数之比，也就是说它们的结构依赖于每个原子的平均电子数。当

价电子数和原子数之比等于 3/2 时，出现 β 相 (体心立方 )，化学式为 CnZn；当价

电子数和原子数之比等于 21/13 时，出现 γ 相 (复杂立方 )，化学式为 Cn5Zn8；当

价电子数和原子数之比等于 7/4 时，出现 ε 相 (六角密积 )，化学式为 CnZn3。一般

把这种结构与每个原子的平均电子数有关的金属性结合，称为电子化合物。上述

规律是休谟 -饶塞里 (Hume-Rotery)对比许多合金系统发现的，称为休谟 -饶塞里定

则。用 II、III、IVB 族元素与 Cu、Ag、Au 组合成合金时，都满足休谟 -饶塞里定

则。休谟 -饶塞里定则可由能带论给出很好的解释。  
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12. 什么是置换固溶体和间隙固溶体？金属密堆积结构中 常见的两种间隙位置

是什么？  

答：固溶体是指两种或两种以上的固体物质完全混溶后所形成的新的固态物

质，又可进一步分为置换固溶体和间隙固溶体两种。两种金属元素 A 和 B 形成固

溶体时，其固溶体的结构仍保持 A 或 B 的原先结构形式，只是一部分金属原子

A(或 B)的位置被另一种金属原子 B (或 A)无规则的取代，这类固溶体称为置换固

溶体。在金属的密堆积结构中有很多的八面体和四面体间隙，某些原子半径很小

的非金属元素，如 H、B、C、N 等，可以无规则的分布在这些空隙中而形成间隙

固溶体。  

13. 什么是分子晶体？分子晶体有哪些特点？  

答：具有稳固的电子结构的原子或分子，靠范德瓦尔斯力结合成的晶体，称

为分子晶体，在晶体中它们基本上保持原有的电子结构。比如，像惰性气体 He、

Ne、Ar、Kr、Xe 等它们属于具有稳固的电子结构的原子，还有 NH3、SO2、HCl

等分子属于价电子已用于形成共价键的具有稳定电子结构的分子。这两种类型均

可以在低温下形成分子晶体。  

由于分子晶体的结合能小，因而熔点低、硬度比较小、易于压缩；又由于吸引

势无方向性，且与间距的负 6 次方成正比 (非极性单原子分子晶体 )，所以，常取

密堆积结构，以使得系统能量 低。从导电性来说，分子晶体均为绝缘体。  

14. 什么是雷纳德 -琼斯势？指出其中各项的含义？  

答：分子晶体中一对原子间的相互作用势可以表示为  
12 6

( ) 4R
R R
σ σφ ε ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

其中，R 为原子间距。上式称为雷纳德 -琼斯势 (Lennard-Jones 6-12 potential)。第

一项为近距排斥势，方次 12 的选择，主要是为了计算方便，并兼顾到应满足大于

长程吸引势的方次的要求；方次 6 是可以严格证明的。从雷纳德 -琼斯势我们可以

看出，当 R = σ 时，雷纳德 -琼斯势等于零；当 R < σ 时，雷纳德 -琼斯势将随 R 的

减小很快上升。所以，σ 可以表征近距排斥力作用的范围。ε 可大致表征一对原子

间范德瓦尔斯相互作用的强度。对惰性气体约为  0.01 eV。勒纳 -琼斯势仅适用于

单原子构成的非极性分子晶体结构。  

15. 什么是氢键？氢键的特点有哪些？  

答：由于氢原子的半径很小 (0.3Å)，又没有内层电子，所以它与负电性 强的一

些元素 X(如 X=O、F、N 等 )结合形成极性共价键时，会出现一种与另一个负电性

很大的原子 Y 上的孤对电子相互吸引而形成的另一种键，这种键称为氢键

(hydrogen bond)。但只允许一个 Y 原子来键合。此外，为了使键合效应 强，一

般要求尽可能呈一条直线，即 X—H…Y 形式。其中，X—H 间是共价键，H…Y
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间是氢键。这表明氢键具有饱和性和方向性。H…Y 间距为 1.7 Å 左右，这比通常

的共价键长得多 (O—H 间的共价键是 0.98 Å)，而比 H 和 Y 的范德瓦尔斯键半径

之和 (约 2.8~3.0 Å)短得多，这表明氢键的键能较共价键能低，而比范德瓦尔斯键

又强许多。  

16. 说出晶体结合的基本类型及结合力的性质，说明为什么金属结合会导致原子

的密堆积排列？  

答：晶体结合的类型有离子晶体、共价晶体、金属晶体、分子晶体和氢键晶体 .

离子晶体的结合力是离子键，即稳定的正、负离子相间排列，通过库仑静电力互

相吸引；共价晶体的结合力是共价键，两原子通过共有自旋相反的一对电子相互

键合；金属晶体的结合力是金属键，价电子离化形成的共有化负电子云与处在其

中的正离子实通过库仑作用相互束缚；分子晶体的结合力是范德瓦尔斯力，与电

子分布起伏有关的瞬时电偶极矩的感应作用使具有球对称电子分布的中性原子或

分子聚合；氢键晶体的结合力是氢键，即氢原子的电子参与形成共价键后，裸露

的氢核与另一电负性较大的原子通过静电作用相结合。  

由于金属键没有饱和性和方向性，所以金属晶体多采取配位数为 12 的密堆积

方式，以保证金属结构 稳定。因此金属大多具有面心立方或六角密堆积结构。  

17. 在金属键、离子键、共价键中，哪一种键易于具有 少近邻？哪一种不只包

含一种元素？哪一种易于形成密堆积结构？哪一种具有明显的电荷转移？哪

一种包含有轨道杂化？  

答：共价键具有 少近邻 (饱和性和方向性导致 ),共价键不只包含一种 ,当正负电性

差很多时 ,会有离子键的成分；离子晶体的结合力是离子键 ,即稳定的正、负离子

相间排列 ,通过库仑静电力互相吸引 ,因此离子键不只包含一种元素 ,且具有明显的

电荷转移 .金属结合中 , 受到 小能量原理的约束 , 要求原子实与共有电子电子云

间的库仑能要尽可能的低 (绝对值尽可能的大 ). 原子实越紧凑 , 原子实与共有电

子电子云靠得就越紧密 , 库仑能就越低 . 所以 ,金属键易于形成密堆积结构。共价

键包含有轨道杂化，如金刚石的 sp3
杂化。  

18. 在范德瓦尔斯结合、金属结合、离子结合、共价结合中哪些 可能形成绝缘

体、导体和半导体？  

答：分子晶体的结合力是范德瓦尔斯力 ,与电子分布起伏有关的瞬时电偶极矩的感

应作用使具有球对称电子分布的中性原子或分子聚合 ,因为所有的电子都局域在

分子内 ,参与分子内的键合 ,所以范德瓦尔斯结合一般都是绝缘体 (如惰性气体晶

体 ); 共价晶体的结合力是共价键 ,两原子通过共有自旋相反的一对电子相互键合 ;

共价键是一种强键 ,也就是成键的电子很难被激发而游离 ,因此共价结合 可能形

成绝缘体 (如金刚石 )和半导体 (如锗和硅 ). 金属晶体的结合力是金属键 ,价电子离

化形成的共有化负电子云与处在其中的正离子实通过库仑作用相互束缚 ,因此金
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属结合 可能形成导体 . 离子晶体的结合力是离子键 ,即稳定的正、负离子相间排

列 ,通过库仑静电力互相吸引 ,因此离子结合 可能形成绝缘体 ,在高温下会形成导

体 .  

19. 给出固体中原子间相互作用的基本方式，石墨晶体的结合方式如何？  

答：结合力和化学键本质上是统一的，它们完全归因于遵从薛定谔方程的原子核

与核外电子之间的静电相互作用。根据这种静电相互作用的起因和方式的不同，

原子间相互作用的基本方式可分为共价键合、离子键合、金属键合、范德瓦尔斯

键合和氢键合等五种。  

石墨晶体是层状结构，在每一单层是靠共价键结合的，层间是靠范德瓦尔斯

力结合的。  

20. 什么是晶体缺陷？观察晶体缺陷的方法有哪些？  

答：晶体缺陷就是表征对晶体理想的周期结构的任何形式的偏离 .按其维度 ,

可分为 :零维点缺陷 ,一维线缺陷 ,二维面缺陷 . 

腐蚀 (坑 )法、位错染色缀饰法、电子显微镜技术、X 射线形貌照相术和场致

显微镜技术等是人们观测缺陷的常用手段。  

腐蚀 (坑 )法是指对于选定晶面的样品表面进行研磨，抛光处理，再将样品洗

净置于适当的腐蚀液中腐蚀一定的时间，清洗后就可以用金相显微镜进行观察或

拍照。由于位错、杂质等缺陷所在处的腐蚀速率一般与无缺陷处不同，结果，样

品表面缺陷处将出现腐蚀的凹坑或小丘。  

位错染色缀饰法是基于杂质原子倾向于在位错附近聚集，故可用特殊的技术

(如扩散 )使位错带上颜色。如在硅晶体中掺入铜，铜聚集在位错附近，由于铜对

红外线不透明而硅透明，用红外显微镜就可以观察。  

电子显微镜技术、X 射线形貌照相术和场致显微镜技术三者利用的都是直接

成像的技术，取决于各自的分辨率。  

21. 给出晶体缺陷的基本类型，举例说明什么是点缺陷？线缺陷？面缺陷？  

答：所谓缺陷就是表征对晶体理想的周期结构的任何形式的偏离 .按其维度 ,可分

为 :零维点缺陷 ,一维线缺陷 ,二维面缺陷 . 

晶体中的零维缺陷—点缺陷 (point defect)是原子尺度的缺陷 .亦即定域在格点

附近一个或几个晶格常数范围内偏离周期性的结构称为点缺陷 .点缺陷主要有 3

种：空位或肖脱基缺陷、填隙原子 (弗仑克尔缺陷 )和杂质 ,还有所谓的色心和极化

子等 . 

当晶格周期性的破坏是发生在晶体内部一条线的周围近邻，这种缺陷称为线

缺陷。位错就是线缺陷。位错：刃型位错，螺旋位错  

当晶格周期性的破坏是发生在晶体内部一个面的近邻，这种缺陷称为面缺陷，

如晶粒间界、堆垛间界。  
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22. 解释金属淬火后为什么会变硬？  

答：我们已经知道  晶体的一部分相对于另一部分的滑移 , 实际是位错线的滑移 , 

位错线的移动是逐步进行的 , 使得滑移的切应力 小 . 这就是金属一般较软的原

因之一 . 显然 , 要提高金属的强度和硬度 , 似乎可以通过消除位错的办法来实现 .  

但事实上位错是很难消除的 . 相反 , 要提高金属的强度和硬度 , 通常采用增加位

错的办法来实现 . 金属淬火就是增加位错的有效办法 . 将金属加热到一定高温 , 

原子振动的幅度比常温时的幅度大得多 , 原子脱离正常格点的几率比常温时大得

多 , 晶体中产生大量的空位、填隙缺陷 . 这些点缺陷容易形成位错 . 也就是说 , 在

高温时 , 晶体内的位错缺陷比常温时多得多 . 高温的晶体在适宜的液体中急冷 , 

高温时新产生的位错来不及恢复和消退 , 大部分被存留了下来 . 数目众多的位错

相互交织在一起 , 某一方向的位错的滑移 , 会受到其它方向位错的牵制 , 使位错

滑移的阻力大大增加 , 使得金属变硬 .  

23. 什么是磁畴壁？什么是布洛赫壁？什么是奈尔壁？  

答：铁磁材料在中磁畴和磁畴之间的过渡区域称为磁畴壁，根据过渡方式的不同

分为布洛赫壁和奈尔壁。布洛赫壁是指在过渡区域内磁矩的转动始终保持与畴壁

平行，以避免在畴壁内产生净磁荷，薄膜厚度较厚时大多采用这种方式。奈尔壁

是指在过渡区域内磁矩的转动始终保持与薄膜表面平行，薄膜厚度较薄时大多采

用这种方式。  

24. 晶体中的位错线有几种类型？各有什么特点？  

答：晶体中的位错线有两种类型，即刃位错 (edge dislocation)和螺位错 (screw 

dislocation)。已滑移区与未滑移区的交界线，称为位错线。我们把这种位错线与

滑移方向垂直的位错称为刃型位错。位错线与滑移方向平行的位错称为螺旋位错。 

25. 什么是晶界？什么是小角度晶界？什么是大角度晶界？  

答：很多固体都是由许多小晶粒组成的多晶材料，分隔这些晶粒的边界称为

晶界。晶界的厚度通常只有 2~3 个原子层，因此被看成是具有二维结构的面缺陷。

常 见 类 型 有 小 角 度 晶 界 (small angle boundary) 和 大 角 度 晶 界 (large angle 

boundary)。  

小角度晶界是指两相邻晶粒之间相对取向差的角度较小，一般在 10°以下，

也称为倾侧晶界 (tilt boundary)。  

大角度晶界是指两相邻晶粒之间相对取向差别在 15°以上，晶界结构较复杂。 

26. 什么是堆垛层错？粗糙转变？  

答：我们知道金属晶体常采用立方密积的结构形式，而立方密积是原子球以

三层为一组，如果把这样的一组三层记为 ABC，则晶面的排列形式为  

ABCABCABCABC⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

如果在晶体生长过程中，原来的Ａ晶面丢失，于是晶面的排列形式变成  
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ABCABCBCABC⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

则 B 晶面便成为错位的面缺陷。  

如从某一晶面开始，晶体的两部分发生滑移，比如从某 C 晶面以后整体发生

了滑移，B 变成 A，则晶面的排列形式变成 : 

ABCABCBACBAC⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

则 C 晶面便成为错位的面缺陷。这一类整个晶面发生错位的缺陷称为堆垛层错

(stacking fault)。  

在足够低的温度下，晶体的平衡表面总是在原子尺度上光滑。温度升高时，

表面缺陷增多，温度升高到某一临界温度 TR 时，表面长程序消失，发生粗糙转变

(roughening transition)，TR 称为粗糙温度 (roughening temperature)。粗糙转变是一

种相变，在 TR 附近，晶体的形状表现出临界行为。  

27. 给出晶体中空位浓度与缺陷的关系，并说明各符号的物理意义。  

答：晶体中空位浓度与缺陷的关系为：  
/V Bk Tn Ne ε−=  

其中 ,N 为理想晶体的原子数目 ,εV 为生成一个空位所需的平均能量 ,约为  1 eV, n 为

空位浓度 , kB 为波尔兹曼常数 ,T 为绝对温度 .上面的结果表明，在温度不为零的有

限温度下，必定有空位存在。所以，晶体中的缺陷是不可避免的。  

28. 什么是相图？相图上的一个点或一条线代表什么含义？相图的研究以什么为

基础？  

答：相图就是研究体系的状态如何随着温度 T、压强 P、浓度等这些变量的改变

而发生变化的几何图形，相图也叫状态图或相平衡状态图。  

从相图中可以看出不同成分的物质在不同温度、压力或其它条件下所含各相

的种类和相对数量，通过相图可以预测出一个混和体系的性质。相图中所示的状

态是热力学上的平衡稳定状态，它不能表示在非平衡条件下的组织结构及其变化

规律。所以相图上的一个点代表体系的一个热力学平衡态，相图上的一条线表示

一个准静态过程。  

相图的研究以相律为基础，相律即在平衡体系中，联系体系内相数、组分数、

自由度数及影响物质性质的外界因素之间关系的规律。相律是分析和检验相图的

工具。  

29. 什么是相律？如何理解杠杆定则？  

答：相律即在平衡体系中，联系体系内相数、组分数、自由度数及影响物质

性质的外界因素之间关系的规律。它是研究相图的基础。若体系中的相数目为 ø，

独立组元数目为 k，状态参量数为 n，则体系的自由度数 (即独立变量数 )f 满足  

f k n φ= + −  

其中，对于状态参量数 n 来说，通常选温度与压强作为状态参量，即 n = 2。上
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式称为相律。  

准静态过程中两相平衡共存状态，可以帮助我们求出液相和固相的数量比

例。如图中温度降为 T1 时，相图中我们所讨论的组分为 x 的样品的代表点对应 n，

此时液相和固相共存。其中液相和固相的状态就分别由过 n 的等温线与液相线和

固相线的交点 l1 和 s1 来决定。设 Ml1 和 Ms1 分别表示液相和固相的重量，显然固

相中金属 B 的重量加上液相中金属 B 的重量应等于凝固前液相中金属 B 的重量，

由于凝固前液相中金属 B 的重量为  

1 1( )l sx M M+  

温度降为 T1 时，固相中金属 B 的重量为  

1 1( )sM x ns+  

温度降为 T1 时，液相中金属 B 的重量为  

1 1( )lM x nl−  

金属 B 的重量在相变过程中不便，所以  

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )l s l sM x nl M x ns x M M− + + = +  

整理得  

1 1 1 1l sM nl M ns=  

或写成  

1 1

1 1

s

l

M nl
M ns

=  

 

 

图  连续固溶体相图及其相变过程  

 

这个简单而有重要的结果形象地称为杠杆定则。因为把 l1 和 s1 之间的连线看作

一个杠杆，支点在 n 处，Ml1 和 Ms1 分别看作杠杆两端的负荷，上式恰好是杠杆

平衡条件。该条件也适用于非连续固溶体中的两相平衡共存区。  

30. 什么是共晶转变？包晶转变？共析转变？包析转变？  
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答：共晶反应是指液相在冷却过程中同时结晶出两个不同结构的固相的过程，也

叫共晶转变；包晶反应是指一个液相与一个固相相互作用，生成一个新的固相的

过程，也叫包晶转变；共析反应是指从一个固相同时结晶出两个不同结构的固相

的恒温转变，也叫共析转变；包析反应是指两个固相相互作用，生成一个新的固

相的过程，也叫包析转变。它们都是在恒温下进行的，并且， 多只能有三个相

平衡共存。  

31. 对于惰性元素晶体，原子间的相互作用常采用勒纳—琼斯势  

( ) 12 64 [( ) ( ) ]u r
r r
σ σε= −  

其中 σ、 ε 为待定常数， r 为两原子间的距离。  

(1)试说明式中两项的物理意义以及物理来源；  

(2)证明平衡时 r0/σ 为一与晶体结构有关的常数，其中 r0 为 近邻原子间距。 

解：（1）第一项为近距排斥势 ,当原子间电子云显著重叠时 ,产生强烈的排斥作用 ,

它起源于泡利原理 .方次 12 的选择 ,主要为计算方便 ,并兼顾到应满足大于长程吸

引势的方次的要求 .第二项为范德瓦尔斯相互作用能 ,它是范德瓦尔斯力的来源 ,原

子靠它相互吸引 ,它是原子中电荷涨落产生的瞬时电偶极矩所导致的吸引相互作

用。  

（2）N 个惰性气体分子总的相互作用能为  

1

( )
2

N

j
j

NU u r
=

= ∑  

设 r0 为 近邻两个原子间的距离，则 :  

0 ( 0 )j jr P r j= =以 为原点  

Pj 是仅与晶体结构有关的常数。则平衡时 N 个惰性气体分子总的相互作用能为  

12 6

/
0

0 0

( ) 4
2

N

j j j

NU r
P r P r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  

令：  

/ /
12 612 6

1 1;
N N

j jj j

A A
P P

= =∑ ∑  

则 A6、A12 也是仅与晶体结构有关的常数。从而有  

12 6

0 12 6
0 0

( ) 2U r N A A
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

由 : 
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0

0

( ) 0dU r
dr

=  

得 : 

1
6

0 12

6

2r A
Aσ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

得证。  

32. 如果惰性气体晶体氪结晶为体心立方结构，晶体总的势能为：  

( ) 12 6
12 62 ( ) ( )U R N A A

r r
σ σε ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，且有 ( )1/ 6

12 62 / 1.07A A =  

其中，N 为原子总数，r 为原子间的距离。已知氪的勒纳 -琼斯参数为：ε = 0.01 

eV，σ = 3.65Å，A6=12.25，A12=9.11，求  

(1)平衡时的 近邻距离 r0 及点阵常数 a；  

(2)每个原子的内聚能；  

(3)平衡时的体弹性模量。  

解：（1）平衡时应满足： 

0

( ) 0
r

dU r
dr

=  

13 7
12 6

12 6
0 0

1 112 6 0A A
r r

σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∴− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1
6

12
0

6

2 3.905Ar A
A

σ
⎛ ⎞

∴ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

体心立方结构原子 近邻满足：  

02 3r a=  

02 4.51
3
ra A∴ = =  

（2）由题意可知 ,惰性气体晶体氪在平衡时总的势能 (即内聚能 )为：  

12 6

0 12 6
0 0

( ) 2U r N A A
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

所以 ,每个原子的内聚能为：  



孙会元主编的《固体物理基础》中的习题参考解答 

 127

12 6 2
0 6

12 6
0 0 12

( ) 2 0.082
2

U r AA A eV
N r r A

εσ σε
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

注：要充分利用   

1
6

12
0

6

2Ar
A

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（3）氪结晶为体心立方结构 : 

02 3r a=  

3

0 33
0

0

2 3
3 4 3

2 2 9

r
raV N N N

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =  

0

2

02
V

d UK V
dV

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

12 6

12 6( ) 2U R N A A
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

6 12
6 127 13

1 12 [6 12 ]dU N A A
dr r r

ε σ σ= −  

2

3
4

dr
dV Nr

=  

6 9 12 15
6 123 (3 6 )dU dU dr A r A r

dV dr dV
ε σ σ− −= = −  

6 9 12 152
6 12

2

{ 3 (3 6 )}d A r A rd U dr
dV dr dV

ε σ σ− −−=  

12 18 6 12
12 6(270 81 )

4
A r A r

N
ε σ σ− −= −  

所以，平衡时的体弹性模量为  

0

2

02
V

d UK V
dV

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
12 18 6 12 0

12 0 6 0
4 3(270 81 )

4 9
rA r A r N

N
ε σ σ− −= −

2
6
3

12 0

3 3A
A r

ε=  

33. NaCI 和  CsCI 是两种典型的离子晶体，但具有不同的晶体结构。试描述或

画出两种晶体的原子空间排列情况，分别指出它们每个离子的 近邻数目和
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次紧邻数目；指出它们相同的特征对称元素；分别指出它们的点阵类型、倒

易点阵类型和第一布里渊区的形状；写出离子结合能的一般表达式，求出平

衡态时的离子间距；它们的晶格振动色散曲线各有几只？它们的离子晶体的

长光学波有何特点？对它们的红外光学性质有何影响？  

解：NaCI 是 fcc 点阵 ,Na 离子和 CI 离子各组成一个 fcc 格子 ,沿立方轴方向移 1/2

套构而成 . 近邻各有 6 个异性离子 ,次近邻各 12 个同性离子 .CsCI 是 SC 点阵 , Cs

离子和 CI 离子各组成一个 sc 格子 ,沿体对角线方向移 1/2 套构而成 . 近邻各有 8

个异性离子 ,次近邻各 6 个同性离子；它们相同的特征对称元素是 4 个 3 次轴 .(主

轴）；NaCI 是  fcc 点阵 ,倒易点阵类型为 bcc,第一布里渊区为截角 8 面体 . CsCI 是  

sc 点阵 ,倒易点阵类型为 sc,第一布里渊区为简立方体 . 离子结合能的一般表达式

为  
2

04n

B eU
R R

α
πε

= −  

B 和 α是和晶体结构有关的常数 ,R 为离子间 短距离 .为求出平衡态时的离子间距

令：  

1
1

0
0 2

40
nnBU R

R e
πε
α

−∂ ⎛ ⎞= ⇒ = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
 

它们的原胞都含有 2 个离子 ,因此各有 6 支色散关系，3 支光学支，  3 支声学支。

离子晶体的长光学纵波频率 ωLO 总是大于长光学横波频率 ωTO,它们对红外光不

同频率有强烈的反射和吸收 . 

34. 设两原子间的相互作用能可以表示为  

2 8( )U r
r r
α β= − +  

其中 r 是两原子间距，α、β 是两个待定系数。当两原子构成一稳定分子时，

其核间距为 3×10-10 m，离解能为 4eV。试计算  

(1)α、β 的数值；  

(2)计算使该分子分裂所必须的力和当分裂发生时原子核间的临界间距。  

解： (1)当两原子构成一稳定分子时 ,其相互作用势能取极小值 ,即：  

3 9

( ) 2 8 0dU r
dr r r

α β= − =  

由此得两原子平衡时的间距  

1
6

0
4r β
α

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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两原子平衡时的能量  

0 2 8 2
0 0 0

3( )
4

U r
r r r
α β α= − + = −  

依题意得：  
1
6 10

0

19
0 2 8 2

0 0 0

4 3 10

3( ) 4 1.6 10
4

r

U r
r r r

β
α

α β α

−

−

⎧
⎛ ⎞⎪ = = ×⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎨

⎪ = − + = − = × ×⎪
⎩

 

解之得：  

38 2

95 8

7.68 10
1.4 10

J m
J m

α
β

−

−

⎧ = ×⎪
⎨
= ×⎪⎩

i
i

 

（2）由：  
2

2 4 10

( ) 6 72 0d U r
dr r r

α β= − + =  

得两原子引力 大值距离 ,即：  

1
6 1012 3.6 10mr mβ

α
−⎛ ⎞= = ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

9
3 9

( ) 2 8 4.4 10
mr r m m

dU rF N
dr r r

α β −

=

= − = − + = ×  

35. 设 wF 为弗仑克尔缺陷的形成能，N 为格点总数，N /是可用间隙位置数，n 为

被原子占据的间隙位置数，即弗仑克尔缺陷数目。推导平衡时弗仑克尔缺陷

的浓度。  

解：n 个间隙位置可能的排列方式为  
/

/

! !
!( )! !( )!

N NW
n N n n N n

=
− −

i  

这将使系统熵增加  

lnBS k W∆ =  

形成 n 个弗仑克尔缺陷，晶体内能的增加为  

FU nW∆ =  

从而，系统自由能的增加为  
/

/

! !ln
!( )! !( )!F B

N NF U T S nW Tk
n N n n N n
⎡ ⎤

∆ = ∆ − ∆ = − ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
i  

利用斯特林公式 ln ! lnx x x x≈ − ，以及 n<<N，N 和 N /近似相等和平衡时的条件  
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0
T

F
n
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

则有  

2 2
F F

B B

W W
k T k Tn NN e Ne

− −
′≈ =  

此即为平衡时弗仑克尔缺陷的浓度。  
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