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第一章 度量空间

1.1 压缩映射原理

定义 1.1.1. 𝒳 ≠ 𝜙, 如果 𝒳 上函数 𝑑 ∶ 𝒳 ×𝒳 → ℝ, 满足:

• (非负性) 𝑑(𝑥, 𝑦) ⩾ 0, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦;

• (对称性) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥);

• (三角不等式) 𝑑(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳.

则称 𝑑 是 𝒳 上一个度量 (metric) 或距离 (distance), (𝒳, 𝑑) 称为一个度量空间或距
离空间.

注. 非负性可由后两条推出: 2𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑥) ⩾ 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0.

定义 1.1.2. 度量子空间: 𝒴 ⊆ 𝒳, (𝒴, 𝑑|𝒴) 是 (𝒳, 𝑑) 的子空间.

例 1.1.1. ℝ𝑛:

• 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≜ (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|2)
1
2 (欧氏度量);

• 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≜ (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|𝑝)
1
𝑝 ;

• 𝑑1(𝑥, 𝑦) ≜ |𝑥1 − 𝑦1| + ⋯ + |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|;

• 𝑑∞(𝑥, 𝑦) ≜ max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|.

例 1.1.2. 𝔽 = ℂ 𝑜𝑟 ℝ, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞:
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1.1 压缩映射原理 第一章 度量空间

• 𝑙𝑝(𝔽) ≜ {{𝑥𝑘}∞𝑘=1 | 𝑥𝑘 ∈ 𝔽,
∞
∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝 < ∞} p 次可和的数列, 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≜ (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|𝑝)
1
𝑝 ,

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝑝(𝑧, 𝑦) (Minkowski 不等式);

• 𝑙∞(𝔽) ≜ {{𝑥𝑘}∞𝑘=1 | sup
𝑘

|𝑥𝑘| < ∞} 有界数列, 𝑑∞(𝑥, 𝑦) ≜ sup
𝑘

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|.

例 1.1.3. 离散度量: 𝑑(𝑥, 𝑦) ≜
⎧{
⎨{⎩

1, 𝑥 ≠ 𝑦

0, 𝑥 = 𝑦
.

例 1.1.4. 𝐶[0, 1], 𝑑(𝑓, 𝑔) ≜ max
0⩽𝑥⩽1

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|.

定义 1.1.3. 𝐴 ⊂ 𝒳, diam(𝐴) ≜ sup
𝑥,𝑦∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝑦) 称为 𝐴 的直径. 如果 diam(A) < ∞, 则

称 𝐴 有界.

定义 1.1.4. (𝒳, 𝑑), 称序列 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳 收敛, 是指

∃𝑥0 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞,

记为 𝑥𝑛 → 𝑥0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

作业. 1° 收敛极限唯一; 2° 收敛列有界.

证明. 假设 ∃ ̃𝑥0 ∈ 𝒳, ̃𝑥0 ≠ 𝑥0, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → ̃𝑥0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞, 记 𝑑 ≜ 1
2𝑑(𝑥0, ̃𝑥0) > 0.

𝑑(𝑥0, ̃𝑥0) ⩽ 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, ̃𝑥0) ⇒ 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛) ⩾ 𝑑(𝑥0, ̃𝑥0) − 𝑑(𝑥𝑛, ̃𝑥0).

对上述 𝑑, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, ∀𝑛 ⩾ 𝑁, 𝑑(𝑥𝑛, ̃𝑥0) < 𝑑

⇒ 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛) > 𝑑(𝑥0, ̃𝑥0) − 𝑑 = 𝑑 > 0,

与 𝑥𝑛 → 𝑥0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ 矛盾, 这证明了 1°.

固定 𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, ∀𝑛 ⩾ 𝑁, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) < 𝜀

⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) ⩽ max{𝑑(𝑥1, 𝑥0),… , 𝑑(𝑥𝑁 , 𝑥0), 𝜀} = 𝑀

⇒ sup
𝑛,𝑚∈ℕ∗

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ⩽ sup
𝑛,𝑚∈ℕ∗

[𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) + 𝑑(𝑥𝑚 + 𝑥0)] ⩽ 2𝑀,

这证明了 2°.
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1.1 压缩映射原理 第一章 度量空间

例 1.1.5. 𝐶[0, 1] ≜ {[0, 1]上连续函数}, 𝑑(𝑓, 𝑔) ≜ max
0⩽𝑥⩽1

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|,

𝑑(𝑓𝑛, 𝑓) → 0 ⇔ 𝑓𝑛 ⇉ 𝑓 (一致收敛), 𝜌1(𝑓, 𝑔) ≜ ∫1
0 |𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)| 𝑑𝑡 (𝐿1 度量).

𝑓𝑛 ≜
⎧{
⎨{⎩

−𝑛3(𝑡 − 1
𝑛2 ), 𝑡 ∈ [0, 1

𝑛2 ]

0, 𝑡 ∈ [ 1
𝑛2 , 1]

,

则 𝜌1(𝑓𝑛, 0) = 1
2 ⋅ 1

𝑛2 ⋅ 𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞, 但 𝑑(𝑓𝑛, 0) = 𝑛.

定义 1.1.5. (𝒳, 𝑑), 𝑥0 ∈ 𝒳, 𝑟 > 0, 开球 𝐵(𝑥0, 𝑟) ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑟}, 闭球

�̄�(𝑥0, 𝑟) ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑑(𝑥, 𝑥0) ⩽ 𝑟}, 球面 𝑆(𝑥0, 𝑟) ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝑟}.

𝐴 ⊂ 𝒳, 𝑥0 ∈ 𝐴, 如果 ∃𝑟 > 0, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝐴, 则称 𝑥0 为 𝐴 的内点, 如果 𝐴 中每
个点都是内点, 则称 𝐴 为开集, 闭集 ≜ 开集的余集.

命题 1.1.1. 设 𝜏 ≜ {(𝒳, 𝑑)中开集}: (1) 𝒳, 𝜙 ∈ 𝜏 ; (2) 𝜏 对任意并封闭; (3) 𝜏 对有限
交封闭.

定义 1.1.6. (𝒳, 𝑑), 𝐴 ⊂ 𝒳, 𝑥0 ∈ 𝒳:

• 如果 ∀𝜀 > 0, 𝐵(𝑥0, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ 𝜙, 则称 𝑥0 为 𝐴 的接触点, ̄𝐴 ≜ {𝐴的接触点} 称为 𝐴
的闭包;

• 如果 ∀𝜀 > 0, 𝐵(𝑥0, 𝜀) ∩ 𝐴\{𝑥0} ≠ 𝜙, 则称 𝑥0 为 𝐴 的聚点或极限点 ⇔ ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂
𝐴\{𝑥0}, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → 𝑥0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

注. ∀𝑥 ∈ ̄𝐴, ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → 𝑥 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

作业. 𝐴 是闭集 ⇔ ̄𝐴 = 𝐴 ⇔ ∀{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴, 𝑥𝑛 → 𝑥0 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 𝑥0 ∈ 𝐴.

证明.
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1.1 压缩映射原理 第一章 度量空间

定义 1.1.7. 如果 ̄𝐴 = 𝒳, 称 𝐴 在 𝒳 中稠密, 记 𝐴 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳.

注. 𝐴 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳 ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → 𝑥 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

定义 1.1.8. 如果 𝒳 有可数的稠密子集, 则称 𝒳 可分.

例 1.1.6. (Weierstrass 一致逼近定理) 𝑃 [0, 1] ([0, 1] 上多项式全体)
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐶[0, 1].

作业. 𝐶[0, 1] 可分.

证明. 由 Weierstrass 一致逼近定理, 𝑃 [0, 1] 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐶[0, 1],
令 [0, 1] 上有理系数多项式全体为 𝑄[0, 1], 下证 𝑄[0, 1] 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝑃[0, 1] 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐶[0, 1].
∀𝑓1(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝑃 [0, 1], ∀𝜀 > 0, 由有理数稠密性,

∃𝑏0, 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ ℚ, 𝑓2(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥𝑛, 𝑠.𝑡.

𝑑(𝑓1, 𝑓2) = max
0⩽𝑡⩽1

|𝑓1(𝑡) − 𝑓2(𝑡)| ⩽
𝑛

∑
𝑖=0

|𝑎𝑖 − 𝑏𝑖| < 𝜀.

⇒ 𝑄[0, 1] 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝑃[0, 1] 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐶[0, 1].
因为可数集的有限次直积与可数并可数, 故 𝑄[0, 1] 可数.

定义 1.1.9. (𝒳, 𝑑), (𝒴, 𝜌), 称映射 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 在 𝑥0 ∈ 𝒳 连续是指

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑇 (𝑥), 𝑇 (𝑥0)) < 𝜀.

如果 𝑇 在 𝒳 中每一点都连续, 则称 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 连续.

注. 上式等价于 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵𝒳(𝑥0, 𝛿), 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐵𝒴(𝑇 (𝑥0), 𝜀).
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1.1 压缩映射原理 第一章 度量空间

定理 1.1.1. 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 连续 ⇔ ∀𝑈
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴, 𝑇−1(𝑈) ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑇𝑥 ∈ 𝑈}

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳.

证明.“⇒” ∀𝑈
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴, 若 𝑇−1(𝑈) = 𝜙, 显然.

若 𝑇−1(𝑈) ≠ 𝜙, ∀𝑥0 ∈ 𝑇−1(𝑈), 𝑇𝑥0 ∈ 𝑈 .

由 𝑈 开, ∃𝜀 > 0, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀) ⊂ 𝑈 ,

由 𝑇 连续, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝛿), 𝑇𝑥 ∈ 𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀) ⊂ 𝑈,
⇒ 𝐵(𝑥0, 𝛿) ⊂ 𝑇−1(𝑈) ⇒ 𝑇−1(𝑈)

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳.

“⇐” ∀𝑥0 ∈ 𝒳, ∀𝜀 > 0, 𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀)
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴 ⇒ 𝑇−1(𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀))

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳.

由 𝑥0 ∈ 𝑇−1(𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀)), ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑥0, 𝛿) ⊂ 𝑇−1(𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀)),
⇒ ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝛿), 𝑇𝑥 ∈ 𝐵(𝑇𝑥0, 𝜀) ⇔ 𝑇 连续.

定理 1.1.2. (Heine) 𝑇 在 𝑥0 连续 ⇔ ∀{𝑥𝑛}∞𝑛=1, 𝑥𝑛 → 𝑥0 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑥0.

证明.“⇒” ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿, 有 𝜌(𝑇 (𝑥), 𝑇 (𝑥0)) < 𝜀.
对上述 𝛿, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, ∀𝑛 ⩾ 𝑁 , 有 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑇 (𝑥𝑛), 𝑇 (𝑥0)) < 𝜀, ∀𝑛 ⩾ 𝑁.
“⇐”假设 𝑇 在 𝑥0 不连续,

则 ∃𝜀0 > 0, ∀𝑛 > 0, ∃𝑥𝑛, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) < 1
𝑛 , 𝑠.𝑡. 𝜌(𝑇 (𝑥𝑛), 𝑇 (𝑥0)) ⩾ 𝜀0,

得到 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳, 𝑥𝑛 → 𝑥0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞, 但 𝑇 (𝑥𝑛) ↛ 𝑇(𝑥0), 矛盾.

定义 1.1.10. (𝒳, 𝑑), 称 {𝑥𝑛}∞𝑥=1 ⊂ 𝒳 是 Cauchy 列或基本列是指:

∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀, ∀𝑚, 𝑛 ⩾ 𝑁 (⇔ lim
𝑚,𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = 0).

如果 (𝒳, 𝑑) 中每个 Cauchy 列都收敛, 则称 (𝒳, 𝑑) 完备.

例 1.1.7. (ℝ, 𝑑) 完备, (ℚ, 𝑑) 不完备, 𝑑 是欧式度量.

𝑥𝑛 ≜
𝑛
∑
𝑘=1

1
𝑘2 , |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| =

𝑚
∑

𝑘=𝑛+1
1
𝑘2 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞,

⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 ℚ 中 Cauchy 列, 但 𝑥𝑛 → 𝜋2
6 ∉ ℚ.

例 1.1.8. Ω ⊂ ℝ𝑛 可测集, 𝐿𝑝(Ω) ≜ {𝑓可测 | ∫Ω |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 < ∞}, 1 ⩽ 𝑝 < ∞,
𝑑(𝑓, 𝑔) ≜ (∫Ω |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑝) 1

𝑝 , 𝐿𝑝(Ω) 完备 (Riesz-Fischer Thm).
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1.1 压缩映射原理 第一章 度量空间

定理 1.1.3. 𝐶([0, 1], 𝑑) 完备.

证明. 设 {𝑓𝑛}∞𝑛=1 是 𝐶[0, 1] 中任一 Cauchy 列,

⇒ ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, 𝑠.𝑡. max
0⩽𝑥⩽1

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜀, ∀𝑚, 𝑛 ⩾ 𝑁 (∗),
⇒ ∀𝑡 ∈ [0, 1], |𝑓𝑚(𝑡) − 𝑓𝑛(𝑡)| < 𝜀, ∀𝑚, 𝑛 ⩾ 𝑁 ,

⇒ {𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=1 是 ℝ 中 Cauchy 列, 故收敛, 令 𝑓(𝑡) ≜ lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑡).
在 (∗) 中令 𝑚 → ∞ ⇒ max

0⩽𝑡⩽1
|𝑓(𝑡) − 𝑓𝑛(𝑡)| ⩽ 𝜀, ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ⇔ 𝑓𝑛 ⇉ 𝑓,

⇒ 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1], 且 𝑑(𝑓𝑛, 𝑓) → 0.

例 1.1.9. (𝐶[0, 1], 𝜌1), 𝜌1(𝑓, 𝑔) ≜ ∫1
0 |𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)| 𝑑𝑡 不完备.

证明. 令 𝑓𝑛(𝑡) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
2 − 1

𝑛

𝑛𝑡 − 𝑛
2 + 1, 1

2 − 1
𝑛 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

2

1, 1
2 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

,

𝜌1(𝑓𝑚, 𝑓𝑛) = ∫
1

0
|𝑓𝑚(𝑡) − 𝑓𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡 =

1
2|

1
𝑚 − 1

𝑛| → 0 𝑎𝑠 𝑚, 𝑛 → ∞,

⇒ {𝑓𝑛(𝑡)}∞𝑛=1 是 (𝐶[0, 1], 𝜌1) 中 Cauchy 列. Claim {𝑓𝑛}∞𝑛=1 不收敛.

假设 ∃𝑓 ∈ 𝐶[0, 1], 𝑠.𝑡. 𝜌1(𝑓, 𝑓𝑛) → 0,

𝜌1(𝑓𝑛, 𝑓) = ∫
1

0
|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 = ∫

1
2− 1

𝑛

0
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 +∫

1
2

1
2− 1

𝑛

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 +∫
1

1
2

|1 − 𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡.

令𝑛→∞⇒ ∫
1
2

0
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 +∫

1

1
2

|1 − 𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 = 0,

⇒ 𝑓(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

0, 0 ⩽ 𝑡 < 1
2

1, 1
2 < 𝑡 ⩽ 1

, 这与 𝑓 连续矛盾.

定义 1.1.11. 对映射 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒳, 如果 ∃𝑥∗ ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥∗ = 𝑥∗, 称 𝑥∗ 是映射 𝑇 的一
个不动点.
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1.1 压缩映射原理 第一章 度量空间

定义 1.1.12. (𝒳, 𝑑), 对映射 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒳, 如果存在常数 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇 𝑦) ⩽
𝛼𝑑(𝑥, 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳, 称 𝑇 是一个压缩映射.

定理 1.1.4. (压缩映射原理, Banach 不动点定理) 完备度量空间到自身的压缩映射一

定有不动点, 且不动点唯一.

证明. 任取 𝑥0 ∈ 𝒳, 定义迭代序列 𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2,…

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛−1) ⩽ 𝛼𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) ⩽ ⋯ ⩽ 𝛼𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0),

𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) ⩽
𝑝

∑
𝑘=1

𝑑(𝑥𝑛+𝑘, 𝑥𝑛+𝑘−1) ⩽
𝑝

∑
𝑘=1

𝛼𝑛+𝑘−1𝑑(𝑥1, 𝑥0) ⩽
𝛼𝑛

1 − 𝛼𝑑(𝑥1, 𝑥0).

⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 Cauchy 列
𝒳完备⇒ ∃𝑥∗ ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

𝑑(𝑇𝑥∗, 𝑥∗) ⩽ 𝑑(𝑇𝑥∗, 𝑇𝑥𝑛) + 𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗)

⩽ 𝛼𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

⇒ 𝑑(𝑇𝑥∗, 𝑥∗) = 0 ⇒ 𝑇𝑥∗ = 𝑥∗.
假设 𝑦 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇 𝑦 = 𝑦,

𝑑(𝑥∗, 𝑦) = 𝑑(𝑇𝑥∗, 𝑇 𝑦) ⩽ 𝛼𝑑(𝑥∗, 𝑦).

⇒ 𝑑(𝑥∗, 𝑦) = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥∗.

注. 完备性不可去.

例 1.1.10. 𝒳 = (0, 1), 𝑇𝑥 = 1
2𝑥, 没有不动点.

作业. (EX1.1.1)(1) 完备空间的闭子空间一定是完备子空间;

(2) 任意度量空间的完备子空间一定是闭的.

证明. ∀(𝒳0, 𝑑) ⊂ ∀(𝒳, 𝑑), 其中 (𝒳0, 𝑑) 闭, (𝒳, 𝑑) 完备.

∀{𝑥𝑛}∞𝑛=1 为 (𝒳0, 𝑑) 中 Cauchy 列, 则 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 也是 (𝒳, 𝑑) 中 Cauchy 列,
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1.2 完备化 第一章 度量空间

由 (𝒳, 𝑑) 完备,∃ ̃𝑥 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → ̃𝑥 𝑎𝑠 𝑛 → ∞,
由 (𝒳0, 𝑑) 闭, 有 ̃𝑥 ∈ (𝒳0, 𝑑), 故 (𝒳0, 𝑑) 是完备子空间, 这证明了 (1).

∀{𝑥𝑛}∞𝑛=1 是完备子空间 (𝒳1, 𝑑) ⊂ (𝒳, 𝑑) 中 Cauchy 列,

由完备性, ∃ ̄𝑥 ∈ 𝒳1, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → ̄𝑥 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ ⇒ (𝒳1, 𝑑) 闭, 这证明了 (2).

1.2 完备化

定义 1.2.1. (𝒳1, 𝑑1), (𝒳2, 𝑑2) ∶

• 如果映射 𝑇 ∶ 𝒳1 → 𝒳2, 𝑠.𝑡. 𝑑2(𝑇𝑥, 𝑇 𝑦) = 𝑑1(𝑥, 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳1, 则称 𝑇 是 𝒳1 到

𝒳2 的等距;

• 如果 ∃𝑇 ∶ 𝒳1 → 𝒳2 等距且双射, 则称 (𝒳1, 𝑑1) 与 (𝒳2, 𝑑2) 等距同构, 𝑇 称为 𝒳1 到

𝒳2 的等距同构映射;

• 如果 (𝒳1, 𝑑1) 与 (𝒳2, 𝑑2) 的某子空间 (𝒳0, 𝑑2) 等距同构, 则称 (𝒳1, 𝑑1) 可等距嵌入
(𝒳2, 𝑑2), 记 (𝒳1, 𝑑1) ↪ (𝒳2, 𝑑2).

定义 1.2.2. (𝒳, 𝑑), 如果 ∃(�̃�, ̃𝑑) 完备, 𝑠.𝑡. (𝒳, 𝑑) 和它的某个稠子空间 (𝒳0, ̃𝑑) 等距
同构, 则称 (�̃�, ̃𝑑) 是 (𝒳, 𝑑) 的一个完备化.

例 1.2.1. 1. ℝ是 ℚ的完备化; 2. 𝐶[0, 1]是 𝑃 [0, 1]的完备化; 3. 𝐿1[0, 1]是 (𝐶[0, 1], 𝜌1)的
完备化.

定理 1.2.1. 任一度量空间都有完备化, 且完备化在等距同构意义下唯一.

证明. Idea of Pf. (Cantor 实数)

1° 构造 (�̃�, ̃𝑑); 2° 构造稠子空间 (𝒳0, ̃𝑑); 3° 证明 (�̃�, ̃𝑑) 完备; 4° 唯一性.

1° 令 ℱ ≜ {(𝒳, 𝑑) 中 Cauchy 列全体 }, 引入等价关系

𝜉 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ∼ {𝑦𝑛}∞𝑛=1 = 𝜂 ⇔ lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 0.
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1.2 完备化 第一章 度量空间

令 �̃� ≜ ℱ/ ∼, 定义度量

̃𝑑([ 𝜉 ], [ 𝜂 ]) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛),

其中 {𝑥𝑛}∞𝑛=1, {𝑦𝑛}∞𝑛=1 是 [ 𝜉 ], [ 𝜂 ] 中代表元.

Claim 1. ̃𝑑 是良定的:

(1) lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 存在:

|𝑑(𝑥𝑚, 𝑦𝑚) − 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)| ⩽ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑦𝑚, 𝑦𝑛) → 0 𝑎𝑠 𝑚, 𝑛 → ∞.

(2) ̃𝑑 的定义不依赖于 [ 𝜉 ], [ 𝜂 ] 中代表元的选取: 平凡.

Claim 2. ̃𝑑 是度量: 平凡.

2° 对 𝑥 ∈ 𝒳, 定义 𝜉𝑥 ≜ {𝑥, 𝑥,…} (常驻点列), 𝒳0 ≜ {[ 𝜉𝑥 ] | 𝑥 ∈ 𝒳}.

定义 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒳0, 𝑥 ↦ [ 𝜉𝑥 ] ⇒ 𝑇 是等距同构.

Claim 3. 𝒳0 = �̃� (稠密): ∀[ 𝜉 ] ∈ �̃�, 任取 [ 𝜉 ] 的一个代表元 {𝑥𝑛}∞𝑛=1,

lim
𝑛→∞

̃𝑑([ 𝜉𝑥𝑛
], [ 𝜉 ]) = lim

𝑛→∞
lim

𝑚→∞
𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0.

3° 设 {[ 𝜉(𝑘) ]}∞𝑘=1 是 (�̃�, ̃𝑑) 中 Cauchy 列

𝐶𝑙𝑎𝑖𝑚 3⇒ ∀𝑘, ∃𝑛𝑘, 𝑠.𝑡. ̃𝑑([ 𝜉(𝑘) ], [ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

]) < 1
𝑘.

̃𝑑([ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

], [ 𝜉𝑥(𝑗)
𝑛𝑗

]) ⩽ ̃𝑑([ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

], [ 𝜉(𝑘) ]) + ̃𝑑([ 𝜉(𝑘) ], [ 𝜉(𝑗) ]) + ̃𝑑([ 𝜉(𝑗) ], [ 𝜉𝑥(𝑗)
𝑛𝑗

]) → 0 𝑎𝑠 𝑘, 𝑗 → ∞

⇒ {[ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

]}∞𝑘=1 是 (𝒳0, ̃𝑑) 中 Cauchy 列
𝑇是等距⇒ {𝑥(𝑘)

𝑛𝑘}∞𝑘=1 是 (𝒳, 𝑑) 中 Cauchy 列

⇒ 𝜉′ ≜ {𝑥(𝑘)
𝑛𝑘}∞𝑘=1 ∈ ℱ ⇒ [ 𝜉′ ] ∈ �̃�.

lim
𝑘→∞

̃𝑑([ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

], [ 𝜉′ ]) = lim
𝑘→∞

lim
𝑚→∞

𝑑(𝑥(𝑘)
𝑛𝑘 , 𝑥

(𝑚)
𝑛𝑚 ) = 0,

̃𝑑([ 𝜉(𝑘) ], [ 𝜉′ ]) ⩽ ̃𝑑([ 𝜉(𝑘) ], [ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

]) + ̃𝑑([ 𝜉𝑥(𝑘)
𝑛𝑘

], [ 𝜉′ ]) → 0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞.

4° 假设 (𝒳′, 𝑑′) 也是 (𝒳, 𝑑) 的完备化,

(𝒳, 𝑑) 𝑇→ (𝒳0, ̃𝑑) 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ (�̃�, ̃𝑑),

(𝒳, 𝑑) 𝑇 ′
→ (𝒳′

0, 𝑑′) 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ (𝒳′, 𝑑′).

令 𝜑 ≜ 𝑇 ′ ∘ 𝑇−1 ⇒ 𝜑 是从 (𝒳0, ̃𝑑) 到 (𝒳′
0, 𝑑′) 的等距同构映射.

延拓 𝜑 到 Φ ∶ (�̃�, ̃𝑑) → (𝒳′, 𝑑′):
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1.3 列紧集 第一章 度量空间

∀𝑥 ≜ [ 𝜉 ] ∈ �̃�, ∃{[ 𝜉(𝑘) ]}∞𝑘=1 ⊂ 𝒳0, 𝑠.𝑡. ̃𝑑([ 𝜉(𝑘) ], [ 𝜉 ]) → 0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞
𝜑等距
⇒ {𝜑([ 𝜉(𝑘) ])}∞𝑘=1 是 (𝒳′, 𝑑′) 的 Cauchy 列.

𝑦 ≜ lim
𝑘→∞

𝜑([ 𝜉(𝑘) ]), Φ ∶ �̃� → 𝒳′, 𝑥 ↦ 𝑦.

1.3 列紧集

定义 1.3.1. (𝒳, 𝑑), 𝐴 ⊂ 𝒳 ∶

• 如果一族开集 {𝐺𝛼}𝛼∈𝐼, 𝑠.𝑡. 𝐴 ⊂ ⋃
𝛼∈𝐼

𝐺𝛼, 则称之为 𝐴 的一个开覆盖;

• 如果 𝐴 的任一开覆盖 {𝐺𝛼}𝛼∈𝐼 都有有限子覆盖, 𝑖.𝑒. ∃𝛼1,… , 𝛼𝑁 ∈ 𝐼, 𝑠.𝑡. 𝐴 ⊂
𝑁
⋃
𝑘=1

𝐺𝛼𝑘
, 则称 𝐴 为紧集 (compact);

• 如果 𝐴 中任一点列都有 (在 𝒳 中) 收敛的子列, 则称 𝐴 列紧 (sequencly compact);

• 如果 𝐴 中任一点列都有在 𝐴 中收敛的子列, 则称 𝐴 自列紧;

• 如果 𝒳 本身列紧, 则称之为列紧空间.

例 1.3.1. ℝ𝑛 中列紧 ⇔ 有界 (Bolzano-Weierstrass);

ℝ𝑛 中自列紧 ⇔ 有界闭 ⇔ 紧集.

例 1.3.2. (𝑙2, 𝜌2), 𝜌2(𝑥, 𝑦) ≜ (
∞
∑
𝑘=1

(|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|2))
1
2 :

𝑒𝑛 ≜ (0,… , 0, 1, 0,… ) (第 n 个等于 1), 𝑛 = 1, 2,⋯ ⇒ {𝑒𝑛}∞𝑛=1 有界.

𝜌2(𝑒𝑛, 𝑒𝑚) =
√
2, ∀𝑛 ≠ 𝑚 ⇒ {𝑒𝑛}∞𝑛=1 没有收敛子列.

命题 1.3.1. 列紧空间中的任一子集都是列紧的, 任一闭集都是自列紧的.

命题 1.3.2. 列紧空间一定完备.

证明. 设 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 (𝒳, 𝑑) 中 Cauchy 列
列紧⇒ 有收敛子列 𝑥𝑛𝑘

→ 𝑥0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞
⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) ⩽ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛𝑘

) + 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥0) → 0 𝑎𝑠 𝑛, 𝑘 → ∞.
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1.3 列紧集 第一章 度量空间

定义 1.3.2. (𝒳, 𝑑), 𝐴 ⊂ 𝒳, 𝜀 > 0 ∶

• 称 𝑁𝜀 ⊂ 𝐴 是 𝐴 的一个 𝜀-网, 是指 𝐴 ⊂ ⋃
𝑦∈𝑁𝜀

𝐵(𝑦, 𝜀) (⇔ ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝑦 ∈

𝑁𝜀, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀).

• 如果 ∀𝜀 > 0, 𝐴 都有一个有穷 𝜀-网 𝑁𝜀, 𝑖.𝑒. #𝑁𝜀 < ∞, 则称 𝐴 完全有界.

注. 完全有界 ⇒ 有界.

例 1.3.3. 有界 ⇏ 完全有界: 𝑙2 中 {𝑒𝑛}∞𝑛=1 有界, 由于每个 𝑒𝑛, 𝑒𝑚, 𝑛 ≠ 𝑚 的距离为
√
2,

它的每一个 1
2 -网都不是有限集, 故不是完全有界的.

定理 1.3.1. (Hausdorff)(1) 列紧 ⇒ 完全有界; (2) 完备空间中列紧 ⇔ 完全有界.

证明. (1) 假设 𝐴 列紧但不完全有界, 则 ∃𝜀0 > 0, 𝑠.𝑡. 任意有限个 𝜀0 球都不能覆盖 𝐴.

以此构造 𝐴 中没有收敛子列的点列:

∀𝑥1 ∈ 𝐴, ∃𝑥2 ∈ 𝐴\𝐵(𝑥1, 𝜀0), ∃𝑥3 ∈ 𝐴\
2
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑥𝑘, 𝜀0),…

⇒ 序列 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 ∉
𝑛−1
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑥𝑘, 𝜀0), 𝑛 = 2, 3,…
⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ⩾ 𝜀0, ∀𝑛 ≠ 𝑚 ⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 没有收敛子列, 这与 𝐴 列紧矛盾.

(2) 只要证“⇐”, 设 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴, 来构造它的一个收敛子列:

取 𝜀 = 1, ∃𝑁1 = {𝑦(1)1 ,… , 𝑦(1)𝑚1}, 𝐴 ⊂
𝑚1
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑦(1)𝑘 , 1)

⇒ ∃𝑦1 ∈ 𝑁1, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑦1, 1) 包含 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 的无穷多项 ⇒ ∃ 子列 {𝑥(1)
𝑛 }∞𝑛=1 ⊂ 𝐵(𝑦1, 1).

同理, ∃𝑦2 ∈ 𝑁1
2
, ∃{𝑥(1)

𝑛 }∞𝑛=1 的子列 {𝑥(2)
𝑛 }∞𝑛=1 ⊂ 𝐵(𝑦2, 1

2),…

𝑥(1)
1 𝑥(1)

2 𝑥(1)
3 … ⊂ 𝐵(𝑦1, 1)

𝑥(2)
1 𝑥(2)

2 𝑥(2)
3 … ⊂ 𝐵(𝑦2,

1
2)

𝑥(3)
1 𝑥(3)

2 𝑥(3)
3 … ⊂ 𝐵(𝑦3,

1
3)

⋮ ⋮ ⋮
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1.3 列紧集 第一章 度量空间

⇒ 对角线子列 {𝑥(𝑛)
𝑛 }∞𝑛=1, 满足 𝑥(𝑛)

𝑛 ∈
𝑛
⋂
𝑘=1

(𝑦𝑘, 1
𝑘)

⇒ 𝑑(𝑥(𝑛+𝑝)
𝑛+𝑝 , 𝑥(𝑛)

𝑛 ) < 2
𝑛 , ∀𝑛, 𝑝 ∈ ℕ∗ ⇒ {𝑥(𝑛)

𝑛 }∞𝑛=1 是 Cauchy 列
𝒳完备⇒ {𝑥(𝑛)

𝑛 }∞𝑛=1 收敛.

定理 1.3.2. 度量空间中紧 ⇔ 自列紧.

证明.“⇒” Step 1. 紧 ⇒ 闭:

设 𝐴 紧, 来证明 𝒳\𝐴 开. ∀𝑥 ∈ 𝒳\𝐴, {𝐵(𝑦, 1
3𝑑(𝑥, 𝑦))}𝑦∈𝐴 是 𝐴 的一个开覆盖

⇒ ∃𝑦1,… , 𝑦𝑁 ∈ 𝐴, 𝑠.𝑡. 𝐴 ⊂
𝑁
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑦𝑘, 1
3𝑑(𝑥, 𝑦𝑘)), 令 𝛿 ≜ 1

3 min
1⩽𝑘⩽𝑁

𝑑(𝑥, 𝑦𝑘)

⇒ 𝐵(𝑥, 𝛿)⋂(
𝑁
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑦𝑘, 1
3𝑑(𝑥, 𝑦𝑘))) = 𝜙 ⇒ 𝐵(𝑥, 𝛿) ⊂ 𝒳\𝐴.

Step 2. 紧 ⇒ 列紧:

假设不列紧, ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴 没有收敛子列, 令 𝑆𝑛 ≜ {𝑥𝑘}∞𝑘=1\{𝑥𝑛}
⇒ 𝑆𝑛 闭 (没有聚点)⇒ 𝒳\𝑆𝑛 开.

∞
⋃
𝑛=1

(𝒳\𝑆𝑛) = 𝒳\
∞
⋂
𝑛=1

𝑆𝑛 = 𝒳\𝜙 = 𝒳

⇒ {𝒳\𝑆𝑛}∞𝑛=1 是 𝐴 的一个开覆盖

𝐴紧⇒ ∃𝑁, 𝑠.𝑡. 𝐴 ⊂
𝑁
⋃
𝑛=1

(𝒳\𝑆𝑛) = 𝒳\
𝑁
⋂
𝑛=1

𝑆𝑛 = 𝒳\{𝑥𝑛}∞𝑛=𝑁+1,

又 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐴 ⊂ 𝒳\{𝑥𝑛}∞𝑛=𝑁+1, 故矛盾.

“⇐”假设 𝐴 自列紧但不紧,

则存在 𝐴 的一个开覆盖 {𝐺𝛼}𝛼∈𝐼, 𝑠.𝑡. 任意有限个 𝐺𝛼 都不能覆盖 𝐴.

𝐴 自列紧 ⇒ ∀𝑛, ∃𝑁 1
𝑛
= {𝑦(𝑛)1 ,… , 𝑦(𝑛)𝑚𝑛}, 𝑠.𝑡. 𝐴 ⊂

𝑚𝑛
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑦(𝑛)𝑘 , 1
𝑛)

⇒ ∀𝑛, ∃𝑦𝑛 ∈ 𝑁 1
𝑛
, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑦𝑛, 1

𝑛) 不能被有限个 𝐺𝛼 覆盖
𝐴自列紧⇒ ∃ 子列 𝑦𝑛𝑘

→ 𝑦0 ∈ 𝐴, 设 𝑦0 ∈ 𝐺𝛼0
⇒ ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑦0, 𝛿) ⊂ 𝐺𝛼0

𝑦𝑛𝑘→𝑦0
⇒ 当 𝑘 充分大, 𝑑(𝑦𝑛𝑘

, 𝑦0) < 1
2𝛿 且 𝑛𝑘 > 2

𝛿

⇒ 𝐵(𝑦𝑛𝑘
, 1
𝑛𝑘

) ⊂ 𝐵(𝑦0, 𝛿) ⊂ 𝐺𝛼0
,

这与 𝐵(𝑦𝑛𝑘
, 1
𝑛𝑘

) 不能被有限个 𝐺𝛼 覆盖矛盾.
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1.3 列紧集 第一章 度量空间

注. (𝒳, 𝑑) 中, 有界闭
𝒳=ℝ𝑛
⇔ 紧 ⇔ 自列紧

闭

⇆ 列紧
𝒳完备
⇆ 完全有界

𝒳=ℝ𝑛

⇆ 有界.

定理 1.3.3. 列紧空间可分 (有可数的稠密子集).

证明.
∞
⋃
𝑛=1

𝑁 1
𝑛

𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝑋 (由 1
𝑛 -网的定义), #𝑁 1

𝑛
< ∞, 故

∞
⋃
𝑛=1

𝑁 1
𝑛
可数.

(𝑀, 𝜌) 列紧空间, 𝐶(𝑀) ≜ {𝑀 上连续函数 }, 𝑑(𝑓, 𝑔) ≜ max
𝑥∈𝑀

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|.

作业. (𝐶(𝑀), 𝑑) 完备.

证明. ∀{𝑓𝑛}∞𝑛=1 为 𝐶(𝑀) 上 Cauchy 列, ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, 𝑠.𝑡.

𝑑(𝑓𝑛, 𝑓𝑚) = max
𝑥∈𝑀

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| ⩽ 𝜀, ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁 (∗)

⇒ ∀𝑥 ∈ 𝑀, |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| ⩽ 𝑑(𝑓𝑛, 𝑓𝑚) ⩽ 𝜀, ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁

⇒ ∀𝑥 ∈ 𝑀, {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 是 ℝ 上 Cauchy 列, 故 ∃𝑓(𝑥), 𝑠.𝑡. 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥) 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.
在 (∗) 中令 𝑚 → ∞, 有

max
𝑥∈𝑀

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ⩽ 𝜀, ∀𝑛 ⩾ 𝑁

⇒ 𝑓𝑛(𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥)
𝑓𝑛连续⇒ 𝑓 ∈ 𝐶(𝑀), 且 𝑑(𝑓𝑛, 𝑓) → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

定义 1.3.3. 称 𝐶(𝑀) 中一族函数 ℱ 等度连续, 是指:

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. |𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥″)| < 𝜀, ∀𝑥′, 𝑥″ ∈ 𝑀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜌(𝑥′, 𝑥″) < 𝛿, ∀𝑓 ∈ ℱ.

定理 1.3.4. (Arzela-Ascoli) ℱ ⊂ 𝐶(𝑀) 列紧 ⇔ ℱ 作为函数族一致有界且等度连续.

证明.“⇒” ℱ 列紧 ⇒ ℱ 有界 ⇒ 𝑑(𝑓, 0) < 𝑅, ∀𝑓 ∈ ℱ

⇔ sup
𝑓∈ℱ

max
𝑥∈𝑀

|𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑅 (𝑖.𝑒. ℱ 作为函数族一致有界).
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1.3 列紧集 第一章 度量空间

下证等度连续. ℱ 列紧 ⇒ ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 𝜀
3
= {𝑓1,… , 𝑓𝑚}, 𝑠.𝑡. ℱ ⊂

𝑚
⋃
𝑘=1

𝐵(𝑓𝑘, 𝜀
3).

对每个 𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}, 由 𝑓𝑘 一致连续 (由连续 + 一致有界), ∃𝛿𝑘 > 0, 𝑠.𝑡.

|𝑓𝑘(𝑥′) − 𝑓𝑘(𝑥″)| < 𝜀
3, ∀𝑥′, 𝑥″ ∈ 𝑀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜌(𝑥′, 𝑥″) < 𝛿𝑘.

令 𝛿 ≜ min
1⩽𝑘⩽𝑚

𝛿𝑘

⇒ |𝑓𝑘(𝑥′) − 𝑓𝑘(𝑥″)| < 𝜀
3, ∀𝑥′, 𝑥″ ∈ 𝑀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜌(𝑥′, 𝑥″) < 𝛿, ∀𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}.

由 𝜀
3 -网定义, ∀𝑓 ∈ ℱ, ∃𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑓, 𝑓𝑘) < 𝜀

3 .

⇒ |𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥″)| ⩽ |𝑓(𝑥′) − 𝑓𝑘(𝑥′)| + |𝑓𝑘(𝑥′) − 𝑓𝑘(𝑥″)| + |𝑓𝑘(𝑥″) − 𝑓(𝑥″)|

< 𝜀
3 + 𝜀

3 + 𝜀
3 = 𝜀, ∀𝑥′, 𝑥″ ∈ 𝑀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜌(𝑥′, 𝑥″) < 𝛿, ∀𝑓 ∈ ℱ.

“⇐” ℱ 等度连续

⇒ ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. |𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥″)| < 𝜀
4, ∀𝑥′, 𝑥″ ∈ 𝑀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜌(𝑥′, 𝑥″) < 𝛿, ∀𝑓 ∈ ℱ.

(𝑀, 𝜌) 列紧 ⇒ ∃𝑁𝛿 = {𝑥1,… , 𝑥𝑛} ⊂ 𝑀 (𝛿-网).

定义映射 𝑇 ∶ 𝐶(𝑀) → ℝ𝑛, 𝑓 ↦ (𝑓(𝑥1),… , 𝑓(𝑥𝑛)).
ℱ 一致有界 ⇒ 𝑅 ≜ sup

𝑓∈ℱ
max
𝑥∈𝑀

|𝑓(𝑥)| < ∞ ⇒ (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑓(𝑥𝑘)|2)
1
2 ⩽ √𝑛𝑅, ∀𝑓 ∈ ℱ

⇒ 𝑇(ℱ) ⊂ ℝ𝑛 有界
𝐵−𝑊⇒ 𝑇(ℱ) 列紧, 设 ̃𝑁 𝜀

4
= {𝑇𝑓1,… , 𝑇𝑓𝑚} 是 𝑇 (ℱ) 的 𝜀

4 -网.

Claim. {𝑓1,… , 𝑓𝑚} 是 ℱ 的 𝜀-网 (再由完备性即得列紧).

∀𝑓 ∈ ℱ (目标: ∃𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑓, 𝑓𝑘) < 𝜀),
∃𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}, 𝑠.𝑡. 𝑑ℝ𝑛(𝑇 𝑓, 𝑇 𝑓𝑘) < 𝜀

4 .
∀𝑥 ∈ 𝑀, ∃𝑥𝑗 ∈ 𝑁𝛿, 𝑠.𝑡. 𝜌(𝑥, 𝑥𝑗) < 𝛿

⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)| ⩽ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥𝑗)| + |𝑓(𝑥𝑗) − 𝑓𝑘(𝑥𝑗)| + |𝑓𝑘(𝑥𝑗) − 𝑓𝑘(𝑥)|

⩽ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥𝑗)| + 𝑑ℝ𝑛(𝑇 𝑓, 𝑇 𝑓𝑘) + |𝑓𝑘(𝑥𝑗) − 𝑓𝑘(𝑥)|

< 𝜀
4 + 𝜀

4 + 𝜀
4 < 𝜀, ∀𝑥 ∈ 𝑀, ∀𝑓 ∈ ℱ

⇒ 𝑑(𝑓, 𝑓𝑘) = max
𝑥∈𝑀

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)| < 𝜀, ∀𝑓 ∈ ℱ.

Q: 𝐿𝑝 中紧性判据?
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1.4 赋范线性空间 第一章 度量空间

定理 1.3.5. (Riesz-Fréchet-Kolmogorov) 设 1 ⩽ 𝑝 < ∞, ℱ ⊂ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) 列紧当且仅当

(1) ℱ 有界, 𝑖.𝑒. sup
𝑓∈ℱ

‖𝑓‖𝑝 < ∞;

(2) ∀𝜀 > 0, ∃𝑅 > 0, 𝑠.𝑡. ∫|𝑥|>𝑅 |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 < 𝜀𝑝, ∀𝑓 ∈ ℱ;

(3) ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝜏ℎ𝑓−𝑓‖𝑝 < 𝜀, ∀ℎ ∈ ℝ𝑛, |ℎ| < 𝛿, ∀𝑓 ∈ ℱ ((𝜏ℎ𝑓)(𝑥) ≜ 𝑓(𝑥+ℎ)).

作业. 𝐴 ⊂ 𝑙2 列紧 ⇔ (1) 𝐴 有界; (2) ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, 𝑠.𝑡.
∞
∑

𝑘=𝑁+1
|𝑥𝑘|2 < 𝜀, ∀𝑥 ∈ 𝐴.

证明.

作业. Hilbert cube 𝐴 ≜ {𝑥 ∈ 𝑙2 | |𝑥𝑘| < 2−𝑘, ∀𝑘 ∈ ℕ∗} 是 𝑙2 中列紧集.

证明. 由上一个作业即得.

1.4 赋范线性空间

定义 1.4.1. 𝕂 − ℂ 𝑜𝑟 ℝ, 𝒳 − 𝕂 上向量空间, 如果 𝒴 ⊂ 𝒳 在 𝒳 中的加法和数乘下构
成一个向量空间 (⇔ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒴, ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂, 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝒴), 则称之为 𝒳 的向量子空间.

定义 1.4.2. 𝑥 + 𝐴 ≜ {𝑥 + 𝑦 | 𝑦 ∈ 𝐴}, 𝜆𝐴 ≜ {𝜆𝑦 | 𝑦 ∈ 𝐴}, 𝐴 + 𝐵 ≜ {𝑥 + 𝑦 | 𝑥 ∈
𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵},

定义 1.4.3. span(𝐴) ≜ {
𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 | 𝑥𝑘 ∈ 𝐴, 𝜆𝑘 ∈ 𝕂, 𝑘 = 1,… , 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ∗}, 称为 𝐴 张
成的向量子空间.

定义 1.4.4. 如果 𝐴 ⊂ 𝒳 线性无关, 且 span(𝐴) = 𝒳, 则称 𝐴 是 𝒳 的一个 Hamel 基

(代数基、线性基). 如果 𝒳 的 Hamel 基 𝐴 是一个有限集, 则定义 dim𝒳 ≜ #𝐴, 否则, 记

dim𝒳 = ∞.
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定理 1.4.1. 任一向量空间都有 Hamel 基.

定义 1.4.5. 𝕂 − ℂ 𝑜𝑟 ℝ, 𝒳 − 𝕂 上向量空间, 如果 𝒳 上函数 ‖ ⋅ ‖ ∶ 𝒳 → ℝ 满足:

• (正定性) ‖𝑥‖ ⩾ 0, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 且 ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0;

• (齐次性) ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝜆 ∈ 𝕂;

• (三角不等式) ‖𝑥 + 𝑦‖ ⩽ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳.

则称 ‖ ⋅ ‖ 是 𝒳 上一个范数, (𝒳, ‖ ⋅ ‖) 称为赋范空间, 𝑑(𝑥, 𝑦) ≜ ‖𝑥− 𝑦‖ 是 𝒳 上一个度
量,称为 𝒳上的范数诱导度量或典则度量,如果 (𝒳, ‖ ⋅‖)在典则度量下完备,则称 (𝒳, ‖ ⋅‖)
是一个 Banach 空间.

作业. 在典则度量下向量运算 (加法、数乘) 是连续的.

证明.

例 1.4.1. Banach 空间的例子:

• 函数空间 𝐿𝑝 (1 ⩽ 𝑝 < ∞), ‖𝑓‖𝑝 = (∫ |𝑓|𝑝) 1
𝑝 ;

• 数列空间 𝑙𝑝 (1 ⩽ 𝑝 < ∞), ‖𝑥‖𝑝 = (
∞
∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝)
1
𝑝 ;

• 𝐿∞ = {本性有界可测函数 (去掉一个零测集后有界)}, ‖𝑓‖∞ = esssup
𝑥∈Ω

|𝑓(𝑥)| = inf{𝑀 >
0 | 𝜇{|𝑓| > 𝑀} = 0} (本性上确界);

• 𝑙∞ = {有界数列}, ‖𝑥‖∞ = sup
𝑘

|𝑥𝑘|;

• 𝐶(𝑀), 𝑀 紧空间, ‖𝑓‖ = max
𝑥∈𝑀

|𝑓(𝑥)|;

• 𝑐 = {收敛数列}, ‖𝑥‖ = sup
𝑘

|𝑥𝑘|;

• 𝑐0 = {收敛于 0 的数列}, ‖𝑥‖ = sup
𝑘

|𝑥𝑘|.

注. 𝑙𝑝 ⊂ 𝑐0
闭子空间

⊂ 𝑐
闭子空间

⊂ 𝑙∞.

例 1.4.2. Ω ⊂ ℝ𝑛 有界域, 𝐶𝑘(Ω̄) ≜ {Ω̄ 上 𝑘 次连续可微函数}.

多重指标 𝛼 = (𝛼1,… , 𝛼𝑛) ∈ ℤ𝑛
+, 𝜕𝛼 ≜ 𝜕|𝛼|

𝜕𝑥𝛼1
1 …𝜕𝑥𝛼𝑛𝑛

, |𝛼| = 𝛼1 +⋯+ 𝛼𝑛.
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1.4 赋范线性空间 第一章 度量空间

‖𝑢‖ ≜ max
|𝛼|⩽𝑘

max
𝑥∈Ω̄

|𝜕𝛼𝑢(𝑥)|, ‖𝑢‖𝑘,𝑝 ≜ ( ∑
|𝛼|⩽𝑘

∫Ω |𝜕𝛼𝑢|𝑝 𝑑𝑥) 1
𝑝 ,

𝑆 ≜ {𝑢 ∈ 𝐶𝑘(Ω̄) | ‖𝑢‖𝑘,𝑝 < ∞}, 𝐻𝑘,𝑝(Ω) ≜ 𝑆 的完备化, 称为 Soblev 空间.

定义 1.4.6. 𝒳− 向量空间, ‖ ⋅ ‖1, ‖ ⋅ ‖2 − 𝒳 上两个范数, 如果 ∀{𝑥𝑛}∞𝑛=1, ‖𝑥𝑘‖2 →
0 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 ‖𝑥𝑘‖1 → 0, 则称 ‖ ⋅ ‖2 强于 ‖ ⋅ ‖1, 记为 ‖ ⋅ ‖1 ≲ ‖ ⋅ ‖2.

如果 ‖ ⋅ ‖1 ≲ ‖ ⋅ ‖2, 同时 ‖ ⋅ ‖2 ≲ ‖ ⋅ ‖1, 则称二者是等价范数, 记为 ‖ ⋅ ‖1 ≃ ‖ ⋅ ‖2.

命题 1.4.1. ‖ ⋅ ‖1 ≲ ‖ ⋅ ‖2 ⇔ ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝑥‖1 ⩽ 𝑐‖𝑥‖2, ∀𝑥 ∈ 𝒳.

证明.“⇐”平凡.

“⇒”假设不然 ⇒ ∀𝑛, ∃𝑥𝑛 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. ‖𝑥𝑛‖1 > 𝑛‖𝑥𝑛‖2, 令 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛
‖𝑥𝑛‖1 , 则

‖𝑦𝑛‖2 = ‖𝑥𝑛‖2
‖𝑥𝑛‖1

< 1
𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞,

但 ‖𝑦𝑛‖1 = 1, 矛盾.

推论 1.4.2. ‖ ⋅ ‖1 ≃ ‖ ⋅ ‖2 ⇔ ∃𝑐1, 𝑐2 > 0, 𝑠.𝑡. 𝑐1‖𝑥‖2 ⩽ ‖𝑥‖1 ⩽ 𝑐2‖𝑥‖2, ∀𝑥 ∈ 𝒳.

例 1.4.3. ℝ𝑛 上所有 𝑙𝑝 范数都等价.

证明. ‖𝑥‖∞ = max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑥𝑘|, ‖𝑥‖∞ ⩽ ‖𝑥‖𝑝 = (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝)
1
𝑝 ⩽ 𝑛 1

𝑝 ‖𝑥‖∞.

定理 1.4.3. 有限维空间上所有范数都彼此等价.

证明. 设 dim𝒳 = 𝑛, 设 {𝑒1,… , 𝑒𝑛} 是 𝑥 的一个 Hamel 基

⇒ ∀𝑥 ∈ 𝒳, 有唯一表示 𝑥 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘, 𝜉𝑘 ∈ 𝕂, 𝑘 = 1, 2,… , 𝑛.

映射 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝕂𝑛, 𝑥 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘 ↦ 𝜉 = (𝜉1,… , 𝜉𝑛) 是 𝒳 到 𝕂𝑛 的代数同构.

设 |𝜉| ≜ (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝜉𝑘|2)
1
2 , 𝜉 ∈ 𝕂𝑛, ‖𝑥‖𝑇 ≜ |𝑇𝑥|, 𝑥 ∈ 𝒳 是 𝒳 上一个范数.

Claim. 𝒳 上任一范数 ‖ ⋅ ‖ 都与 ‖ ⋅ ‖𝑇 等价:

定义 𝜌 ∶ 𝕂𝑛 → ℝ, 𝜉 ↦ ‖
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖, 满足 (1) 𝜌(𝜉) = |𝜉|𝜌( 𝜉
|𝜉|), ∀𝜉 ∈ 𝕂\{0};
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1.4 赋范线性空间 第一章 度量空间

(2) 𝜌 在 𝕂𝑛 上连续,

|𝜌(𝜉) − 𝜌(𝜂)| = |‖
𝑛

∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖ − ‖
𝑛

∑
𝑘=1

𝜂𝑘𝑒𝑘‖| ⩽ ‖
𝑛

∑
𝑘=1

(𝜉𝑘 − 𝜂𝑘)𝑒𝑘‖

⩽
𝑛

∑
𝑘=1

|𝜉𝑘 − 𝜂𝑘|‖𝑒𝑘‖
𝐶−𝑆
⩽ (

𝑛
∑
𝑘=1

‖𝑒𝑘‖2)
1
2 |𝜉 − 𝜂|.

令 𝑆1 ≜ {𝜉 ∈ 𝕂𝑛 | |𝜉| = 1} ⇒ 𝑆1 紧.

𝐶1 ≜ min
𝜉∈𝑆1

𝜌(𝜉), 𝐶2 ≜ max
𝜉∈𝑆1

𝜌(𝜉) ⇒ 𝐶1 ⩽ 𝜌( 𝜉
|𝜉|) ⩽ 𝐶2, ∀𝜉 ∈ 𝕂𝑛\{0}

⇒ 𝐶1|𝜉| ⩽ 𝜌(𝜉) ⩽ 𝐶2|𝜉|, ∀𝜉 ∈ 𝕂𝑛 ⇒ 𝐶1|𝑇𝑥| ⩽ 𝜌(𝑇𝑥) ⩽ 𝐶2|𝑇𝑥|, ∀𝑥 ∈ 𝒳

⇔ 𝐶1‖𝑥‖𝑇 ⩽ ‖𝑥‖ ⩽ 𝐶2‖𝑥‖𝑇 , ∀𝑥 ∈ 𝒳.

只需证 𝐶1 > 0. 假设 𝐶1 = 0, ∃𝜉∗ ∈ 𝑆1, 𝑠.𝑡. 𝜌(𝜉∗) = 0 = ‖
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉∗𝑘𝑒𝑘‖

⇒
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉∗𝑘𝑒𝑘 = 0 ⇒ 𝜉∗ = 0, 与 |𝜉∗| = 1 矛盾.

定义 1.4.7. (𝒳, ‖ ⋅ ‖𝒳), (𝒴, ‖ ⋅ ‖𝒴), 如果 ∃𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 线性双射连续, 且 𝑇−1 也连续,

则称 𝒳 与 𝒴 同构.

推论 1.4.4. 同维数的有限维赋范空间彼此同构.

证明. 映射 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝕂𝑛, 𝑥 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘 ↦ 𝜉 = (𝜉1,… , 𝜉𝑛) 是 𝒳 到 𝕂𝑛 的代数同构,

且 𝐶1‖𝑥‖𝑇 ⩽ ‖𝑥‖ ⩽ 𝐶2‖𝑥‖𝑇 , ∀𝑥 ∈ 𝒳.
𝑇 连续可由前一个不等号得到, 𝑇−1 连续可由后一个不等号得到. 故均与 𝕂𝑛 同构.

命题 1.4.2. 有限维赋范空间一定是 Banach空间,任意赋范空间的有限维子空间一定

是闭子空间.

证明. 𝐶1|𝑇𝑥| ⩽ ‖𝑥‖ ⩽ 𝐶2|𝑇𝑥|, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 设 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 𝒳 中任一 Cauchy 列,

|𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑚| ⩽ 1
𝐶1

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞ ⇒ {𝑇𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 𝕂𝑛 中 Cauchy 列.

由 𝕂𝑛 完备, 设 𝑇𝑥𝑛 → 𝜉 ∈ 𝕂𝑛 ⇒ ‖𝑥𝑛 − 𝑇−1𝜉‖ ⩽ 𝐶2|𝑇𝑥𝑛 − 𝜉| → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.
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引理 1.4.5. (Riesz Lem) (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝒴
闭子空间

⊂ 𝒳, 𝒴 ≠ 𝒳, ∀𝜀 > 0, ∃𝑒 ∈ 𝒳 𝑤𝑖𝑡ℎ ‖𝑒‖ =
1, 𝑠.𝑡. dist(𝑒, 𝒴) ⩾ 1 − 𝜀.

证明. 𝒴 ≠ 𝒳 ⇒ ∃𝑥 ∈ 𝒳\𝒴, 令 𝑑 ≜ dist(𝑥, 𝒴) = inf
𝑦∈𝒴

‖𝑥 − 𝑦‖ ⇒ 𝑑 > 0.
否则, 如果 𝑑 = 0, 则 ∃𝑦𝑛 ∈ 𝒴, 𝑛 = 1, 2,… ,
𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑦𝑛‖ → 𝑑 = 0 ⇒ 𝑦𝑛 → 𝑥

𝒴闭
⇒ 𝑥 ∈ 𝒴, 矛盾.

∀𝜀 > 0, ∃𝑦0 ∈ 𝒴, 𝑠.𝑡. 𝑑 ⩽ ‖𝑥 − 𝑦0‖ ⩽ 𝑑
1−𝜀 , 令 𝑒 ≜ 𝑥−𝑦0

‖𝑥−𝑦0‖ ∉ 𝒴, 且 ‖𝑒‖ = 1.

∀𝑧 ∈ 𝒴, ‖𝑒 − 𝑧‖ = ‖ 𝑥 − 𝑦0
‖𝑥 − 𝑦0‖

− 𝑧‖ = 1
‖𝑥 − 𝑦0‖

‖𝑥 − (𝑦0 + ‖𝑥 − 𝑦0‖𝑧)‖ ⩾
1 − 𝜀
𝑑 𝑑 = 1 − 𝜀

⇒ dist(𝑒, 𝒴) ⩾ 1 − 𝜀.

定理 1.4.6. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝒳 中单位球面列紧 ⇔ dim𝒳 < ∞.

证明.“⇐”代数同构 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝕂𝑛, 𝑥 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘 ↦ 𝜉 = (𝜉1,… , 𝜉𝑘),
满足 𝐶1|𝑇𝑥| ⩽ ‖𝑥‖ ⩽ 𝐶2|𝑇𝑥|, ∀𝑥 ∈ 𝒳.
|𝑇𝑥| ⩽ 1

𝐶1
, ∀𝑥 ∈ 𝑆1 ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | ‖𝑥‖ = 1} ⇒ 𝑇(𝑆1) ⊂ 𝕂𝑛 有界, 故列紧 (B-W).

∀{𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝑆1, ∃𝑇𝑥𝑘𝑗
→ 𝜉 ∈ 𝕂𝑛 ⇒ 𝑥𝑘𝑗

→ 𝑇−1𝜉 (由 ‖𝑥‖ ⩽ 𝐶2‖𝑇𝑥‖) ⇒ 𝑆1 列紧.

“⇒”假设 dim𝒳 = ∞ ⇒ ∃{𝑒𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳 线性无关.

令 𝑋𝑛 ≜ span{𝑒1,… , 𝑒𝑛} ⇒ 𝑋𝑛−1
闭子空间

& 𝑋𝑛 (因为 dim𝑋𝑛−1 < ∞)

𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧 𝐿𝑒𝑚⇒
𝜀=1

2

∀𝑛, ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛, ‖𝑥𝑛‖ = 1, 𝑠.𝑡. dist(𝑥𝑛, 𝑋𝑛−1) ⩾
1
2

⇒ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ⩾ 1
2 , ∀𝑛 ≠ 𝑚 ⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝑆1 没有收敛子列, 这与 𝑆1 列紧矛盾.

最佳逼近论, 逼近论的基本问题, 给定一个函数, 用给定的关于函数的线性组合去逼近,

得到最佳逼近元
抽象→ 给定 𝑥 ∈ 𝒳, 给定 𝑒1,… , 𝑒𝑛 ∈ 𝒳, 是否存在 𝜆1,… , 𝜆𝑛 ∈ 𝕂, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 −

𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑒𝑘‖ = min
𝜉∈𝕂𝑛

‖𝑥 −
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖.

定理 1.4.7. 给定 𝑥 ∈ 𝒳, 给定 𝑒1,… , 𝑒𝑛 ∈ 𝒳 线性无关, ∃𝜆1,… , 𝜆𝑛 ∈ 𝕂, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 −
𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑒𝑘‖ = min
𝜉∈𝕂𝑛

‖𝑥 −
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖.
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证明. 给定 𝑥 ∈ 𝒳, 定义函数 𝑓 ∶ 𝕂𝑛 → ℝ, 𝜉 ↦ ‖𝑥 −
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖,

(1) 𝑓 连续; (2) 𝑓(𝜉) ⩾ ‖
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖ − ‖𝑥‖;

(3) 𝜌(𝜉) ≜ ‖
𝑛
∑
𝑘=1

𝜉𝑘𝑒𝑘‖ 是 𝕂𝑛 上一个范数, 这与 𝕂𝑛 上欧式范数 | ⋅ | 等价.

⇒ ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. 𝜌(𝜉) ⩾ 𝑐|𝜉|, ∀𝜉 ∈ 𝕂𝑛

⇒ 𝑓(𝜉) ⩾ 𝑐|𝜉| − ‖𝑥‖ → +∞ 𝑎𝑠 |𝜉| → ∞

⇒ 𝑓 在 𝕂𝑛 上可取到最小值, 最小值点即为最佳逼近元.

推论 1.4.8. 令 𝑀 ≜ span{𝑒1,… , 𝑒𝑛}, ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∃𝑦 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑦‖ = dist(𝑥,𝑀).

Q: (1)“𝑀 是有限向量空间”换成“𝑀 是闭子空间”是否仍成立?反例: EX1.4.14 (HW);

(2) 唯一性?

定义 1.4.8. 称 (𝒳, ‖ ⋅ ‖) 严格凸是指,

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳, ‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 1, 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ ‖𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦‖ < 1, ∀𝑡 ∈ (0, 1).

例 1.4.4. (ℝ𝑛, ‖ ⋅ ‖2) 严格凸, (ℝ𝑛, ‖ ⋅ ‖∞) 非严格凸 (画单位球的图易得).

例 1.4.5. 𝐿𝑝(1 < 𝑝 < ∞) 严格凸.

证明. 假设 ∃𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑝, ‖𝑢‖𝑝 = ‖𝑣‖𝑝 = 1, 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑠.𝑡. ‖𝑡𝑢 + (1 − 𝑡)𝑣‖𝑝 = 1, 𝑡 ∈ (0, 1)
⇒ ‖𝑡𝑢 + (1 − 𝑡)𝑣‖𝑝 = 1 = 𝑡 + (1 − 𝑡) = 𝑡‖𝑢‖𝑝 + (1 − 𝑡)‖𝑣‖𝑝 = ‖𝑡𝑢‖𝑝 + ‖(1 − 𝑡)𝑣‖𝑝.
由 ‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 = ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝 ⇔ ∃𝜆1, 𝜆2 ⩾ 0, (𝜆1, 𝜆2) ≠ (0, 0), 𝑠.𝑡. 𝜆1𝑓 = 𝜆2𝑔 𝑎.𝑒.

⇒ ∃𝜆1, 𝜆2 ⩾ 0, (𝜆1, 𝜆2) ≠ (0, 0), 𝑠.𝑡. 𝜆1𝑡𝑢 = 𝜆2(1 − 𝑡)𝑣 𝑎.𝑒.

⇒ ‖𝜆1𝑡𝑢‖𝑝 = ‖𝜆2(1 − 𝑡)𝑣‖𝑝 ⇒ 𝜆1𝑡 = 𝜆2(1 − 𝑡) ⇒ 𝑢 = 𝑣 𝑎.𝑒., 矛盾.

例 1.4.6. 𝐿1, 𝐿∞ 不严格凸.

证明. 𝐿1[0, 1] 中, 𝑢(𝑡) ≡ 1, 𝑣(𝑡) = 2𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1] ⇒ ‖𝑢‖1 = ‖𝑣‖1 = 1 = ‖𝑢+𝑣
2 ‖1.

𝐿∞[0, 1] 中, 𝑢(𝑡) ≡ 1, 𝑣(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1] ⇒ ‖𝑢‖∞ = ‖𝑣‖∞ = 1 = ‖𝑢+𝑣
2 ‖∞.
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1.4 赋范线性空间 第一章 度量空间

定理 1.4.9. 严格凸赋范空间中给定向量列到有限子空间的最佳逼近元存在唯一.

证明. 给定 𝑥 ∈ 𝒳, 𝑀
闭子空间

⊂ 𝒳, dim(𝑀) < ∞,
假设 ∃𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖𝑥 − 𝑧‖ = 𝑑 ≜ dist(𝑥,𝑀).
如果 𝑑 = 0, 平凡;

如果 𝑑 > 0, ∀𝑡 ∈ [0, 1], 由 ‖𝑥−𝑦
𝑑 ‖ = ‖𝑥−𝑧

𝑑 ‖ = 1 和严格凸, 有

1
𝑑‖𝑥 − [𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑧]‖ = 1

𝑑‖𝑡(𝑥 − 𝑦) + (1 − 𝑡)(𝑥 − 𝑧)‖ = ‖𝑡𝑥 − 𝑦
𝑑 + (1 − 𝑡)𝑥 − 𝑧

𝑑 ‖ < 1

⇒ ‖𝑥 − [𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑧]‖ < 𝑑, 矛盾.

定义 1.4.9. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝒳0
闭子空间

⊂ 𝒳, 定义 𝑥 ∼ 𝑦 ⇔ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝒳0, [𝑥] ≜ 𝑥 所在等价
类, 𝒳/𝒳0 ≜ {[𝑥] | 𝑥 ∈ 𝒳}, [𝑥] + [𝑦] ≜ [𝑥 + 𝑦], 𝜆[𝑥] ≜ [𝜆𝑥] ⇒ 𝒳/𝒳0 是向量空间, 称为

𝒳 𝑚𝑜𝑑 𝒳0 的商空间.

定理 1.4.10. ‖[𝑥]‖∗ ≜ inf
𝑦∈[𝑥]

‖𝑦‖, 1° ‖ ⋅ ‖∗ 是 𝒳/𝒳0 上范数; 2° (𝒳, ‖ ⋅ ‖) 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ ⇒
(𝒳/𝒳0, ‖ ⋅ ‖∗) 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ.

证明. 1° (1) (正定性) ‖[𝑥]‖∗ ⩾ 0, ∀[𝑥] ∈ 𝒳/𝒳0 显然. 设 ‖[𝑥]‖∗ = 0

⇒ ∃{𝑦𝑛}∞𝑛=1 ∈ [𝑥], 𝑠.𝑡. ‖𝑦𝑛‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ ⇒ 𝑦𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

由 [𝑥] = 𝑥 +𝒳0 闭 ⇒ 0 ∈ [𝑥] ⇒ [𝑥] = [0].
(2) (齐次性) 平凡.

(3) (三角不等式) ∀𝜀 > 0, ∃𝑥′ ∈ [𝑥], 𝑦′ ∈ [𝑦], 𝑠.𝑡. ‖𝑥′‖ ⩽ ‖[𝑥]‖∗ + 𝜀
2 , ‖𝑦′‖ ⩽ ‖[𝑦]‖∗ + 𝜀

2

⇒ ‖𝑥′ + 𝑦′‖ ⩽ ‖𝑥′‖ + ‖𝑦′‖ ⩽ ‖[𝑥]‖∗ + ‖[𝑦]‖∗ + 𝜀, 由 𝑥′ + 𝑦′ ∈ [𝑥 + 𝑦]

⇒ ‖[𝑥 + 𝑦]‖∗ ⩽ ‖𝑥′ + 𝑦′‖ ⩽ ‖[𝑥]‖∗ + ‖[𝑦]‖∗ + 𝜀.

由 𝜀 任意性, ‖[𝑥 + 𝑦]‖∗ = ‖[𝑥] + [𝑦]‖∗ ⩽ ‖[𝑥]‖∗ + ‖[𝑦]‖∗.
2° 设 {[𝑥𝑛]}∞𝑛=1 是 𝒳/𝒳0 中 Cauchy 列 ⇒ ‖[𝑥𝑛] − [𝑥𝑚]‖∗ → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞.

只需证它有子列收敛. ∀𝑘, ∃𝑛𝑘, 𝑠.𝑡. ‖[𝑥𝑛𝑘
] − [𝑥𝑚]‖∗ < 1

2𝑘+1 , ∀𝑚 ⩾ 𝑛𝑘
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⇒ 子列 {𝑥𝑛𝑘
}∞𝑘=1, 𝑠.𝑡. ‖[𝑥𝑛𝑘

] − [𝑥𝑛𝑘+1
]‖∗ < 1

2𝑘+1 ,

由定义, ∃𝑦𝑛𝑘
∈ [𝑥𝑛𝑘

− 𝑥𝑛𝑘+1
], 𝑠.𝑡. ‖𝑦𝑛𝑘

‖ ⩽ ‖[𝑥𝑛𝑘
− 𝑥𝑛𝑘+1

]‖∗ + 1
2𝑘+1 < 1

2𝑘 .
令 𝑧1 ≜ 𝑥𝑛1

, 𝑧2 ≜ 𝑧1 − 𝑦𝑛1
,… , 𝑧𝑘 ≜ 𝑧𝑘−1 − 𝑦𝑛𝑘−1

⇒ 𝑧𝑘 = 𝑥𝑛1
− 𝑦𝑛1

−⋯− 𝑦𝑛𝑘−1
∈ [𝑥𝑛𝑘

].

‖𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+𝑝‖ ⩽ ‖𝑧𝑘 − 𝑧𝑘+1‖ + ⋯ + ‖𝑧𝑘+𝑝−1 − 𝑧𝑘+𝑝‖ = ‖𝑦𝑛𝑘
‖ + ⋯ + ‖𝑦𝑛+𝑝−1‖

< 1
2𝑘 +⋯+ 1

2𝑘+𝑝−1 < 1
2𝑘−1

⇒ {𝑧𝑘}∞𝑘=1 是 𝒳 中 Cauchy 列, 由完备性, ∃𝑧 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. ‖𝑧𝑘 − 𝑧‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

‖[𝑥𝑛𝑘
] − [𝑧]‖∗ = ‖[𝑧𝑘] − [𝑧]‖∗ = ‖[𝑧𝑘 − 𝑧]‖∗ ⩽ ‖𝑧𝑘 − 𝑧‖ → 0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞

⇒ {[𝑥𝑛𝑘
]}∞𝑘=1 收敛.

1.5 内积空间

定义 1.5.1. 𝒳− 𝕂 上向量空间, 如果函数 ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝒳 ×𝒳 → 𝕂 满足

• (对第一个变元线性) ∀𝑥1, 𝑥2, 𝑦 ∈ 𝒳, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂,有 ⟨𝛼𝑥1+𝛽𝑥2, 𝑦⟩ = 𝛼⟨𝑥1, 𝑦⟩+𝛽⟨𝑥2, 𝑦⟩;

• (对第二个变元共轭线性) ∀𝑥, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝒳, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂, 有 ⟨𝑥, 𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2⟩ = ̄𝛼⟨𝑥, 𝑦1⟩ +
̄𝛽⟨𝑥, 𝑦2⟩;

• (共轭对称) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩;

• (二次型正定) ∀𝑥 ∈ 𝒳, ⟨𝑥, 𝑥⟩ ⩾ 0, 且 ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 ⇔ 𝑥 = 0.

则称 ⟨⋅, ⋅⟩ 是 𝒳 上一个内积, (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩) 称为内积空间.

例 1.5.1. 实欧式空间 ℝ𝑛, 𝑥 ⋅ 𝑦 ≜
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘; 复欧式空间 (酉空间) ℂ𝑛, ⟨𝑥, 𝑦⟩ ≜
𝑛
∑
𝑘=1

𝑧𝑘𝑤𝑘.

引理 1.5.1. (Cauchy-Schwarz 不等式) (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩), ‖𝑥‖ ≜ ⟨𝑥, 𝑥⟩1
2 , 𝑥 ∈ 𝒳

⇒ |⟨𝑥, 𝑦⟩| ⩽ ‖𝑥‖‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳,

等号成立 ⇔ ∃𝜆 ∈ 𝕂, 𝑠.𝑡. 𝑥 = 𝜆𝑦.
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证明. ∀𝜆 ∈ 𝕂, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳,

0 ⩽ ⟨𝑥 + 𝜆𝑦, 𝑥 + 𝜆𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩ + 𝜆⟨𝑦, 𝑥⟩ + �̄�⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝜆�̄�⟨𝑦, 𝑦⟩

= ‖𝑥‖2 + 2Re{�̄�⟨𝑥, 𝑦⟩} + |𝜆|2‖𝑦‖2.

不妨设 𝑦 ≠ 0, 取 𝜆 = − ⟨𝑥,𝑦⟩
‖𝑦‖2

⇒ 0 ⩽ ‖𝑥‖2 + 2Re{−|⟨𝑥, 𝑦⟩|2
‖𝑦‖2 } + |⟨𝑥, 𝑦⟩|2

‖𝑦‖4 ‖𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 − |⟨𝑥, 𝑦⟩|2
‖𝑦‖2

⇒ |⟨𝑥, 𝑦⟩| ⩽ ‖𝑥‖‖𝑦‖.

命题 1.5.1. ‖𝑥‖ ≜ ⟨𝑥, 𝑥⟩1
2 是 𝒳 上一个范数, 称为内积诱导范数.

证明. ‖𝑥 + 𝑦‖2 = ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩ + 2Re⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑦, 𝑦⟩ ⩽ ‖𝑥‖2 + 2‖𝑥‖‖𝑦‖ + ‖𝑦‖2

⇒ ‖𝑥 + 𝑦‖ ⩽ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳.

定义 1.5.2. 如果内积空间在其内积诱导范数下是 Banach 空间, 则称为 Hilbert 空间.

例 1.5.2. 𝑙2, ⟨𝑥, 𝑦⟩ ≜
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘

定理 1.5.2. (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩), ‖𝑥‖ ≜ ⟨𝑥, 𝑥⟩1
2 :

• (极化恒等式) (1) 如果 𝕂 = ℝ, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2);

(2) 如果 𝕂 = ℂ, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4

3
∑
𝑘=0

‖𝑥 + 𝑖𝑘𝑦‖2.

• (平行四边形等式) ‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2‖𝑥‖2 + 2‖𝑦‖2.

证明.

定理 1.5.3. (Fréchet-von Neumann) (𝒳, ‖ ⋅ ‖), ‖ ⋅ ‖ 由某个内积给出 ⇔ ‖ ⋅ ‖ 满足平行
四边形等式.

证明.
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定义 1.5.3. (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩):

• 如果 ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0, 则称 𝑥 与 𝑦 正交, 记为 𝑥 ⟂ 𝑦;

• 对 𝑀 ⊂ 𝒳, 如果 ∀𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 ⟂ 𝑦, 则称 𝑥 ⟂ 𝑀 ;

• 𝑀⟂ ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑥 ⟂ 𝑀}, 称为 𝑥 的正交补.

命题 1.5.2. (勾股定理) 𝑥 ⟂ 𝑦 ⇔ ‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2.

命题 1.5.3. 𝑀 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳, 𝑥 ⟂ 𝑀 ⇒ 𝑥 = 0.

证明. ∀𝑦 ∈ 𝒳, ∃{𝑦𝑛}∞𝑛=1, 𝑠.𝑡. 𝑦𝑛 → 𝑦 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.
由 𝑥 ⟂ 𝑀 , 有 ⟨𝑥, 𝑦𝑛⟩ = 0, 由 ⟨⋅, ⋅⟩ 连续, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0, 取 𝑦 = 𝑥 即得.

引理 1.5.4. (最近点) 𝐻−Hilbert 空间, 闭凸集 𝑀 ≠ 𝜙, ∀𝑥 ∈ 𝐻, ∃!𝑦 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 −
𝑦‖ = dist(𝑥,𝑀).

证明. 令 𝑑 ≜ dist(𝑥,𝑀) = inf
𝑧∈𝑀

‖𝑥 − 𝑧‖
⇒ ∃𝑦𝑛 ∈ 𝑀, 𝑛 = 1, 2,… , 𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑦𝑛‖ → 𝑑 (极小化序列).

Claim. {𝑦𝑛}∞𝑛=1 收敛:

‖(𝑦𝑚 − 𝑥) − (𝑦𝑛 − 𝑥)‖2 + ‖(𝑦𝑚 − 𝑥) + (𝑦𝑛 − 𝑥)‖2 = 2(‖𝑦𝑚 − 𝑥‖2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑥‖2)

⇒ ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑛‖2 = 2(‖𝑦𝑚 − 𝑥‖2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑥‖2) − 4‖𝑦𝑚 + 𝑦𝑛
2 − 𝑥‖2

⩽ 2(‖𝑦𝑚 − 𝑥‖2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑥‖2) − 4𝑑2 → 4𝑑2 − 4𝑑2 = 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞

⇒ {𝑦𝑛}∞𝑛=1 是 Cauchy 列
𝐻完备⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐻, 𝑠.𝑡. ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ 𝑀闭⇒ 𝑦 ∈ 𝑀

⇒ 𝑑 ⩽ ‖𝑥 − 𝑦‖ ⩽ ‖𝑥 − 𝑦𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ → 𝑑 ⇒ ‖𝑥 − 𝑦‖ = 𝑑.

24



1.5 内积空间 第一章 度量空间

定理 1.5.5. (正交分解) 𝐻−Hilbert 空间, 𝑀
闭子空间

⊂ 𝒳

⇒ 𝐻 = 𝑀 ⊕𝑀⟂ (∀𝑥 ∈ 𝐻, ∃!𝑦 ∈ 𝑀, ∃!𝑧 ∈ 𝑀⟂, 𝑠.𝑡. 𝑥 = 𝑦 + 𝑧).

证明. ∀𝑥 ∈ 𝐻, 由最近点 Lem, ∃!𝑦 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑦‖ = dist(𝑥,𝑀) = 𝑑.
Claim. 𝑧 ≜ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀⟂:

∀0 ≠ 𝑤 ∈ 𝑀, ∀𝜆 ∈ 𝕂, 𝑦 + 𝜆𝑤 ∈ 𝑀,

𝑑2 ⩽ ‖𝑥 − (𝑦 + 𝜆𝑤)‖2 = ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 2Re{�̄�⟨𝑥 − 𝑦,𝑤⟩} + |𝜆|2‖𝑤‖2.

特别地, 取 𝜆 = ⟨𝑥−𝑦,𝑤⟩
‖𝑤‖2 ⇒ 𝑑2 ⩽ 𝑑2 − |⟨𝑥−𝑦,𝑤⟩|2

‖𝑤‖2 ⇒ ⟨𝑥 − 𝑦,𝑤⟩ = 0 ⇒ 𝑥 − 𝑦 ⟂ 𝑀.

定义 1.5.4. 𝐻−Hilbert 空间, 𝑀
闭子空间

⊂ 𝒳, 映射 𝑃𝑀 ∶ 𝐻 → 𝑀, 𝑥 ↦ 𝑦 (最近点), 称

为 𝐻 到 𝑀 的正交投影.

定理 1.5.6. (1) 𝑃𝑀𝑥 ∈ 𝑀, 𝑥 − 𝑃𝑀𝑥 ∈ 𝑀⟂; (2) Ran{𝑃𝑀} = 𝑀, Ker{𝑃𝑀} = 𝑀⟂;

(3) ‖𝑥 − 𝑃𝑀𝑥‖ = dist(𝑥,𝑀); (4) 𝑃 2
𝑀 = 𝑃𝑀 (幂等); (5) ‖𝑃𝑀𝑥‖ ⩽ ‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝐻; (6)

𝐼 − 𝑃𝑀 = 𝑃⟂
𝑀 .

定义 1.5.5. (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩), 如果 𝑆 ≜ {𝑒𝛼}𝛼∈𝐼 ⊂ 𝒳 满足 𝑒𝛼 ⟂ 𝑒𝛽, ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼, 𝛼 ≠ 𝛽, 则

称 𝑆 为 𝒳 中的一个正交集. 如果 𝑆 还满足: ∀𝛼 ∈ 𝐼, ‖𝑒𝛼‖ = 1, 则称之为规范正交集

(orthonormal set, O.N.S.).

定义 1.5.6. 如果一个正交集 𝑆 满足 𝑆⟂ = {0}, 则称它完备.

定义 1.5.7. 𝒳 ≠ 𝜙, 𝒳 上的一个偏序“⩽”是满足如下条件的一个关系

• (传递性) 𝑥 ⩽ 𝑦, 𝑦 ⩽ 𝑧 ⇒ 𝑥 ⩽ 𝑧;
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• (反身性) 𝑥 ⩽ 𝑥;

• 𝑥 ⩽ 𝑦, 𝑦 ⩽ 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑦.

(𝒳,⩽) 称为偏序集. 如果 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳, “𝑥 ⩽ 𝑦”和“𝑦 ⩽ 𝑥”二者必居其一, 则称“⩽”
是一个全序. 设 𝒴 ⊂ 𝒳, 如果 ∃𝑝 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑦 ⩽ 𝑝, ∀𝑦 ∈ 𝒴, 则称 𝑝 是 𝒴 的一个上界. 如果

∃𝑚 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑚 ⩽ 𝑥 ⇒ 𝑚 = 𝑥, 则称 𝑚 是 𝒳 的一个极大元.

引理 1.5.7. (Zorn) 如果一个偏序集的每个全序子集都有上界, 则它一定有极大元.

定理 1.5.8. 非平凡内积空间中一定有完备正交集.

证明. 令 ℱ ≜ {𝒳中的正交集}, (ℱ,⊂) 是一个偏序集 (集合的包含).

对 ℱ 的任一全序子集 𝐶, 令 𝑃 ≜ ⋃
𝐴⊂𝐶

𝐴, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 , ∃𝐴,𝐵 ⊂ 𝐶, 𝑠.𝑡. 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵,

由全序, 不妨设 𝐴 ⊂ 𝐵, 则 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 ⇒ 𝑥 ⟂ 𝑦 ⇒ 𝑃 仍是正交集
⇒ 𝑃 ∈ ℱ, 𝑃 是 𝐶 的一个上界 𝑍𝑜𝑟𝑛 𝐿𝑒𝑚⇒ ℱ 有极大元 𝑆.

Claim. S 完备:

假设不然 ⇒ ∃𝑥0 ≠ 0, 𝑠.𝑡. 𝑥0 ⟂ 𝑆 ⇒ 𝑆 ∪ {𝑥0} ∈ ℱ, 这与 𝑆 的极大性矛盾.

定义 1.5.8. (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩), 𝑆 ≜ {𝑒𝛼}𝛼∈𝐼 − 𝑂.𝑁.𝑆., 如果 ∀𝑥 ∈ 𝒳 都可表示为 𝑥 =
∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼, 则 𝑆 称为 𝒳 中的一个规范正交基 (O.N.B.), {⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩}𝛼∈𝐼 称为 𝑥 的 Fourier

系数.

定理 1.5.9. (Bessel 不等式) ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∑
𝛼∈𝐼

|⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩|2 ⩽ ‖𝑥‖2.
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证明. Step 1 ∀{𝛼1,… , 𝛼𝑁} ⊂ 𝐼,
𝑁
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 ⩽ ‖𝑥‖2:

⟨𝑥 −
𝑁
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩𝑒𝛼𝑘

, 𝑥 −
𝑁
∑
𝑗=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑗
⟩𝑒𝛼𝑗

⟩

= ‖𝑥‖2 −
𝑁
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩⟨𝑒𝛼𝑘

, 𝑥⟩ −
𝑁
∑
𝑗=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑗
⟩⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑗

⟩ +
𝑁
∑
𝑘=1

𝑁
∑
𝑗=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑗

⟩⟨𝑒𝛼𝑘
, 𝑒𝛼𝑗

⟩

= ‖𝑥‖2 −
𝑁
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 ⩾ 0,

移项即得.

Step 2 ̃𝐼 ≜ {𝛼 ∈ 𝐼 | ⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩ ≠ 0} 至多可数:

令 𝐼𝑛 ≜ {𝛼 ∈ 𝐼 | |⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩| > 1
𝑛}, 𝑛 = 1, 2,… .

Claim. ∀𝑛, #𝐼𝑛 < ∞.
假设 ∃𝑛0, 𝑠.𝑡. #𝐼𝑛0

= ∞, 取 𝑁 充分大, 𝑠.𝑡. 𝑁𝑛2
0
> ‖𝑥‖2.

在 𝐼𝑛0
中任取 𝑁 个指标 𝛼1,… , 𝛼𝑁 ,

𝑁
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 > 𝑁

𝑛2
0
> ‖𝑥‖2, 与 Step 1 矛盾.

Step 3:

给定 ̃𝐼 一个排列, 令 ̃𝐼 = {𝛼𝑘}∞𝑘=1, ∀𝑁 , 由 Step 1,
𝑁
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 ⩽ ‖𝑥‖2

⇒ ∑
𝛼∈𝐼

|⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 ≜

∞
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 ⩽ ‖𝑥‖2 (正项级数可重排).

Q: ∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩ 是否重排不变?

引理 1.5.10. 𝐻−Hilbert 空间, {𝑒𝑘}∞𝑘=1 − 𝑂.𝑁.𝑆., 𝑀 ≜ span{𝑒𝑘}∞𝑘=1 为 {𝑒𝑘}∞𝑘=1 张

成的闭子空间, 则 ∀𝑥 ∈ 𝐻,
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 ∈ 𝑀, 且
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 = 𝑃𝑀𝑥.

证明.
∞
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩|2 ⩽ ‖𝑥‖2 (Bessel)

⇒ ‖
𝑚
∑
𝑘=𝑛

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘‖2
勾股=

𝑚
∑
𝑘=𝑛

|⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩|2 → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → 0

⇒ {
𝑛
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘}∞𝑛=1 是 𝐻 中 Cauchy 列

𝐻完备⇒
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 ≜ lim
𝑛→∞

𝑛
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 ∈ 𝐻 𝑀闭⇒
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 ∈ 𝑀 .

⟨𝑥 −
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑥, 𝑒𝑗⟩ − ⟨𝑥, 𝑒𝑗⟩ = 0, ∀𝑗
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⇒ 𝑥−
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 ⟂ 𝑀 ⇒
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 = 𝑃𝑀𝑥 (由定义).

推论 1.5.11. 设 𝜎 ∶ ℕ → ℕ 是任一双射 (ℕ的置换),
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝜎(𝑘)⟩𝑒𝜎(𝑘) =
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.

证明. 令 𝑀 ≜ span{𝑒𝑘}∞𝑘=1, �̃� ≜ span{𝑒𝜎(𝑘)}∞𝑘=1 ⇒ 𝑀 = �̃�
⇒ 𝐿𝐻𝑆 = 𝑃�̃�𝑥 = 𝑃𝑀𝑥 = 𝑅𝐻𝑆.

定理 1.5.12. 𝐻−Hilbert 空间, {𝑒𝛼}𝛼∈𝐼 − 𝑂.𝑁.𝑆., ∀𝑥 ∈ 𝐻, ∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼 ∈ 𝐻, 且
‖𝑥 − ∑

𝛼∈𝐼
⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼‖2 = ‖𝑥‖2 − ∑

𝛼∈𝐼
|⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩|2.

证明. 令 {𝛼 ∈ 𝐼 | ⟨𝛼, 𝑒𝛼⟩ ≠ 0} = {𝛼𝑘}∞𝑘=1 ⇒ ∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼 =
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩𝑒𝛼𝑘

.

‖𝑥 −
𝑛
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩𝑒𝛼𝑘

‖2 = ‖𝑥‖2 −
𝑛
∑
𝑘=1

|⟨𝛼, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2

𝑛→∞⇒ ‖𝑥 −
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝛼𝑘
⟩𝑒𝛼𝑘

‖2 = ‖𝑥‖2 −
∞
∑
𝑘=1

|⟨𝛼, 𝑒𝛼𝑘
⟩|2 (Parseval Identity, P.I.).

定理 1.5.13. 𝐻−Hilbert 空间, 𝑆 = {𝑒𝛼}𝛼∈𝐼 −𝑂.𝑁.𝑆., 则 𝑆 是 𝑂.𝑁.𝐵. ⇔ 𝑆⟂ = {0}
(完备) ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝐻, ∑

𝛼∈𝐼
|⟨𝑥, 𝑒𝛼⟩|2 = ‖𝑥‖2.

证明. (1) 𝑂.𝑁.𝐵. ⇒ 𝑃.𝐼. 由前一 Thm 显然.

(2) 𝑃 .𝐼. ⇒ 完备. 假设 𝑆⟂ ≠ {0} ⇒ ∃𝑥0 ≠ 0, 𝑠.𝑡. ⟨𝑥0, 𝑒𝛼⟩ = 0, ∀𝛼 ∈ 𝐼
⇒ ∑

𝛼∈𝐼
|⟨𝑥0, 𝑒𝛼⟩|2 = 0 𝑃.𝐼.⇒ ‖𝑥0‖2 = 0 ⇒ 𝑥 = 0, 矛盾.

(3) 完备 ⇒ 𝑂.𝑁.𝐵.. 假设 𝑆⟂ = {0}, 但 𝑆 不是 O.N.B.

⇒ ∃𝑥0 ∈ 𝐻, 𝑠.𝑡. ∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥0, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼 ≠ 𝑥0.

⟨𝑥0 −∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥0, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼, 𝑒𝛽⟩ = ⟨𝑥0, 𝑒𝛽⟩ − ⟨𝑥0, 𝑒𝛽⟩ = 0

⇒ 𝑥0 − ∑
𝛼∈𝐼

⟨𝑥0, 𝑒𝛼⟩𝑒𝛼 ⟂ 𝑆, 这与 𝑆 完备矛盾.
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推论 1.5.14. 任一 Hilbert 空间一定有 O.N.B..

例 1.5.3. 𝑙2, 𝑒𝑛 = (0,… , 0, 1, 0,… ), 𝑛 = 1, 2,… , ({𝑒𝑛}∞𝑛=1)⟂ = {0} (由 ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2,… ) ∈
𝑙2, ⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩ = 𝑥𝑛) ⇒ {𝑒𝑛}∞𝑛=1 是 𝑙2 的 O.N.B..

注. {𝑒𝑛}∞𝑛=1 不是 𝑙2 的 Hamel 基. (不能写成有限的线性组合)

定理 1.5.15. (Gram-Schmidt 正交化) (𝒳, ⟨⋅, ⋅⟩), {𝑥𝑛}∞𝑛=1 线性无关

⇒ ∃{𝑒𝑛}∞𝑛=1𝑂.𝑁.𝑆., 𝑠.𝑡. ∀𝑛, span{𝑒𝑛}𝑛𝑛=1 = span{𝑥𝑘}𝑛𝑘=1.

证明. 令 𝑦1 ≜ 𝑥1, 𝑒1 ≜ 𝑦1
‖𝑦1‖ , 𝑦2 ≜ 𝑥2 − ⟨𝑥2, 𝑒1⟩𝑒1, 𝑒2 ≜ 𝑦2

‖𝑦2‖ ,… ,

𝑦𝑛 ≜ 𝑥𝑛 −
𝑛−1
∑
𝑘=1

⟨𝑥𝑛, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘, 𝑒𝑛 ≜ 𝑦𝑛
‖𝑦𝑛‖ , 则 {𝑒𝑛}∞𝑛=1 即为所求.

定理 1.5.16. 𝐻−Hilbert 空间, 𝐻 可分 ⇔ 𝐻 有至多可数的 O.N.B..

证明.“⇒”Case 1 dim𝐻 < ∞. 平凡 (Hamel
𝐺−𝑆⇒ O.N.B.).

Case 2 dim𝐻 = ∞. 𝐻 可分 ⇒ ∃𝐴 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝐻, 𝑠.𝑡. ̄𝐴 = 𝐻.
Claim. ∃𝐵 = {𝑦𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐴 线性无关, 𝑠.𝑡. span𝐵 = span𝐴:

取 𝑥𝑛1
= 𝑥1, 𝑥𝑛2

∈ 𝐴, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛2
∉ span{𝑥𝑛1

},… , 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛𝑘

∉ span{𝑥𝑛𝑗
}𝑘−1
𝑗=1 .

令 𝑦𝑘 = 𝑥𝑛𝑘
, 𝑘 = 1, 2,⋯ ⇒ ∀𝑥𝑘 ∈ 𝐴, 𝑥𝑘 ∈ span{𝑦1,… , 𝑦𝑘}

⇒ 𝐴 ⊂ span𝐵 ⇒ span𝐵 = span𝐴.
下证 #𝐵 = ∞. span𝐵 = span𝐴 = 𝐻, 如果 #𝐵 < ∞
⇒ span𝐵 是 𝐻 的有限维子空间, 从而是闭子空间, 与 span𝐵 = 𝐻 矛盾.

对 𝐵 做 G-S 正交化 ⇒ O.N.S. {𝑒𝑛}∞𝑛=1, 𝑠.𝑡. span{𝑒𝑛}∞𝑛=1 = span𝐴
⇒ span{𝑒𝑛}∞𝑛=1 = span𝐴 = 𝐻 ⇒ ({𝑒𝑘}∞𝑘=1)⟂ = {0} ⇒ {𝑒𝑘}∞𝑘=1 是 O.N.B..

“⇐”设 {𝑒𝑛}∞𝑛=1 是 𝐻 的 O.N.B.,

令 𝑀 ≜ spanℚ{𝑒𝑛}∞𝑛=1 ≜ {
𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑒𝑘 | 𝜆 ∈ ℚ + 𝑖ℚ, 𝑘 = 1, 2,… , 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ∗}.
Claim 1. M 可数: 它与 ⋃

𝐼⊂{𝑒𝑛}∞𝑛=1
#𝐼<∞

(ℚ + 𝑖ℚ)#𝐼 一一对应.
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Claim 2. 𝑀 = 𝐻: ∀𝑥 ∈ 𝐻, 𝑥 =
∞
∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛,
∀𝜀 > 0, ∀𝑛, ∃𝛼𝑛 ∈ ℚ + 𝑖ℚ, 𝑠.𝑡. |⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩ − 𝛼𝑛| < 𝜀

2𝑛+1

⇒ ‖
𝑁
∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 −
𝑁
∑
𝑛=1

𝛼𝑛𝑒𝑛‖2 =
𝑁
∑
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩ − 𝛼𝑛|2 < 𝜀2
4 , ∀𝑁.

当 𝑁 充分大, ‖𝑥 −
𝑁
∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛‖ < 𝜀
2 ⇒ 当 𝑁 充分大, |𝑥 −

𝑁
∑
𝑛=1

𝛼𝑛𝑒𝑛| ⩽ 𝜀.

例 1.5.4. (不可分的 Hilbert 空间) 𝜇− 计数测度,

𝐿2(ℝ, 𝜇) ≜ {𝑓 ∶ ℝ → ℂ | 𝑓在至多可数个点处非零,且∫ |𝑓|2 𝑑𝜇 = ∑
𝑡∈ℝ

|𝑓(𝑡)|2 < ∞},

⟨𝑓, 𝑔⟩ ≜ ∑
𝑡∈ℝ

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡), 𝑒𝑟 ≜
⎧{
⎨{⎩

1, 𝑡 = 𝑟

0, 𝑡 ≠ 𝑟
, {𝑒𝑟}𝑟∈ℝ 是 𝐿2(ℝ, 𝜇) 的 O.N.B..

Q: 分类可分的 Hilbert 空间.

定义 1.5.9. (𝒳1, ⟨⋅, ⋅⟩1), (𝒳2, ⟨⋅, ⋅⟩2), 如果存在代数同构 𝑇 ∶ 𝒳1 → 𝒳2,
𝑠.𝑡. ⟨𝑇𝑥1, 𝑇𝑥2⟩2, = ⟨𝑥1, 𝑥2⟩1, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳1, 则称 𝒳1 和 𝒳2 作为内积空间同构,

记为 𝒳1 ⋍ 𝒳2.

定理 1.5.17. (1) n 维 Hilbert 空间 ⋍ 𝕂𝑛; (2) 无穷维可分 Hilbert 空间 ⋍ 𝑙2.

证明. (2) 设 {𝑒𝑘}∞𝑘=1 是 𝐻 的 O.N.B., 定义 𝑇 ∶ 𝐻 → 𝑙2, 𝑥 ↦ {⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩}∞𝑘=1,
1° 线性; 2° 等距, ‖𝑇𝑥‖2 = (

∞
∑
𝑘=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩|2)
1
2 = ‖𝑥‖;

3° 单射, by 2°, 只有零向量才能映成零向量;

4° 满射, ∀𝑎 ∈ 𝑙2, ‖
𝑚
∑
𝑘=𝑛

𝑎𝑘𝑒𝑘‖2 =
𝑚
∑
𝑘=𝑛

|𝑎𝑘|2 → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞ 完备⇒
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒𝑘 → 𝑥 ∈ 𝐻,

𝑖.𝑒. 𝑥 =
∞
∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒𝑘, ⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩ = 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 2,⋯ ⇒ 𝑇𝑥 = 𝑎.
5° ⟨𝑇𝑥, 𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻,

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘,
∞
∑
𝑗=1

⟨𝑦, 𝑒𝑗⟩𝑒𝑗⟩ =
∞
∑
𝑘=1

∞
∑
𝑗=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩⟨𝑦, 𝑒𝑗⟩𝛿𝑘𝑗

=
∞
∑
𝑘=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩⟨𝑦, 𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑇𝑥, 𝑇𝑦⟩2.
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例 1.5.5. 单位圆周 𝕋 ≜ {𝑧 ∈ ℂ | |𝑧| = 1}, 对 𝕋 上的函数 𝐹, 𝑓(𝑡) ≜ 𝐹(𝑒2𝜋𝑖𝑡), 𝑡 ∈ ℝ
⇒ 𝑓 是 ℝ 上以 1 为周期的周期函数, 𝐹 ↔ 𝑓, 𝕋 ↔ [−1

2 , 1
2).

令 𝑒𝑘(𝑡) ≜ 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡, 𝑡 ∈ [−1
2 , 1

2), 𝑘 ∈ ℤ, ∫
1
2

−1
2
𝑒𝑘(𝑡)𝑒𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

1
2

−1
2
𝑒2𝜋𝑖(𝑘−𝑗)𝑡 𝑑𝑡 = 𝛿𝑘𝑗,

⇒ {𝑒𝑘}𝑘∈ℤ 是 𝐿2(𝕋) 中 O.N.S..

对 𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋) ⊂ 𝐿1(𝕋), ̂𝑓(𝑘) ≜ ∫
1
2

−1
2
𝑓(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑑𝑡 = ⟨𝑓, 𝑒𝑘⟩, 𝑘 ∈ ℤ (Fourier 系数),

𝑓(𝑥) ∽ ∑
𝑘∈ℤ

̂𝑓(𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥 = ∑
𝑘∈ℤ

⟨𝑓, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘.

Q: 𝑓 的 Fourier 级数是否收敛于 𝑓? 逐点收敛? a.e. 收敛?

定理 1.5.18. ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋), 𝑆𝑁𝑓(𝑥) ≜
𝑁
∑

𝑘=−𝑁
̂𝑓(𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥, ‖𝑆𝑁𝑓 − 𝑓‖2 → 0 𝑎𝑠 𝑁 → ∞.

证明. Idea of Pf. Thm ⇔ {𝑒𝑘}𝑘∈ℤ 是 𝐿2(𝕋) 的 O.N.B. ⇔ ({𝑒𝑘}𝑘∈ℤ)⟂ = {0}
⇔ span{ek}k∈ℤ = 𝐿2(𝕋), 约化为三角多项式在 𝐿2(𝕋) 中稠密.

𝑆𝑁𝑓(𝑥) =
𝑁
∑

𝑘=−𝑁
̂𝑓(𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥 =

𝑁
∑

𝑘=−𝑁
[∫

1
2

−1
2

𝑓(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑑𝑡]𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥

= ∫
1
2

−1
2

𝑓(𝑡)[
𝑁
∑

𝑘=−𝑁
𝑒2𝜋𝑖𝑘(𝑥−𝑡)] 𝑑𝑡 = (𝑓 ∗ 𝐷𝑁)(𝑥).

Dini 核 𝐷𝑁(𝑡) ≜
𝑁
∑

𝑘=−𝑁
𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡 = 𝑠𝑖𝑛[(2𝑁+1)𝜋𝑡]

𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡) , 不是好核 (‖𝐷𝑁‖1 → ∞ 𝑎𝑠 𝑁 → ∞).

令 𝜎𝑁𝑓 ≜ 1
𝑁+1

𝑁
∑
𝑘=0

𝑆𝑘𝑓 = 𝑓 ∗ 𝐹𝑁 ,

Fejer 核 𝐹𝑁(𝑡) ≜ 1
𝑁+1

𝑁
∑
𝑘=0

𝐷𝑘(𝑡) = 1
𝑁+1

𝑠𝑖𝑛2[(𝑁+1)𝜋𝑡]
𝑠𝑖𝑛2(𝜋𝑡) (是好核).

Lem. (i) ‖𝐹𝑁‖1 = ∫
1
2

−1
2
𝐹𝑁(𝑡) 𝑑𝑡 = 1; (ii) ∀𝛿 > 0, lim

𝑁→∞
∫𝛿<|𝑡|<1

2
𝐹𝑁(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Pf. (ii) ∀𝛿 > 0, 0 ⩽ 𝐹𝑁(𝑡) ⩽ 1
𝑠𝑖𝑛2(𝜋𝛿)

1
𝑁+1 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

Thm. ∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋), ‖𝜎𝑁𝑓 − 𝑓‖2 → 0 𝑎𝑠 𝑁 → ∞.
Rmk. 𝜎𝑁𝑓(𝑥) =

𝑁
∑

𝑘=−𝑁
(1 − |𝑘|

𝑁 ) ̂𝑓(𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥, 由上一 Thm 知三角多项式稠密.

Lem. (Minkowski 积分不等式) 设 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, ‖∫𝑌 𝑓(⋅, 𝑦) 𝑑𝑦‖𝑝 ⩽ ∫𝑌 ‖𝑓(⋅, 𝑦)‖𝑝 𝑑𝑦,

即 (∫𝑋 | ∫𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦|𝑝 𝑑𝑥) 1
𝑝 ⩽ ∫𝑌 [∫𝑋 |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝 𝑑𝑥] 1𝑝 𝑑𝑦.
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Pf of Thm. ∀𝜀 > 0,

‖𝜎𝑁𝑓 − 𝑓‖2 = {∫
1
2

−1
2

|∫
1
2

−1
2

[𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)]𝐹𝑁(𝑡) 𝑑𝑡|2 𝑑𝑥}1
2

⩽ ∫
1
2

−1
2

‖𝑓(⋅, 𝑡) − 𝑓(⋅)‖2𝐹𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

= (∫
|𝑡|⩽𝛿

+∫
𝛿<|𝑡|<1

2

)‖𝑓(⋅, 𝑡) − 𝑓(⋅)‖2𝐹𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

< 1
2𝜀 +

1
2𝜀 = 𝜀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝛿充分小, 𝑁充分大,

前一项因为积分的绝对连续性, 后一项因为 ‖𝑓(⋅, 𝑡) − 𝑓(⋅)‖2 ⩽ 2‖𝑓‖2 和 Fejer 核性质.
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第二章 线性算子与线性泛函

2.1 线性算子的概念

线性算子 = 线性映射.

定义 2.1.1. 𝒳,𝒴−向量空间,如果 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴, 𝑠.𝑡. 𝑇 (𝛼𝑥+𝛽𝑦) = 𝛼𝑇𝑥+𝛽𝑇𝑦, ∀𝑥, 𝑦 ∈
𝒳, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂, 则称 𝑇 是线性算子. 特别地, 如果 𝒴 = 𝕂, 则称 𝑇 是 𝒳 上一个线性泛函.

例 2.1.1. (微分算子) Ω
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ ℝ𝑛, 𝒳 = 𝒴 = 𝐶∞(Ω), 𝑇 = ∑

|𝛼|⩽𝑘
𝑎𝛼𝜕𝛼, 𝜕𝛼 ≜ 𝛼|𝛼|

𝜕𝑥𝛼1
1 …𝜕𝑥𝛼𝑛𝑛

.

例 2.1.2. (积分算子) 𝒳 = 𝐿𝑝(Ω), 𝒴 = {Ω上可测函数}, 𝐾(⋅, ⋅) − Ω × Ω 上可测函数,

(𝑇 𝑓)(𝑥) ≜ ∫Ω 𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, (ℱ𝑓)(𝜉) ≜ ∫ℝ𝑛 𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥 (Fourier 变换).

例 2.1.3. (非线性泛函) 𝑓(𝑢) ≜ ∫Ω 𝑢2(𝑥) 𝑑𝑥.

定义 2.1.2. (𝒳, ‖ ⋅ ‖𝒳), (𝒴, ‖ ⋅ ‖𝒴), 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴− 线性算子, 如果 ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝑥‖𝒴 ⩽
𝑐‖𝑥‖𝒳, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 则称 𝑇 有界.

注. 𝑇 有界 ⇔ 𝑇 把有界集映为有界集. (HW. EX 2.1.1)

定理 2.1.1. (𝒳, ‖ ⋅ ‖𝒳), (𝒴, ‖ ⋅ ‖𝒴), 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 线性,

𝑇 有界 ⇔ 𝑇 连续 ⇔ 𝑇 在 0 连续.

证明.“有界 ⇒ 连续”‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝒳 → 0 ⇒ ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑥‖𝒴 ⩽ 𝑐‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝒳 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.
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2.1 线性算子的概念 第二章 线性算子与线性泛函

“连续 ⇒ 在 0 连续”显然.

“在 0 连续 ⇒ 有界”假设 𝑇 无界, 则 ∀𝑛, ∃𝑥𝑛 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝑥𝑛‖𝒴 > 𝑛‖𝑥𝑛‖𝒳,
不妨设 𝑥𝑛 ≠ 0, ∀𝑛, 令 ̃𝑥𝑛 = 1

𝑛
𝑥𝑛

‖𝑥𝑛‖𝒳 ⇒ ̃𝑥𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞
在0连续⇒ 𝑇 ̃𝑥𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞, 但 ‖𝑇 ̃𝑥𝑛‖𝒴 = ‖𝑇𝑥𝑛‖𝒴

𝑛‖𝑥𝑛‖𝒳 > 1 矛盾.

定理 2.1.2. 有限维赋范空间之上的线性算子一定有界.

证明. (1) 设 𝒳 = 𝕂𝑛, 𝒴 = 𝕂𝑚 ⇒ 𝑇𝑥 = 𝐴𝑥 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛

⇒ ‖𝑇𝑥‖𝕂𝑚 = (
𝑚
∑
𝑖=1

|
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗|2)
1
2

𝐶−𝑆
⩽ [

𝑚
∑
𝑖=1

(
𝑛
∑
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗|2)(
𝑛
∑
𝑗=1

|𝑥𝑗|2)]
1
2 = [

𝑚
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗|2]
1
2 ‖𝑥‖𝕂𝑛.

(2) 一般情形, 𝒳 𝑇→ 𝒴, 𝒳
同构𝜑
→ 𝕂𝑛, 𝒴

同构𝜓
→ 𝕂𝑚, 𝕂𝑛 ̃𝑇→ 𝕂𝑚 ⇒ ̃𝑇 = 𝜓 ∘ 𝑇 ∘ 𝜑−1 有界

作业. (1) dim𝒳 < ∞ ⇒ 线性算子 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 有界;

(2) 如果 dim𝒳 = ∞, 𝒴 ≠ {0}, 则一定存在无界线性算子 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴.

例 2.1.4. 𝒳 = 𝐶1[0, 1], 𝒴 = 𝐶[0, 1], 都赋以一致范数, 𝑇 = 𝑑
𝑑𝑡 是无界的.

令 𝑢𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑛 = 1, 2,⋯ ⇒ ‖𝑢𝑛‖ = 1, ‖𝑇𝑢𝑛‖ = 𝑛 ⇒ ‖𝑇𝑢𝑛‖
‖𝑢𝑛‖ = 𝑛 → ∞.

定义 2.1.3. ℒ(𝒳,𝒴) ≜ {𝒳到𝒴的有界线性算子}, ℒ(𝒳) ≜ ℒ(𝒳,𝒳),
𝒳∗ ≜ ℒ(𝒳,𝕂) = {𝒳上连续线性泛函}.
对 𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), 令 ‖𝑇 ‖𝒳→𝒴 ≜ sup

𝑥∈𝒳
𝑥≠0

‖𝑇𝑥‖𝒴
‖𝑥‖𝒳 = sup

𝑥∈𝒳
‖𝑥‖𝒳=1

‖𝑇𝑥‖𝒴, 称为 𝑇 的算子范数.

例 2.1.5. 𝐻−Hilbert 空间, 𝑀− 闭子空间, 𝑃𝑀 −𝐻 到 𝑀 的正交投影, ‖𝑃𝑀‖ = 1.

‖𝑥‖2 = ‖𝑃𝑀𝑥‖2 + ‖𝑥 − 𝑃𝑀𝑥‖2 ⇒ ‖𝑃𝑀‖ ⩽ 1 (由定义),

又 𝑃𝑀𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑀 ⇒ ‖𝑃𝑀‖ ⩾ sup
𝑥∈𝑀
𝑥≠0

‖𝑇𝑥‖𝒴
‖𝑥‖𝒳 = 1 ⇒ ‖𝑃𝑀‖ = 1.

定理 2.1.3. (ℒ(𝒳, 𝒴), ‖ ⋅ ‖𝒳→𝒴) 是赋范空间, 进而

1° 如果 𝒴 完备, 则 ℒ(𝒳,𝒴) 完备; 2° 𝒳∗ 是 Banach 空间.

证明. 1° 设 {𝑇𝑛}∞𝑛=1 是 ℒ(𝒳,𝒴) 中的 Cauchy 列

⇒ ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ∗, 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝑛 − 𝑇𝑚‖ < 𝜀, ∀𝑛,𝑚 ⩾ 𝑁.
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⇒ ∀𝑥 ∈ 𝒳, ‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑚𝑥‖ ⩽ ‖𝑇𝑛 − 𝑇𝑚‖‖𝑥‖ < ‖𝑥‖𝜀 (∗)
⇒ {𝑇𝑛𝑥}∞𝑛=1 是 𝒴 中 Cauchy 列

𝒴完备
⇒ ∃𝑦 ∈ 𝒴, 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑦‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

定义映射 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴, 𝑥 ↦ 𝑦 = lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑥,
(1) 线性; (2) 有界; (3) ‖𝑇𝑛 − 𝑇‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.
Pf of (2). 令 (∗) 中 𝑚 → ∞, ‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑥‖ ⩽ 𝜀‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝑛 ⩾ 𝑁
⇒ ‖𝑇𝑥‖ ⩽ ‖𝑇𝑁𝑥‖ + 𝜀‖𝑥‖ ⩽ (‖𝑇𝑁‖ + 𝜀)‖𝑥‖.
Pf of (3). ‖𝑇𝑛 − 𝑇‖ = sup

𝑥∈𝒳
𝑥≠0

‖𝑇𝑛𝑥−𝑇𝑥‖
‖𝑥‖ ⩽ 𝜀, ∀𝑛 ⩾ 𝑁.

2.2 Riesz 表示定理及其应用

𝐻−Hilbert 空间, 设 𝑦 ∈ 𝐻, 令 𝑓𝑦(𝑥) ≜ ⟨𝑥, 𝑦⟩, 𝑥 ∈ 𝐻 𝐶−𝑆⇒ |𝑓𝑦(𝑥)| = |⟨𝑥, 𝑦⟩| ⩽ ‖𝑦‖‖𝑥‖ ⇒
𝑓𝑦 ∈ 𝐻∗, 且 ‖𝑓𝑦‖ ⩽ ‖𝑦‖. 另一方面, |𝑓𝑦(𝑦)| = ‖𝑦‖2 ⇒ |𝑓𝑦(𝑦)|

‖𝑦‖ = ‖𝑦‖ ⇒ ‖𝑓𝑦‖ = ‖𝑦‖.
Q: 是否 ∀𝑓 ∈ 𝐻∗, ∃𝑦𝑓 ∈ 𝐻, 𝑠.𝑡. ⟨𝑥, 𝑦𝑓⟩, 𝑥 ∈ 𝐻?

定理 2.2.1. (Riesz 表示定理) 𝐻−Hilbert 空间, ∀𝑓 ∈ 𝐻∗, ∃!𝑦𝑓 ∈ 𝐻, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) =
⟨𝑥, 𝑦𝑓⟩, 𝑥 ∈ 𝐻, 且 ‖𝑦𝑓‖ = ‖𝑓‖.

证明. 如果 𝑓 = 0, 则 𝑦𝑓 = 0.

如果 𝑓 ≠ 0 ⇒ ker(𝑓) ≠ 𝐻, 且为闭子空间 (由 𝑓 连续)

⇒ ∃𝑦0 ∈ ker(𝑓)⟂ 𝑤𝑖𝑡ℎ ‖𝑦0‖ = 1, 𝑓(𝑥 − 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑦0)𝑦0) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑦0)𝑓(𝑦0) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻
⇒ 𝑥− 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑦0)𝑦0 ∈ ker(𝑓) ⇒ ⟨𝑥 − 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑦0)𝑦0, 𝑦0⟩ = 0 ⇒ ⟨𝑥, 𝑦0⟩ = 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑦0)‖𝑦0‖
2 = 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑦0)

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦0)⟨𝑥, 𝑦0⟩ = ⟨𝑥, 𝑓(𝑦0)𝑦0⟩, ∀𝑥 ∈ 𝐻, 则 𝑦𝑓 = 𝑓(𝑦0)𝑦0.
唯一性. 如果 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩, ∀𝑥 ∈ 𝐻
⇒ ⟨𝑥, 𝑦 − 𝑧⟩ = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑦 − 𝑧 = 0.

推论 2.2.2. 𝐽 ∶ 𝐻 → 𝐻∗, 𝑦 ↦ 𝑓𝑦, 𝑓𝑦(𝑥) ≜ ⟨𝑥, 𝑦⟩, 𝑥 ∈ 𝐻 是作为赋范空间的等距同
构.
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定理 2.2.3. 𝐻−Hilbert 空间, 𝑎(⋅, ⋅) − 𝐻 上共轭双线性函数,

如果 ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. |𝑎(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝑐‖𝑥‖‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻,
则 ∃!𝐴 ∈ ℒ(𝐻), 𝑠.𝑡. 𝑎(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, 进而 ‖𝐴‖ = sup

0≠𝑥,𝑦∈𝐻
|𝑎(𝑥,𝑦)|
‖𝑥‖‖𝑦‖ .

证明. ∀𝑦 ∈ 𝐻, 令 𝑓𝑦(𝑥) = 𝑎(𝑥, 𝑦) ⇒ |𝑓𝑦(𝑥)| = |𝑎(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝑐‖𝑦‖‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝐻
⇒ 𝑓𝑦 ∈ 𝐻∗, 且 ‖𝑓𝑦‖ ⩽ 𝑐‖𝑦‖ 𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧⇒ ∃!𝑧 ∈ 𝐻, 𝑠.𝑡. 𝑓𝑦(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩, 𝑥 ∈ 𝐻, 且 ‖𝑧‖ = ‖𝑓𝑦‖.
定义 𝐴 ∶ 𝐻 → 𝐻, 𝑦 ↦ 𝑧, 1° 线性, 2° ‖𝐴𝑦‖ = ‖𝑧‖ = ‖𝑓𝑦‖ ⩽ 𝑐‖𝑦‖
⇒ 𝐴 ∈ ℒ(𝐻), 且 ‖𝐴‖ ⩽ 𝑐, 特别地 ‖𝐴‖ ⩽ sup

0≠𝑥,𝑦∈𝐻
|𝑎(𝑥,𝑦)|
‖𝑥‖‖𝑦‖ .

另一方面, |𝑎(𝑥, 𝑦)| = |⟨𝑥,𝐴𝑦⟩|
𝐶−𝑆
⩽ ‖𝑥‖‖𝐴𝑦‖ ⩽ ‖𝑥‖‖𝐴‖‖𝑦‖

⇒ |𝑎(𝑥,𝑦)|
‖𝑥‖‖𝑦‖ ⩽ ‖𝐴‖, ∀0 ≠ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 ⇒ ‖𝐴‖ ⩾ sup

0≠𝑥,𝑦∈𝐻
|𝑎(𝑥,𝑦)|
‖𝑥‖‖𝑦‖ ⇒ ‖𝐴‖ = sup

0≠𝑥,𝑦∈𝐻
|𝑎(𝑥,𝑦)|
‖𝑥‖‖𝑦‖ .

2.3 纲与开映射定理

定义 2.3.1. (𝒳, 𝑑), 𝐸 ⊂ 𝒳, 如果 ̄𝐸 无内点, 则称 𝐸 是疏集或无处稠密集 (nowhere

dense).

例 2.3.1. ℝ 中 ℚ 不是疏集, Cantor 集 𝒞 是疏集.

定义 2.3.2. 第一纲集 ≜可数个疏集之并,第二纲集 ≜非第一纲集,剩余纲集 ≜第一
纲集的余集.

引理 2.3.1. (闭球套定理) 设 (𝒳, 𝑑) 完备, 一列闭球 {𝐵𝑛}∞𝑛=1, 𝑠.𝑡. (1) 𝐵𝑛+1 ⊂
𝐵𝑛, 𝑛 = 1, 2,… , (2) diam𝐵 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞, 则

∞
⋂
𝑛=1

𝐵𝑛 = {𝑥0} 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑥0 ∈ 𝒳.

证明. 记 𝐵𝑛 ≜ 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛), 𝑛 = 1, 2,… .∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ∗, 不妨设 𝑛 ⩾ 𝑚, 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑚

⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝑟𝑚 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞
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⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 Cauchy 列
𝒳完备⇒ ∃𝑥0 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞

𝐵𝑚闭⇒ 𝑥0 ∈ 𝐵𝑚, ∀𝑚 ∈ ℕ∗ ⇒ 𝑥0 ∈
∞
⋂
𝑛=1

𝐵𝑛

设 𝑦 ∈
∞
⋂
𝑛=1

𝐵𝑛 ⇒ 𝑑(𝑥0, 𝑦) ⩽ 𝑑(𝑥0, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) < 2𝑟𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ ⇒ 𝑦 = 𝑥0.

定理 2.3.2. (Baire 纲定理, BCT = Baire Category Thm) 完备度量空间是第二纲的.

证明. 设 (𝒳, 𝑑) 完备, 假设 𝒳 是第一纲的 ⇒ 𝒳 =
∞
⋃
𝑛=1

𝐸𝑛 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝐸𝑛 疏.

任取 𝐵(𝑥0, 𝑟0)
𝐸1疏⇒ int𝐸1 = 𝜙 ⇒ ∃𝑥1 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟0)\𝐸1 ⇒ dist(𝑥1, 𝐸1) > 0,

取 𝑟1 < min{1, 1
3dist(𝑥1, 𝐸1)}, 且满足 𝐵(𝑥1, 𝑟1) ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑟0)

⇒ 𝐵(𝑥1, 𝑟1) ⊂ 𝐵(𝑥0, 𝑟0), 𝑟1 < 1, 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑥1, 𝑟1) ∩ 𝐸1 = 𝜙

𝐸2疏⇒ ∃𝐵(𝑥2, 𝑟2) ⊂ 𝐵(𝑥1, 𝑟1), 𝑟2 < 1
2 , 𝑠.𝑡. 𝐵(𝑥2, 𝑟2) ∩ 𝐸2 = 𝜙, …

𝐿𝑒𝑚⇒
∞
⋂
𝑛=1

𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛) = {𝑥} 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑥 ∈ 𝒳,

而 𝐵(𝑥𝑛, 𝑟𝑛) ∩ 𝐸𝑛 = 𝜙 ⇒ 𝑥 ∉ 𝐸𝑛 ⇒ 𝑥 ∉
∞
⋃
𝑛=1

𝐸𝑛 = 𝑋, 这与 𝑥 ∈ 𝒳 矛盾.

例 2.3.2. 𝑙2 的 Hamel 基不可数.

证明. 假设存在 𝑙2 的一个 Hamel 基可数, 记 𝐵 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1,
令 𝑋𝑛 = span{𝑥1,… , 𝑥𝑛} ⇒ 𝑋𝑛 是闭子空间 (有限维), 且 𝑙2 =

∞
⋃
𝑛=1

𝑋𝑛

𝐵𝐶𝑇⇒ ∃𝑛0, 𝑠.𝑡. 𝑋𝑛0
有内点, 但有限维空间没有内点, 矛盾.

作业. 1° 多项式全体构成的向量空间上赋以任何范数都不是 Banach 空间;

2° (BCT,2) 设 (𝒳, 𝑑) 完备, {𝑈𝑛}∞𝑛=1 开集, 𝑈𝑛 = 𝒳, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ ⇒
∞
⋂
𝑛=1

𝑈𝑛 = 𝒳.

纲推理

Weierstrass 的例子: 处处连续处处不可微的函数.
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定理 2.3.3. (Banach, 1931) {𝐶[0, 1] 中处处不可微的函数} 是第二纲集.

证明. 𝒳 ≜ 𝐶[0, 1], 𝐴 ≜ {𝐶[0, 1] 中处处不可微的函数}, 只需证 𝒳\𝐴 是第一纲集,

𝒳\𝐴 = {𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] | 𝑓 至少在一点可微}, 否则若 𝐴 第一纲, 则 𝒳 第一纲, 矛盾.

𝐴𝑛 ≜ {𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] | ∃𝑡 ∈ [0, 1 − 1
𝑛 ], 𝑠.𝑡. sup

ℎ∈[− 1
𝑛 , 1

𝑛 ]
|𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ | ⩽ 𝑛}, 𝑛 = 1, 2,…

⇒ 𝒳\𝐴 ⊂
∞
⋃
𝑛=1

𝐴𝑛, 只要证每个 𝐴𝑛 是疏集.

1° 𝐴𝑛 闭. 设 𝐴𝑛 ∋ 𝑓𝑘 → 𝑓 (即 𝑓𝑘 ⇉ 𝑓),

对每个 𝑓𝑘, ∃𝑡𝑘 ∈ [0, 1 − 1
𝑛 ], 𝑠.𝑡. 𝑓𝑘(𝑡𝑘 + ℎ) − 𝑓𝑘(𝑡𝑘) ⩽ 𝑛|ℎ|, ∀ℎ ∈ [− 1

𝑛 , 1
𝑛 ].

{𝑡𝑘}∞𝑘=1 有收敛子列, 𝑡𝑘𝑗
→ 𝑡0 ∈ [0, 1 − 1

𝑛 ],

|𝑓(𝑡0 + ℎ) − 𝑓(𝑡0)| ⩽ |𝑓(𝑡0 + ℎ) − 𝑓(𝑡𝑘𝑗 + ℎ)| + |𝑓(𝑡𝑘𝑗 + ℎ) − 𝑓𝑘𝑗(𝑡𝑘𝑗 + ℎ)|

+ |𝑓𝑘𝑗(𝑡𝑘𝑗 + ℎ) − 𝑓𝑘𝑗(𝑡𝑘𝑗)| + |𝑓𝑘𝑗(𝑡𝑘𝑗) − 𝑓(𝑡𝑘𝑗)| + |𝑓(𝑡𝑘𝑗) − 𝑓(𝑡0)| = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 + 𝐼5,

𝑓 连续 ⇒ 𝐼1, 𝐼5 < |ℎ|
4 𝜀, 当 𝑗 充分大; 𝑓𝑘𝑗

⇉ 𝑓 ⇒ 𝐼2, 𝐼4 < |ℎ|
4 𝜀, 当 𝑗 充分大.

而 𝐼3 < 𝑛|ℎ| (由 𝑓𝑘𝑗
∈ 𝐴𝑛) ⇒ |𝑓(𝑡0 + ℎ) − 𝑓(𝑡0)| ⩽ (𝑛 + 𝜀)|ℎ|

⇒ |𝑓(𝑡0 + ℎ) − 𝑓(𝑡0)| ⩽ 𝑛|ℎ| ⇒ 𝑓 ∈ 𝐴𝑛.

2° 𝐴𝑛 没有内点. 只需证 ∀𝑓 ∈ 𝐴𝑛, ∀𝜀 > 0, 𝐵(𝑓, 𝜀)\𝐴𝑛 ≠ 𝜙.
首先, ∃𝑝 ∈ 𝑃 [0, 1], 𝑠.𝑡. ‖𝑓 − 𝑝‖ < 𝜀

2 (by density), 令 𝑀 ≜ max
𝑡∈[0,1]

|𝑝′(𝑡)|.
其次, ∃𝑔 ∈ 𝐶[0, 1], 𝑠.𝑡. (1)分段仿射 (ax+b); (2) ‖𝑔‖ < 𝜀

2 ; (3) 𝑔 每段斜率绝对值 > 𝑀 +𝑛
⇒ ‖(𝑝 + 𝑔) − 𝑓‖ ⩽ ‖𝑓 − 𝑝‖ + ‖𝑔‖ < 𝜀 ⇒ 𝑝 + 𝑔 ∈ 𝐵(𝑓, 𝜀),
但 𝑝 + 𝑔 ∉ 𝐴𝑛 (除有限点处, |(𝑝 + 𝑔)′(𝑡)| ⩾ |𝑔′(𝑡)| − |𝑝′(𝑡)| > 𝑀 + 𝑛 −𝑀 = 𝑛).

Banach 空间三大定理

⎧{{{
⎨{{{⎩

Hahn-Banach

开映射定理(⇔闭图像定理⇔等价范数定理)

一致有界原理 (共鸣定理)

定理 2.3.4. (一致有界原理 (共鸣定理), UBP = Uniform Boundedness Principle) 𝒳−
𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ 空间, 𝒴− 赋范空间, ℱ ⊂ ℒ(𝒳,𝒴),

∀𝑥 ∈ 𝒳, sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇𝑥‖ < ∞ (逐点有界) ⇒ sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇 ‖ < ∞ (一致有界),

等价地, sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇 ‖ = ∞ ⇒ ∃𝑥0 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇𝑥0‖ = ∞.
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证明. 令 𝐹𝑛 ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇𝑥‖ ⩽ 𝑛} = ⋂
𝑇∈ℱ

{𝑥 ∈ 𝒳 | ‖𝑇𝑥‖ ⩽ 𝑛}, 𝑛 = 1, 2,…

⇒ 𝐹𝑛 闭. ∀𝑥 ∈ 𝒳, sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇𝑥‖ < ∞ ⇒ 𝒳 =
∞
⋃
𝑛=1

𝐹𝑛
𝐵𝐶𝑇⇒ ∃𝑛0, 𝑠.𝑡. 𝐹𝑛0

有内点

⇒ ∃𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝐹𝑛0
⇒ ‖𝑇(𝑥0 + 𝑟𝑥)‖ ⩽ 𝑛0, ∀𝑥 ∈ 𝐵(0, 1), ∀𝑇 ∈ ℱ

⇒ ‖𝑇(𝑟𝑥)‖ ⩽ 𝑛0 + ‖𝑇𝑥0‖ ⩽ 2𝑛0 ⇒ ‖𝑇𝑥‖ ⩽ 2𝑛0
𝑟 , ∀𝑥 ∈ 𝐵(0, 1), ∀𝑇 ∈ ℱ

⇒ sup
𝑇∈ℱ

sup
𝑥∈𝐵(0,1)

‖𝑇𝑥‖ = sup
𝑇∈ℱ

‖𝑇 ‖ ⩽ 2𝑛0
𝑟 (由习题 2.1.2, sup

𝑥∈𝐵(0,1)
‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑇 ‖).

定理 2.3.5. (Banach-Steinhauss) 𝒳−Banach 空间, 𝒴− 赋范空间.

𝑇 , 𝑇𝑛 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), 𝑛 = 1, 2,… , 𝑀 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳,

𝑇𝑛𝑥 → 𝑇𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝒳 ⇔
⎧{{
⎨{{⎩

sup
𝑛

‖𝑇𝑛‖ < ∞

𝑇𝑛𝑥 → 𝑇𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑀
.

证明.“⇒” ∀𝑥 ∈ 𝒳, 𝑇𝑛𝑥 → 𝑇𝑥 ⇒ ∀𝑥 ∈ 𝒳, sup
𝑛

‖𝑇𝑛𝑥‖ < ∞ (收敛列有界)
𝑈𝐵𝑃⇒ sup

𝑛
‖𝑇𝑛‖ < ∞. 另一个平凡.

“⇐”记 𝐶 ≜ sup
𝑛

‖𝑇𝑛‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝜀 > 0, ∃𝑦 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝜀
4(‖𝑇‖+𝐶) .

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑥‖ ⩽ ‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ + ‖𝑇𝑛𝑦 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑇𝑦 − 𝑇𝑥‖ < 𝜀
4 + 𝜀

2 + 𝜀
4 = 𝜀, 当 𝑛 充分大,

上式成立是因为 ‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ⩽ 𝐶‖𝑥 − 𝑦‖, 𝑇𝑛𝑦 → 𝑇𝑦, ‖𝑇𝑦 − 𝑇𝑥‖ ⩽ ‖𝑇 ‖‖𝑥 − 𝑦‖.

定理 2.3.6. 𝒳, 𝒴−Banach 空间. 𝑇𝑛 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), 𝑛 = 1, 2,… , 如果 ∀𝑥 ∈ 𝒳, lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑥
存在, 定义 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴, 𝑥 ↦ lim

𝑛→∞
𝑇𝑛𝑥, 则 𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), 且 ‖𝑇 ‖ ⩽ lim inf

𝑛→∞
‖𝑇𝑛‖.

证明. (HW, EX2.3.7)

𝑆𝑛𝑓(𝑥) ≜
𝑛
∑

𝑘=−𝑛
̂𝑓(𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥, ̂𝑓(𝑘) ≜ ∫

1
2

−1
2
𝑓(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑑𝑡.

定理 2.3.7. (Du Bois-Reymond, 1876) ∃𝑓 ∈ 𝐶(𝕋), 𝑠.𝑡. {𝑆𝑛𝑓(0)}∞𝑛=1 发散.
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证明. Dini 核 𝐷𝑛(𝑡) ≜
𝑛
∑

𝑘=−𝑛
𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡 = 𝑠𝑖𝑛[(2𝑛+1)𝜋𝑡]

𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡) ,

𝑆𝑛𝑓(𝑥) = (𝑓 ∗ 𝐷𝑛)(𝑥) = ∫
1
2

−1
2
𝑓(𝑡)𝐷𝑛(𝑥 − 𝑡) 𝑑𝑡.

令 𝑇𝑛 ∶ 𝐶(𝕋) → ℝ, 𝑓 ↦ 𝑆𝑛𝑓(0) = ∫
1
2

−1
2
𝑓(𝑡)𝐷𝑛(−𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

1
2

−1
2
𝑓(𝑡)𝐷𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

⇒ |𝑇𝑛𝑓| = | ∫
1
2

−1
2
𝑓(𝑡)𝐷𝑛(𝑡) 𝑑𝑡| ⩽ ‖𝐷𝑛‖1‖𝑓‖ ⇒ 𝑇𝑛 ∈ 𝐶(𝕋)∗, 且 ‖𝑇𝑛‖ ⩽ ‖𝐷𝑛‖1.

Claim. ‖𝑇𝑛‖ = ‖𝐷𝑛‖1 (只要证 ‖𝑇𝑛‖ ⩾ ‖𝐷𝑛‖1).

𝐷𝑛 在 [−1
2 , 1

2) 内只有有限个零点 ⇒ sgn𝐷𝑛 只有有限个间断点

⇒ ∀𝜀 > 0, ∃𝑔𝜀 ∈ 𝐶(𝕋), 𝑠.𝑡. (1) 分段仿射, (2) ‖𝑔‖ = 1,
(3) 𝑔𝜀 = sgn𝐷𝑛 𝑜𝑛 [−1

2 , 1
2)\𝐼𝜀 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑚(𝐼𝜀) < 𝜀

4𝑛+3 .

|𝑇𝑛𝑔𝜀| = |∫
1
2

−1
2

𝐷𝑛(𝑡)𝑔𝜀(𝑡) 𝑑𝑡| ⩾ ∫
[−1

2 ,12 )\𝐼𝜀

|𝐷𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡 −∫
𝐼𝜀

|𝐷𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡

⩾ ‖𝐷𝑛‖1 − 2∫
𝐼𝜀

|𝐷𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡 > ‖𝐷𝑛‖1 − 𝜀

⇒ ‖𝑇𝑛‖ ⩾ |𝑇𝑛𝑔𝜀|
‖𝑔𝜀‖ > ‖𝐷𝑛‖1 − 𝜀 ⇒ ‖𝑇𝑛‖ ⩾ ‖𝐷𝑛‖1.

‖𝐷𝑛‖1 = ∫
1
2

−1
2

|𝑠𝑖𝑛[(2𝑛 + 1)𝜋𝑡]
𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡) | 𝑑𝑡 = 2∫

1
2

0
|𝑠𝑖𝑛[(2𝑛 + 1)𝜋𝑡]

𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡) | 𝑑𝑡

⩾ 2∫
1
2

0
|𝑠𝑖𝑛[(2𝑛 + 1)𝜋𝑡]

𝜋𝑡 | 𝑑𝑡 𝑥=(2𝑛+1)𝜋𝑡= 2
𝜋 ∫

𝜋
2 (2𝑛+1)

0
|𝑠𝑖𝑛𝑥𝑥 | 𝑑𝑥 → ∞ 𝑎𝑠 𝑛 → ∞

⇒ sup
𝑛

‖𝑇𝑛‖ = ∞ 𝑈𝐵𝑃⇒ ∃𝑓 ∈ 𝐶(𝕋), 𝑠.𝑡. sup
𝑛

|𝑇𝑛𝑓| = sup
𝑛

|𝑆𝑛𝑓(0)| = ∞
⇒ lim sup

𝑛→∞
|𝑆𝑛𝑓(0)| = ∞ ⇒ {𝑆𝑛𝑓(0)}∞𝑛=1 发散.

Q: 𝑇𝑥 = 𝑦, 如果 𝑦 变化很小时, 解 𝑥 是否变化很小 (解的稳定性)? ⇔ 𝑇−1 连续?

定理 2.3.8. (逆算子定理, IMT = Inverse Mapping Thm) 𝒳, 𝒴−Banach 空间, 𝑇 ∈
ℒ(𝒳,𝒴), 𝑇 是双射 ⇒ 𝑇−1 ∈ ℒ(𝒴,𝒳) (⇒ 𝒳 和 𝒴 同构).

定理 2.3.9. (开映射定理, OMT) 𝒳, 𝒴−Banach 空间, 𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), 𝑇 是满射 ⇒ 𝑇
是开映射, i.e. 把开集映为开集.

证明. 下证“OMT ⇒ IMT”.
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𝑓 ∶ 𝒳 → 𝒴 连续 ⇔ ∀𝑈
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴, 𝑓−1(𝑈)

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳.

𝑇−1 ∶ 𝒴 → 𝒳 连续 ⇔ ∀𝑈
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳, (𝑇−1)−1(𝑈)

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴 ⇔ ∀𝑈

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳, 𝑇 (𝑈)

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴,

by OMT, 𝑇 (𝑈)
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴, ∀𝑈

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳.

引理 2.3.10. 𝒳, 𝒴−Banach 空间, 𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), 𝑇 是满射

⇒ ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. 𝛿𝐵𝒴
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝑇(𝐵𝒳),

𝐵𝒳, 𝐵𝒴 分别为 𝒳, 𝒴 中单位球.

证明. Step 1. ∃𝑟 > 0, 𝑠.𝑡. 𝑟𝐵𝒴 ⊂ 𝑇(𝐵𝒳).
𝒳 =

∞
⋃
𝑛=1

𝑛𝐵𝒳
𝑇满⇒ 𝒴 = 𝑇(𝒳) =

∞
⋃
𝑛=1

𝑇 (𝑛𝐵𝒳) ⇒ 𝒴 =
∞
⋃
𝑛=1

𝑇 (𝑛𝐵𝒳)
𝐵𝐶𝑇⇒ ∃𝑛0, 𝑠.𝑡. 𝑇 (𝑛0𝐵𝒳) 有内点

⇒ ∃𝐵𝒴(𝑦0, 𝑡) ⊂ 𝑇 (𝑛0𝐵𝒳) 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑦0 ∈ 𝒴, 𝑡 > 0.

令 𝑟 = 𝑡
𝑛0

, Claim 𝑟𝐵𝒴 ⊂ 𝑇(𝐵𝒳).
∀𝑧 ∈ 𝑟𝐵𝒴 ⇒ 𝑦0 + 𝑛0𝑧, 𝑦0 − 𝑛0𝑧 ∈ 𝐵𝒴(𝑦0, 𝑡) ⊂ 𝑇 (𝑛0𝐵𝒳)
⇒ ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1, {𝑥′

𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝑛0𝐵𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥𝑛 → 𝑦0 + 𝑛0𝑧, 𝑇𝑥′
𝑛 → 𝑦0 − 𝑛0𝑧 𝑎𝑠 𝑛 → ∞

⇒ 𝑇(𝑥𝑛 − 𝑥′
𝑛

2𝑛0
) → 𝑧 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑥𝑛 − 𝑥′

𝑛
2𝑛0

∈ 𝐵𝒳

⇒ Claim 成立.

Step 2. 令 𝛿 = 𝑟
3 , 则 𝛿𝐵𝒴 ⊂ 𝑇(𝐵𝒳) (∀𝑦 ∈ 𝛿𝐵𝒴, ∃𝑥 ∈ 𝐵𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥 = 𝑦) (逐次逼近法).

∀𝑦 ∈ 𝛿𝐵𝒴, 3𝑦 ∈ 𝑇 (𝐵𝒳) (by Step 1) ⇒ ∃ ̃𝑥1 ∈ 𝐵𝒳, 𝑠.𝑡. ‖3𝑦 − 𝑇 ̃𝑥1‖𝒴 < 𝛿.
令 𝑥1 = 1

3 ̃𝑥1 ∈ 1
3𝐵𝒳 ⇒ ‖𝑦 − 𝑇𝑥1‖𝒴 < 𝛿

3 , 令 𝑦1 ≜ 𝑦 − 𝑇𝑥1 ⇒ 9𝑦1 ∈ 𝑟𝐵𝒴 ⊂ 𝑇(𝐵𝒳)
⇒ ∃𝑥2 ∈ 1

32𝐵𝒳, 𝑠.𝑡. ‖𝑦1 − 𝑇𝑥2‖𝒴 < 𝛿
32 ,… .

令 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 − 𝑇𝑥𝑛 ∈ 𝛿
3𝑛𝐵𝒴, ∃𝑥𝑛+1 ∈ 1

3𝑛+1𝐵𝒳, 𝑠.𝑡. ‖𝑦𝑛 − 𝑇𝑥𝑛+1‖𝒴 < 𝛿
3𝑛+1 , ∀𝑛 ∈ ℕ∗.

‖
𝑛+𝑝
∑

𝑘=𝑛+1
𝑥𝑘‖𝒳 ⩽

1
3𝑛+1

1 − 1
3
< 1

2𝑛

⇒ {
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘}∞𝑛=1 是 𝒳 中 Cauchy 列

𝒳完备⇒ ∃𝑥 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡.
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘 → 𝑥 𝑎𝑠 𝑛 → ∞,
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且 ‖𝑥‖𝒳 ⩽ ‖𝑥 −
𝑁
∑
𝑘=1

𝑥𝑘‖𝒳 + ‖
𝑁
∑
𝑘=1

𝑥𝑘‖𝒳 < 1, 当 𝑁 充分大 (由上可知第二项恒小于 1
2)

⇒ 𝑥 ∈ 𝐵𝒳, 且 𝑇 (
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘) → 𝑇𝑥 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

𝛿
3𝑛 ⩾ ‖𝑦𝑛‖𝒴 = ‖𝑦𝑛−1 − 𝑇𝑥𝑛‖𝒴 = ⋯ = ‖𝑦 − 𝑇(𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛)‖𝒴

⇒ 𝑇(
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘) → 𝑦 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ ⇒ 𝑇𝑥 = 𝑦.

证明. 下证 OMT.

设 𝑈
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒳, 来证明 𝑇 (𝑈)

𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ 𝒴. ∀𝑦 ∈ 𝑇 (𝑈), ∃𝑥 ∈ 𝑈, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥 = 𝑦.

令 𝑉 ≜ 𝑈 − 𝑥 ≜ {𝑧 − 𝑥 | 𝑧 ∈ 𝑈}, 0𝒳 是 𝑉 的内点 ⇒ 𝑡𝐵𝒳 ⊂ 𝑉 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑡 > 0
𝐿𝑒𝑚⇒ ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. 0𝒴 ∈ 𝛿𝐵𝒴 ⊂ 𝑇(𝐵𝒳) ⊂ 1

𝑡𝑇 (𝑉 )
⇒ 0𝒴 是 𝑇 (𝑉 ) 的内点 ⇒ 𝑦 是 𝑇 (𝑈) = 𝑇(𝑉 ) + 𝑇𝑥 = 𝑇(𝑉 ) + 𝑦 的内点.

定理 2.3.11. (Lax-Milgram) 𝐻−Hilbert 空间, 如果共轭双线性函数 𝑎 ∶ 𝐻 ×𝐻 → 𝕂,

• (1) (连续) ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. |𝑎(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝑐‖𝑥‖‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻,

• (2) (coersive, 强制) ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. 𝑎(𝑥, 𝑥) ⩾ 𝛿‖𝑥‖2, ∀𝑥 ∈ 𝐻.

则 ∃!𝐴 ∈ ℒ(𝐻), 𝑠.𝑡.

• (1) 𝑎(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 (Riesz 表示定理),

• (2) 𝐴−1 ∈ ℒ(𝐻), 且 ‖𝐴−1‖ ⩽ 1
𝛿 .

证明. 1° 𝐴 单. 设 𝐴𝑦 = 0 ⇒ 0 = ⟨𝑦,𝐴𝑦⟩ = 𝑎(𝑦, 𝑦) ⩾ 𝛿‖𝑦‖2 ⇒ 𝑦 = 0.
2° 𝐴 满. Step 1. Ran(𝐴) 闭.

设 Ran(𝐴) ∋ 𝐴𝑥𝑛 → 𝑦 𝑎𝑠 𝑛 → ∞,

𝛿‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖2 ⩽ 𝑎(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚) = ⟨𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝐴𝑥𝑛 −𝐴𝑥𝑚⟩
𝐶−𝑆
⩽ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖‖𝐴𝑥𝑛 −𝐴𝑥𝑚‖

⇒ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ⩽ 1
𝛿 ‖𝐴𝑥𝑛 −𝐴𝑥𝑚‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞

⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 Cauchy 列. 设 𝑥𝑛 → 𝑥 ∈ 𝐻 ⇒ 𝐴𝑥𝑛 → 𝐴𝑥 (由连续),

而 𝐴𝑥𝑛 → 𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝐴𝑥 ∈ Ran(𝐴).
Step 2. Ran(𝐴) = 𝐻.
𝐻 = Ran(𝐴) ⊕ Ran(𝐴)⊥, 只需证 Ran(𝐴)⊥ = {0}.
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设 ⟨𝑦, 𝐴𝑥⟩ = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎(𝑦, 𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 ⇒ 0 = 𝑎(𝑦, 𝑦) ⩾ 𝛿‖𝑦‖2 ⇒ 𝑦 = 0.
现在, By IMT, 𝐴−1 ∈ ℒ(𝐻), 且

𝛿‖𝑥‖2 ⩽ 𝑎(𝑥, 𝑥) = ⟨𝑥,𝐴𝑥⟩
𝐶−𝑆
⩽ ‖𝑥‖‖𝐴𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝐻

⇒ ‖𝑥‖ ⩽ 1
𝛿 ‖𝐴𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝐻 𝐴双射⇒ ‖𝐴−1𝑦‖ ⩽ 1

𝛿 ‖𝑦‖, ∀𝑦 ∈ 𝐻 ⇒ ‖𝐴−1‖ ⩽ 1
𝛿 .

定义 2.3.3. 𝒳− 向量空间, ‖ ⋅ ‖1, ‖ ⋅ ‖2 − 𝒳 上两个范数, 如果 ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝑥‖1 ⩽
𝑐‖𝑥‖2, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 则称 ‖ ⋅ ‖2 强于 ‖ ⋅ ‖1, 记为 ‖ ⋅ ‖1 ≲ ‖ ⋅ ‖2.
如果 ∃𝑐 > 1, 𝑠.𝑡. 1

𝑐 ‖𝑥‖1 ⩽ ‖𝑥‖2 ⩽ 𝑐‖𝑥‖1, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 则称两范数等价, 记为 ‖ ⋅ ‖1 ≃ ‖ ⋅ ‖2.

定理 2.3.12. (等价范数定理) (𝒳, ‖ ⋅ ‖1), (𝒳, ‖ ⋅ ‖2)−Banach 空间,

‖ ⋅ ‖ ≲ ‖ ⋅ ‖2 ⇒ ‖ ⋅ ‖1 ≃ ‖ ⋅ ‖2.

证明. ‖ ⋅ ‖1 ≲ ‖ ⋅ ‖2 ⇔ ∃𝑐 > 0, 𝑠.𝑡. ‖Id(𝑥)‖1 ⩽ 𝑐‖𝑥‖2, ∀𝑥 ∈ 𝒳

⇔ Id ∈ ℒ((𝒳, ‖ ⋅ ‖2), (𝒳, ‖ ⋅ ‖1))

𝐼𝑀𝑇⇒ Id−1 ∈ ℒ((𝒳, ‖ ⋅ ‖1), (𝒳, ‖ ⋅ ‖2)) ⇒ ∃𝑐′ > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝑥‖2 ⩽ 𝑐′‖𝑥‖1, ∀𝑥 ∈ 𝒳
⇒ 1

𝑐 ‖𝑥‖1 ⩽ ‖𝑥‖2 ⩽ 𝑐′‖𝑥‖1, ∀𝑥 ∈ 𝐻.

闭图像定理 (CGT = Closed Graph Thm)

定义 2.3.4. (𝒳, ‖ ⋅ ‖𝒳), (𝒴, ‖ ⋅ ‖𝒴), 𝒳 × 𝒴 ≜ {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ∈ 𝒳, 𝑦 ∈ 𝒴}, ‖(𝑥, 𝑦)‖𝒳×𝒴 ≜
‖𝑥‖𝒳 + ‖𝑦‖𝒴, (𝒳 × 𝒴, ‖ ⋅ ‖𝒳×𝒴) 称为乘积空间, 𝒳, 𝒴 完备 ⇒ 𝒳×𝒴 完备.

定义 2.3.5. 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴 线性, Gr(𝑇 ) ≜ {(𝑥, 𝑇𝑥) | 𝑥 ∈ Dom(𝑇 )} 称为 𝑇 的图像. 如果

Gr(𝑇 ) 是 𝒳× 𝒴 的闭子空间, 则称 𝑇 是闭算子.
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命题 2.3.1. 𝑇 是闭算子 ⇔
⎧{
⎨{⎩

Dom(𝑇 ) ∋ 𝑥𝑛 → 𝑥

𝑇𝑥𝑛 → 𝑦
𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠

⎧{
⎨{⎩

𝑥 ∈ Dom(𝑇 )

𝑦 = 𝑇𝑥
⇔ Gr(T) ∋ (𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) → (𝑥, 𝑦) 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 (𝑥, 𝑦) ∈ Gr(𝑇 ).

注. 闭算子的定义域 Dom(𝑇 ) 不一定闭.

例 2.3.3. (无界闭算子) 𝑇 = 𝑑
𝑑𝑡 ∶ 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1], Dom(𝑇 ) = 𝐶1[0, 1] (稠密, 不闭),

𝑇 是无界算子. 设
⎧{
⎨{⎩

𝐶1[0, 1] ∋ 𝑢𝑛 → 𝑢

𝑇𝑢𝑛 = 𝑢′
𝑛 → 𝑣

,

𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢𝑛(0) = ∫
𝑡

0
𝑢′
𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 → ∫

𝑡

0
𝑣(𝑠) 𝑑𝑠,

又 𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢𝑛(0) → 𝑢(𝑡) − 𝑢(0) ⇒ 𝑢(𝑡) = 𝑢(0) + ∫𝑡
0 𝑣(𝑠) 𝑑𝑠 ⇒

⎧{
⎨{⎩

𝑢 ∈ 𝐶1[0, 1]

𝑢′ = 𝑣

命题 2.3.2. 𝑇 有界, Dom(𝑇 ) 闭 ⇒ 𝑇 闭 (HW, EX2.3.4(1)).

证明. ∀𝑥𝑛 → 𝑥 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑥𝑛 ∈ Dom(𝑇 ), 𝑇𝑥𝑛 → 𝑦,
由 Dom(𝑇 ) 闭, 有 𝑥 ∈ Dom(𝑇 ), 由 𝑇 连续, 有 𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑥.

‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ ⩽ ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑥𝑛‖ + ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑦‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞

⇒ 𝑦 = 𝑇𝑥 ⇒ 𝑇 是闭算子.

定理 2.3.13. (BLT = Bounded Linear Transformation) 𝒳− 赋范空间, 𝒴−Banach

空间, ∀𝑇 ∈ ℒ(Dom(𝑇 ), 𝒴), 可唯一保范延拓为 ̃𝑇 ∈ ℒ(Dom(𝑇 ), 𝒴) (𝑖.𝑒. ̃𝑇 |Dom(𝑇 ) =
𝑇 且 ‖ ̃𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖), 特别地, 如果 Dom(𝑇 ) 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳, 则 𝑇 可保范延拓为 ̃𝑇 ∈ ℒ(𝒳, 𝒴).

证明. ∀𝑥 ∈ Dom(𝑇 ), ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → 𝑥

⇒ ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑚‖ ⩽ ‖𝑇 ‖‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞
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⇒ {𝑇𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 𝒴 中 Cauchy 列
𝒴完备
⇒ ∃𝑦 ∈ 𝒴, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥𝑛 → 𝑦 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

定义映射 ̃𝑇 ∶ Dom(𝑇 ) → 𝒴, 𝑥 ↦ 𝑦 = lim
𝑛→∞

𝑇𝑥𝑛, 1° ̃𝑇 良定, 线性;

2° ‖ ̃𝑇 𝑥‖ = ‖𝑦‖ = lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑥𝑛‖ ⩽ lim
𝑛→∞

‖𝑇 ‖‖𝑥𝑛‖ = ‖𝑇 ‖‖𝑥‖

⇒ ̃𝑇 ∈ ℒ(Dom(𝑇 ), 𝒴) 且 ‖ ̃𝑇 ‖ ⩽ ‖𝑇 ‖. 另一方面,

‖ ̃𝑇 ‖ = sup
𝑥∈Dom(𝑇 )

𝑥≠0

‖ ̃𝑇 𝑥‖
‖𝑥‖ ⩾ sup

𝑥∈Dom(𝑇 )
𝑥≠0

‖𝑇𝑥‖
‖𝑥‖ = ‖𝑇 ‖

⇒ ‖ ̃𝑇 ‖ = ‖𝑇 ‖.

例 2.3.4. Fourier 变换, ̂𝑓(𝜉) ≜ ∫ℝ𝑛 𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥, 𝜉 ∈ ℝ𝑛, 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛),
𝐿1 ∩ 𝐿2 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐿2, ‖ ̂𝑓‖2 = ‖𝑓‖2, ∀𝑓 ∈ 𝐿1 ∩ 𝐿2 (Plancherel)

⇒ ℱ ∶ 𝑓 ↦ ̂𝑓 可保范延拓为 ℱ ∶ 𝐿2 → 𝐿2.

定理 2.3.14. (闭图像定理, CGT) 𝒳, 𝒴−Banach 空间, 𝑇 ∶ 𝒳 → 𝒴− 闭线性算子,

Dom(𝑇 ) 闭 ⇒ 𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴).

证明. (用 IMT) 𝒳, 𝒴 Banach ⇒ 𝒳×𝒴 Banach,

Gr(𝑇 ) 是 𝒳× 𝒴 的闭子空间 ⇒ Gr(𝑇 ) Banach, Dom(𝑇 ) 闭 ⇒ Dom(𝑇 ) Banach.

定义 Π1 ∶ Gr(𝑇 ) → Dom(𝑇 ), (𝑥, 𝑇𝑥) ↦ 𝑥, Π2 ∶ Gr(𝑇 ) → 𝒴, (𝑥, 𝑇𝑥) ↦ 𝑇𝑥.
Π1 是双射

𝐼𝑀𝑇⇒ Π−1
1 有界 ⇒ 𝑇 = Π2 ∘ Π−1

1 有界.

证明. (用等价范数定理) (Dom(𝑇 ), ‖ ⋅ ‖𝒳) 是 Banach 空间,

在 Dom(𝑇 ) 上定义一个图像范数, ‖𝑥‖𝐺 ≜ ‖𝑥‖𝒳 + ‖𝑇𝑥‖𝒴, 𝑥 ∈ Dom(𝑇 ).
Claim. (Dom(𝑇 ), ‖ ⋅ ‖𝐺) 完备. 设 ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖𝐺 → 0 𝑎𝑠 𝑛,𝑚 → ∞
⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 𝒳 中 Cauchy 列, {𝑇𝑥𝑛}∞𝑛=1 是 𝒴 中 Cauchy 列.

⇒ ∃𝑥 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑥𝑛 → 𝑥, ∃𝑦 ∈ 𝒴, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥𝑛 → 𝑦
𝐺𝑟(𝑇)闭
⇒ 𝑥 ∈ Dom(𝑇 ), 𝑦 = 𝑇𝑥

⇒ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝐺 = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝒳 + ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑥‖𝒴 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞.

现在, ‖ ⋅ ‖𝒳 ≲ ‖ ⋅ ‖𝐺
等价范数⇒ ‖ ⋅ ‖𝐺 ≲ ‖ ⋅ ‖𝒳 ⇒ ∃𝑐, 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝑥‖𝒴 ⩽ ‖𝑥‖𝐺 ⩽ 𝑐‖𝑥‖𝒳 ⇒ 𝑇 有界.

例 2.3.5. (Hellinger-Toeplitz) 𝐻−Hilbert 空间, 如果 𝑇 ∶ 𝐻 → 𝐻 自伴,

i.e. ⟨𝑇𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, 则 𝑇 ∈ ℒ(𝐻).
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证明. 只需证明 𝑇 是闭算子, 然后用 CGT. 设
⎧{
⎨{⎩

𝑥𝑛 → 𝑥

𝑇𝑥𝑛 → 𝑦
,

⟨𝑧, 𝑇𝑥⟩ = ⟨𝑇𝑧, 𝑥⟩ = lim
𝑛→∞

⟨𝑇 𝑧, 𝑥𝑛⟩ = lim
𝑛→∞

⟨𝑧, 𝑇𝑥𝑛⟩ = ⟨𝑧, 𝑦⟩, ∀𝑧 ∈ 𝐻

⇒ ⟨𝑧, 𝑇𝑥 − 𝑦⟩ = 0, ∀𝑧 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑦 = 𝑇𝑥 ⇒ 𝑇 是闭算子.

注. CGT 的妙处:

• 直接证明 𝑇 有界 (连续), ∀{𝑥𝑛} 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑥𝑛 → 𝑥 ?⇒ 𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑥 (证明收敛性);

• 用 CGT, 只需验证 𝑇 是闭算子,

Dom(𝑇 ) ∋ 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑇𝑥𝑛 → 𝑦 ?⇒ 𝑥 ∈ Dom(𝑇 ), 𝑦 = 𝑇𝑥 (已知收敛性).

2.4 Hahn-Banach 定理

定义 2.4.1. 𝒳− 向量空间, 如果函数 𝑝 ∶ 𝒳 → ℝ, 𝑠.𝑡.

• (正齐次性) 𝑝(𝑡𝑥) = 𝑡𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝑡 > 0,

• (次可加性) 𝑝(𝑥 + 𝑦) ⩽ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳,

则称 𝑝 为 𝒳 上一个次线性泛函.

如果 𝑝 还满足齐次性, i.e. 𝑝(𝜆𝑥) = |𝜆|𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝜆 ∈ 𝕂, 则称 𝑝 是 𝒳 上一个半
范数.

注. 1° 次线性泛函一定是凸函数:

∀𝛼 ∈ [0, 1], 𝑝(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ⩽ 𝑝(𝛼𝑥) + 𝑝((1 − 𝛼)𝑦) = 𝛼𝑝(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑝(𝑦);

2° 半范数非负: ∀𝑥 ∈ 𝒳, 2𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥) + 𝑝(−𝑥) ⩾ 𝑝(0) = 0;
3° 如果半范数还满足 𝑝(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 0, 则它是范数.
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定理 2.4.1. (HBT over ℝ) 𝒳− 实向量空间, 𝑝 − 𝒳 上次线性泛函, 𝑀− 子空间, 𝑓 −
𝑀 上线性泛函, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀, 则存在 𝒳 上线性泛函 𝐹, 𝑠.𝑡. (1) 𝐹 |𝑀 =
𝑓, (2) 𝐹(𝑥) ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳.

引理 2.4.2. 条件同上, 设 𝑥0 ∈ 𝒳\𝑀, �̃� = 𝑀 ⊕ span{𝑥0} = {𝑥 + 𝜆𝑥0 | 𝑥 ∈ 𝑀, 𝜆 ∈
ℝ} ⇒ ∃�̃� 上线性泛函 ̃𝑓 , 𝑠.𝑡. (1) ̃𝑓|𝑀 = 𝑓, (2) ̃𝑓(𝑥) ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ �̃�.

证明. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥 + 𝑦) ⩽ 𝑝(𝑥 + 𝑦) ⩽ 𝑝(𝑥 − 𝑥0) + 𝑝(𝑦 + 𝑥0)
⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥 − 𝑥0) ⩽ 𝑝(𝑦 + 𝑥0) − 𝑓(𝑦)

⇒ sup
𝑥∈𝑀

[𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥 − 𝑥0)] ⩽ inf
𝑦∈𝑀

[𝑝(𝑦 + 𝑥0) − 𝑓(𝑦)]

⇒ ∃𝛽 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥 − 𝑥0) ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑝(𝑦 + 𝑥0) − 𝑓(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 (∗).
定义 ̃𝑓 ∶ �̃� → ℝ, 𝑥 + 𝜆𝑥0 ↦ 𝑓(𝑥) + 𝜆𝛽 ⇒ ̃𝑓 是 �̃� 上实线性泛函, 且 ̃𝑓 |𝑀 = 𝑓.
下证 ̃𝑓(𝑥 + 𝜆𝑥0) ⩽ 𝑝(𝑥 + 𝜆𝑥0), ∀𝑥 ∈ 𝑀, ∀𝜆 ∈ ℝ.
当 𝜆 = 0 时, 平凡. 当 𝜆 ≠ 0 时, 不妨设 𝜆 > 0,
在 (∗) 中 𝑥, 𝑦 均取为 𝑥

𝜆

⇒ 𝑓(𝑥𝜆) − 𝑝(𝑥𝜆 − 𝑥0) ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑝(𝑥𝜆 + 𝑥0) − 𝑓(𝑥𝜆)

⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥 − 𝜆𝑥0) ⩽ 𝜆𝛽 ⩽ 𝑝(𝑥 + 𝜆𝑥0) − 𝑓(𝑥)

⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑓(𝑥) − 𝜆𝛽 ⩽ 𝑝(𝑥 − 𝜆𝑥0)

𝑓(𝑥) + 𝜆𝛽 ⩽ 𝑝(𝑥 + 𝜆𝑥0)
⇒

⎧{
⎨{⎩

̃𝑓(𝑥 − 𝜆𝑥0) ⩽ 𝑝(𝑥 − 𝜆𝑥0)

̃𝑓(𝑥 + 𝜆𝑥0) ⩽ 𝑝(𝑥 + 𝜆𝑥0)
.

证明. (Proof of Thm) 对两个线性泛函 𝑔, ℎ, 如果

(1) Dom(𝑔) ↪ Dom(ℎ), (2) ℎ|Dom(𝑔) = 𝑔, 则称 ℎ 是 𝑔 的一个延拓, 记为 𝑔 ≲ ℎ.
令 ℱ ≜ {𝑔 | 𝑓 ≲ 𝑔, 且 𝑔(𝑥) ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ Dom(𝑔)}, (ℱ,≲) 是一个偏序集,

设 𝒞 是 ℱ 的任一全序子集, 令 𝑌 ≜ ⋃
𝑔∈𝒞

Dom(𝑔) ⇒ 𝑌 ↪ 𝒳.

定义 𝐺 ∶ 𝑌 → ℝ, 𝑥 ↦ 𝑔(𝑥) 𝑖𝑓 𝑥 ∈ Dom(𝑔) ⇒ 𝐺 良定且是 𝒞 的一个上界
𝑍𝑜𝑟𝑛⇒ ℱ 有极大元 𝐹 . Claim. Dom(𝐹) = 𝒳.
假设不然, 则 ∃𝑥0 ∈ 𝒳\Dom(𝐹) 𝐿𝑒𝑚⇒ ∃ ̃𝐹 ∶ Dom(𝐹) ⊕ span{𝑥0} → ℝ 线性泛函,

𝑠.𝑡. 𝐹 ≲ ̃𝐹 , 且 ̃𝐹 ∈ ℱ, 与 𝐹 极大性矛盾.
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定理 2.4.3. (HBT over ℂ) 𝒳− 复向量空间, 𝑝 −𝒳 上半范数, 𝑀 −𝒳 的子空间, ∀𝑀
上复线性泛函 𝑓 𝑤𝑖𝑡ℎ |𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀, ∃𝒳 上复线性泛函 𝐹, 𝑠.𝑡. (1) 𝐹 |𝑀 =
𝑓, (2) |𝐹 (𝑥)| ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳.

证明. Step 1. 先把 𝒳 看作实向量空间.

令 𝑔 = Re𝑓 ⇒ 𝑔 是 𝑀 上实线性泛函, 且 𝑔(𝑥) ⩽ |𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀
前一 Thm⇒ ∃𝒳 上实线性泛函 𝐺, 𝑠.𝑡. (1) 𝐺|𝑀 = 𝑔, (2) 𝐺(𝑥) ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳.
Step 2. 复化.

令 𝐹(𝑥) ≜ 𝐺(𝑥) − 𝑖𝐺(𝑖𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 ⇒
⎧{
⎨{⎩

𝐹(𝑥 + 𝑦) = 𝐹(𝑥) + 𝐹(𝑦)

𝐹(𝛼𝑥) = 𝛼𝐹(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝛼 ∈ ℝ
⇒ 𝐹((𝛼1 + 𝑖𝛼2)𝑥) = 𝐹(𝛼1𝑥) + 𝐹(𝑖𝛼2𝑥) = 𝛼1𝐹(𝑥) + 𝛼2𝐹(𝑖𝑥) ?= (𝛼1 + 𝑖𝛼2)𝐹(𝑥).
只需证明 𝐹(𝑖𝑥) = 𝑖𝐹(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳.

𝐹(𝑖𝑥) = 𝐺(𝑖𝑥) − 𝑖𝐺(𝑖 ⋅ 𝑖𝑥) = 𝐺(𝑖𝑥) + 𝑖𝐺(𝑥) = 𝑖(𝐺(𝑥) − 𝑖𝐺(𝑖𝑥)) = 𝑖𝐹(𝑥).

Step 3. 𝐹|𝑀 = 𝑓, ∀𝑥 ∈ 𝑀.

𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) − 𝑖𝐺(𝑖𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑖𝑔(𝑖𝑥) = Re𝑓(𝑥) − 𝑖Re[𝑓(𝑖𝑥)]

= Re𝑓(𝑥) − 𝑖Re[𝑖𝑓(𝑥)] = Re𝑓(𝑥) + 𝑖Im𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

Step 4. |𝐹 (𝑥)| ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳.
如果 𝐹(𝑥) = 0, 平凡.

如果 𝐹(𝑥) ≠ 0 ⇒ ∃𝜃 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. |𝐹 (𝑥)| = 𝑒−𝑖𝜃𝐹(𝑥)

⇒ |𝐹(𝑥)| = 𝑒−𝑖𝜃𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑒−𝑖𝜃𝑥) = 𝐺(𝑒−𝑖𝜃𝑥) − 𝑖𝐺(𝑖𝑒−𝑖𝜃𝑥)
𝐿𝐻𝑆实值=
𝐺实值

𝐺(𝑒−𝑖𝜃𝑥) ⩽ 𝑝(𝑒−𝑖𝜃𝑥) 齐次性= 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳.

定理 2.4.4. (HBT) (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝑀 ↪ 𝒳, ∀𝑓 ∈ 𝑀∗, 𝒳∗ = {𝒳上连续线性泛函}, ∃𝐹 ∈
𝒳∗, 𝑠.𝑡. (1) 𝐹 |𝑀 = 𝑓, (2) ‖𝐹‖ = ‖𝑓‖ (保范延拓).
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证明. 令 𝑝(𝑥) ≜ ‖𝑓‖‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳
⇒ 𝑝 是 𝒳 上半范数, 且 |𝑓(𝑥)| ⩽ ‖𝑓‖‖𝑥‖ = 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.
由前一 Thm, ∃𝒳 上线性泛函 𝐹, 𝑠.𝑡. (1) 𝐹 |𝑀 = 𝑓, (2) |𝐹 (𝑥)| ⩽ 𝑝(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳
⇒ |𝐹(𝑥)| ⩽ 𝑝(𝑥) = ‖𝑓‖‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳 ⇒ 𝐹 ∈ 𝒳∗, 且 ‖𝐹‖ ⩽ ‖𝑓‖.
‖𝐹‖ ⩾ ‖𝑓‖ 平凡 ⇒ ‖𝐹‖ = ‖𝑓‖.

注. HBT 中延拓不唯一.

(ℝ2, ‖ ⋅ ‖1), ‖(𝑥1, 𝑥2)‖1 ≜ |𝑥1| + |𝑥2|, 𝑀 ≜ ℝ × {0} (实轴).

𝑓 ∶ 𝑀 → ℝ, (𝑥, 0) ↦ 𝑥 ⇒ 𝑓 ∈ 𝑀∗ 且 ‖𝑓‖ = 1.
∀𝑡 ∈ (−1, 1), 𝐹𝑡 ∶ ℝ2 → ℝ, (𝑥1, 𝑥2) ↦ 𝑥1 + 𝑡𝑥2 ⇒ 𝐹𝑡(𝑥, 0) = 𝑥 ⇒ 𝐹𝑡|𝑀 = 𝑓
⇒ |𝐹𝑡(𝑥1, 𝑥2)| = |𝑥1 + 𝑡𝑥2| ⩽ |𝑥1| + |𝑥2| = ‖(𝑥1, 𝑥2)‖1 ⇒ ‖𝐹𝑡‖ = 1.

推论 2.4.5. ∀𝑥0 ∈ 𝒳, ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥0) = ‖𝑥0‖.

证明. 设 𝑀 ≜ span{𝑥0}, 𝑓0 ∶ 𝑀 → 𝕂, 𝜆𝑥0 ↦ 𝜆‖𝑥0‖
⇒ |𝑓0(𝑥)| = |𝜆|‖𝑥0‖ = ‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑓0 ∈ 𝑀∗ 𝑤𝑖𝑡ℎ ‖𝑓0‖ = 1

𝐻𝐵𝑇⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡.
⎧{
⎨{⎩

𝑓|𝑀 = 𝑓0 ⇒ 𝑓(𝑥0) = 𝑓0(𝑥0) = ‖𝑥0‖

‖𝑓‖ = ‖𝑓0‖ = 1
.

推论 2.4.6. 𝒳 ≠ {0} ⇒ 𝒳∗ ≠ {0}.

证明. ∃0 ≠ 𝑥0 ∈ 𝒳, 由上一 Cor, ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥0) = ‖𝑥0‖ ≠ 0.

推论 2.4.7. 𝒳 ∋ 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦).

证明. 𝑥0 ≜ 𝑥 − 𝑦 ≠ 0 ⇒ 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = ‖𝑥0‖ = ‖𝑥 − 𝑦‖ ≠ 0.

推论 2.4.8. ∀𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⇒ 𝑥 = 𝑦. 特别地, ∀𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 0.
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证明. 由上面 Cor 即得.

例 2.4.1. 𝒳−Banach 空间, {𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝒳, 𝑠.𝑡.
∞
∑
𝑘=1

‖𝑥𝑘‖ < ∞ (称级数
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝑘 绝对收敛),

则 ∀𝜎 ∶ ℕ → ℕ 双射,
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝜎(𝑘) =
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝑘 (重排不变).

证明. ∀𝑓 ∈ 𝒳∗,
∞
∑
𝑘=1

|𝑓(𝑥𝑘)| ⩽
∞
∑
𝑘=1

‖𝑓‖‖𝑥𝑘‖ < ∞

⇒
∞
∑
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘) 是绝对收敛的数项级数, 故重排不变

⇒
∞
∑
𝑘=1

𝑓(𝑥𝜎(𝑘)) =
∞
∑
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘) ⇒ 𝑓(
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝜎(𝑘)) = 𝑓(
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝑘)
𝐶𝑜𝑟1.3.22⇒

∞
∑
𝑘=1

𝑥𝜎(𝑘) =
∞
∑
𝑘=1

𝑥𝑘.

推论 2.4.9. 𝑥 ∈ 𝒳, ‖𝑥‖ = sup
𝑓∈𝒳∗
‖𝑓‖=1

|𝑓(𝑥)|.

证明. ∀𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1 ⇒ |𝑓(𝑥)| ⩽ ‖𝑓‖‖𝑥‖ = ‖𝑥‖ ⇒ sup
𝑓∈𝒳∗
‖𝑓‖=1

|𝑓(𝑥)| ⩽ ‖𝑥‖.

另一方面, ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖ (由 Cor1.3.19) ⇒ sup
𝑓∈𝒳∗
‖𝑓‖=1

|𝑓(𝑥)| ⩾ ‖𝑥‖.

定理 2.4.10. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝑀 ↪ 𝒳, 𝑥0 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑑 = dist(𝑥0,𝑀) > 0

⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗ 𝑤𝑖𝑡ℎ ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑀) = {0} 且 𝑓(𝑥0) = 𝑑.

证明. 令 �̃� ≜ 𝑀 ⊕ span{𝑥0}, 𝑓0 ∶ �̃� → 𝕂, 𝑥 = 𝑦 + 𝜆𝑥0 ↦ 𝜆𝑑

⇒ 𝑓0(𝑀) = {0}, 𝑓0(𝑥0) = 𝑑.

∀𝑥 = 𝑦 + 𝜆𝑥0, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝜆 ∈ 𝕂, 若 𝜆 = 0, 𝑓0(𝑥) = 0, 若 𝜆 ≠ 0,

|𝑓0(𝑥)| = |𝜆|dist(𝑥0,𝑀) ⩽ |𝜆|‖𝑥0 +
𝑦
𝜆‖ = ‖𝑦 + 𝜆𝑥0‖ = ‖𝑥‖

⇒ 𝑓0 ∈ �̃�∗ 且 ‖𝑓0‖ ⩽ 1 𝐻𝐵𝑇⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡.
⎧{
⎨{⎩

𝑓|�̃� = 𝑓0

‖𝑓‖ = ‖𝑓0‖ ⩽ 1
⇒ 𝑓(𝑀) = {0} 且 𝑓(𝑥0) = 𝑑. 下面只需证 ‖𝑓‖ ⩾ 1.
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𝑑 = inf
𝑦∈𝑀

‖𝑥0 − 𝑦‖ ⇒ ∀𝑛, ∃𝑦𝑛 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. ‖𝑥0 − 𝑦𝑛‖ ⩽ 𝑑 + 1
𝑛 .

⇒ |𝑓(𝑥0 − 𝑦𝑛)|
‖𝑥0 − 𝑦𝑛‖

= |𝑓(𝑥0)|
‖𝑥0 − 𝑦𝑛‖

⩾ 𝑑
𝑑 + 1

𝑛
→ 1 𝑎𝑠 𝑛 → ∞

⇒ sup
𝑛

|𝑓(𝑥0−𝑦𝑛)|
‖𝑥𝑜−𝑦𝑛‖ ⩾ 1 ⇒ ‖𝑓‖ ⩾ 1.

定理 2.4.11. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝑀 ⊂ 𝒳, 0 ≠ 𝑥0 ∈ 𝒳, 𝑥0 ∈ span𝑀 ⇔ 𝑓(𝑥0) = 0, ∀𝑓 ∈
𝒳∗ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑓(𝑀) = {0}.

证明.“⇒”设 𝑥0 ∈ span𝑀, ∀𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑓(𝑀) = 0
线性⇒ 𝑓(span𝑀) = {0} 连续⇒ 𝑓(span𝑀) = {0} ⇒ 𝑓(𝑥0) = 0.
“⇐”假设 𝑥0 ≠ span𝑀 ⇒ 𝑑 = dist(𝑥0, span𝑀) > 0
前一 Thm⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(span𝑀) = {0} 且 𝑓(𝑥0) = 𝑑 ≠ 0, 矛盾.

定义 2.4.2. 𝒳−向量空间, 𝐶 ⊂ 𝒳, (1)如果 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶, ∀𝑡 ∈ [0, 1], 𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦 ∈ 𝐶,
则称 𝐶 是凸集, (2) 如果 −𝐶 = 𝐶, 则称 𝐶 对称, (3) ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∃𝑡 > 0, 𝑠.𝑡. 𝑥

𝑡 ∈ 𝐶, 则称 𝐶
是吸收的.

命题 2.4.1. 任意凸集之交仍是凸集.

定义 2.4.3. 𝐴 ⊂ 𝒳, conv(𝐴) ≜ ⋂
𝐶⊃𝐴

𝐶 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥

𝐶, 称为 𝐴 的凸包 (convex hull).

命题 2.4.2. conv(𝐴) = {
𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 | 𝑥1,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝐴, 𝜆1,… , 𝜆𝑛 ∈ [0, 1],
𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1, 𝑛 ∈ ℕ∗}

证明. (HW)
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定义 2.4.4. 𝒳− 向量空间, 𝐶− 包含 0 的凸集, 定义 𝑃𝐶 ∶ 𝒳 → [0,+∞], 𝑃𝐶(𝑥) ≜
inf{𝑡 > 0 | 𝑥

𝑡 ∈ 𝐶} 称为 𝐶 的 Minkowski 泛函 (或称 𝐶 的度规, gauge).

注. 𝑃𝐶(𝑥) = +∞ ⇔ {𝑡 > 0 | 𝑥
𝑡 ∈ 𝐶} = 𝜙.

命题 2.4.3. 1° 𝑃𝐶(0) = 0, 2° (正齐次性) 𝑃𝐶(𝑡𝑥) = 𝑡𝑃𝐶(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝑡 > 0, 3° (次

可加性) 𝑃𝐶(𝑥 + 𝑦) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥) + 𝑃𝐶(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳.

证明. 3° ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳, 不妨设 𝑃𝐶(𝑥), 𝑃𝐶(𝑦) ∈ ℝ, ∀𝜀 > 0,
取 𝜆 = 𝑃𝐶(𝑥) + 𝜀

2 , 𝜇 = 𝑃𝐶(𝑦) + 𝜀
2 ⇒ 𝑥

𝜆 , 𝑦
𝜇 ∈ 𝐶

⇒ 𝑥+ 𝑦
𝜆 + 𝜇 = 𝜆

𝜆 + 𝜇 ⋅ 𝑥𝜆 + 𝜇
𝜆 + 𝜇 ⋅ 𝑦𝜇 ∈ 𝐶 (由凸性)

⇒ 𝜆+𝜇 ⩾ 𝑃𝐶(𝑥+𝑦) ⇒ 𝑃𝐶(𝑥+𝑦) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥)+𝑃𝐶(𝑦)+𝜀 ⇒ 𝑃𝐶(𝑥+𝑦) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥)+𝑃𝐶(𝑦).

定义 2.4.5. 𝒳− 复向量空间, 𝐶− 包含 0 的凸集, 如果 ∀𝑥 ∈ 𝐶, ∀𝜃 ∈ ℝ, 𝑒𝑖𝜃𝑥 ∈ 𝐶,
则称 𝐶 是均衡的.

命题 2.4.4. 复向量空间中的每个均衡吸收凸集都决定一个半范数.

证明. 吸收 ⇒ 𝑃𝐶(𝑥) ∈ [0,+∞) 是次线性泛函. 均衡 + 正齐次性 ⇒ 齐次性.

超平面分离定理 (HST = Hyperplane Seperation Thm)

定义 2.4.6. 𝒳− 实向量空间, 称子空间 𝑀 是 𝒳 的极大子空间是指 ∀𝒴 ↪
𝒳 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑀 & 𝒴 ⇒ 𝒴 = 𝒳.
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命题 2.4.5. 𝑀 是极大子空间⇔ 𝒳 = 𝑀 ⊕ span{𝑥0} 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑥0 ∈ 𝒳 ⇔ codim𝑀 =
1 (codim𝑀 ≜ dim(𝒳/ℳ))

证明. (HW, EX2.4.8)

定义 2.4.7. 超平面 ≜ 极大子空间的平移 (极大线性流形) = 𝑀 + 𝑥0 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑀 极大子

空间.

定义 2.4.8. 对线性泛函 𝑓 和 𝑟 ∈ ℝ, 𝐻𝑟
𝑓 ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑓(𝑥) = 𝑟}.

命题 2.4.6. 𝐿 是超平面 ⇔ 𝐿 = 𝐻𝑟
𝑓 ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑓(𝑥) = 𝑟}

证明.“⇐”𝐻0
𝑓 = ker(𝑓). Claim. 𝐻0

𝑓 是极大子空间.

∀𝑥0 ∈ 𝒳\𝐻0
𝑓 , 𝑓(𝑥 − 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥0)𝑥0) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝒳 ⇒ 𝑥− 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥0)𝑥0 ∈ 𝐻0

𝑓

⇒ 𝒳 = 𝐻0
𝑓 ⊕ span{𝑥0} ⇒ 𝐻0

𝑓 极大.

“⇒”设 𝐿 = 𝑀 + 𝑎, 𝑀 极大子空间, 𝒳 = 𝑀 ⊕ span{𝑥0} 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑥0 ∈ 𝒳.
定义 𝑓 ∶ 𝒳 → ℝ, 𝑥 = 𝑦 + 𝜆𝑥0 ↦ 𝜆 ⇒ 𝑓(𝑀) = {0}, 𝑓(𝑥0) = 1 ⇒ 𝑀 ⊂ 𝐻0

𝑓
𝑀极大⇒ 𝑀 = 𝐻0

𝑓 (由 𝐻0
𝑓 ≠ 𝒳) ⇒ 𝐿 = 𝐻𝑓(𝑎)

𝑓 .

命题 2.4.7. (𝒳, ‖ ⋅ ‖)− 实赋范空间, 𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑟 ∈ ℝ ⇒ 𝐻𝑟
𝑓 是闭的超平面.

证明. (𝑓 ∈ 𝒳∗ ⇔ 𝐻0
𝑓 = ker(𝑓) 闭子空间, EX2.1.7(3))

定义 2.4.9. 𝒳− 实向量空间, 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝒳.

(1)称 𝐻𝑟
𝑓 分离 𝐴, 𝐵 是指

⎧{
⎨{⎩

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟, ∀𝑥 ∈ 𝐴

𝑓(𝑦) ⩾ 𝑟, ∀𝑦 ∈ 𝐵
或

⎧{
⎨{⎩

𝑓(𝑥) ⩾ 𝑟, ∀𝑥 ∈ 𝐴

𝑓(𝑦) ⩽ 𝑟, ∀𝑦 ∈ 𝐵
,等价地,

sup
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟 ⩽ inf
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) 或 sup
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) ⩽ 𝑟 ⩽ inf
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥).
(2) 称 𝐻𝑟

𝑓 严格分离 𝐴, 𝐵 是指 sup
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) < 𝑟 < inf
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) 或 sup
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) < 𝑟 < inf
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥).
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定理 2.4.12. (𝒳, ‖ ⋅ ‖)− 实赋范空间, 𝐶− 有内点的凸集, 𝑥0 ∉ 𝐶 ⇒ ∃𝐻𝑟
𝑓 闭, 分离 𝐶

和 𝑥0.

证明. 不妨设 0 是 𝐶 的内点 (by 平移) ⇒ 𝑃𝐶 是次线性泛函 (Minkowski 泛函),

且 1° int(𝐶) = {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑃𝐶(𝑥) < 1}, 2° 𝐶 = {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑃𝐶(𝑥) ⩽ 1} (𝐸𝑋1.5.1).
𝑥0 ∉ 𝐶 ⇒ 𝑃𝐶(𝑥0) ⩾ 1. 0 是 𝐶 的内点 ⇒ ∃𝜀 > 0, 𝑠.𝑡. 𝐵(0, 𝜀) ⊂ 𝐶
⇒ ∀0 ≠ 𝑥 ∈ 𝒳, 𝜀 𝑥

‖𝑥‖ ∈ 𝐵(0, 𝜀) ⊂ 𝐶 ⇒ 𝑃𝐶(𝜀 𝑥
‖𝑥‖) ⩽ 1, ∀0 ≠ 𝑥 ∈ 𝒳

⇒ 𝑃𝐶(𝑥) ⩽
1
𝜀‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳.

令 𝑀 ≜ span{𝑥0}, 𝑓0 ∶ 𝑀 → ℝ, 𝑥 = 𝜆𝑥0 ↦ 𝜆𝑃𝐶(𝑥0) ⇒ 𝑓0(𝑥) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

𝐻𝐵𝑇 𝑜𝑣𝑒𝑟 ℝ⇒ 存在 𝒳 上线性泛函 𝑓, 𝑠.𝑡.
⎧{
⎨{⎩

𝑓|𝑀 = 𝑓0

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳

⇒ 𝑓(𝑥0) = 𝑓0(𝑥0) = 𝑃𝐶(𝑥0) ⩾ 1.

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥) ⩽ 1, ∀𝑥 ∈ 𝐶 ⇒ 𝐻1
𝑓 分离了 𝐶 和 𝑥0.

下证 𝑓 ∈ 𝒳∗, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑃𝐶(𝑥) ⩽ 1
𝜀‖𝑥‖, 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) ⩽ 1

𝜀‖ − 𝑥‖ = 1
𝜀‖𝑥‖

⇒ |𝑓(𝑥)| ⩽ 1
𝜀‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳.

定理 2.4.13. (HST1) 𝒳− 实赋范空间, 𝐴− 开凸集, 𝐵− 凸集, 𝐴 ∩𝐵 = 𝜙 ⇒ ∃𝐻𝑟
𝑓 闭,

分离 𝐴, 𝐵.

证明. 𝐶 ≜ 𝐴−𝐵 = {𝑥 − 𝑦 | 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵}
⇒ 1° 𝐶 凸, 2° 𝐶 开 (由 𝐶 = ⋃

𝑦∈𝐵
(𝐴 − 𝑦)), 3° 0 ∉ 𝐶 (由 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜙)

前一 Thm⇒ ∃𝐻0
𝑓 闭, 分离 𝐶 和 0 ⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. sup

𝑥∈𝐶
𝑓(𝑥) ⩽ 0 = 𝑓(0)

⇒ sup
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) = sup
𝑥∈𝐴
𝑦∈𝐵

[𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)] = sup
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) − inf
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) ⩽ 0

⇒ sup
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟 ⩽ inf
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑟 = 1
2 [sup

𝑥∈𝐴
𝑓(𝑥) + inf

𝑦∈𝐵
𝑓(𝑦)] ⇒ 𝐻𝑟

𝑓 分离 𝐴, 𝐵.
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定理 2.4.14. (HST2) 𝒳− 实赋范空间, 𝐴− 闭凸集, 𝐵− 紧凸集, 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜙 ⇒ ∃𝐻𝑟
𝑓

闭, 严格分离 𝐴, 𝐵.

证明. 𝐴 闭, 𝐵 紧, 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝜙 ⇒ dist(𝐴, 𝐵) > 0, 令 𝜀 ≜ 1
4dist(𝐴,𝐵),

令 𝐴𝜀 ≜ 𝐴+𝐵(0, 𝜀), 𝐵𝜀 ≜ 𝐵 +𝐵(0, 𝜀) ⇒ 𝐴𝜀, 𝐵𝜀 是开凸集
𝐴𝜀∩𝐵𝜀=𝜙

⇒
前一 Thm

∃𝐻𝑟
𝑓 闭, 分离 𝐴𝜀, 𝐵𝜀, 𝑖.𝑒. ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ∃𝑟 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. sup

𝑥∈𝐴𝜀

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟 ⩽ inf
𝑦∈𝐵𝜀

𝑓(𝑦).

𝑟 ⩽ 𝑓(𝑦 + 𝜀𝑧) = 𝑓(𝑦) + 𝜀𝑓(𝑧), ∀𝑦 ∈ 𝐵, ∀𝑧 ∈ 𝐵(0, 1) ⇒ 𝑓(−𝑧) ⩽ 𝑓(𝑦)−𝑟
𝜀

⇒ ‖𝑓‖ = sup
𝑧∈𝐵(0,1)

𝑓(−𝑧) ⩽ 𝑓(𝑦) − 𝑟
𝜀 , ∀𝑦 ∈ 𝐵

⇒ 𝜀‖𝑓‖ + 𝑟 ⩽ 𝑓(𝑦), ∀𝑦 ∈ 𝐵

⇒ 𝑟 ⩽ inf
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦) − 𝜀‖𝑓‖ < inf
𝑦∈𝐵

𝑓(𝑦)

同理有 sup
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥) < 𝑟.

推论 2.4.15. (Ascoli) (𝒳, ‖ ⋅ ‖)− 实赋范空间, 𝐶− 闭凸集, 𝑥0 ∉ 𝐶 ⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳, ∃𝑟 ∈
ℝ, 𝑠.𝑡. sup

𝑥∈𝐶
𝑓(𝑥) < 𝑟 < 𝑓(𝑥0).

推论 2.4.16. 𝒳−实赋范空间, 𝑀−子空间, 𝑀 ≠ 𝒳 ⇔ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑓 ≠ 0, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑀) =
{0}. 等价地, 𝑀 = 𝒳 ⇔ 若 𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑀) = {0} 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 𝑓 = 0.

证明. ∃𝑥0 ∈ 𝒳\𝑀 𝐴𝑠𝑐𝑜𝑙𝑖⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ∃𝑟 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. sup
𝑥∈𝑀

𝑓(𝑥) < 𝑟 < 𝑓(𝑥0)

⇒ 𝑓(𝑀) = {0} (𝑀 是非零子空间时 𝑓(𝑀) 无上界), 且 𝑓 ≠ 0 (由 𝑓(𝑥0) > 𝑟).

推论 2.4.17. (Marzur) 𝒳− 实赋范空间, 𝐶− 开凸集, 𝐹− 线性子流形 (i.e. 子空间的

平移), 𝐶 ∩ 𝐹 = 𝜙 ⇒ ∃𝐻𝑟
𝑓 闭, 𝑠.𝑡.

⎧{{
⎨{{⎩

𝐹 ⊂ 𝐻𝑟
𝑓

sup
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟
.
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证明. 𝐹 = 𝑀 + 𝑥0 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑀 子空间
𝐻𝑆𝑇1⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ∃𝑠 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. sup

𝑥∈𝐶
𝑓(𝑥) ⩽ 𝑠 ⩽ inf

𝑧∈𝐹
𝑓(𝑦) = inf

𝑧∈𝑀
𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑥0)

⇒ inf
𝑧∈𝑀

𝑓(𝑧) ⩾ 𝑠 − 𝑓(𝑥0)

⇒ 𝑓|𝑀 = 0 ⇒ 𝑀 ∈ 𝐻0
𝑓 ⇒ 𝐹 ⊂ 𝐻𝑟

𝑓 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑟 = 𝑓(𝑥0), 同时 sup
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥0) = 𝑟.

定义 2.4.10. 称超平面 𝐻𝑟
𝑓 是凸集 𝐶 在 𝑥0 处的支撑超平面 (supporting hyperplane),

是指 (1) 𝐶 完全落在 𝐻𝑟
𝑓 的一侧, (2)𝑥0 ∈ 𝐶 ∩𝐻𝑟

𝑓 , 即 sup
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟 = 𝑓(𝑥0) 或 inf
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ⩾
𝑟 = 𝑓(𝑥0).

定理 2.4.18. 𝒳− 实赋范空间, 𝐶− 有内点的闭凸集, 则 ∀𝑥0 ∈ 𝜕𝐶 处都有 𝐶 的支撑
超平面.

证明. 令 𝐸 ≜ int(𝐶)− 开凸集, 𝐹 ≜ {𝑥0} (零维子空间的平移)
𝑀𝑎𝑟𝑧𝑢𝑟⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ∃𝑟 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. sup

𝑥∈𝐸
𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟 且 {𝑥0} ⊂ 𝐻𝑟

𝑓

𝑓连续
⇒ sup

𝑥∈𝐶
𝑓(𝑥) ⩽ 𝑟 = 𝑓(𝑥0).

例 2.4.2. 𝐶 = 𝐵(0, 𝑟), ∀𝑥0 ∈ 𝜕𝐵(0, 𝑟) 处, 都有 𝐶 的支撑超平面.

证明. ∃𝑓 ∈ 𝒳∗ 𝑤𝑖𝑡ℎ ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥0) = ‖𝑥0‖ = 𝑟 (HBT),

而 sup
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ⩽ sup
𝑥∈𝐶

‖𝑓‖‖𝑥‖ = 𝑟 = 𝑓(𝑥0).

2.5 共轭空间、弱收敛、自反空间

对偶空间 (共轭空间) 𝒳∗ = ℒ(𝒳,𝕂), Riesz表示定理: 𝐻−Hilbert空间, 𝐻∗ = 𝐻 ( 一方面,

∀𝑦 ∈ 𝐻, 定义 𝑓𝑦 ∶ 𝐻 → 𝕂, 𝑥 ↦ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ⇒ 𝑓𝑦 ∈ 𝐻∗, 且 ‖𝑓‖ = ‖𝑦‖; 另一方面, ∀𝑓 ∈ 𝐻∗, ∃!𝑦𝑓 ∈
𝐻, 𝑠.𝑡. 𝑓 = 𝑓𝑦𝑓

⇒ 𝐽 ∶ 𝐻 → 𝐻∗, 𝑦 ↦ 𝑓𝑦 是赋范空间之间的线性等距同构 ).
(𝐿𝑝)∗ = ? (1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞), 𝐿𝑝(Ω,ℳ,𝜇) ≜ {𝑓 可测 | ‖𝑓‖𝑝 = (∫Ω |𝑓|𝑝 𝑑𝜇) 1

𝑝 < ∞}.
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定理 2.5.1. (Riesz)设 (Ω,ℳ,𝜇)是 𝜎−有限的测度空间 (𝑖.𝑒. Ω =
∞
⋃
𝑛=1

Ω𝑛 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜇(Ω𝑛)

< ∞), 设 1 ⩽ 𝑝 < ∞, 𝑝′ ≜
⎧{
⎨{⎩

𝑝
𝑝−1 , 𝑖𝑓 1 < 𝑝 < ∞

∞, 𝑖𝑓 𝑝 = 1
(1𝑝 + 1

𝑝′ = 1), 则 (𝐿𝑝)∗ = 𝐿𝑝′ (不是集

合的等式, 类似上面的 Riesz 表示定理), 即

• (1) ∀𝑔 ∈ 𝐿𝑝′, 定义 Λ𝑔(𝑓) ≜ ∫Ω 𝑓𝑔 𝑑𝜇, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ⇒ Λ𝑔 ∈ (𝐿𝑝)∗, 且 ‖Λ𝑔‖ = ‖𝑔‖𝑝′,

• (2) ∀𝜆 ∈ (𝐿𝑝)∗, ∃!𝑔 ∈ 𝐿𝑝′, 𝑠.𝑡. Λ = Λ𝑔,

从而 𝐽 ∶ 𝐿𝑝′ → (𝐿𝑝)∗ 是线性等距同构.

证明. (Proof of (1)) Case 1: 1 < 𝑝 < ∞.
|Λ𝑔(𝑓)| = | ∫ 𝑓𝑔|

Hölder
⩽ ‖𝑔‖𝑝′‖𝑓‖𝑝 ⇒ Λ𝑔 ∈ (𝐿𝑝)∗, 且 ‖Λ𝑔‖ ⩽ ‖𝑔‖𝑝′.

为证明 ‖Λ𝑔‖ ⩾ ‖𝑔‖𝑝′, 定义 ̃𝑓 = |𝑔|𝑝′−1sgn(𝑔), sgn(𝑡) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

1, 𝑡 > 1

0, 𝑡 = 0

−1, 𝑡 < 0

⇒
⎧{
⎨{⎩

‖ ̃𝑓‖𝑝𝑝 = ∫ |𝑔|(𝑝′−1)𝑝 = ∫ |𝑔|𝑝′ = ‖𝑔‖𝑝′

𝑝′

̃𝑓𝑔 = |𝑔|𝑝′ ⇒ Λ𝑔( ̃𝑓) = ∫ ̃𝑓𝑔 = ‖𝑔‖𝑝′

𝑝′

⇒ ‖Λ𝑔‖ ⩾
|Λ𝑔( ̃𝑓)|
‖ ̃𝑓‖𝑝

=
‖𝑔‖𝑝′

𝑝′

‖𝑔‖𝑝′/𝑝
𝑝′

= ‖𝑔‖𝑝
′(1− 1

𝑝 )
𝑝′ = ‖𝑔‖𝑝′.

Case 2: p=1.

Step 1. 先假设 𝜇(Ω) < ∞.

𝑝 = 1 时 𝑝′ = ∞, |Λ𝑔(𝑓)| ⩽ ‖𝑔‖∞‖𝑓‖1 ⇒ Λ𝑔 ∈ (𝐿1)∗, 且 ‖Λ𝑔‖ ⩽ ‖𝑔‖∞.
Claim. ‖Λ𝑔‖ ⩾ ‖𝑔‖∞ (|𝑔(𝑥)| ⩽ ‖Λ𝑔‖ 𝑓𝑜𝑟 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ Ω, 即 𝜇{𝑥 ∈ Ω | |𝑔(𝑥)| > ‖Λ𝑔‖} = 0).

令 𝐸𝑘 ≜ {𝑥 ∈ Ω | |𝑔(𝑥)| > ‖Λ𝑔‖ + 1
𝑘}, 𝑓𝑘 ≜ 𝜒𝐸𝑘

sgn(𝑔), 𝑘 = 1, 2,…
⇒ ‖𝑓𝑘‖1 ⩽ ∫𝐸𝑘

𝑑𝜇 = 𝜇(𝐸𝑘)

⇒ ‖Λ𝑔‖𝜇(𝐸𝑘) ⩾ ‖Λ𝑔‖‖𝑓𝑘‖1 ⩾ |Λ𝑔(𝑓𝑘)| = |∫𝜒𝐸𝑘
sgn(𝑔)𝑔 𝑑𝜇|

= ∫
𝐸𝑘

|𝑔| 𝑑𝜇 ⩾ (‖Λ𝑔‖ +
1
𝑘)𝜇(𝐸𝑘)

𝜇(𝐸𝑘)<𝜇(Ω)<∞
⇒ 𝜇(𝐸𝑘) = 0 ⇒ {𝑥 ∈ Ω | |𝑔(𝑥)| > ‖Λ𝑔‖} =

∞
⋃
𝑘=1

𝐸𝑘 是零测集 ⇒ ‖Λ𝑔‖ ⩾ ‖𝑔‖∞.
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Step 2. Ω =
∞
⋃
𝑛=1

Ω𝑛, 𝜇(Ω𝑛) < ∞.

𝐸𝑘,𝑛 ≜ 𝐸𝑘 ∩ Ω𝑛
𝑆𝑡𝑒𝑝 1
⇒ 𝜇(𝐸𝑘,𝑛) = 0, 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ∗ ⇒ 𝐸𝑘 ⊂

∞
⋃
𝑛=1

𝐸𝑘,𝑛 ⇒ 𝜇(𝐸𝑘) = 0.

引理 2.5.2. 设 𝑔 ∈ 𝐿1, 如果 ∃𝐶 > 0, 𝑠.𝑡. | ∫ 𝑓𝑔 𝑑𝜇| ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑝, ∀𝑓 ∈ 𝐿∞, 则 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′,
且 ‖𝑔‖𝑝′ ⩽ 𝐶.

证明. Case 1. 1 < 𝑝 < ∞.
令 𝑔𝑛 ≜ 𝑔 ⋅ 𝜒{|𝑔|⩽𝑛}, 𝑓𝑛 ≜ |𝑔𝑛|𝑝

′−1sgn(𝑔𝑛)
⇒ (1) 𝑓𝑛 ∈ 𝐿∞, (2) ‖𝑓𝑛‖𝑝𝑝 = ‖𝑔𝑛‖𝑝

′

𝑝′, (3) 𝑓𝑛𝑔 = 𝑓𝑛𝑔𝑛 = |𝑔𝑛|𝑝
′

条件⇒ ‖𝑔𝑛‖𝑝
′

𝑝′ = |∫ 𝑓𝑛𝑔| ⩽ 𝐶‖𝑓𝑛‖𝑝 = 𝐶‖𝑔𝑛‖𝑝
′/𝑝

𝑝′ ⇒ ‖𝑔𝑛‖𝑝′ ⩽ 𝐶, ∀𝑛 ∈ ℕ∗

∫|𝑔|𝑝′ 𝑑𝜇 = ∫ lim
𝑛→∞

|𝑔𝑛|𝑝
′ 𝑑𝜇

𝐹𝑎𝑡𝑜𝑢
⩽ lim inf

𝑛→∞
∫|𝑔𝑛|𝑝

′ 𝑑𝜇 ⩽ 𝐶𝑝′

⇒ 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′, 且 ‖𝑔‖𝑝′ ⩽ 𝐶.
Case2. 𝑝 = 1. 见发的讲义.

证明. (Proof of (2)) 只证明 𝜇(Ω) < ∞ 的情形.

1° 设 Λ ∈ (𝐿𝑝)∗, 定义 𝜈(𝐸) ≜ Λ(𝜒𝐸), 𝐸 ∈ ℳ.
设 𝐸𝑘 ∈ ℳ, 𝑘 = 1, 2,… 互不相交, 令 𝐸 =

∞
⨆
𝑘=1

𝐸𝑘 ⇒ 𝜒𝐸 =
∞
∑
𝑘=1

𝜒𝐸𝑘
.

由
∞
∑
𝑘=1

𝜇(𝐸𝑘) = 𝜇(𝐸) < 𝜇(Ω) < ∞, 有

𝜈(𝐸) = Λ(𝜒𝐸)
连续= lim

𝑛→∞
Λ(

𝑛
∑
𝑘=1

𝜒𝐸𝑘
) =

∞
∑
𝑘=1

Λ(𝜒𝐸𝑘
) =

∞
∑
𝑘=1

𝜈(𝐸𝑘)

⇒ 𝜈 是 (Ω,ℳ) 上的符号测度 (取实数值, 测度取非负值).

设 𝜇(𝐸) = 0 ⇒ 𝜒𝐸 = 0 (作为 𝐿𝑝 中的元素) ⇒ Λ(𝜒𝐸) = 0 ⇒ 𝜈(𝐸) = 0
𝑅𝑎𝑑𝑜𝑛−𝑁𝑖𝑘𝑜𝑑𝑦𝑚

⇒ ∃𝑔 ∈ 𝐿1(𝜇), 𝑠.𝑡. 𝜈(𝐸) = ∫
𝐸
𝑔 𝑑𝜇, ∀𝐸 ∈ ℳ

⇒ Λ(𝜒𝐸) = ∫𝜒𝐸𝑔 𝑑𝜇, ∀𝐸 ∈ ℳ ⇒ Λ(𝑓) = ∫𝑓𝑔 𝑑𝜇, ∀𝑓 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒.
2° 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′.
∀𝑓 ∈ 𝐿∞, ∃𝜑𝑘 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒, 𝑘 = 1, 2,… , 𝑠.𝑡. (1) 𝜑𝑘 → 𝑓 𝑎.𝑒., (2) ‖𝜑𝑘‖∞ ⩽ 𝑀 ≜ ‖𝑓‖∞ + 1
⇒ |𝑓 − 𝜑𝑘|𝑝 ⩽ (2𝑀)𝑝 𝐷𝐶𝑇⇒ ∫ |𝑓 − 𝜑𝑘|𝑝 𝑑𝜇 → 0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞

⇒ |Λ(𝑓) − Λ(𝜑𝑘)| ⩽ ‖Λ‖‖𝑓 − 𝜑𝑘‖𝑝 → 0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞
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⇒ Λ(𝑓) = lim
𝑘→∞

Λ(𝜑𝑘)

𝐷𝐶𝑇⇒ ∫𝑓𝑔 𝑑𝜇 = lim
𝑘→∞

∫𝜑𝑘𝑔 𝑑𝜇 = lim
𝑘→∞

Λ(𝜑𝑘) = Λ(𝑓), ∀𝑓 ∈ 𝐿∞.

| ∫ 𝑓𝑔 𝑑𝜇| = |Λ(𝑓)| ⩽ ‖Λ‖‖𝑓‖𝑝, ∀𝑓 ∈ 𝐿∞ 𝐿𝑒𝑚⇒ 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′, 且 ‖𝑔‖𝑝′ ⩽ ‖Λ‖.
3° Λ(𝑓) = ∫𝑓𝑔 𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝.
∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝, ∀𝜀 > 0, ∃𝜑 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒, 𝑠.𝑡. ‖𝑓 − 𝜑‖𝑝 < 𝜀

2(‖Λ‖+‖𝑔‖𝑝′ ) (由简单函数稠密性)

|Λ(𝑓) −∫𝑓𝑔 𝑑𝜇| ⩽ |Λ(𝑓) − Λ(𝜙)| + |Λ(𝜑) −∫𝜑𝑔 𝑑𝜇| + |∫𝜑𝑔 𝑑𝜇 −∫𝑓𝑔 𝑑𝜇|

⩽ ‖Λ‖‖𝑓 − 𝜑‖𝑝 + 0 + ‖𝑔‖𝑝′‖𝑓 − 𝜑‖𝑝 < 𝜀 (由 Λ 有界和 Hölder)

𝜀任意⇒ Λ(𝑓) = ∫𝑓𝑔 𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝.

1 ⩽ 𝑝 < ∞, (𝐿𝑝)∗ = 𝐿𝑝′, (𝐿1)∗ = 𝐿∞, 𝑄 ∶ (𝐿∞)∗ = 𝐿1 ? (这是错的).

定理 2.5.3. 𝐿1 ↪
≠

(𝐿∞)∗.

证明. 1° 𝐿1 ↪ (𝐿∞)∗. ∀𝑔 ∈ 𝐿1, |Λ𝑔(𝑓)| = | ∫ 𝑓𝑔| ⩽ ‖𝑔‖1‖𝑓‖∞ ⇒ Λ𝑔 ∈ (𝐿∞)∗.
2° 𝐽 ∶ 𝐿1 → (𝐿∞)∗, 𝑔 ↦ Λ𝑔 不是满射.

注意 𝑀 ≜ 𝐶[0, 1]
闭子空间
↪ 𝐿∞[0, 1], 任取 𝑓0 ∈ 𝐿∞\𝑀 ⇒ 𝑑 ≜ dist(𝑓0,𝑀) > 0

𝐻𝐵𝑇⇒ ∃Λ ∈ (𝐿∞)∗, ‖Λ‖ = 1, 𝑠.𝑡. Λ(𝑀) = {0}, 而 Λ(𝑓0) = 𝑑 > 0.
假设 ∃𝑔 ∈ 𝐿1, 𝑠.𝑡. Λ = Λ𝑔, 即 Λ(𝑓) = ∫𝑓𝑔, ∀𝑓 ∈ 𝐿∞,
特别地, ∫𝑓𝑔 = Λ(𝑓) = 0, ∀𝑓 ∈ 𝑀.
𝑀 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐿1 ⇒ ∃𝑓𝑛 ∈ 𝑀, 𝑛 = 1, 2,… , 𝑠.𝑡. ‖𝑓𝑛 − sgn(𝑔)‖1 → 0
𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧⇒ ∃ 子列 𝑓𝑛𝑘

→ sgn(𝑔) 𝑎.𝑒.

𝐷𝐶𝑇⇒ ∫|𝑔| = lim
𝑘→∞

∫𝑓𝑛𝑘
𝑔 = 0 ⇒ 𝑔 = 0 𝑎.𝑒.

⇒ Λ𝑔 = 0, 但 Λ𝑔(𝑓0) = Λ(𝑓0) > 0, 矛盾.
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Q: 𝐶[𝑎, 𝑏]∗ = ?

定义 2.5.1. 记 [𝑎, 𝑏] 的任一划分 Δ ∶ 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛 = 𝑏, 如果 sup
Δ

𝑛
∑
𝑘=1

|𝑓(𝑡𝑘) −
𝑓(𝑡𝑘−1)| < ∞, 则称 𝑓 是有界变差函数, 记为 𝑓 ∈ BV[𝑎, 𝑏].

𝑉 𝑏
𝑎 (𝑓) ≜ sup

Δ

𝑛
∑
𝑘=1

|𝑓(𝑡𝑘) − 𝑓(𝑡𝑘−1)|, ‖𝑓‖BV ≜ |𝑓(𝑎)| + 𝑉 𝑏
𝑎 (𝑓) ⇒ (BV[𝑎, 𝑏], ‖ ⋅ ‖BV) 是

Banach 空间.

定义 2.5.2. (Riemann-Stietjes 积分) 对 [𝑎, 𝑏] 的任一划分 Δ, 𝜉 = {𝜉𝑘}𝑛𝑘=1 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜉𝑘 ∈
[𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘], 𝜎(𝑓, 𝑔,Δ, 𝜉) ≜

𝑛
∑
𝑘=1

𝑓(𝜉𝑘)[𝑔(𝑡𝑘) − 𝑔(𝑡𝑘−1)], ‖Δ‖ = max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1|, 如果 ∃𝐼 ∈
ℝ, 𝑠.𝑡. 当 ‖Δ‖ → 0 时, 𝜎(𝑓, 𝑔,Δ, 𝜉) → 𝐼, 且与 Δ 的分点无关, 与 𝜉 的取法无关, 则记

𝐼 = ∫𝑏
𝑎 𝑓 𝑑𝑔, 称为 𝑓 关于 𝑔 的 R-S 积分.

命题 2.5.1. 如果 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑔 ∈ BV[𝑎, 𝑏], 则 ∫𝑏
𝑎 𝑓 𝑑𝑔 存在.

定义 2.5.3. BV0[𝑎, 𝑏] ≜ {𝑓 ∈ BV[𝑎, 𝑏] | 𝑓 在 (𝑎, 𝑏) 右连续且 𝑓(𝑎) = 0} ⇒ BV0[𝑎, 𝑏]
是 BV[𝑎, 𝑏] 的闭子空间, 从而是 Banach 空间.

定理 2.5.4. 𝐶[𝑎, 𝑏]∗ = BV0[𝑎, 𝑏],

• ∀𝑔 ∈ BV0[𝑎, 𝑏], Λ𝑔(𝑓) ≜ ∫𝑏
𝑎 𝑓 𝑑𝑔 ⇒ Λ𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗, 且 ‖Λ𝑔‖ = ‖𝑔‖BV,

• ∀Λ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗, ∃!𝑔 ∈ BV0[𝑎, 𝑏], 𝑠.𝑡. Λ = Λ𝑔, 且 ‖𝑔‖BV = ‖Λ‖.

证明. 见讲义.

定义 2.5.4. 𝒳∗∗ ≜ (𝒳∗)∗ = ℒ(𝒳∗, 𝕂), 称为 𝒳 的二次对偶 (第二共轭空间).
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对 𝑥 ∈ 𝒳, 定义映射 𝑥∗∗ ∶ 𝒳∗ → 𝕂, 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) ⇒ |𝑥∗∗(𝑓)| = |𝑓(𝑥)| ⩽ ‖𝑥‖‖𝑓‖, ∀𝑓 ∈ 𝒳∗ ⇒
𝑥∗∗ ∈ 𝒳∗∗, 且 ‖𝑥∗∗‖ ⩽ ‖𝑥‖. 另一方面, 由 HBT, ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖ ⇒ ‖𝑥∗∗‖ =
sup
𝑓∈𝒳∗
‖𝑓‖=1

|𝑓(𝑥)| ⩾ ‖𝑥‖ ⇒ ‖𝑥∗∗‖ = ‖𝑥‖.

定义 2.5.5. 𝑖 ∶ 𝒳 → 𝒳∗∗, 𝑥 ↦ 𝑥∗∗ 是线性等距嵌入, 称为 𝒳 到 𝒳∗∗ 的自然映射

(Canonical map) 或自然嵌入, 如果 𝑖 是满射 (由等距可得 𝑖 是单射, 从而是 𝒳 到 𝒳∗∗ 的

线性等距同构), 则称 𝒳 自反.

注. 存在非自反的 Banach空间 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝒳 与 𝒳∗∗ 线性等距同构 (James, 1950) (汪林,

《泛函分析中的反例》)

例 2.5.1. 1° 自反空间一定是 Banach 空间. 2° 有限维赋范空间自反 (HW EX2.5.4). 3°

Hilbert 空间自反 (HW).

定理 2.5.5. 设 1 < 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝 自反.

证明. 即证明 ∀Λ ∈ (𝐿𝑝)∗∗, ∃𝑢 ∈ 𝐿𝑝, 𝑠.𝑡. Λ(𝑓) = 𝑓(𝑢), ∀𝑓 ∈ (𝐿𝑝)∗

(𝑖 ∶ 𝐿𝑝 → (𝐿𝑝)∗∗ 是满射 ⇔ ∀Λ ∈ (𝐿𝑝)∗∗, ∃𝑢 ∈ 𝐿𝑝, 𝑠.𝑡. 𝑢∗∗ = Λ ⇒ Λ(𝑓) = 𝑢∗∗(𝑓) = 𝑓(𝑢)).

回忆 𝐽 ∶ 𝐿𝑝′ → (𝐿𝑝)∗, 𝑣 ↦ 𝑓𝑣 线性等距同构, 𝑓𝑣(𝑢) = ∫𝑢𝑣,

令 𝜑 ≜ Λ ∘ 𝐽 ⇒ 𝜑 ∈ (𝐿𝑝′)∗
(𝐿𝑝′ )∗=𝐿𝑝

⇒ ∃!𝑢 ∈ 𝐿𝑝, 𝑠.𝑡. 𝜑(𝑣) = ∫𝑢𝑣, ∀𝑣 ∈ 𝐿𝑝′.
∀𝑓 ∈ (𝐿𝑝)∗, 令 𝑣𝑓 ≜ 𝐽−1(𝑓) (即 𝑓 的表示向量)

⇒ Λ(𝑓) = (Λ ∘ 𝐽)(𝐽−1(𝑓)) = 𝜑(𝑣𝑓) = ∫ 𝑣𝑓𝑢 = 𝑓(𝑢).

定理 2.5.6. 𝐶[𝑎, 𝑏] 不自反.

证明. 假设不然, 则 ∀Λ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗∗, ∃𝑢 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑠.𝑡. Λ(𝑓) = 𝑓(𝑢), ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗.
∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗, ∃!𝑣𝑓 ∈ BV0[𝑎, 𝑏], 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑢) = ∫𝑏

𝑎 𝑢 𝑑𝑣𝑓 , ∀𝑢 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 且 ‖𝑣𝑓‖BV = ‖𝑓‖.
令 𝑐 = 𝑎+𝑏

2 , 定义 𝐹𝑐 ∶ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗ → 𝕂, 𝑓 ↦ 𝑣𝑓(𝑐 + 0) − 𝑣𝑓(𝑐 − 0) (BV 则存在左右极限)

⇒ |𝐹𝑐(𝑓)| ⩽ 𝑉 𝑏
𝑎 (𝑣𝑓) = ‖𝑣𝑓‖BV = ‖𝑓‖ ⇒ 𝐹𝑐 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗∗
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⇒ ∃𝑢𝑐 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑠.𝑡. 𝐹𝑐(𝑓) = 𝑓(𝑢𝑐) = ∫𝑏
𝑎 𝑢𝑐 𝑑𝑣𝑓 , ∀𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗,

令 𝑣(𝑡) ≜ ∫𝑡
𝑎 𝑢𝑐(𝑠) 𝑑𝑠 ⇒ 𝑣 ∈ BV0[𝑎, 𝑏].

令 𝑓𝑣(𝑢) = ∫𝑏
𝑎 𝑢 𝑑𝑣, 𝑢 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ⇒ 𝑓𝑣 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]∗

⇒ 𝐹𝑐(𝑓𝑣) = 𝑣(𝑐 + 0) − 𝑣(𝑐 − 0) = 0 (由 𝑣 ∈ 𝐶1[𝑎, 𝑏])
⇒ 0 = 𝐹𝑐(𝑓𝑣) = 𝑓𝑣(𝑢𝑐) = ∫𝑏

𝑎 𝑢𝑐 𝑑𝑣 = ∫𝑏
𝑎 𝑢2

𝑐(𝑡) 𝑑𝑡 ⇒ 𝑢𝑐 ≡ 0 ⇒ 𝐹𝑐 = 0, 矛盾.

定理 2.5.7. 𝒳∗ 可分 ⇒ 𝒳 可分.

证明. Step 1. 𝒳∗ 中单位球面 𝑆∗
1 可分.

𝒳∗ 可分 ⇒ ∃{𝑓𝑛}∞𝑛=1
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳∗, 令 𝑔𝑛 ≜ 𝑓𝑛

‖𝑓𝑛‖ . Claim. {𝑔𝑛}∞𝑛=1
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝑆∗

1.
∀𝑔 ∈ 𝑆∗

1, 由 {𝑓𝑛}∞𝑛=1 的稠密性, ∃{𝑓𝑛𝑘
}∞𝑘=1, 𝑠.𝑡. 𝑓𝑛𝑘

→ 𝑔 𝑎𝑠 𝑘 → ∞,

‖𝑔 − 𝑔𝑛𝑘
‖ ⩽ ‖𝑔 − 𝑓𝑛𝑘

‖ + ‖𝑓𝑛𝑘
− 𝑔𝑛𝑘

‖ = ‖𝑔 − 𝑓𝑛𝑘
‖ + ‖(‖𝑓𝑛𝑘

‖ − 1)
𝑓𝑛𝑘

‖𝑓𝑛𝑘
‖‖

= ‖𝑔 − 𝑓𝑛𝑘
‖ + |‖𝑓𝑛𝑘

‖ − 1| → 0 𝑎𝑠 𝑘 → ∞.

Step 2. ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳, ‖𝑥𝑛‖ = 1, 𝑛 = 1, 2,… , 𝑠.𝑡. span({𝑥𝑛}∞𝑛=1)
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳.

sup
𝑥∈𝒳
‖𝑥‖=1

|𝑔𝑛(𝑥)| = ‖𝑔𝑛‖ = 1 ⇒ ∃𝑥𝑛 ∈ 𝒳, ‖𝑥𝑛‖ = 1, 𝑠.𝑡. |𝑔𝑛(𝑥𝑛)| > 1
2 .

Claim. span({𝑥𝑛}∞𝑛=1)
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳.

假设 ∃𝑥0 ∈ 𝒳\span({𝑥𝑛}∞𝑛=1)
𝐻𝐵𝑇⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ‖𝑓‖ = 1,

𝑠.𝑡. 𝑓(span({𝑥𝑛}∞𝑛=1)) = 0, 而 𝑓(𝑥0) = dist(𝑥0, span({𝑥𝑛}∞𝑛=1)) > 0
⇒ ‖𝑔𝑛 − 𝑓‖ ⩾ |𝑔𝑛(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛)| = ‖𝑔𝑛(𝑥𝑛)‖ > 1

2 , 这与 {𝑔𝑛}∞𝑛=1 在 𝑆∗
1 中稠密矛盾.

Step 3. spanℚ({𝑥𝑛}∞𝑛=1)
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ span({𝑥𝑛}∞𝑛=1)

𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳.

定理 2.5.8. 设 1 ⩽ 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝 可分.

证明. (Weeden-Zygmund. Real Analysis.)

{
2𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑟𝑘𝜒[ 𝑘
2𝑛 ,𝑘+1

2𝑛 ] | 𝑟𝑘 ∈ ℚ, 𝑛 = 1, 2,… } 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐿𝑝[0, 1].
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定理 2.5.9. 𝐿∞[0, 1] 不可分.

证明. 假设 ∃{𝑓𝑛}∞𝑛=1
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝐿∞ ⇒ ∀𝑡 ∈ (0, 1), ∃𝑛𝑡 ∈ ℕ∗, 𝑠.𝑡. 𝑓𝑛𝑡

∈ 𝐵(𝜒[0,𝑡], 1
3),

但 dist(𝜒[0,𝑡], 𝜒[0,𝑠]) = 1, ∀𝑡 ≠ 𝑠 ⇒ 不同的 𝐵(𝜒[0,𝑡], 1
3) 互不相交

映射 𝜑 ∶ (0, 1) → ℕ, 𝑡 ↦ 𝑛𝑡 是单射 ⇒ (0, 1) 可数, 矛盾.

定理 2.5.10. 𝐿1 不自反.

证明. HW (Hint: 𝒳∗ 可分 ⇒ 𝒳 可分, 𝐿∞ 不可分)

定理 2.5.11. (𝒳, ‖ ⋅ ‖𝒳), (𝒴, ‖ ⋅ ‖𝒴), 𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴) ⇒ ∃𝑇 ∗ ∈ ℒ(𝒴∗,𝒳∗), 𝑠.𝑡. (𝑇 ∗𝑓)(𝑥) =
𝑓(𝑇𝑥), ∀𝑓 ∈ 𝒴∗, ∀𝑥 ∈ 𝒳, 𝑇 ∗ 称为 𝑇 的共轭算子, 进而映射 ∗ ∶ ℒ(𝒳, 𝒴) →
ℒ(𝒴∗,𝒳∗), 𝑇 ↦ 𝑇 ∗ 是线性等距嵌入.

证明. 设 𝑓 ∈ 𝒴∗, 定义映射 Λ𝑓 ∶ 𝒳 → 𝕂, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑇𝑥)

⇒ |Λ𝑓(𝑥)| = |𝑓(𝑇𝑥)| ⩽ ‖𝑓‖‖𝑇𝑥‖ ⩽ ‖𝑓‖‖𝑇 ‖‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝒳

⇒ Λ𝑓 ∈ 𝒳∗, 且 ‖Λ𝑓‖ ⩽ ‖𝑓‖‖𝑇 ‖.
定义映射 𝑇 ∗ ∶ 𝒴∗ → 𝒳∗, 𝑓 ↦ Λ𝑓 ⇒ 𝑇 ∗ 线性, 且 ‖𝑇 ∗𝑓‖ = ‖Λ𝑓‖ ⩽ ‖𝑇 ‖‖𝑓‖
⇒ 𝑇 ∗ ∈ ℒ(𝒴∗,𝒳∗), 且 ‖𝑇 ∗‖ ⩽ ‖𝑇 ‖.
而 ∀𝑥 ∈ 𝒳, 不妨设 𝑇𝑥 ≠ 0 𝐻𝐵𝑇⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒴∗, ‖𝑓‖ = 1, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑇𝑥) = ‖𝑇𝑥‖

⇒ ‖𝑇𝑥‖ = |𝑓(𝑇𝑥)| = |(𝑇 ∗𝑓)(𝑥)| ⩽ ‖𝑇 ∗𝑓‖‖𝑥‖ ⩽ ‖𝑇 ∗‖‖𝑓‖‖𝑥‖ = ‖𝑇 ∗‖‖𝑥‖

⇒ ‖𝑇 ‖ ⩽ ‖𝑇 ∗‖ ⇒ ‖𝑇 ‖ = ‖𝑇 ∗‖.

定理 2.5.12. (Pettis) 自反空间的闭子空间一定自反.
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证明. 设 𝒳 自反, 𝒴
闭
↪ 𝒳,

为证明 𝒴 自反, 只需证 ∀𝑧 ∈ 𝒴∗∗, ∃𝑦 ∈ 𝒴, 𝑠.𝑡. 𝑧(𝑓) = 𝑓(𝑦), ∀𝑓 ∈ 𝒴∗ (即 𝑦 = 𝑖−1(𝑧)).
定义映射 𝑇 ∶ 𝒳∗ → 𝒴∗, 𝑓 ↦ 𝑓|𝒴 ⇒ 𝑇 ∈ ℒ(𝒳∗, 𝒴∗)

⇒ ∃𝑇 ∗ ∈ ℒ(𝒴∗∗,𝒳∗∗), 𝑠.𝑡. (𝑇 ∗𝑧)(𝑓) = 𝑧(𝑇𝑓), ∀𝑓 ∈ 𝒳∗.

𝒳 自反 ⇒ 自然映射 𝑖𝒳 ∶ 𝒳 → 𝒳∗∗ 是满射 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑦∗∗ = 𝑇 ∗𝑧

⇒ 𝑓(𝑦) = 𝑦∗∗(𝑓) = (𝑇 ∗𝑧)(𝑓) = 𝑧(𝑇𝑓), ∀𝑓 ∈ 𝒳∗.

Claim 1. 𝑦 ∈ 𝒴.
假设 𝑦 ∉ 𝒴 𝐻𝐵𝑇⇒ ∃ ̃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. ̃𝑓(𝒴) = {0}, ̃𝑓(𝑦) = dist(𝑦, 𝒴) > 0 ⇒ 𝑇 ̃𝑓 = ̃𝑓|𝒴 = 0

̃𝑓(𝑦) = (𝑇 ∗𝑧)( ̃𝑓) = 𝑧(𝑇 ̃𝑓) = 0, 矛盾.

Claim 2. 𝑧(𝑓) = 𝑓(𝑦), ∀𝑓 ∈ 𝒴∗.
∀𝑓 ∈ 𝒴∗, ∃𝐹 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑇𝐹 = 𝑓 (by HBT)

⇒ 𝑧(𝑓) = 𝑧(𝑇𝐹) = (𝑇 ∗𝑧)(𝐹) = 𝐹(𝑦) = 𝑓(𝑦).

定义 2.5.6. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 称 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 弱收敛于 𝑥0 ∈ 𝒳, 是指 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0), ∀𝑓 ∈ 𝒳∗,
记为 𝑥𝑛

𝑤→ 𝑥0, 或 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥0.

命题 2.5.2. 强收敛 ⇒ 弱收敛

证明. ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖ → 0 ⇒ ‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0)‖ ⩽ ‖𝑓‖‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖ → 0, ∀𝑓 ∈ 𝒳∗.

命题 2.5.3. 弱极限 (如果存在) 唯一.

证明. 设
⎧{
⎨{⎩

𝑥𝑛
𝑤→ 𝑥0

𝑥𝑛
𝑤→ 𝑦0

⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑦0)
, ∀𝑓 ∈ 𝒳∗

⇒ 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑦0), ∀𝑓 ∈ 𝒳∗ 𝐻𝐵𝑇⇒ 𝑥0 = 𝑦0.
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定理 2.5.13. dim𝒳 < ∞ ⇒ 𝒳 中弱收敛与强收敛等价.

证明. 设 dim𝒳 = 𝑚, {𝑒1,… , 𝑒𝑚} 是 𝒳 的一个基, 设
𝑛
∑
𝑘=1

𝛼(𝑛)
𝑘 𝑒𝑘 = 𝑥𝑛

𝑤→ 𝑥0 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝛼(0)
𝑘 𝑒𝑘

𝐻𝐵𝑇⇒
𝐸𝑋2.4.7

∃𝑓1,… , 𝑓𝑛 ∈ 𝒳∗ (对偶基), 𝑠.𝑡. 𝑓𝑗(𝑒𝑘) = 𝛿𝑗𝑘, 1 ⩽ 𝑗, 𝑘 ⩽ 𝑚

𝛼(𝑛)
𝑗 = 𝑓𝑗(𝑥𝑛) → 𝑓𝑗(𝑥0) = 𝛼(0)

𝑗 , 𝑗 = 1,… ,𝑚

⇒ ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖∞ → 0 𝑤𝑖𝑡ℎ ‖𝑥‖∞ = max
1⩽𝑘⩽𝑚

|𝛼𝑘| ⇒ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0 (有限维空间范数等价).

注. 逆命题不成立 (反例. Schur 空间).

定理 2.5.14. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), 𝑥𝑛
𝑤→ 𝑥0 ⇔

⎧{{
⎨{{⎩

sup
𝑛

‖𝑥𝑛‖ < ∞

∃ℱ 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0), ∀𝑓 ∈ ℱ
.

证明. 𝑥𝑛
𝑤→ 𝑥0 ⇔ 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0), ∀𝑓 ∈ 𝒳∗ ⇔ 𝑥∗∗

𝑛 (𝑓) → 𝑥∗∗
0 (𝑓), ∀𝑓 ∈ 𝒳∗

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ−𝑆𝑡𝑒𝑖𝑛ℎ𝑎𝑢𝑠𝑠⇔
⎧{{
⎨{{⎩

sup
𝑛

‖𝑥∗∗
𝑛 ‖ < ∞

∃ℱ 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑥∗∗
𝑛 (𝑓) → 𝑥∗∗

0 (𝑓), ∀𝑓 ∈ ℱ

⇔
⎧{{
⎨{{⎩

sup
𝑛

‖𝑥𝑛‖ < ∞

∃ℱ 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0), ∀𝑓 ∈ ℱ

例 2.5.2. 𝐿2(𝕋) 中 𝑒𝑘(𝑡) ≜ 𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡, 𝑡 ∈ [−1
2 , 1

2), 𝑘 ∈ ℤ

⇒ 𝑒𝑘
𝑤→ 0, 但 ‖𝑒𝑘 − 0‖ ↛ 0, 𝑎𝑠 |𝑘| → ∞.

证明. ∀𝑓 ∈ (𝐿2(𝕋))∗, ∃𝑣 ∈ 𝐿2(𝕋), 𝑠.𝑡. 𝑓(𝑢) = ∫
1
2

−1
2
𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑢 ∈ 𝐿2(𝕋)

𝑓(𝑒𝑘) = ∫
1
2

−1
2
𝑣(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑑𝑡 = ̂𝑣(𝑘) → 0 𝑎𝑠 |𝑘| → ∞ (Riemann-Lebesgue Lem).

定理 2.5.15. (Marzur) 𝑥𝑛
𝑤→ 𝑥0 ⇒ 𝑥0 ∈ conv({𝑥𝑛}∞𝑛=1) (由 {𝑥𝑛}∞𝑛=1 的凸组合逼近).
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证明. 令 𝐶 ≜ conv({𝑥𝑛}∞𝑛=1) ⇒ 𝐶 是闭凸集.

假设 𝑥0 ∉ 𝐶 𝐴𝑠𝑐𝑜𝑙𝑖⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, ∃𝛼 ∈ ℝ, 𝑠.𝑡. sup
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) < 𝛼 < 𝑓(𝑥0)
⇒ 𝑓(𝑥𝑛) < 𝛼 < 𝑓(𝑥0), 𝑛 = 1, 2,… , 这与 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0) 矛盾.

定义 2.5.7. 称 {𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳∗ 弱 ∗ 收敛于 𝑓 ∈ 𝒳∗, 是指 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳, 记
为 𝑓𝑛

𝑤∗
→ 𝑓.

命题 2.5.4. 𝒳∗ 中强收敛 ⇒ 弱收敛 ⇒ 弱 ∗ 收敛.

证明. 𝑓𝑛
𝑤→ 𝑓 ⇔ Λ(𝑓𝑛) → Λ(𝑓), ∀Λ ∈ 𝒳∗∗

⇒ (𝒳自反时为⇔) 𝑥∗∗(𝑓𝑛) → 𝑥∗∗(𝑓), ∀𝑥 ∈ 𝒳 ⇔ 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝒳 ⇔ 𝑓𝑛
𝑤∗
⇒ 𝑓.

命题 2.5.5. 𝒳 自反 ⇒ 𝒳∗ 中弱收敛与弱 ∗ 收敛等价.

注. 逆命题不成立 (反例. 𝒳 = 𝑙∞).

定理 2.5.16. 𝒳−Banach 空间, 𝑓𝑛
𝑤∗
→ 𝑓

⇔
⎧{{
⎨{{⎩

sup
𝑛

‖𝑓𝑛‖ ⩽ ∞

∃𝑀 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀
.

证明. 利用 Banach-Steinhauss Thm.

定义 2.5.8. (𝒳, ‖ ⋅ ‖), (1) 称 𝑀 ⊂ 𝒳 弱列紧是指 𝑀 中任一序列都有弱收敛子列, (2)

称 ℱ ⊂ 𝒳∗ 弱 ∗ 列紧是指 ℱ 中任一序列都有弱 ∗ 收敛子列.
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定理 2.5.17. (可分 Banach-Alaoglu Thm) 𝒳 可分 ⇒ 𝒳∗ 中有界集弱 ∗ 列紧.

证明. 设 {𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳∗ 有界 ⇒ 𝐶 ≜ sup
𝑛

‖𝑓𝑛‖ < ∞. 𝒳 可分 ⇒ ∃{𝑥𝑛}∞𝑛=1
𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳.

∀𝑚, {𝑓𝑛(𝑥𝑚)}∞𝑛=1 是有界数列 (|𝑓𝑛(𝑥𝑚)| ⩽ ‖𝑓𝑛‖‖𝑥𝑚‖ ⩽ 𝐶‖𝑥𝑚‖), 故有收敛子列.

𝑓 (1)
1 (𝑥1), 𝑓 (1)

2 (𝑥1), 𝑓 (1)
3 (𝑥1), … 收敛 (在 {𝑓𝑛(𝑥1)}∞𝑛=1 中取子列)

𝑓 (2)
1 (𝑥2), 𝑓 (2)

2 (𝑥2), 𝑓 (2)
3 (𝑥2), … 收敛 (在 {𝑓 (1)

𝑛 (𝑥2)}∞𝑛=1 中取子列)

𝑓 (3)
1 (𝑥3), 𝑓 (3)

2 (𝑥3), 𝑓 (3)
3 (𝑥3), … 收敛 (在 {𝑓 (2)

𝑛 (𝑥3)}∞𝑛=1 中取子列)

…

对角线子列⇒ ∃{𝑓𝑛}∞𝑛=1 的子列 {𝑓𝑛𝑘
}∞𝑘=1, 𝑠.𝑡. ∀𝑚, {𝑓𝑛𝑘

(𝑥𝑚)}∞𝑘=1 收敛.

Claim. ∃𝑓 ∈ 𝒳∗, 𝑠.𝑡. 𝑓𝑛𝑘

𝑤∗
→ 𝑓.

∀𝑥 ∈ 𝒳, ∀𝜀 > 0, ∃𝑥𝑚 ∈ {𝑥𝑛}∞𝑛=1, 𝑠.𝑡. ‖𝑥 − 𝑥𝑚‖ ⩽ 𝜀
3𝐶

⇒ |𝑓𝑛𝑘+𝑝(𝑥) − 𝑓𝑛𝑘(𝑥)| ⩽ |𝑓𝑛𝑘+𝑝(𝑥) − 𝑓𝑛𝑘+𝑝(𝑥𝑚)| + |𝑓𝑛𝑘+𝑝(𝑥𝑚) − 𝑓𝑛𝑘(𝑥𝑚)| + |𝑓𝑛𝑘(𝑥𝑚) − 𝑓𝑛𝑘(𝑥)|

⩽ ‖𝑓𝑛𝑘+𝑝‖‖𝑥 − 𝑥𝑚‖ + |𝑓𝑛𝑘+𝑝(𝑥𝑚) − 𝑓𝑛𝑘(𝑥𝑚)| + ‖𝑓𝑛𝑘‖‖𝑥 − 𝑥𝑚‖

⩽ 𝜀
3 + 𝜀

3 + 𝜀
3 = 𝜀 (当 𝑘 充分大, ∀𝑝)

⇒ {𝑓𝑛𝑘
(𝑥)}∞𝑘=1 是 Cauchy 数列 ⇒ 𝑓(𝑥) ≜ lim

𝑘→∞
𝑓𝑛𝑘

(𝑥).

|𝑓(𝑥)| ⩽ sup
𝑛

|𝑓𝑛(𝑥)| ⩽ 𝐶‖𝑥‖ ⇒ 𝑓 ∈ 𝒳∗ ⇒ 𝑓𝑛𝑘

𝑤∗
→ 𝑓.

定理 2.5.18. (Alaoglu) 𝒳∗ 中闭单位球弱 ∗ 紧.

定理 2.5.19. (Eberlein-Smalain) 𝒳− 自反空间, (1) 𝒳 中有界集弱列紧, (2) 𝒳 中闭
单位球是弱自列紧的.

证明. (1) 只需证 ∀{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝒳 𝑤𝑖𝑡ℎ sup
𝑛

{𝑥𝑛} < ∞, 有弱收敛子列 𝑥𝑛𝑘

𝑤→ 𝑥𝑛 ∈ 𝒳.

令 𝑌 ≜ span{𝑥𝑛}∞𝑛=1, 则 𝑌 可分, 且 𝑌
闭
↪ 𝒳 𝑃𝑒𝑡𝑡𝑖𝑠⇒ 𝑌 自反 𝑌可分⇒ 𝑌 ∗∗ 可分

𝒳∗可分⇒𝒳可分⇒ 𝑌 ∗ 可分
可分𝐵−𝐴⇒ 𝑌 ∗∗ 中有界集弱 ∗ 列紧
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sup
𝑛

‖𝑥∗∗
𝑛 ‖<∞
⇒ {𝑥∗∗

𝑛 }∞𝑛=1 有子列 𝑥∗∗
𝑛𝑘

𝑤∗
→ 𝑥∗∗

0 ∈ 𝑌 ∗∗

⇒ ∀𝑓 ∈ 𝑌 ∗, 𝑓(𝑥𝑛𝑘
) = 𝑥∗∗

𝑛𝑘
(𝑓) → 𝑥∗∗

0 (𝑓) = 𝑓(𝑥0)

⇒ ∀𝐹 ∈ 𝒳∗ (𝐹 |𝑌 ∈ 𝑌 ∗), 𝐹 (𝑥𝑛𝑘
) = 𝐹 |𝑌 (𝑥𝑛𝑘

) → 𝐹|𝑌 (𝑥0) = 𝐹(𝑥0) ⇒ 𝑥𝑛𝑘

𝑤→ 𝑥0.
(2) 设 ‖𝑥𝑛‖ ⩽ 1, ∀𝑛, 由 (1), ∃𝑥𝑛𝑘

𝑤→ 𝑥0 ∈ 𝒳

⇒ ‖𝑥0‖ ⩽ lim inf
𝑘→∞

‖𝑥𝑛𝑘
‖ ⩽ 1 (由 EX2.5.14)

⇒ 𝑥0 也在单位球中.

2.6 线性算子的谱

以下约定, 𝒳− 复 Banach 空间, 此时 (ℒ(𝒳), ‖ ⋅ ‖) 是复 Banach 空间.

定义 2.6.1. 对 𝐴, 𝐵 ∈ ℒ(𝒳),定义 (𝐴𝐵)𝑥 ≜ 𝐴(𝐵𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 ⇒ 1° (结合律) 𝐴(𝐵𝐶) =
(𝐴𝐵)𝐶, 2° (分配律) 𝐴(𝐵+𝐶) = 𝐴𝐵+𝐴𝐶, (𝐴+𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶+𝐵𝐶, 3° 𝜆(𝐴𝐵) = (𝜆𝐴)𝐵 =
𝐴(𝜆𝐵), 4° 𝐴𝐼 = 𝐴 = 𝐼𝐴, 5° ‖𝐴𝐵‖ ⩽ ‖𝐴‖‖𝐵‖ ⇒ ℒ(𝒳) 是 Banach 代数.

定义 2.6.2. 称 𝐴 ∈ ℒ(𝒳) 可逆是指 ∃𝐵 ∈ ℒ(𝒳), 𝑠.𝑡. 𝐴𝐵 = 𝐼 = 𝐵𝐴.

定义 2.6.3. 𝜎(𝐴) ≜ {𝜆 ∈ ℂ | 𝜆𝐼 − 𝐴 不可逆} 称为 𝐴 的谱 (spectrum), 𝜎(𝐴) 的元素
称为谱点.

𝜌(𝐴) ≜ ℂ\𝜎(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ | 𝜆𝐼 −𝐴 可逆} 称为 𝐴 的预解集, 𝜌(𝐴) 的元素称为正则值.

定义 2.6.4. 如果 𝜆 ∈ ℂ, 𝑠.𝑡. ker(𝜆𝐼 −𝐴) ≠ {0} (即 𝜆𝐼 −𝐴 不是单射), 𝑖.𝑒. ∃0 ≠ 𝑥 ∈
𝒳, 𝑠.𝑡. 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥, 则称 𝜆 是 𝐴 的特征值, 𝜎𝑝(𝐴) ≜ {𝐴 的特征值} 称为 𝐴 的点谱.

例 2.6.1. 𝐴 ∈ ℒ(ℂ𝑛) ⇒ 𝜎(𝐴) = 𝜎𝑝(𝐴) ≠ 𝜙, #𝜎𝑝(𝐴) ⩽ 𝑛.

例 2.6.2. 乘法算子 𝐴 ∶ 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1], 𝑢(𝑡) ↦ 𝑡𝑢(𝑡), 𝜎𝑝(𝐴) = 𝜙.
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证明. (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑢 = 0 ⇔ (𝜆 − 𝑡)𝑢(𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 1] ⇒ 𝑢 ≡ 0.

定义 2.6.5. 谱的分类 𝜎(𝐴) = 𝜎𝑝(𝐴) ∪ 𝜎𝑐(𝐴) ∪ 𝜎𝑟(𝐴),

𝜆 ∈ ℂ

⎧{{{{{{
⎨{{{{{{⎩

ker(𝜆𝐼 −𝐴) ≠ {0} → 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝐴)

ker(𝜆𝐼 −𝐴) = {0}

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

⎧{
⎨{⎩

Ran(𝜆𝐼 −𝐴) ≠ 𝒳

Ran(𝜆𝐼 −𝐴) 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒⊂ 𝒳
, 此时称 𝜆 是 𝐴 的连续谱点, 𝜎𝑐(𝐴) ≜ {𝐴 的连续谱点}

Ran(𝜆𝐼 −𝐴) ≠ 𝒳, 此时称 𝜆 是 𝐴 的剩余谱点 (residue), 𝜎𝑟(𝐴) ≜ {𝐴 的剩余谱点}

Ran(𝜆𝐼 −𝐴) = 𝒳 𝐼𝑀𝑇→ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴)

,

例 2.6.3. 乘法算子 𝐴 ∶ 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1], 𝑢(𝑡) ↦ 𝑡𝑢(𝑡), 𝜎(𝐴) = 𝜎𝑟(𝐴) = [0, 1].

证明. 1° ℂ\[0, 1] ⊂ 𝜌(𝐴).
∀𝜆 ∈ ℂ\[0, 1], 定义 𝑇 ∶ 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1], 𝑢(𝑡) ↦ 1

𝜆−𝑡𝑢(𝑡)
⇒ (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑇 = 𝐼 = 𝑇(𝜆𝐼 − 𝐴), 且 ‖𝑇𝑢‖ ⩽ (max

𝑡∈[0,1]
1

|𝜆−𝑡|)‖𝑢‖ ⇒ 𝑇 ∈ ℒ(𝒳)
⇒ (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 = 𝑇 ∈ ℒ(𝒳) ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴).
2° [0, 1] ⊂ 𝜎𝑟(𝐴).
设 𝜆 ∈ [0, 1], 注意到 ∀𝑣 ∈ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴), ∃𝑢 ∈ 𝐶[0, 1], 𝑠.𝑡. 𝑣(𝑡) = (𝜆 − 𝑡)𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]
取𝑡=𝜆⇒ 𝑣(𝜆) = 0 ⇒ 1 ∉ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) ⇒ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) ≠ 𝒳.
3° [0, 1] ⊂ 𝜎𝑟(𝐴) ⊂ 𝜎(𝐴) ⊂ [0, 1] ⇒ 𝜎(𝐴) = 𝜎𝑟(𝐴) = [0, 1].

定义 2.6.6. 算子值函数 𝑅𝜆(𝐴) ∶ 𝜌(𝐴) → ℒ(𝒳), 𝜆 ↦ (𝜆𝐼 − 𝐴)−1, 称为 𝐴 的预解式
(resolvent).

引理 2.6.1. 设 𝑇 ∈ ℒ(𝒳), ‖𝑇 ‖ < 1,则 (1) (𝐼 −𝑇 )−1 ∈ ℒ(𝒳), (2) (𝐼 −𝑇 )−1 =
∞
∑
𝑛=0

𝑇𝑛

(von Neumann 级数), (3) ‖(𝐼 − 𝑇 )−1‖ ⩽ 1
1−‖𝑇‖ .

证明. (1) 令 𝑆𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑇 𝑘, ‖𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛‖ = ‖
𝑛+𝑝
∑

𝑘=𝑛+1
𝑇 𝑘‖ ⩽

𝑛+𝑝
∑

𝑘=𝑛+1
‖𝑇 ‖𝑘 < ‖𝑇 ‖𝑛+1

1−‖𝑇‖

ℒ(𝒳)完备
⇒ ∃𝑆 ∈ ℒ(𝒳), 𝑠.𝑡. ‖𝑆𝑛 − 𝑆‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞. Claim. 𝑆 = (𝐼 − 𝑇)−1.

‖𝑆𝑛(𝐼 − 𝑇 ) − 𝐼‖ = ‖𝐼 − 𝑇𝑛+1 − 𝐼‖ ⩽ ‖𝑇 ‖𝑛+1 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞

⇒ ‖𝑆(𝐼 − 𝑇) − 𝐼‖ ⩽ ‖𝑆(𝐼 − 𝑇) − 𝑆𝑛(𝐼 − 𝑇 )‖ + ‖𝑆𝑛(𝐼 − 𝑇 ) − 𝐼‖

⩽ ‖𝑆 − 𝑆𝑛‖‖𝐼 − 𝑇‖ + ‖𝑆𝑛(𝐼 − 𝑇 ) − 𝐼‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞
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⇒ ‖𝑆(𝐼 − 𝑇) − 𝐼‖ = 0 ⇒ 𝑆(𝐼 − 𝑇) = 𝐼. 同理, (𝐼 − 𝑇 )𝑆 = 𝐼.
(2) (𝐼 − 𝑇 )−1 = 𝑆 = lim

𝑛→∞
𝑆𝑛 =

∞
∑
𝑛=0

𝑇 𝑘.
(3) ‖𝑆‖ ⩽ sup

𝑛
‖𝑆𝑛‖ ⩽ 1

1−‖𝑇‖ .

定理 2.6.2. 𝜌(𝐴)
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ ℂ (⇒ 𝜎(𝐴) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑⊂ ℂ).

证明. 设 𝜆0 ∈ 𝜌(𝐴), 来证明 𝜆0 是 𝜌(𝐴) 的内点.

𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝜆0𝐼 − 𝐴 + (𝜆 − 𝜆0)𝐼 = (𝜆0𝐼 − 𝐴)[𝐼 + (𝜆 − 𝜆0)(𝜆0𝐼 − 𝐴)−1].
当 |𝜆 − 𝜆0| < 1

‖𝑅𝜆0 (𝐴)‖ 时
𝐿𝑒𝑚⇒ 𝐵 ≜ [𝐼 + (𝜆 − 𝜆0)𝑅𝜆0

(𝐴)]−1 ∈ ℒ(𝒳)
⇒ (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 = 𝐵𝑅𝜆0

(𝐴) ∈ ℒ(𝒳) ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴)
⇒ 𝔻(𝜆0, 1

‖𝑅𝜆0 (𝐴)‖) ⊂ 𝜌(𝐴) ⇒ 𝜆0 是 𝜌(𝐴) 内点.

定理 2.6.3. 𝜎(𝐴) ⊂ 𝔻(0, ‖𝐴‖) (⇔ ℂ\𝔻(0, ‖𝐴‖) ⊂ 𝜌(𝐴)).

证明. 只要证 ∀𝜆 ∈ ℂ 𝑤𝑖𝑡ℎ |𝜆| > ‖𝐴‖, (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒳).
|𝜆| > ‖𝐴‖ ⇒ ‖𝐴𝜆 ‖ < 1 𝐿𝑒𝑚⇒ (𝐼 − 𝐴

𝜆 )−1 ∈ ℒ(𝒳) ⇒ (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒳).

推论 2.6.4. 𝜎(𝐴)
𝑐𝑝𝑡
⊂ ℂ (紧集).

定理 2.6.5. 𝒳− 复 Banach 空间, Ω
𝑜𝑝𝑒𝑛
⊂ ℂ, 称算子值函数 𝑇 ∶ Ω → ℒ(𝒳), 𝜆 ↦ 𝑇𝜆

在 𝜆0 ∈ Ω 全纯是指, ∃𝜆0 的邻域 𝑈, 𝑠.𝑡. ∀𝜆 ∈ 𝑈, ∃𝑆𝜆 ∈ ℒ(𝒳), 𝑠.𝑡. ‖𝑇𝜆+𝑧−𝑇𝜆
𝑧 − 𝑆𝜆‖ →

0 𝑎𝑠 |𝑧| → 0.

定理 2.6.6. 𝜆 ↦ 𝑅𝜆(𝐴) 是 𝜌(𝐴) 上的算子值全纯函数.

引理 2.6.7. (Resdvent Indentity, R.I.) 𝑅𝜆(𝐴)−𝑅𝜇(𝐴) = (𝜇−𝜆)𝑅𝜆(𝐴)𝑅𝜇(𝐴), ∀𝜆, 𝜇 ∈
𝜌(𝐴).
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证明. 注意到

𝑅𝜆(𝐴) = (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 = (𝜆𝐼 − 𝐴)−1(𝜇𝐼 − 𝐴)(𝜇𝐼 − 𝐴)−1

= (𝜆𝐼 − 𝐴)−1[(𝜆𝐼 − 𝐴) + (𝜇 − 𝜆)𝐼](𝜇𝐼 − 𝐴)−1

= 𝑅𝜇(𝐴) + (𝜇 − 𝜆)𝑅𝜆(𝐴)𝑅𝜇(𝐴),

移项即得.

证明. (Proof of Thm)

Step 1. 连续性.

∀𝜆0 ∈ 𝜌(𝐴), 𝜆𝐼 − 𝐴 = (𝜆0𝐼 − 𝐴)[𝐼 + (𝜆 − 𝜆0)(𝜆0𝐼 − 𝐴)−1]
⇒ 当 |𝜆 − 𝜆0| < 1

‖𝑅𝜆(𝐴)‖ 时, 𝑅𝜆(𝐴) = [𝐼 + (𝜆 − 𝜆0)𝑅𝜆0
(𝐴)]−1𝑅𝜆0

(𝐴)
⇒ 当 |𝜆 − 𝜆0| < 1

2‖𝑅𝜆(𝐴)‖ 时, ‖𝑅𝜆(𝐴)‖ ⩽ 1
1−1

2
‖𝑅𝜆0(𝐴)‖ = 2‖𝑅𝜆0(𝐴)‖

⇒ ‖𝑅𝜆(𝐴) − 𝑅𝜆0
(𝐴)‖

𝑅.𝐼.
⩽ |𝜆 − 𝜆0|‖𝑅𝜆(𝐴)‖‖𝑅𝜆0

(𝐴)‖

⩽ 2‖𝑅𝜆0
(𝐴)‖2|𝜆 − 𝜆0|, 当|𝜆 − 𝜆0| <

1
2‖𝑅𝜆(𝐴)‖ 时.

Step 2. 全纯性.

‖
𝑅𝜆(𝐴) − 𝑅𝜆0

(𝐴)
𝜆 − 𝜆0

+𝑅𝜆0
(𝐴)2‖ = ‖ − 𝑅𝜆(𝐴)𝑅𝜆0

(𝐴) + 𝑅𝜆0
(𝐴)2‖

⩽ ‖𝑅𝜆0
(𝐴)‖‖𝑅𝜆0

(𝐴) − 𝑅𝜆(𝐴)‖ → 0 𝑎𝑠 𝜆 → 𝜆0.

定理 2.6.8. (Gelfand, 谱不空定理) 0 ≠ 𝐴 ∈ ℒ(𝒳) ⇒ 𝜎(𝐴) ≠ 𝜙.

证明. 假设 𝜎(𝐴) = 𝜙 ⇒ 𝜌(𝐴) = ℂ ⇒ 𝜆 ↦ 𝑅𝜆(𝐴) 是 ℂ 上的算子值全纯函数
⇒ ∀𝑓 ∈ ℒ(𝒳)∗, 𝑢𝑓(𝜆) ≜ 𝑓(𝑅𝜆(𝐴)) 是 (数值) 整函数

(|𝑓(𝑅𝜆(𝐴))−𝑓(𝑅𝜆0 (𝐴))
𝜆−𝜆0

+ 𝑓(𝑅𝜆0
(𝐴))2| ⩽ ‖𝑓‖‖… ‖, 同上).

当 |𝜆| > 2‖𝐴‖ 时, ‖𝑅𝜆(𝐴)‖ ⩽ 1
|𝜆|(1−‖𝐴

𝜆 ‖) =
1

|𝜆|−‖𝐴‖ ⩽ 1
‖𝐴‖ ,

而 ‖𝑅𝜆(𝐴)‖ 在 𝐷(0, 2‖𝐴‖) 上有界
⇒ ∃𝐶 > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝑅𝜆(𝐴)‖ ⩽ 𝐶, ∀𝜆 ∈ ℂ

⇒ ∀𝑓 ∈ ℒ(𝒳)∗, |𝑢𝑓(𝜆)| = |𝑓(𝑅𝜆(𝐴))| ⩽ ‖𝑓‖𝐶, ∀𝜆 ∈ ℂ
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𝐿𝑖𝑜𝑢𝑣𝑖𝑙𝑙𝑒⇒ 𝑢𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

⇒ 𝑓(𝑅𝜆(𝐴)) = 𝑓(𝑅𝜇(𝐴)), ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝜌(𝐴), ∀𝑓 ∈ ℒ(𝒳)∗

𝐻𝐵𝑇⇒ 𝑅𝜆(𝐴) = 𝑅𝜇(𝐴), ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝜌(𝐴), 这与 R.I. 矛盾.

定义 2.6.7. 对 𝐴 ∈ ℒ(𝒳), 𝑟𝜎(𝐴) ≜ sup{|𝜆| | 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)}, 称为 𝐴 的谱半径.

定理 2.6.9. (Gelfand, 谱半径公式) 0 ≠ 𝐴 ∈ ℒ(𝒳) ⇒ 𝑟𝜎(𝐴) = lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 .

证明. Step 1. lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 存在.

令 𝑟 ≜ inf
𝑛

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 ⇒ lim inf

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 ⩾ 𝑟.
另一方面, ∀𝜀 > 0, ∃𝑚, 𝑠.𝑡. ‖𝐴𝑚‖ 1

𝑚 < 𝑟 + 𝜀,
∀𝑛 ∈ ℕ∗, 有唯一分解 𝑛 = 𝑝𝑛𝑚+ 𝑞𝑛 𝑤𝑖𝑡ℎ 0 ⩽ 𝑞𝑛 ⩽ 𝑚− 1,

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 = ‖𝐴𝑝𝑛𝑚 ⋅ 𝐴𝑞𝑛‖ 1

𝑛 ⩽ ‖𝐴𝑝𝑛𝑚‖ 1
𝑛 ‖𝐴𝑞𝑛‖ 1

𝑛 ⩽ ‖𝐴𝑚‖ 1
𝑚

𝑝𝑛𝑚
𝑛 ‖𝐴‖ 𝑞𝑛

𝑛 ⩽ (𝑟 + 𝜀)𝑝𝑛𝑚
𝑛 ‖𝐴‖ 𝑞𝑛

𝑛

⇒ lim sup
𝑛→∞

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 ⩽ 𝑟 + 𝜀 (由𝑝𝑛𝑚

𝑛 = 1 − 𝑞𝑛
𝑛 → 1, 𝛼 1

𝑛 → 1, ∀𝛼 > 0)
⇒ lim sup

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 ⩽ 𝑟.
Step 2. 𝑟𝜎(𝐴) ⩽ lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 .

注意幂级数
∞
∑
𝑛=0

‖𝐴𝑛‖𝑧𝑛 的收敛半径等于 1
lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1𝑛

𝑧= 1
𝜆⇒ 当 |𝜆| > lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 时,
∞
∑
𝑛=0

‖𝐴𝑛‖
|𝜆|𝑛+1 < ∞

ℒ(𝒳)完备
⇒

∞
∑
𝑛=0

𝐴𝑛
𝜆𝑛+1 收敛.

另一方面, ‖(
𝑛
∑
𝑘=0

𝐴𝑘
𝜆𝑘+1 )(𝜆𝐼 − 𝐴) − 𝐼‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ ⇒ 𝑅𝜆(𝐴) =

∞
∑
𝑛=0

𝐴𝑛
𝜆𝑛+1 ∈ ℒ(𝒳)

⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) ⇒ 𝑟𝜎(𝐴) ⩽ lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 .

Step 3. 𝑟𝜎(𝐴) ⩾ lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 .

设 |𝜆| > 𝑟𝜎(𝐴) ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) ⇒ ∀𝑓 ∈ ℒ(𝒳)∗, 𝑓(𝑅𝜆(𝐴)) 在 𝜆 处全纯
⇒ 𝑓(𝑅𝜆(𝐴)) 在圆环 |𝜆| > 𝑟𝜎(𝐴) 内全纯, 故有 Laurent 级数.

另一方面, 由 Step 2 中证明, 𝑅𝜆(𝐴) =
∞
∑
𝑛=0

𝐴𝑛
𝜆𝑛+1 , 当 |𝜆| > lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 时

⇒ 𝑓(𝑅𝜆(𝐴)) =
∞
∑
𝑛=0

𝑓(𝐴𝑛)
𝜆𝑛+1 , 当 |𝜆| > lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 时
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唯一性⇒ 𝑓(𝑅𝜆(𝐴)) =
∞
∑
𝑛=0

𝑓(𝐴𝑛)
𝜆𝑛+1 在 |𝜆| > 𝑟𝜎(𝐴) 内成立 ⇒

∞
∑
𝑛=0

| 𝑓(𝐴𝑛)
(𝑟𝜎(𝐴)+𝜀)𝑛+1 | < ∞ (绝对收敛).

令 𝑇𝑛 ≜ 𝐴𝑛
(𝑟𝜎(𝐴)+𝜀)𝑛+1

通项有界⇒ sup
𝑛

|𝑓(𝑇𝑛)| < ∞, ∀𝑓 ∈ ℒ(𝒳)∗
𝑈𝐵𝑃⇒ sup

𝑛
‖𝑇𝑛‖ < ∞ (𝑓(𝑇𝑛) 看作 𝑇 ∗∗

𝑛 (𝑓)) ⇒ ‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 < (sup

𝑛
‖𝑇𝑛‖)

1
𝑛 (𝑟𝜎(𝐴) + 𝜀)𝑛+1

𝑛

⇒ lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛‖ 1
𝑛 ⩽ 𝑟𝜎(𝐴) + 𝜀 ⇒ lim

𝑛→∞
‖𝐴𝑛‖ 1

𝑛 ⩽ 𝑟𝜎(𝐴).

例 2.6.4. 右移位算子, 𝐴 ∶ 𝑙2 → 𝑙2, (𝑥1, 𝑥2,… ) ↦ (0, 𝑥1, 𝑥2,… ),
𝜎𝑝(𝐴) = 𝜙, 𝜎𝑐(𝐴) = 𝜕𝔻, 𝜎𝑟(𝐴) = 𝔻.

证明. ‖𝐴‖ = 1 ⇒ 𝜎(𝐴) ⊂ 𝔻.
1° 𝜎𝑝(𝐴) = 𝜙.
假设 ∃𝜆 ∈ ℂ, ∃0 ≠ 𝑥 ∈ 𝑙2, 𝑠.𝑡. 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 = (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2,… ) = (0, 𝑥1, 𝑥2,… )

⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝜆𝑥1 = 0

𝜆𝑥2 = 𝑥1

𝜆𝑥3 = 𝑥2

…

, 如果 𝜆 = 0 ⇒ 𝑥 = 0, 矛盾; 如果 𝜆 ≠ 0 ⇒ 𝑥1 = 0 ⇒ 𝑥 = 0, 矛盾.

2° 𝔻 ⊂ 𝜎𝑟(𝐴).
∀𝜆 ∈ 𝔻, 来证明 Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) ≠ 𝑙2 ⇔ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴)⟂ ≠ {0}.
令 𝑧 ≜ (1, �̄�, �̄�2,… ), Claim. 𝑧 ⟂ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴).

⟨(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥, 𝑧⟩ = ⟨(𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2 − 𝑥1, 𝜆𝑥3 − 𝑥2,… ), (1, �̄�, �̄�2,… )⟩

= 𝜆𝑥1 + 𝜆2𝑥2 − 𝜆𝑥1 + 𝜆3𝑥3 − 𝜆2𝑥2 +⋯ = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑙2.

3° 𝜕𝔻 ⊂ 𝜎𝑐(𝐴).
设 𝜆 ∈ 𝜕𝔻, Step 1. Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) ≠ 𝑙2.

设 𝑦 ∈ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴), ∃𝑥 ∈ 𝑙2, 𝑠.𝑡. (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 𝑦 ⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑦1 = 𝜆𝑥1

𝑦𝑘 = 𝜆𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 (𝑘 ⩾ 2)

⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑦1 = 𝜆𝑥1

𝜆𝑘−1𝑦𝑘 = 𝜆𝑘𝑥𝑘 − 𝜆𝑘−1𝑥𝑘−1 (𝑘 ⩾ 2)
⇒

𝑛
∑
𝑘=1

𝜆𝑘−1𝑦𝑘 = 𝜆𝑛𝑥𝑛.

假设 Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝑙2
𝑦=𝑒1⇒ 1 = 𝜆𝑛𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2,⋯ ⇒ 𝑥 = ( 1𝜆 , 1

𝜆2 ,… ) ∈ 𝑙2,
但 |𝜆| = 1 ⇒ 𝑥 的通项不趋于 0, 与 𝑥 ∈ 𝑙2 矛盾.

Step 2. Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝑙2 ⇔ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴)⟂ = {0}.
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∀𝑧 ∈ Ran(𝜆𝐼 − 𝐴)⟂ ⇒ ⟨𝑧, (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑒𝑛⟩ = 0, ∀𝑛 ⇒ �̄�𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1 = 0, ∀𝑛
⇒ |𝑧𝑛| = |𝑧𝑛−1|, ∀𝑛 𝑧∈𝑙2⇒ 𝑧 = 0.
4° 𝔻 ⊂ 𝜎𝑐(𝐴) ∪ 𝜎𝑟(𝐴) ⊂ 𝜎(𝐴) ⊂ 𝔻.

74



第三章 紧算子与 Fredholm 算子

3.1 紧算子的定义和基本性质

定义 3.1.1. 𝒳, 𝒴−Banach 空间, 𝐴 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), (1) 如果 𝐴 把 𝒳 中每个有界集映为
𝒴 中列紧集, 则称 𝐴 紧, 记为 𝐴 𝑐𝑝𝑡 或 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳,𝒴), (2) 如果 𝐴 把 𝒳 中每个弱收敛序列
映为 𝒴 中强收敛序列, 则称 𝐴 全连续, (3) 如果 dimRan(𝐴) < ∞, 则称 𝐴 是有限秩算子,

记为 𝐴 ∈ ℱ(𝒳,𝒴).

命题 3.1.1. 有限秩算子是紧算子.

证明. ∀𝑀 𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒳
𝐴∈ℒ(𝒳,𝒴)

⇒ 𝐴(𝑀) 𝑏𝑑𝑑⊂ Ran(𝐴)
dimRan(𝐴)<∞

⇒ 𝐴(𝑀) 列紧 (B-W).

例 3.1.1. 𝐼 ∈ 𝒞(𝒳) ⇔ dim𝒳 < ∞ (单位球面列紧 ⇔ dim𝒳 < ∞).

例 3.1.2. 设 𝐾 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]2). (𝑇𝑢)(𝑠) ≜ ∫𝑏
𝑎 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 ⇒ 𝑇 ∈ 𝒞(𝐶[𝑎, 𝑏]).

(HW. 𝐾 ∈ 𝐿2([𝑎, 𝑏]2) ⇒ 𝑇 ∈ 𝒞(𝐿2[𝑎, 𝑏]))

证明. 设 ℱ 𝑏𝑑𝑑⊂ 𝐶[𝑎, 𝑏] ⇒ 𝑀 ≜ sup
𝑢∈ℱ

‖𝑢‖ < ∞

⇒ ‖𝑇𝑢‖ ⩽ ‖𝑇 ‖𝑀, ∀𝑢 ∈ ℱ

⇒ 𝑇(ℱ) 一致有界. Claim. 𝑇 (ℱ) 等度连续.

∀𝜀 > 0, ∀𝑢 ∈ ℱ, 由 𝐾(⋅, ⋅) 在 [𝑎, 𝑏]2 上一致连续, ∃𝛿 > 0, 𝑠.𝑡.

|𝐾(𝑠′, 𝑡) − 𝐾(𝑠″, 𝑡)| < 𝜀
𝑀(𝑏 − 𝑎), ∀𝑠′, 𝑠″ ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑤𝑖𝑡ℎ |𝑠′ − 𝑠″| < 𝛿
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⇒ |(𝑇𝑢)(𝑠′) − (𝑇𝑢)(𝑠″)| ⩽ ∫
𝑏

𝑎
|𝐾(𝑠′, 𝑡) − 𝐾(𝑠″, 𝑡)||𝑢(𝑡)| 𝑑𝑡 < 𝜀

𝑀(𝑏 − 𝑎)‖𝑢‖(𝑏 − 𝑎) < 𝜀,

∀𝑠′, 𝑠″ ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑤𝑖𝑡ℎ |𝑠′ − 𝑠″| < 𝛿, ∀𝑢 ∈ ℱ

𝐴−𝐴⇒ 𝑇(ℱ) 列紧.

定理 3.1.1. 𝒞(𝒳,𝒴) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ ℒ(𝒳,𝒴).

证明. 设 𝒞(𝒳,𝒴) ∋ 𝐴𝑛 → 𝐴, 来证明 𝐴 𝑐𝑝𝑡.
设 𝑀 𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒳 ⇒ 𝐶 ≜ sup

𝑥∈𝑀
‖𝑥‖ < ∞. Claim. 𝐴(𝑀) 列紧.

∀𝜀 > 0, 取 𝑁 充分大, 𝑠.𝑡. ‖𝐴𝑁 −𝐴‖ < 𝜀
3𝐶 , 𝐴𝑁(𝑀) 列紧

⇒ 它有有穷 𝜀
3− 网 {𝐴𝑁𝑥1,… ,𝐴𝑁𝑥𝑚}, 𝑖.𝑒. ∃𝑥1,… , 𝑥𝑚 ∈ 𝑀, 𝑠.𝑡. 𝐴𝑁(𝑀) ⊂

𝑚
⋃
𝑘=1

𝐵(𝐴𝑁𝑥𝑘, 𝜀
3).

∀𝑥 ∈ 𝑀, ∃𝑘 ∈ {1,… ,𝑚}, 𝑠.𝑡. ‖𝐴𝑁𝑥 − 𝐴𝑁𝑥𝑘‖ < 𝜀
3 .

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑥𝑘‖ ⩽ ‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑁𝑥‖ + ‖𝐴𝑁𝑥 − 𝐴𝑁𝑥𝑘‖ + ‖𝐴𝑁𝑥𝑘 −𝐴𝑥𝑘‖

⩽ ‖𝐴 − 𝐴𝑁‖𝐶 + 𝜀
3 + ‖𝐴𝑁 −𝐴‖𝐶 < 𝜀

⇒ {𝐴𝑥1,… ,𝐴𝑥𝑚} 是 𝐴(𝑀) 的 𝜀− 网 ⇒ 𝐴(𝑀) 列紧.

定理 3.1.2. 紧算子值域可分.

证明. 设 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳,𝒴) ⇒ Ran(𝐴) =
∞
⋃
𝑛=1

𝐴(𝐵𝒳(0, 𝑛)),
设 𝑀𝑛 是 𝐴(𝐵𝒳(0, 𝑛)) 的可数稠密子集 (列紧 ⇒ 可分, 取有穷 1

𝑛− 网的并集)

⇒
∞
⋃
𝑛=1

𝑀𝑛 是 Ran(𝐴) 的可数稠密子集.

定理 3.1.3. 紧算子与有界算子的复合是紧算子,

1°
⎧{
⎨{⎩

𝐴 ∈ 𝒞(𝒳,𝒴)

𝑇 ∈ ℒ(𝒴,𝒵)
⇒ 𝑇 ∘ 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳,𝒵), 2°

⎧{
⎨{⎩

𝑇 ∈ ℒ(𝒳,𝒴)

𝐴 ∈ 𝒞(𝒴,𝒵)
⇒ 𝐴 ∘ 𝑇 ∈ 𝒞(𝒳,𝒵).

证明. 1° {𝑥𝑛}∞𝑛=1
𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒳

𝐴 𝑐𝑝𝑡
⇒ {𝐴𝑥𝑛}∞𝑛=1 有子列 {𝐴𝑥𝑛𝑘}∞𝑘=1 收敛

𝑇连续⇒ {𝑇𝐴𝑥𝑛𝑘}∞𝑘=1 收敛.

2° 𝑀 𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒳 𝑇有界⇒ 𝑇(𝑀) 𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒴
𝐴 𝑐𝑝𝑡
⇒ 𝐴(𝑇(𝑀)) 列紧.
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定理 3.1.4. 对 𝐴 ∈ ℒ(𝒳,𝒴), (1) 紧 ⇒ 全连续, (2) 如果 𝒳 自反, 则 𝐴 紧 ⇔ 𝐴 全连
续.

证明. (1) 假设 𝐴 紧但不全连续, ∃𝑥𝑛
𝑤→ 𝑥0, 𝑠.𝑡. ‖𝐴𝑥𝑛 −𝐴𝑥0‖ ↛ 0

⇒ ∃𝜀0 > 0, ∃ 子列 {𝐴𝑥𝑛𝑘
}∞𝑘=1, 𝑠.𝑡. ‖𝐴𝑥𝑛𝑘

−𝐴𝑥0‖ ⩾ 𝜀0.
𝑥𝑛𝑘

𝑤→ 𝑥0
𝑈𝐵𝑃⇒ {𝑥𝑛𝑘

}∞𝑘=1 有界
𝐴 𝑐𝑝𝑡
⇒ {𝐴𝑥𝑛𝑘

}∞𝑘=1 有收敛子列, 不妨设 ‖𝐴𝑥𝑛𝑘
− 𝑦‖ → 0 (故也弱收敛).

∀𝑓 ∈ 𝒴∗, 𝑓(𝐴𝑥𝑛𝑘
−𝐴𝑥0) = (𝐴∗𝑓)(𝑥𝑛𝑘

− 𝑥0) → 0 (由弱收敛) ⇒ 𝐴𝑥𝑛𝑘

𝑤→ 𝐴𝑥0

⇒ 𝐴𝑥0 = 𝑦 (弱收敛极限唯一) ⇒ ‖𝐴𝑥𝑛𝑘
−𝐴𝑥0‖ → 0, 矛盾.

(2) 设 𝒳 自反, {𝑥𝑛}∞𝑛=1
𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒳 ⇒ 有子列 𝑥𝑛𝑘

𝑤→ 𝑥0 (Eberlein-Smalain)
𝐴全连续⇒ ‖𝐴𝑥𝑛𝑘

−𝐴𝑥0‖ → 0.

3.2 Riesz-Fredholm 理论

定理 3.2.1. (Riesz-Fredholm) 设 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳,𝒴), 𝑇 ≜ 𝐼 − 𝐴, (1) dim ker(𝑇 ) <
∞, (2) Ran(𝑇 ) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ 𝒳 (闭值域算子), (3) (F.A., Fredholm Alternative, 二择一律) 𝑇
单⇔ 𝑇 满, (4) Ran(𝑇 ) = ker(𝑇 ∗)⟂ (这里对 ℱ ∈ 𝒳∗, ℱ⟂ ≜ {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑓 ∈ ℱ},

称为 ℱ 在 𝒳 中的零化子), (5) dim ker(𝑇 ) = dim ker(𝑇 ∗).

回忆: 𝜎𝑝(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ | 𝜆𝐼 −𝐴 不是单射}, 𝜎𝑐(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ | 𝜆𝐼 −𝐴 单但不满, Ran(𝜆𝐼 −
𝐴) 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑒↪ 𝒳}, 𝜎𝑟(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ | 𝜆𝐼 − 𝐴 单, Ran(𝜆𝐼 − 𝐴) ≠ 𝒳}.

dim𝒳 < ∞时, Ran(𝜆𝐼 −𝐴) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ 𝒳 ⇒ 𝜎𝑐(𝐴) = 𝜙; 𝑇 单⇔ 𝑇 满 (有限维时) ⇒ 𝜎𝑟(𝐴) =
𝜙.

二择一

⎧{
⎨{⎩

∀𝑦 ∈ 𝒳, 方程 𝑇𝑥 = 𝑦 有唯一解 (𝑇 是双射)

∀𝑦 ∈ 𝒳, 方程 𝑇𝑥 = 𝑦 无解 (⇔ 𝑇 不是满射 𝐹.𝐴.⇔ 𝑇 不是单射⇔ 𝑇𝑥 = 0 有非零解)
.

证明. (Proof of (1))

令 𝑀 ≜ ker(𝑇 ), 𝑆𝑀 ≜ 𝑀 中单位球面, 𝑆𝒳 ≜ 𝒳 中单位球面.

𝑥 ∈ 𝑆𝑀 ⇔
⎧{
⎨{⎩

𝑥 ∈ 𝑆𝒳

(𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0
⇔

⎧{
⎨{⎩

𝑥 ∈ 𝑆𝒳

𝑥 = 𝐴𝑥 ∈ 𝐴(𝑆𝒳)
⇒ 𝑆𝑀 ⊂ 𝐴(𝑆𝒳) (列紧)
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⇒ 𝑆𝑀 列紧 ⇒ dim𝑀 < ∞.

定理 3.2.2. 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳), 𝑇 = 𝐼 − 𝐴 ⇒ Ran(𝑇 ) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ 𝒳.

证明. 设 Ran(𝑇 ) ∋ 𝑦𝑛 → 𝑦, ∃𝑥𝑛 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑦𝑛 = 𝑇𝑥𝑛.
Case 1. {𝑥𝑛}∞𝑛=1 有界.

𝐴 𝑐𝑝𝑡 ⇒ {𝐴𝑥𝑛}∞𝑛=1 有收敛子列 {𝐴𝑥𝑛𝑘
}∞𝑘=1, 设 𝐴𝑥𝑛𝑘

→ 𝑢
𝑥𝑛𝑘=𝑦𝑛𝑘+𝐴𝑥𝑛𝑘⇒ 𝑥𝑛𝑘

→ 𝑦 + 𝑢 ⇒ 𝑦𝑛𝑘
= 𝑇𝑥𝑛𝑘

→ 𝑇(𝑦 + 𝑢) ⇒ 𝑦 = 𝑇(𝑦 + 𝑢) ∈ Ran(𝑇 ).
Case 2. {𝑥𝑛}∞𝑛=1 无界.

令 𝑑𝑛 ≜ dist(𝑥𝑛, ker(𝑇 ))
dim ker(𝑇 )<∞

⇒ ∃𝑧𝑛 ∈ ker(𝑇 ), 𝑠.𝑡. ‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛‖ = 𝑑𝑛 (最佳逼近元).

Claim. {𝑥𝑛 − 𝑧𝑛}∞𝑛=1 有界.

假设不然 ⇒ sup
𝑛

𝑑𝑛 = +∞, 不妨设 𝑑𝑛 → +∞, 令 𝑣𝑛 ≜ 𝑥𝑛−𝑧𝑛
‖𝑥𝑛−𝑧𝑛‖ , 𝑛 = 1, 2,…

⇒ 𝑇𝑣𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−𝑇𝑧𝑛
𝑑𝑛

= 𝑦𝑛−0
𝑑𝑛

→ 0 (由 𝑦𝑛 收敛, 故有界).

‖𝑣𝑛‖ = 1
𝐴 𝑐𝑝𝑡
⇒ {𝐴𝑣𝑛}∞𝑛=1 有收敛子列, 设 𝐴𝑣𝑛𝑘

→ 𝑤
𝑣𝑛𝑘=𝑇𝑣𝑛𝑘+𝐴𝑣𝑛𝑘⇒ 𝑣𝑛𝑘

→ 𝑤 ⇒ 𝑇𝑣𝑛𝑘
→ 𝑇𝑤. (由 𝑇 连续).

另一方面, 𝑇𝑣𝑛𝑘
→ 0 ⇒ 𝑇𝑤 = 0 ⇒ 𝑤 ∈ ker(𝑇 ).

∀𝑧 ∈ ker(𝑇 ), ‖𝑣𝑛 − 𝑧‖ = 1
𝑑𝑛

‖𝑥𝑛 − (𝑧𝑛 + 𝑑𝑛𝑧)‖ ⩾ 𝑑𝑛
𝑑𝑛

= 1
⇒ dist(𝑣𝑛, ker(𝑇 )) ⩾ 1, 这与 𝑣𝑛𝑘

→ 𝑤 ∈ ker(𝑇 ) 矛盾.

现在 {𝑥𝑛 − 𝑧𝑛}∞𝑛=1
𝑏𝑑𝑑⊂ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇 (𝑥𝑛 − 𝑧𝑛) = 𝑦𝑛 ⇒ 约化为 Case 1.

定理 3.2.3. (F.A.) 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳), 𝑇 ≜ 𝐼 − 𝐴, 则 𝑇 单 ⇔ 𝑇 满.

引理 3.2.4. 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳), 𝑇 = 𝐼 − 𝐴, (1) ker(𝑇 ) ⊂ ker(𝑇 2) ⊂ … (平凡), (2) ∃𝑛 ∈
ℕ∗, 𝑠.𝑡. ker(𝑇𝑛) = ker(𝑇𝑛+1).

证明. (Proof of (2))

假设 ∀𝑛, ker(𝑇𝑛) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ ker(𝑇𝑛+1), 且 ker(𝑇𝑛) ≠ ker(𝑇𝑛+1)

𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧 𝐿𝑒𝑚⇒ ∃𝑥𝑛 ∈ ker(𝑇𝑛+1), ‖𝑥𝑛‖ = 1, 𝑠.𝑡. dist(𝑥𝑛, ker(𝑇𝑛)) > 1
2.
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𝐴 𝑐𝑝𝑡
⇒ {𝐴𝑥𝑛}∞𝑛=1 有收敛子列. 而 ∀𝑛,𝑚, 不妨设 𝑛 > 𝑚,

𝑇𝑛(𝑇𝑥𝑛 +𝐴𝑥𝑚) = 𝑇 𝑛+1𝑥𝑛 +𝐴(𝑇𝑛𝑥𝑚) = 0 (由 𝑛 > 𝑚 ⇒ 𝑥𝑚 ∈ ker(𝑇𝑛))

⇒ 𝑇𝑥𝑛 +𝐴𝑥𝑚 ∈ ker(𝑇𝑛)

⇒ ‖𝐴𝑥𝑛 −𝐴𝑥𝑚‖ = ‖𝑥𝑛 − (𝑇𝑥𝑛 +𝐴𝑥𝑚)‖ > 1
2

⇒ {𝐴𝑥𝑛}∞𝑛=1 没有收敛子列, 矛盾.

证明. (Proof of F.A.)

“⇐”假设 𝑇 满但不单 ⇒ ker(𝑇 ) ≠ {0} ⇒ ∃0 ≠ 𝑥0 ∈ ker(𝑇 )

𝑇满⇒ ∃𝑥1 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥1 = 𝑥0, ∃𝑥2 ∈ 𝒳, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥2 = 𝑥1,…

⇒ 0 ≠ 𝑥0 = 𝑇𝑥1 = 𝑇 2𝑥2 = 𝑇 3𝑥3 = ⋯ ⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑇𝑛𝑥𝑛 ≠ 0

𝑇𝑛+1𝑥𝑛 = 0
⇒ 𝑥𝑛 ∈ ker(𝑇𝑛+1)\ ker(𝑇𝑛), ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 这与 Lem 中 (2) 矛盾.

“⇒”假设 𝑇 单但不满, 令 𝑋1 ≜ 𝑇(𝒳) = Ran(𝑇 )
𝑇不满⇒
𝑇单

𝑋2 ≜ 𝑇(𝑋1)
𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ 𝑋1, 且 𝑋2 ≠ 𝑋1.

(假设 𝑋2 = 𝑋1, 取 𝑥0 ∈ 𝒳\𝑋1, 𝑇𝑥0 ∈ 𝑇(𝒳) = 𝑋1 = 𝑋2 = 𝑇(𝑋1) ⇒ ∃𝑥′
0 ∈ 𝑋1, 𝑠.𝑡. 𝑇𝑥0 = 𝑇𝑥′

0, 这与 𝑇 单矛盾)

𝑋𝑛 ≜ 𝑇 𝑛(𝒳) ⇒ 𝑋𝑛+1
𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ 𝑋𝑛, 且 𝑋𝑛+1 ≠ 𝑋𝑛

𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧 𝐿𝑒𝑚⇒ ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛, ‖𝑥𝑛‖ = 1, 𝑠.𝑡. dist(𝑥𝑛, 𝑋𝑛+1) >
1
2.

∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ∗, 不妨设 𝑛 > 𝑚,

𝐴𝑥𝑚 −𝐴𝑥𝑛 = −(𝑥𝑚 −𝐴𝑥𝑚) + (𝑥𝑛 −𝐴𝑥𝑛) + 𝑥𝑚 − 𝑥𝑛 = 𝑥𝑚 − (𝑇𝑥𝑚 − 𝑇𝑥𝑛 + 𝑥𝑛)

⇒ ‖𝐴𝑥𝑚 −𝐴𝑥𝑛‖ > 1
2 (由 𝑛 > 𝑚 ⇒ 𝑇𝑥𝑚 − 𝑇𝑥𝑛 + 𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑚+1) , 这与 𝐴 𝑐𝑝𝑡 矛盾.

引理 3.2.5. 设 𝑇 ∈ ℒ(𝒳), (1) ker(𝑇 ∗) = ⟂Ran(𝑇 ) (对 𝑀 ⊂ 𝒳, ⟂𝑀 ≜ {𝑓 ∈
𝒳∗ | 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝑀}), (2) ker(𝑇 ∗)⟂ = Ran(𝑇 ) (由 Fredholm 中 Ran(𝑇 ) 闭, 即得 (4)).
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证明. (1)

𝑓 ∈ ⟂Ran(𝑇 ) ⇔ 𝑓(𝑇𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝒳 ⇔ (𝑇 ∗𝑓)(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝒳

⇔ 𝑇 ∗𝑓 = 0 ⇔ 𝑓 ∈ ker(𝑇 ∗).

(2) ker(𝑇 ∗)⟂ = (⟂Ran(𝑇 ))⟂ ⊃ Ran(𝑇 ) ⇒ Ran(𝑇 ) ⊂ ker(𝑇 ∗)⟂ = ker(𝑇 ∗)⟂.
Claim. ker(𝑇 ∗)⟂ ⊂ Ran(𝑇 ).
∀𝑥 ∈ ker(𝑇 ∗)⟂ ⇒ 𝑥 ∈ (⟂Ran(𝑇 ))⟂.
由 HBT, 𝑥 ∈ Ran(𝑇 ) ⇔ ∀𝑓 ∈ 𝒳∗ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑓(Ran(𝑇 )) = 0, 必有 𝑓(𝑥) = 0,
而 𝑓(Ran(𝑇 )) = 0 ⇒ 𝑓 ∈ ⟂Ran(𝑇 )

𝑥∈(⟂Ran(𝑇 ))⟂
⇒ 𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 ∈ Ran(𝑇 ).

3.3 紧算子的谱理论

定理 3.3.1. (Riesz-Schouder) 设 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳), (1) 如果 dim𝒳 = ∞, 则 0 ∈
𝜎(𝐴), (2) 𝜎(𝐴)\{0} = 𝜎𝑝(𝐴)\{0} (非 0 谱点一定是特征值), (3) 非零特征值的特征子

空间一定是有限维的, (4) 不同特征值的特征向量线性无关, (5) 0 是 𝜎(𝐴) 唯一可能的极
限点.

证明. (1) 假设 0 ∈ 𝜌(𝐴) ⇒ (0𝐼 − 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒳) ⇒ 𝐴−1 ∈ ℒ(𝒳)
⇒ 𝐼 = 𝐴−1𝐴 紧 (紧与有界复合是紧算子) ⇒ dim𝒳 < ∞, 矛盾.

(2) 即证 ∀𝜆 ∉ 𝑐𝑝(𝐴), 𝜆 ≠ 0 ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴).
𝜆 ∉ 𝜎𝑝(𝐴) ⇒ 𝜆𝐼 − 𝐴 单 𝐹.𝐴.⇒ 𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝜆(𝐼 − 𝐴

𝜆 ) 是双射
𝐼𝑀𝑇⇒ (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 ∈ ℒ(𝒳) ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴).
(3) ∀0 ≠ 𝜆 ∈ 𝑐𝑝(𝐴), ker(𝜆𝐼 − 𝐴) = ker(𝐼 − 𝐴

𝜆 )
𝐹𝑟𝑒𝑑ℎ𝑜𝑙𝑚⇒ dim ker(𝐼 − 𝐴

𝜆 ) < ∞.
(4) 同线性代数证明.

(5) 假设 𝜎(𝐴) 有极限点 𝜆0 ≠ 0 ⇒ ∃𝜆𝑛 ∈ 𝜎(𝐴), 𝑛 = 1, 2,… , 𝑠.𝑡. 𝜆𝑛 → 𝜆0,
当 𝑛 充分大, 𝜆𝑛 ≠ 0 ⇒ 不妨设 𝜆𝑛 ≠ 0, ∀𝑛 ⇒ 𝜆𝑛 ∈ 𝑐𝑝(𝐴), 1

𝜆𝑛
→ 1

𝜆0
⇒ sup

𝑛
| 1
𝜆𝑛

| < ∞.
还可假设 𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 2,… 互不相同, 对每个 𝑛, 取 𝑥𝑛 ∈ ker(𝜆𝑛𝐼 − 𝐴)
⇒ {𝑥𝑛}∞𝑛=1 线性无关, 令 𝑋𝑛 ≜ span{𝑥1,… , 𝑥𝑛}, 𝑛 = 1, 2,…
⇒ 𝑋𝑛

𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ 𝑋𝑛+1, 𝑋𝑛 ≠ 𝑋𝑛+1

𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧 𝐿𝑒𝑚⇒ ∃𝑦𝑛 ∈ 𝑋𝑛, ‖𝑦𝑛‖ = 1, 𝑠.𝑡. dist(𝑦𝑛, 𝑋𝑛−1) >
1
2.
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𝑦𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘, (𝜆𝑛𝐼 − 𝐴)𝑦𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝛼𝑘(𝜆𝑛𝐼 − 𝐴)𝑥𝑘 =
𝑛−1
∑
𝑘=1

𝛼𝑘(𝜆𝑛 − 𝜆𝑘)𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑛−1,
∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ∗, 不妨设 𝑛 > 𝑚,

‖𝐴(𝑦𝑛𝜆𝑛
) − 𝐴(𝑦𝑚𝜆𝑚

)‖ = ‖𝑦𝑛 − [ 1𝜆𝑛
(𝜆𝑛 −𝐴)𝑦𝑛 +𝐴(𝑦𝑚𝜆𝑚

)]‖ ⩾ dist(𝑦𝑛, 𝑋𝑛−1) >
1
2

⇒ {𝐴( 𝑦𝑛
𝜆𝑛

)}∞𝑛=1 没有收敛子列. 但另一方面, sup
𝑛

‖ 𝑦𝑛
𝜆𝑛

‖ = sup
𝑛

| 1
𝜆𝑛

| < ∞
𝐴 𝑐𝑝𝑡
⇒ {𝐴( 𝑦𝑛

𝜆𝑛
)}∞𝑛=1 有收敛子列, 矛盾.

推论 3.3.2. 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳) ⇒ 𝜎(𝐴) 至多可数.

证明. 设 𝐸𝑘 ≜ 𝜎𝑝(𝐴) ∩ {𝜆 ∈ ℂ | |𝜆| > 1
𝑘} ⇒ 𝜎(𝐴)\{0} = 𝜎𝑝(𝐴)\{0} =

∞
⋃
𝑘=1

𝐸𝑘.
Claim. #𝐸𝑘 < ∞, ∀𝑘.
假设不然

𝐵−𝑊⇒ 𝐸𝑘 有极限点 𝜆0 (由谱的有界性), 但 𝜆0 ⩾ 1
𝑘 ⇒ 𝜆0 ≠ 0,

这与 0 是唯一可能的极限点矛盾.

推论 3.3.3. 设 dim(𝒳) = ∞, 𝐴 ∈ 𝒞(𝒳), 则只有以下三种情形: (1) 𝜎(𝐴) =
{0}, (2) 𝜎(𝐴) = {0, 𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛}, (3) 𝜎(𝐴) = {0, 𝜆1, 𝜆2,… } 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜆𝑛 → 0, 这里
𝜆1, 𝜆2, ⋯ ∈ 𝜎𝑝(𝐴).

证明. 令 𝐹0 ≜ 𝜎(𝐴) ∩ {𝜆 ∈ ℂ | |𝜆| ⩾ 1}, 𝐹𝑘 ≜ {𝜆 ∈ ℂ | 1
𝑘+1 ⩽ ‖𝜆‖ < 1

𝑘}
⇒ 𝜎(𝐴)\{0} ⊂

∞
⋃
𝑘=1

𝐹𝑘, #𝐹𝑘 < ∞, ∀𝑘. 将 𝐹0, 𝐹1,… 中元素顺次排列即得.

例 3.3.1. 𝐴 = 0 ⇒ 𝜎(𝐴) = 𝜎𝑝(𝐴) = {0}.

例 3.3.2. 𝐴 ∶ 𝑙2 → 𝑙2, (𝑥1, 𝑥2,… ) ↦ (0, 𝑥1, 𝑥2
2 , 𝑥3

3 ,… )
⇒ 𝐴 ∈ 𝒞(𝑙2), 𝜎𝑝(𝐴) = 𝜙, 𝜎(𝐴) = {0} (HW).

例 3.3.3. 给定 𝜆1,… , 𝜆𝑛 ∈ ℂ\{0}, 令 𝐴𝑛 ∶ 𝑙2 → 𝑙2, (𝑥1, 𝑥2,… ) ↦ (𝜆1𝑥1,… , 𝜆𝑛𝑥𝑛, 0,… )
⇒ 𝐴 ∈ ℱ(𝑙2) (有限秩算子) ⊂ 𝒞(𝑙2).
𝐴𝑛𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘, 𝑘 = 1,… , 𝑛, 𝐴𝑛𝑒𝑛+1 = 0 ⇒ {0, 𝜆1,… , 𝜆𝑛} ⊂ 𝜎𝑝(𝐴),
而且 ∀𝜆 ∈ ℂ\{0, 𝜆1,… , 𝜆𝑛}, (𝜆𝐼−𝐴𝑛)𝑥 = 0 ⇔ ((𝜆−𝜆1)𝑥1,… , (𝜆−𝜆𝑛)𝑥𝑛, 𝜆𝑥𝑛+1,… ) = 0
⇔ 𝑥 = 0 ⇒ 𝜆𝐼 − 𝐴𝑛 是单射

𝐹.𝐴.⇒ 𝜆𝐼 − 𝐴𝑛 是双射 ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴𝑛).
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例 3.3.4. 给定 {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ ℂ 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜆𝑛 → 0
𝐴 ∶ 𝑙2 → 𝑙2, (𝑥1, 𝑥2,… ) ↦ (𝜆1𝑥1, 𝜆2𝑥2,… ) ⇒ ‖𝐴𝑥‖ ⩽ (sup

𝑛
|𝜆𝑛|)‖𝑥‖ ⇒ 𝐴 ∈ ℒ(𝑙2).

𝜆𝑛 → 0 ⇒ ∀𝜀 > 0, ∃𝑁, 𝑠.𝑡. |𝜆𝑘| < 𝜀, ∀𝑘 ⩾ 𝑁

‖𝐴 − 𝐴𝑁‖ = sup
‖𝑥‖=1

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑁𝑥‖ = sup
‖𝑥‖=1

(
∞
∑

𝑘=𝑁+1
|𝜆𝑘|2|𝑥𝑘|2)

1
2 ⩽ sup

‖𝑥‖=1
𝜀‖𝑥‖ = 𝜀

⇒ ‖𝐴 − 𝐴𝑛‖ → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞ ⇒ 𝐴 ∈ 𝒞(𝑙2) (由 𝒞(𝒳) 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑↪ ℒ(𝒳)).
𝐴𝑒𝑛 = 𝜆𝑒𝑛, 𝑘 = 1, 2,⋯ ⇒ {𝜆1, 𝜆2,… } ⊂ 𝜎𝑝(𝐴).
∀𝜆 ∈ ℂ\{0, 𝜆1, 𝜆2,… }, inf

𝑘
|𝜆 − 𝜆𝑘| > 0 (否则有非零极限点) ⇒ sup

𝑘
1

|𝜆−𝜆𝑘| < ∞,
令 𝑇 ∶ 𝑙2 → 𝑙2, (𝑥1, 𝑥2,… ) ↦ ( 𝑥1

𝜆−𝜆1
, 𝑥2
𝜆−𝜆2

,… ) ⇒ ‖𝑇𝑥‖ ⩽ (sup
𝑘

1
|𝜆−𝜆𝑘|)‖𝑥‖

⇒ 𝑇 ∈ ℒ(𝑙2), 且 𝑇 = (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 ⇒ 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴).
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