
Solved Problems in Electrodynamics
second edition

by
Lin Xuanying and Zhang Zhixiang

Science Press
Beijing



电动力学题解
（第二版）

林璇英 　张之翔 　编著

北 　京
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第二版序

本书第二版除对第一版中的一些题目和解答作了增删修改外 ，还增加了 ８５道

题 ，全书共计有 ３３３道习题和解答 ．所增加的题主要是电动力学基本内容方面的

题 ，只有少数较难的题或需要较多数学知识的题 ，后者可供有特殊兴趣的读者参

考 ．增加的 ８５道题目中 ，除少数是我们自己编写的以外 ，大部分取自电动力学的一

些世界名著 ，其中约有一半取自 J ．D ．杰克逊的枟经典电动力学枠中的习题 ，还有些

分别取自 W ．R ．斯迈思的枟静电学和电动力学枠 ，J ．A ．斯特莱顿的枟电磁理论枠 ，Л ．

Д ．朗道和 E ．M ．栗弗席兹的枟场论枠和枟连续媒质电动力学枠 ，B ．B ．巴蒂金等的枟电

动力学习题集枠等书 ．所有取来的题目我们都作了不同程度的增删修改 ，以便适合

我国的教学情况 ．至于解答 ，则都是我们自己编写的 ．由于我们水平有限 ，不妥或错

误之处 ，自知不免 ，我们热忱地欢迎读者指教 ．

北京大学吴崇试教授从数学物理方程的角度 ，对本书第一版第二章中一些题

的解答提出过宝贵意见 ，我们谨在此向他表示深切的谢意 ．

编著者
２００４年 １０月



第一版序

电动力学是研究电磁场的基本性质 、运动规律以及它与物质相互作用的一门

学科 。由于它的重要性 ，目前我国高等学校理科 、工科和师范院校等的物理类专

业 ，都开设了电动力学课 ，而且是一门重要的基础理论课 ．为了配合这门课 ，国内出

版了多种电动力学教材供选用 ．但作为这门课程参考书的电动力学习题解 ，却很少

出版 ．我们有鉴于此 ，在多年教学经验的基础上 ，编写了这本枟电动力学题解枠 ．为了

与目前的教学大纲密切配合 ，我们按电磁现象的普遍规律 、静电场和静磁场 、电磁

波的传播 、电磁波的辐射 、狭义相对论 、带电粒子与电磁场的相互作用等六章内容 ，

编写了 ２４６道习题和解答 ；其中有基本题 、典型题 、较难的题和联系实际的题 ．在题

解中 ，既注重物理上的分析 ，也注意数学演算 ．有不少题还给出了不同解法 ，甚至几

种解法 ；并在一些题解后附加讨论 ，以阐明有关的方方面面 ．

我们希望 ，本书不仅对学生学习电动力学有用 ，而且对他们考研究生也有用 ．

所以在编写习题时 ，除了注重电动力学基础方面的习题外 ，也收入了一些国内硕

士 、博士研究生的入学试题 ，而且还收入了 １９７９ ～ １９８８年间李政道教授主持的中

国赴美物理研究生考试（CUSPEA）的有关试题（共 ２４ 题） ．此外 ，我们还希望本书

能为初教电动力学的教师提供一些参考资料 ，所以在许多题解里 ，将我们多年的教

学经验和心得体会都写了进去 ．

为了方便读者 ，我们在书前面的目录里 ，写出了每个习题的标题 ；书后的附录

给出了所需的数学知识 ，并列出了一些基本物理常数值 ．

本书编写完时 ，恰逢北京大学一百周年校庆 ．它作为我们在北京大学和汕头大

学多年辛勤教学工作的一点成果 ，能作为北大一百年来各方面成就的汪洋大海中

的涓滴 ，使我们感到欣慰 ．

汕头大学林揆训教授和王可达副教授参加了本书的部分工作 ．

由于我们的学识所限 ，不免会有不妥和错误之处 ，欢迎读者指教 ．

编著者

１９９８年 ５月 ４日



目 　 　录

第二版序

第一版序

第一章 　电磁现象的普遍规律 １⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１畅１ 　推导梯度 、散度和旋度的表达式 １⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２ 　推导Δ
２

φ的表达式 ２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３ 　证明Δ
２
（uv）＝ vΔ ２ u＋ uΔ ２ v ＋ ２（Δ u） · （Δ v） ２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４ 　求Δ
２ F［u（r）］ ３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５ 　证明三个公式 ：Δ （ f · g） ，Δ · （ f × g）和Δ × （ f × g） ４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６ 　证明Δ × （Δ × f）＝ Δ （Δ · f） － Δ
２ f ８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．７ 　证明∫V
dV Δ × f ＝ ∮S

dS × f ９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．８ 　证明∫S
dS × Δ φ ＝ ∮L φ

d l ９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．９ 　证明∮L
（a × r） · d l ＝ ２∫S

a · dS １０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１０ 　错用斯托克斯公式 １０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１１ 　用 δ函数表示电荷量密度 １０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１２ 　求 δ函数表示电偶极矩的电荷量密度 １３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１３ 　证明
dp
d t ＝ ∫V

j （r′ ，t）dV′ １４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１４ 　证明Δ ×
m× r
r３ ＝ － Δ

m· r
r３ １５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１５ 　求 φ＝ a· r的 E和 A ＝ b× r的 B １７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１６ 　均匀磁场的矢势 １７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１７ 　张量与矢量的点乘 １９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１８ 　证明Δ · S＋ 矪w
矪 t ＝ ０及 ε为对称张量 ２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．１９ 　证明Δ · T＝ ε０ ［E× （Δ × E） － E（Δ · E）］ ２２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２０ 　圆柱电容器（CUSPEA 题） ２４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯



· vi · 　 　

１ ．２１ 　导电介质内的电荷量密度 ２５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２２ 　由麦克斯韦方程组导出电荷守恒定律 ２５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２３ 　证明 ρp ＝
ε０

ε
－ １ ρ ２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２４ 　平行板电容器（CUSPEA 题） ２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２５ 　磁单极（CUSPEA 题） ２８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２６ 　有磁单极子时的麦克斯韦方程组 ３０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２７ 　带有电荷和磁荷的粒子（CUSPEA 题） ３１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２８ 　盖革记数器（CUSPEA 题） ３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．２９ 　证明格林倒易定理 ３９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３０ 　应用格林倒易定理的例子 ４２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３１ 　电荷在导体上静电平衡时电场能量最小 ４３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３２ 　电流在导体内按欧姆定律分布时焦耳热最小 ４５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３３ 　引入不带电导体时电场能量减少 ４７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３４ 　引入不同介质时电场能量的变化 ４８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３５ 　电荷仅受静电力不能达到稳定平衡 ５１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３６ 　电偶极子在外电场中受的力 ５１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３７ 　电偶极子在外电场中受的力矩 ５１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３８ 　两电偶极子间的电势能和作用力 ５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．３９ 　用麦克斯韦应力张量计算两电荷间的力 ５６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４０ 　带电粒子在静电场中的运动 ５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４１ 　电子在 E⊥ B的场中运动的轨迹 ５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４２ 　电子在 E⊥ B的场中运动 ６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４３ 　电力线与介质交界面的夹角 ６２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４４ 　电流密度 J的边值关系 ６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４５ 　 E穿过电偶极层时连续 ６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４６ 　进入载流导线的 S＝ E× H ６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４７ 　平行板电容器充放电时的 S ６５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４８ 　载流螺线管电流变化时的 S ６６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．４９ 　同轴电缆传输的功率 ６８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５０ 　 δ函数的电荷所产生的电势 ６９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５１ 　电偶极子的 φ和 E ７０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

电动力学题解（第二版）



　 　 · vii ·

１ ．５２ 　斜置电偶极子的 φ和 E ７１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５３ 　原点外的电偶极子的 φ和 E ７２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５４ 　一段直线电荷的 φ ７４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５５ 　基态氢原子的 φ和 E ７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５６ 　基态氢原子电子云的静电能 ７６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５７ 　电荷分布在外电场中的电势能 ７７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５８ 　平行输电线的 A和 B ７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．５９ 　圆环电流的 A和 B ８０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６０ 　均匀圆盘电荷旋转时的 A和 B ８３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６１ 　均匀球体电荷旋转时的 A和 B ８４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６２ 　用毕奥唱萨伐尔定律计算圆环电流的 B ８７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６３ 　椭圆电流中心的 B ９０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６４ 　两共轴圆环电流间的安培力 ９２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６５ 　两共轴圆环间的互感 ９４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６６ 　用电流密度表示磁场能量 ９５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１ ．６７ 　永磁体的磁场（CUSPEA 题） ９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第二章 　静电场和静磁场 ９９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１ 　由已知电势求电荷分布 ９９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２ 　证明无电荷处电势不能为极值 １００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３ 　平行板电容器中的电势 １０１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４ 　由电荷分布求电势 １０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５ 　证明导体表面附近 １
E
矪E
矪n ＝ －

１
R１

＋
１
R２

１０３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６ 　电荷在导体椭球面上的分布 １０４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７ 　导体薄圆盘上电荷量的面密度 １０６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．８ 　平行导体板间有带电线 ，求电势 １０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．９ 　长方形空间给定边界条件 ，求电势 １１１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１０ 　无限长矩形空腔内的电势 １１２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１１ 　导体球放入外电场中 ，求电势等 １１４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１２ 　导体球放入外电场中（CUSPEA 题） １１７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１３ 　介质球放入外电场中 ，求电势等 １１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１４ 　介质球在外电场中分成两半时受的静电力 １２１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

目 　 　录



· viii · 　 　

２ ．１５ 　介质球外一点电荷 ，求电势 １２４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１６ 　驻极体球的电势 １２７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１７ 　介质内球形空腔中的电势 １２８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１８ 　导体球壳内有电偶极子 ，求电势 １２９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．１９ 　介质球中心有电偶极子 ，求电势 １３１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２０ 　金属球壳间两半不同介质 ，求电势 １３３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２１ 　导体半球放在带电导体平面上 １３６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２２ 　地面电场拉起导体半球的条件 １３８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２３ 　电解液中有导体球 ，求电流分布 １３８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２４ 　球面两半电势不同 ，求球内外电势 １４２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２５ 　两共顶圆锥面电势不同 ，求电势等 １４５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２６ 　均匀带电圆环的电势 １４６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２７ 　均匀带电圆盘的电势 １５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２８ 　轴线上的电势等于柱面电势的平均 １５８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．２９ 　证明静电势的平均值定理 １５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３０ 　导体圆柱横放在外电场中 ，求电势 １６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３１ 　介质圆柱横放在外电场中 ，求电场 １６３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３２ 　介质圆柱横放在外电场中 ，求电势 １６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３３ 　带电导体圆柱外一半真空一半介质 １６６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３４ 　给定圆柱面上的电势 ，求柱内电势 １６９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３５ 　导体圆筒两半电势不同 ，求电势 １７０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３６ 　圆筒两半电势为 U１ 和 U２ ，求筒内电势 １７２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３７ 　圆筒分四等片 ，电势不同 ，求筒内电势 １７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３８ 　圆筒分四等片 ，电势不同 ，求筒内电势 １７７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．３９ 　给定圆筒底面和侧面的电势 ，求筒内电势 １７９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４０ 　给定圆筒底面和侧面的电势 ，求筒内电势 １８１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４１ 　两导体平面夹角中的电势 １８３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４２ 　两导体平面夹一导体柱面 ，求电势 １８５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４３ 　导体上锥形坑内和锥形峰附近的电势 １８９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４４ 　导体平面外一点电荷 ，求电势等 １９３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４５ 　将电荷从导体平面移开所需做的功 １９４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４６ 　导体平面有一鼓包 ，上有点电荷 ，求电势等 １９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

电动力学题解（第二版）



　 　 · ix ·

２ ．４７ 　导体平面外一电偶极子 ，求电场等 １９８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４８ 　电偶极子在导体平面外受的力 ２００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．４９ 　两平行导线间单位长度的电容 ２０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５０ 　导体平面与平行导线间的电容 ２０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５１ 　导体圆柱外有平行的线电荷 ，求电势等 ２０９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５２ 　导体球外有一点荷 ，求电势等 ２１０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５３ 　导体球形空腔内一点电荷 ，求电势 ２１３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５４ 　金属球壳内外点电荷之间的库仑力 ２１５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５５ 　球形放电器击穿电压的近似值 ２１６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５６ 　半无限大介质外一点电荷 ，求电势 ２１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５７ 　写出上半空间的格林函数 ，并用来求电势 ２２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５８ 　电荷球对称分布时的 p和 Q ２２２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．５９ 　电荷轴对称分布时的 p和 Q ２２３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６０ 　电荷分布在一段直线上 ，求电势 ２２４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６１ 　一段线电荷对中点和端点的 p和 Q ２２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６２ 　均匀带电圆环在远处的电势 ２２８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６３ 　带电圆环的电偶极矩和电四极矩 ２２９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６４ 　由电四极矩的电势求电场强度 ２３０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６５ 　线性电四极子的电势 ２３１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６６ 　平面电四极子的电势 ２３３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６７ 　平面电四极子斜置时的电四极矩 ２３６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６８ 　球面电荷旋转时的磁场 ２３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．６９ 　介质球放入外磁场中 ，求磁场 ２４２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７０ 　介质球放入外磁场中（CUSPEA 题） ２４４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７１ 　均匀磁化球的 φm 和 B ２４８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７２ 　均匀磁化球的 A和 B ２４９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７３ 　中子星磁场的极限值 ２５３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７４ 　铁磁球放入磁介质中 ，求磁场等 ２５５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７５ 　介质圆柱横向磁化时的磁场 ２５７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７６ 　磁棒在远处产生的磁场 ２５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７７ 　有限长载流螺线管的磁场 ２５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２ ．７８ 　介质圆柱横放在外磁场中 ，求磁场 ２６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

目 　 　录



· x · 　 　

２ ．７９ 　两磁偶极子的平衡位置 ２６３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第三章 　电磁波的传播 ２６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１ 　均匀介质中麦克斯韦方程的两组解 ２６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２ 　由平面单色波的 E求 H 、w和 S ２６５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３ 　两个线偏振的电磁波的叠加 ２６６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４ 　无色散介质中的能流速度等于相速 ２６８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．５ 　电磁波在导电介质中的阻抗 ２６８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．６ 　赫兹矢量和它所满足的方程 ２６９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．７ 　晶体光学的第一基本方程与离散角 ２７１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．８ 　晶体光学的第二基本方程与线偏振 ２７２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．９ 　晶体光学中相速度的菲涅耳方程 ２７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１０ 　电磁波反射和折射时的规律 ２７７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１１ 　反射波和透射波的振幅和能流密度 ２７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１２ 　电磁波经过介质交界面时能量守恒 ２８０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１３ 　电磁波的反射率 、透射率和光压 ２８３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１４ 　平面电磁波的反射率和偏振状态 ２８５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１５ 　虹的偏振度 ２８６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１６ 　线偏振波经全反射后的偏振状态 ２９０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１７ 　在布儒斯特角附近的反射率 ２９４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１８ 　两介质交界面上反射波的振幅 ２９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．１９ 　圆偏振波入射到介质平面上 ，求反射波和折射波 ２９７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２０ 　导电介质中电磁波的相速度及相位 ２９９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２１ 　折射入导电介质内的电磁波及穿透深度 ３０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２２ 　电磁波射入海水的深度 ３０５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２３ 　电磁波从海水到空气的全反射 ３０６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２４ 　导体内电磁波能量全变成焦耳热 ３０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２５ 　电磁波射到导体表面产生的压强 ３０８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２６ 　导电介质对线偏波的反射 ３１０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２７ 　金属反射电磁波时产生的相位差 ３１２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２８ 　圆柱形导线中交变电流的趋肤效应 ３１５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．２９ 　增透膜的厚度 ３１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３０ 　法布里唱珀罗干涉仪（CUSPEA 题） ３２１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

电动力学题解（第二版）



　 　 · xi ·

３ ．３１ 　透过银箔的电磁波 ３２３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３２ 　用纵向分量表示矩形波导管中的场 ３２５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３３ 　用纵向分量表示圆柱波导管中的场 ３２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３４ 　金属波导管不能传播 TEM 波 ３２７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３５ 　理想导体壁的矩形波导管 ３２７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３６ 　矩形波导管中的 TE１０波 ３２９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３７ 　矩形波导管中 TE１０波的最大功率 ３３１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３８ 　波导管中 TE１０波磁场的偏振状态 ３３２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．３９ 　黄铜管内 TE１０波的衰减 ３３４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４０ 　平行金属板间的电磁波（CUSPEA 题） ３３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４１ 　圆柱波导管内电磁场的纵向分量 ３３８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４２ 　圆柱波导管内的 TE波 ３４０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４３ 　圆柱波导管内的 TM 波 ３４２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４４ 　同轴传输线内的 TEM 波 ３４３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４５ 　矩形谐振腔内 TE１０１波的场和能量 ３４７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４６ 　矩形谐振腔内 TE１０１波的衰减 ３４８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４７ 　矩形谐振腔内单位体积的场模数 ３５１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４８ 　圆柱形谐振腔内的电磁场 ３５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．４９ 　圆柱形谐振腔内的 TE１１１ ，TE０１１和 TM０１０模 ３５６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３ ．５０ 　圆孔的夫琅禾费衍射 ３５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第四章 　电磁波的辐射 ３６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１ 　波动方程的格林函数与它的解 ３６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２ 　波动方程的格林函数（CUSPEA 题） ３６６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３ 　验证推迟势满足洛伦兹条件 ３６８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．４ 　证明推迟势满足非齐次波动方程 ３７０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．５ 　求矪 t′
矪 t和Δ t′ ３７２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．６ 　振动电偶极子的辐射 ３７２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．７ 　沿 x轴振动的电偶极子的辐射 ３７６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．８ 　在原点附近振动的电偶极子的辐射 ３７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．９ 　旋转电偶极子的辐射 ３７９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１０ 　振动的线性电四极子的辐射 ３８２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

目 　 　录



· xii · 　 　

４ ．１１ 　振动的平面电四极子的辐射 ３８５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１２ 　导体平面外振动的电偶极子的辐射 ３８８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１３ 　平面电四极子绕轴旋转时的辐射 ３９２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１４ 　两个旋转电偶极子的辐射 ３９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１５ 　振动的圆环电流的矢势 ３９９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１６ 　圆环形天线的辐射 ４００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１７ 　振动的圆环电流的辐射强度 ４０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１８ 　旋转永磁体的辐射 ４０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．１９ 　磁矩转动时的辐射 ４０４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２０ 　绕直径旋转的圆环电流的辐射 ４０６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２１ 　天线辐射的磁场公式 ４０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２２ 　电偶极子型天线的辐射 ４０８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２３ 　电偶极子型天线赤道范围内的辐射 ４０９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２４ 　短天线的辐射 ４１０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２５ 　半波天线的辐射 ４１１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２６ 　整数倍半波天线的辐射（同相馈送） ４１３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２７ 　整数倍全波天线的辐射（反相馈送） ４１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２８ 　两共线电偶极子型天线的辐射 ４２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．２９ 　随时间变化的平面电流的电磁场 ４２１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３０ 　做简谐振动的平面电流的电磁波 ４２３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３１ 　带电粒子加速运动时单位立体角的辐射功率 ４２４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３２ 　带电粒子简谐振动时单位立体角的辐射功率 ４２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３３ 　带电粒子加速运动时的辐射功率 ４３０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３４ 　辐射场中电场强度的方均根值 ４３４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３５ 　低速带电粒子辐射场 Ea 的公式 ４３５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３６ 　轫致辐射 ４３６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３７ 　带电粒子做简谐振动时的辐射 ４３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３８ 　带电粒子做圆周运动时的辐射 ４３９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．３９ 　两相同点电荷做圆周运动时的辐射 ４４３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４ ．４０ 　正负带电粒子互相环绕时的辐射 ４４６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第五章 　狭义相对论 ４４７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１ 　普遍的洛伦兹变换 ４４７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

电动力学题解（第二版）



　 　 · xiii ·

５ ．２ 　两个相继的洛伦兹变换 ４４８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３ 　洛伦兹变换中的球面问题 ４５０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４ 　被测量者如何看待别人的测量 ４５１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５ 　两事件的空间距离和时间差 ４５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６ 　小球从车厢后壁到前壁的时间 ４５３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．７ 　火车穿过山洞的时间 ４５５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．８ 　火车进站的时刻 ４５５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．９ 　地球两极与赤道的年龄差 ４５７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１０ 　运动的 μ子的平均寿命 ４５８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１１ 　两事件的原时间隔 ４５８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１２ 　宇宙飞船与地球间的通信 ４５９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１３ 　证明（u＋ v）／ １ ＋
uv
c２ ＜ c ４６０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１４ 　三个宇宙飞船的相对速度 ４６０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１５ 　光信号在两飞船间飞行的时间 ４６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１６ 　一飞船抛物到另一飞船（CUSPEA 题） ４６２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１７ 　光在流水中的速度 ４６３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１８ 　光在液体中进行的时间 ４６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．１９ 　推导普遍的速度变换式 ４６６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２０ 　证明速度关系式 ４６７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２１ 　垂直运动的两物体的相对速度 ４６９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２２ 　沿直线运动的粒子的加速度 ４７４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２３ 　加速度的变换式 ４７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２４ 　普遍的加速度变换式 ４７７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２５ 　飞船加速运动飞过的距离（CUSPEA 题） ４８０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２６ 　证明洛伦兹变换矩阵元 aμα aμβ ＝ δαβ ４８１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２７ 　洛伦兹变换下体积元的变换 ４８２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２８ 　证明 dxμd xμ 和
矪
矪 xμ

矪
矪 xμ

的洛伦兹不变性 ４８４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．２９ 　证明波动方程为洛伦兹不变式 ４８６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３０ 　证明 A μB μ 和
矪V μ

矪 xμ

均为洛伦兹不变量 ４８６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３１ 　证明洛伦兹条件是洛伦兹不变式 ４８７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

目 　 　录



· xiv · 　 　

５ ．３２ 　立体角元的变换式 ４８７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３３ 　证明 ω
２ d Ω是洛伦兹不变量 ４８８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３４ 　光行差 ４８９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３５ 　光的颜色与飞船的速度 ４９０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３６ 　运动原子发光的波长 ４９１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３７ 　运动的平面镜反射光（CUSPEA 题） ４９２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３８ 　在电荷看来它只受电场的作用力 ４９４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．３９ 　静磁场的变换 ４９５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４０ 　静电场不能变换成纯粹磁场 ４９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４１ 　 B⊥ E的电磁波在任何惯性系都如此 ４９６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４２ 　宇宙线质子在地磁场中受的力 ４９７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４３ 　麦克斯韦方程组的洛伦兹不变性 ４９７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４４ 　旋转磁化球的电场等（CUSPEA 题） ５０２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４５ 　载流回路运动时的电荷和电偶极矩 ５０４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４６ 　运动的导电介质中的电流密度 ５０５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４７ 　运动电荷的电磁场 ５０６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４８ 　带电直线匀速运动时的电磁场 ５１１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．４９ 　电荷在导体平面外运动时的电磁场 ５１３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５０ 　两运动电荷间的力 ５１４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５１ 　两同速平行运动的电荷间的力 ５１５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５２ 　带电粒子在磁场中运动的速度 ５１７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５３ 　电子在均匀电场中运动的轨迹 ５１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５４ 　自由电子不能辐射或吸收光子 ５２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５５ 　原子核发射或吸收光子的频率 ５２１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５６ 　运动原子核的 β衰变 ５２２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５７ 　加速器产生反质子的条件 ５２３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５８ 　加速器产生反质子（CUSPEA 题） ５２４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．５９ 　证明带电粒子的辐射功率是洛伦兹不变量 ５２６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６０ 　用粒子的动量表示它的速度等 ５２７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６１ 　由质子 、中子的能量求速度和动量 ５２８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６２ 　两物体的完全非弹性碰撞 ５２９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６３ 　两物体的完全非弹性碰撞 ５３０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

电动力学题解（第二版）



　 　 · xv ·

５ ．６４ 　两粒子碰撞 ，从实验室系到质心系的变换 ５３２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６５ 　静止粒子衰变 ，碎片的能量和动能 ５３４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６６ 　 Λ
０
→ p ＋ π

－
，求路程和夹角 ５３６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６７ 　运动的 π
＋ 衰变前后各粒子的能量 ５３８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６８ 　探测超新星爆发的中微子（CUSPEA 题） ５４０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．６９ 　大小相等的力产生的加速度不同 ５４２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５ ．７０ 　由拉格朗日量求运动方程 ５４３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第六章 　带电粒子与电磁场的相互作用 ５４５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１ 　带电粒子飞过固定电荷的能量损失 ５４５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２ 　经典氢原子的寿命 ５４６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．３ 　 μ
－子被质子俘获（CUSPEA 题） ５４８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．４ 　带电粒子高速回旋时的能量 ５４９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．５ 　电子回旋时能量损失率（CUSPEA 题） ５５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．６ 　切连科夫辐射（CUSPEA 题） ５５４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．７ 　辐射压力与引力平衡 ５５７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．８ 　等离子体的折射率 ５５８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．９ 　电磁波入射到等离子体（CUSPEA 题） ５６１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１０ 　等离子体内传播的电磁波（CUSPEA 题） ５６２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１１ 　由射电噪音求电子密度（CUSPEA 题） ５６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１２ 　天空蓝色的解释 ５６５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１３ 　自由电子散射电磁波 ５６７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１４ 　带电的自由粒子对电磁波的散射 ５６９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１５ 　振动的带电粒子对电磁波的散射 ５７１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１６ 　介质小球对电磁波的散射 ５７３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１７ 　导体小球对电磁波的散射 ５７５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１８ 　导体圆柱对电磁波的散射 ５７８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．１９ 　康普顿效应 ５８０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２０ 　线偏振的电磁波使基态氢原子电离 ５８２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２１ 　法拉第效应（CUSPEA 题） ５８４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２２ 　塞曼效应的经典理论 ５８７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２３ 　电磁波在色散介质中的传播 ５９２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２４ 　 X射线射到石墨上的临界角 ５９３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

目 　 　录



· xvi · 　 　

６ ．２５ 　超导体内的磁感强度 ５９４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２６ 　超导平板内的磁感强度 ５９５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６ ．２７ 　超导圆柱内的磁感强度 ５９７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

数学附录 ６００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅰ 　矢量的运算公式和定理 ６００⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅱ 　正交坐标系中梯度 、散度 、旋度以及Δ
２

φ和Δ
２ A的表达式 ６０１⋯⋯⋯⋯

Ⅲ 　三种常用坐标系的基矢偏导数 ６０４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅳ 　常用的坐标变换 ６０５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅴ 　球坐标系中两位矢间的夹角 ６０６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅵ 　勒让德多项式 ６０６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅶ 　贝塞耳函数 ６０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅷ 　张量基础知识 ６１０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

Ⅸ 　椭圆积分 ６１４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

基本物理常数 ６１７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

主要参考书目 ６１８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

电动力学题解（第二版）



书

书书书

第一章　 电磁现象的普遍规律

1 .1 　 在正交曲线坐标系（u 1 ，u 2 ，u 3）中，梯度、散度和旋度的表达式分别为

Δ

φ= 1
h 1

矪φ

矪u 1
e 1 + 1

h 2

矪φ

矪u 2
e 2 + 1

h 3

矪φ

矪u 3
e 3

Δ

·A = 1
h 1h 2h 3

矪

矪u 1
（h 2h 3A 1 ）+ 矪

矪u 2
（h 3h 1 A 2）+ 矪

矪u 3
（h 1h 2 A 3［ ］）

Δ

×A = 1
h 2h 3

矪

矪u 2
（h 3A 3）- 矪

矪u 3
（h 2A 2［ ］）e 1 + 1

h 3h 1

矪

矪u 3
（h 1A 1）- 矪

矪u 1
（h 3A 3［ ］）e 2

　 + 1
h 1h 2

矪

矪u 1
（h 2A 2）- 矪

矪u 2
（h 1A 1［ ］）e 3

式中e 1 、e 2 和e 3 为正交曲线坐标系的三个基矢；h 1 、h 2 和h 3 为标度因子（scale fac2
tor），或拉梅（La m砪）系数；φ为空间的标量函数，A 为空间的矢量函数.

试根据上面的公式，分别写出
Δ

φ、
Δ
·A 和

Δ
×A 在柱坐标系中和球坐标系

中的表达式.
【解】　（1）柱坐标系

u 1 =r ，　 u 2 =�，　 u 3 =z （1 .1 .1）

h 1 =1 ，　 h 2 =r ，　 h 3 =1 （1 .1 .2）

e 1 =er ，　 e 2 =e�，　 e 3 =e z （1 .1 .3）

Δ

φ=
矪φ

矪r
e r + 1

r
矪φ

矪�
e �+

矪φ

矪z
e z （1 .1 .4）

Δ

·A = 1
r

矪

矪r
（rA r）+矪A �

矪�
+ 矪

矪z
（rA z［ ］）

= 1
r

矪

矪r
（rA r）+1

r
矪A �
矪�

+矪A z

矪z
（1 .1 .5）

Δ

×A = 1
r

矪A z

矪�
- 矪

矪z
（rA �［ ］）er + 矪A r

矪z -矪A z

矪［ ］r e �+1
r

矪

矪r
（rA �）-矪A r

矪［ ］� e z

= 1
r

矪A z

矪�
-矪A �

矪［ ］z e r + 矪A r

矪z -矪A z

矪［ ］r e �+1
r

矪

矪r
（rA �）-矪A r

矪［ ］� e z （1 .1 .6）

（2）球坐标系

u 1 =r ，　 u 2 =θ，　 u 3 =� （1 .1 .7）

h 1 =1 ，　 h 2 =r ，　 h 3 =rsinθ （1 .1 .8）

e 1 =er，　 e 2 =eθ，　 e 3 =e� （1 .1 .9）



Δ

φ=
矪φ

矪r
e r + 1

r
矪φ

矪θ
e θ+ 1

rsinθ
矪φ

矪�
e � （1 .1 .10）

Δ

·A = 1
r 2sinθ

矪

矪r
（r 2sinθA r）+ 矪

矪θ
（rsinθA θ）+ 矪

矪�
（rA �［ ］）

= 1
r 2

矪（r 2A r）

矪r + 1
rsinθ

矪（sinθA θ）

矪θ
+ 1
rsinθ

矪A �
矪�

（1 .1 .11）

Δ

×A = 1
r 2sinθ

矪

矪θ
（rsinθA �）- 矪

矪�
（rA θ［ ］）e r + 1

rsinθ
矪A r

矪�
- 矪

矪r
（rsinθA �［ ］）eθ

　 +1
r

矪

矪r
（rA θ）-矪A r

矪［ ］θ e �

= 1
rsinθ

矪（sinθA �）

矪θ
-矪A θ

矪［ ］� e r + 1
r

1
sinθ

矪A r

矪�
-矪（rA �）

矪［ ］r e θ

　 +1
r

矪（rA θ）

矪r -矪A r

矪［ ］θ e � （1 .1 .12）

1 .2 　

Δ

2
φ定义为空间的标量函数φ的梯度的散度，即

Δ

2
φ=

Δ

·（

Δ

φ）.试根
据这个定义，推导出在正交曲线坐标系中

Δ

2
φ的表达式，并由此写出

Δ

2
φ在柱坐

标系和球坐标系中的表达式.
【解】　 根据11 1 题中

Δ

φ和

Δ

·A 的表达式和
Δ

2
φ的定义，得

Δ

2
φ= 1

h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪φ

矪u（ ）1
+ 矪

矪u 2

h 3h 1

h 2

矪φ

矪u（ ）2
+ 矪

矪u 3

h 1h 2

h 3

矪φ

矪u（ ）［ ］3

（1 .2 .1）

　 　 根据1 .1 题所列的标度因子，在柱坐标系

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r
+ 矪

矪�

1
r

矪φ

矪（ ）� + 矪

矪z
r 矪φ

矪（ ）［ ］z

= 1
r

矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r
+ 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 +

矪
2
φ

矪z 2
（1 .2 .2）

在球坐标系

Δ

2
φ= 1

r 2sinθ
矪

矪r
r 2sinθ

矪φ

矪（ ）r
+ 矪

矪θ

rsinθ
r

矪φ

矪（ ）θ + 矪

矪�

r
rsinθ

矪φ

矪（ ）［ ］�

= 1
r 2

矪

矪r
r 2 矪φ

矪（ ）r
+ 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ

矪φ

矪（ ）θ + 1
r 2sin 2

θ

矪
2
φ

矪�
2

（1 .2 .3）

1 .3 　 以

Δ

2 表示拉普拉斯算符，试证明

Δ

2（uv ）=v

Δ

2u +u

Δ

2v +2（

Δ

u ）·（

Δ

v ）

　 　【证法一】　 在一般正交曲线坐标系中，

Δ

2f 的表达式为（见1 .2 题）

Δ

2f = 1
h 1h 2h 3

矪

�u 1

h 2h 3

h 1

矪f
�u（ ）1

+ 矪

�u 2

h 3h 1

h 2

矪f
�u（ ）2

+ 矪

�u 3

h 1h 2

h 3

矪f
�u（ ）［ ］3
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式中h 1 、h 2 和h 3 是拉梅系数，它们一般都是u 1 、u 2 和u 3 的函数.令f =uv ，上式的
第一项为

1
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪（uv ）
矪u［ ］1

= 1
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h（ ）1

矪（uv ）
矪u［ ］1

+ 1
h 2

1

矪
2（uv ）
矪u 2

1

= 1
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h（ ）1
v 矪u
矪u 1

+u 矪v
矪u（ ）［ ］1

　 +1
h 2

1
v 矪

2u
矪u 2

1
+2 矪u

矪u 1

矪v
矪u 1

+u 矪
2v

矪u（ ）2
1

= v
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h（ ）1

矪u
矪u 1

+ u
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h（ ）1

矪v
矪u 1

　 +v
h 2

1

矪
2u

矪u 2
1
+ 2
h 2

1

矪u
矪u 1

矪v
矪u 1

+u
h 2

1

矪
2v

矪u 2
1

= v
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪u
矪u（ ）1

-h 2h 3

h 1

矪
2u

矪u［ ］2
1

　 + u
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪v
矪u（ ）1

-h 2h 3

h 1

矪
2v

矪u［ ］2
1

　 +v
h 2

1

矪
2u

矪u 2
1
+ 2
h 2

1

矪u
矪u 1

矪v
矪u 1

+u
h 2

1

矪
2v

矪u 2
1

= v
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪u
矪u（ ）1

+ u
h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪v
矪u（ ）1

　 +2
h 2

1

矪u
�u 1

矪v
�u 1

可见它等于v

Δ

2u +u

Δ

2v +2（

Δ

u ）·（

Δ

v ）的第一项.同样可证得第二、三项也分别
相等.于是本题得证.
【证法二】　 根据定义，

Δ

2（uv ）等于梯度

Δ

（uv ）的散度，故

Δ

2（uv ）=

Δ

·［

Δ

（uv ）］=

Δ

·（v

Δ

u +u

Δ

v ）

=（

Δ

v ）·（

Δ

u ）+v

Δ

2u +（

Δ

u ）·（

Δ

v ）+u

Δ

2v

=v

Δ

2u +u

Δ

2v +2（

Δ

u ）·（

Δ

v ）
1 .4 　 设F =F（u ），u 是空间坐标r 的函数，即u =u（r）.试求

Δ

2F .
【解】　 依定义

Δ

2F =

Δ

·（

Δ

F ）=

Δ

· 矪F
矪u

Δ

（ ）u

=

Δ矪F
矪（ ）u
·

Δ

u +矪F
矪u

Δ

·

Δ

u

= 矪

矪u
矪F
矪（ ）u

Δ

［ ］u ·

Δ

u +矪F
矪u

Δ

2u

= 矪
2F

矪u 2（

Δ

u ）2 +矪F
矪u

Δ

2u
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1 .5 　 试证明下列公式：

（1）

Δ

（f ·g ）=（f ·

Δ

）g +（g ·

Δ

）f +f ×（

Δ

×g ）+g ×（

Δ

×f ）
（2）

Δ

·（f ×g ）=g ·（

Δ

×f ）-f ·（

Δ

×g ）
（3）

Δ

×（f ×g ）=f（

Δ

·g ）-g（

Δ

·f ）+（g ·

Δ

）f -（f ·

Δ

）g
【说明】　 在证明公式之前，先讲一下算符

Δ

的性质.

Δ

是矢量算符，它兼有矢

量和求导两种性质.作为矢量，它和其他矢量一样，遵守矢量代数的运算规则；作为
求导算符，它对在它右边的每个量起作用，但不对在它左边的量起作用.因此，在运
算时，它的位置不能随便交换.
【证】　（1）

Δ

（f ·g ）中的

Δ

既要对f 求导，也要对g 求导.以

Δ

f 表明

Δ

只对f
求导，

Δ

g 表明

Δ

只对g 求导，则有

Δ

（f ·g ）=

Δ

f（f ·g ）+

Δ

g（f ·g ） （1 .5 .1）

　 　 因

Δ

是矢量，它遵守矢量代数的运算规则.由矢量代数的三重积公式

a ×（b ×c）=b（c ·a ）-（a ·b ）c （1 .5 .2）
令b =

Δ

f ，c =f ，a =g ，便得

Δ

f（f ·g ）=（g ·

Δ

f ）f +g ×（

Δ

f ×f ） （1 .5 .3）
在（1 .5 .1）式的

Δ

g（f ·g ）中，f 和g 都不是算符，它们的位置可以交换，即

Δ
g（f ·g ）=

Δ
g（g ·f ） （1 .5 .4）

因此，在（1 .5 .2）式中，令b =

Δ

g ，a =f ，c =g ，便得

Δ

g（g ·f ）=（f ·

Δ

g ）g +f ×（

Δ

g ×g ） （1 .5 .5）

　 　 在（1 .5 .3）式右边有两个

Δ

f ，它们的右边都只有f ，因此，

Δ

f 只作用于f ，不会
混淆，故下标f 可以去掉.同样理由，（11 51 5）式右边两个

Δ

g 的下标g 也可以去掉.
于是（1 .5 .3）、（1 .5 .5）两式可以分别写成

Δ

f（f ·g ）=（g ·

Δ

）f +g ×（

Δ

×f ） （1 .5 .6）

Δ

g（g ·f ）=（f ·

Δ

）g +f ×（

Δ

×g ） （1 .5 .7）
将（1 .5 .6）、（1 .5 .7）两式代入（1 .5 .1）式，并利用（1 .5 .4）式，即得

Δ

（f ·g ）=（f ·

Δ

）g +（g ·

Δ

）f +f ×（

Δ

×g ）+g ×（

Δ

×f ）
（1 .5 .8）

（2）

Δ

·（f ×g ）.　 按前面所说

Δ

·（f ×g ）=

Δ

f·（f ×g ）+

Δ

g·（f ×g ） （1 .5 .9）

　 　 根据矢量的三重积公式

a ·（b ×c ）=c ·（a ×b ） （1 .5 .10）
令a =

Δ

f ，b =f ，c =g ，便得

Δ

f·（f ×g ）=g ·（

Δ

f ×f ） （1 .5 .11）
同样有

Δ

g·（f ×g ）=-

Δ

g·（g ×f ）=-f ·（

Δ

g ×g ） （1 .5 .12）
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将（1 .5 .11）和（1 .5 .12）两式代入（1 .5 .9）式便得

Δ

·（f ×g ）=g ·（

Δ

f ×f ）-f ·（

Δ

g ×g ） （1 .5 .13）

在（1 .5 .13）式中，（

Δ

f ×f ）已表明算符

Δ

f 只作用于f ，故（

Δ

f ×f ）中

Δ

f 的下标f 可

以去掉；同样，（

Δ

g ×g ）中

Δ

g 的下标g 也可以去掉，于是便得

Δ

·（f ×g ）=g ·（

Δ

×f ）-f ·（

Δ

×g ） （1 .5 .14）
（3）

Δ

×（f ×g ）.　 按前面所说

Δ

×（f ×g ）=

Δ

f ×（f ×g ）+

Δ

g ×（f ×g ） （1 .5 .15）

　 　 为了适用于（1 .5 .15）式，将前面矢量三重积公式（1 .5 .2）式写成

a ×（b ×c ）=（c ·a ）b -c（a ·b ） （1 .5 .16）

令a =

Δ

f ，b =f ，c =g ，便得

Δ

f ×（f ×g ）=（g ·

Δ

f ）f -g（

Δ

f·f ） （1 .5 .17）
因

Δ

g ×（f ×g ）=-

Δ

g ×（g ×f ） （1 .5 .18）

故在（1 .5 .16 ）式中令a =

Δ

g ，b =g ，c =f ，便得

Δ

g ×（f ×g ）=-（f ·

Δ

g ）g +f（

Δ

g·g ） （1 .5 .19）

在（1 .5 .17）和（1 .5 .19）两式右边，

Δ

f 和

Δ

g 的作用对象都明确，不会混淆，故它们的

下标f 和g 都可以去掉.最后代入（1 .5 .15）式，便得

Δ

×（f ×g ）=f（

Δ

·g ）-g（

Δ

·f ）+（g ·

Δ

）f -（f ·

Δ

）g （1 .5 .20）

　 　【别证】　 取笛卡儿坐标系（x ，y ，z ），用分量式计算.
（1）

Δ

（f ·g ）.　 用下标x ，y ，z 表示分量，

Δ

（f ·g ）的x ，y ，z 三个分量分别
如下：

［

Δ

（f ·g ）］x = 矪

矪x
（f xg x +f yg y +f zg z）

=
矪f x

矪x
g x +f x

矪g x

矪x
+

矪f y

矪x
g y +f y

矪g y

矪x
+

矪f z

矪x
g z +f z

矪g z

矪x

=f x
矪g x

矪x
+f y

矪g x

矪y
+f z

矪g x

矪z
+g x

矪f x

矪x
+g y

矪f x

矪y
+g z

矪f x

矪z

　 +f y
矪g y

矪x
-

矪g x

矪（ ）y
-f z

矪g x

矪z
-

矪g z

矪（ ）x

　 +g y
矪f y

矪x
-

矪f x

矪（ ）y
-g z

矪f x

矪z
-

矪f z

矪（ ）x
=［（ f ·

Δ

）g ］x +［（ g ·

Δ

）f ］x
　 +［f ×（

Δ

×g ）］x +［g ×（

Δ

×f ）］x （1 .5 .21）

［

Δ

（f ·g ）］y = 矪

矪y
（f xg x +f yg y +f zg z）
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=
矪f x

矪y
g x +f x

矪g x

矪y
+

矪f y

矪y
g y +f y

矪g y

矪y
+

矪f z

矪y
g z +f z

矪g z

矪y

=f x
矪g y

矪x
+f y

矪g y

矪y
+f z

矪g y

矪z
+g x

矪f y

矪x
+g y

矪f y

矪y
+g z

矪f y

矪z

　 +f z
矪g z

矪y
-

矪g y

矪（ ）z
-f x

矪g y

矪x
-

矪g x

矪（ ）y

　 +g z
矪f z

矪y
-

矪f y

矪（ ）z
-g x

矪f y

矪x
-

矪f x

矪（ ）y
=［（ f ·

Δ

）g ］y +［（ g ·

Δ

）f ］y
　 +［f ×（

Δ

×g ）］y +［g ×（

Δ

×f ）］y （1 .5 .22）

［

Δ

（f ·g ）］z = 矪

矪z
（f xg x +f yg y +f zg z ）

=
矪f x

矪z
g x +f x

矪g x

矪z
+

矪f y

矪z
g y +f y

矪g y

矪z
+

矪f z

矪z
g z +f z

矪g z

矪z

=f x
矪g z

矪x
+f y

矪g z

矪y
+f z

矪g z

矪z
+g x

矪f z

矪x
+g y

矪f z

矪y
+g z

矪f z

矪z

　 +f x
矪g x

矪z
-

矪g z

矪（ ）x
-f y

矪g z

矪y
-

矪g y

矪（ ）z

　 +g x
矪f x

矪z
-

矪f z

矪（ ）x
-g y

矪f z

矪y
-

矪f y

矪（ ）z
=［（ f ·

Δ

）g ］z +［（ g ·

Δ

）f ］z
　 +［f ×（

Δ

×g ）］z +［g ×（

Δ

×f ）］z （1 .5 .23）

　 　 综合（1 .5 .21）、（1 .5 .22）、（1 .5 .23）三式，即得（1 .5 .8）式.
（2）

Δ

·（f ×g ）.

Δ

·（f ×g ）=
矪

矪x
（f yg z -f zg y ）+

矪

矪y
（f zg x -f xg z ）+

矪

矪z
（f xg y -f yg x ）

=
矪f y

矪x
g z +f y

矪g z

矪x
-

矪f z

矪x
g y -f z

矪g y

矪x
+

矪f z

矪y
g x +f z

矪g x

矪y

　 -
矪f x

矪y
g z -f x

矪g z

矪y
+

矪f x

矪z
g y +f x

矪g y

矪z
-

矪f y

矪z
g x -f y

矪g x

矪z

=g x
矪f z

矪y
-

矪f y

矪（ ）z
+g y

矪f x

矪z
-

矪f z

矪（ ）x
+g z

矪f y

矪x
-

矪f x

矪（ ）y

　 -f x
矪g z

矪y
-

矪g y

矪（ ）z
-f y

矪g x

矪z
-

矪g z

矪（ ）x
-f z

矪g y

矪x
-

矪g x

矪（ ）y
=g ·（

Δ

×f ）-f ·（

Δ

×g ） （1 .5 .24）

（3）

Δ

×（f ×g ）.　

Δ

×（f ×g ）的x ，y ，z 三个分量分别如下：
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［

Δ

×（f ×g ）］x =
矪

矪y
（f xg y -f yg x ）-

矪

矪z
（f zg x -f xg z ）

=
矪f x

矪y
g y +f x

矪g y

矪y
-

矪f y

矪y
g x -f y

矪g x

矪y

　 -
矪f z

矪z
g x -f z

矪g x

矪z
+

矪f x

矪z
g z +f x

矪g z

矪z

=f x
矪g x

矪x
+

矪g y

矪y
+

矪g z

矪（ ）z
-g x

矪f x

矪x
+

矪f y

矪y
+

矪f z

矪（ ）z

　 +g x
矪f x

矪x
+g y

矪f x

矪y
+g z

矪f x

矪z

　 -f x
矪g x

矪x
-f y

矪g x

矪y
-f z

矪g x

矪z
=［f（

Δ

·g ）］x -［g（

Δ

·f ）］x
　 +［（ g ·

Δ

）f ］x -［（ f ·

Δ

）g ］x （1 .5 .25）

［

Δ

×（f ×g ）］y =
矪

矪z
（f yg z -f zg y ）-

矪

矪x
（f xg y -f yg x ）

=
矪f y

矪z
g z +f y

矪g z

矪z
-

矪f z

矪z
g y -f z

矪g y

矪z

　 -
矪f x

矪x
g y -f x

矪g y

矪x
+

矪f y

矪x
g x +f y

矪g x

矪x

=f y
矪g x

矪x
+

矪g y

矪y
+

矪g z

矪（ ）z
-g y

矪f x

矪x
+

矪f y

矪y
+

矪f z

矪（ ）z

　 +g x
矪f y

矪x
+g y

矪f y

矪y
+g z

矪f y

矪z

　 -f x
矪g y

矪x
-f y

矪g y

矪y
-f z

矪g y

矪z
=［f（

Δ

·g ）］y -［g（

Δ

·f ）］y
　 +［（ g ·

Δ

）f ］y -［（ f ·

Δ

）g ］y （1 .5 .26）

［

Δ

×（f ×g ）］z =
矪

矪x
（f zg x -f xg z ）-

矪

矪y
（f yg z -f zg y ）

=
矪f z

矪x
g x +f z

矪g x

矪x
-

矪f x

矪x
g z -f x

矪g z

矪x

　 -
矪f y

矪y
g z -f y

矪g z

矪y
+

矪f z

矪y
g y +f z

矪g y

矪y

=f z
矪g x

矪x
+

矪g y

矪y
+

矪g z

矪（ ）z
-g z

矪f x

矪x
+

矪f y

矪y
+

矪f z

矪（ ）z
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　 +g x
矪f z

矪x
+g y

矪f z

矪y
+g z

矪f z

矪z

　 -f x
矪g z

矪x
-f y

矪g z

矪y
-f z

矪g z

矪z
=［f（

Δ

·g ）］z -［g（

Δ

·f ）］z
　 +［（ g ·

Δ

）f ］z -［（ f ·

Δ

）g ］z （1 .5 .27）

　 　 综合（1 .5 .25）、（1 .5 .26）、（1 .5 .27）三式，即得（1 .5 .20）式.
1 .6 　 试证明：

Δ

×（

Δ

×f ）=

Δ

（

Δ

·f ）-

Δ

2f .
【证】　

Δ

是矢量算符，它兼有矢量和求导两种性质.作为矢量，它遵守矢量代
数的运算规则；作为求导算符，它要对它右边的每个量起作用.

根据矢量代数的三重积公式

a ×（b ×c ）=b（a ·c ）-（a ·b ）c （1 .6 .1）
令a =

Δ

，b =

Δ

，c =f ，代入上式便得

Δ

×（

Δ

×f ）=

Δ

（

Δ

·f ）-

Δ

2f （1 .6 .2）

　 　【别证】　 取笛卡儿坐标系，用分量式证明.　 用下标 x ，y ，z 分别表示分量，

Δ

×（

Δ

×f ）的x ，y ，z 分量分别为

［
Δ

×（
Δ

×f ）］x =
矪

矪y
矪f y

矪x
-

矪f x

矪（ ）y
-

矪

矪z
矪f x

矪z
-

矪f z

矪（ ）x

=
矪

2f y

矪y 矪x
-

矪
2f x

矪y 2 -
矪

2f x

矪z 2 +
矪

2f z

矪z 矪x

= 矪

矪x
矪f x

矪x
+

矪f y

矪y
+

矪f z

矪（ ）z
-

矪
2f x

矪x 2 -
矪

2f x

矪y 2 -
矪

2f x

矪z 2

=［

Δ

（

Δ

·f ）］x -［

Δ

2f ］x （1 .6 .3）

［

Δ

×（

Δ

×f ）］y =
矪

矪z
矪f z

矪y
-

矪f y

矪（ ）z
-

矪

矪x
矪f y

矪x
-

矪f x

矪（ ）y

=
矪

2f z

矪z 矪y
-

矪
2f y

矪z 2 -
矪

2f y

矪x 2 +
矪

2f x

矪x 矪y

=
矪

矪y
矪f x

矪x
+

矪f y

矪y
+

矪f z

矪（ ）z
-

矪
2f y

矪x 2 -
矪

2f y

矪y 2 -
矪

2f y

矪z 2

=［

Δ

（

Δ

·f ）］y -［

Δ

2f ］y （1 .6 .4）

［

Δ

×（

Δ

×f ）］z =
矪

矪x
矪f x

矪z
-

矪f z

矪（ ）x
-

矪

矪y
矪f z

矪y
-

矪f y

矪（ ）z
　 　 　 　

=
矪

2f x

矪x 矪z
-

矪
2f z

矪x 2 -
矪

2f z

矪y 2 +
矪

2f y

矪y 矪z

=
矪

矪z
矪f x

矪x
+

矪f y

矪y
+

矪f z

矪（ ）z
-

矪
2f z

矪x 2 -
矪

2f z

矪y 2 -
矪

2f z

矪z 2
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=［

Δ

（

Δ

·f ）］z -［

Δ

2f ］z （1 .6 .5）

　 　 1 .7 　 用高斯公式证明：∫ V
dV

Δ

×f =∮ S
dS ×f .

【证】　 用非零的任意常矢量c 点乘上式左边得

c ·∫ V
dV

Δ

×f =∫ V
dV［c ·（

Δ

×f ）］ （1 .7 .1）

根据矢量分析公式

Δ

·（A ×B ）=（

Δ

×A ）·B -A ·（

Δ

×B ） （1 .7 .2）
令其中的A =f ，B =c ，便得

Δ

·（f ×c）=（

Δ

×f ）·c =c ·（

Δ

×f ） （1 .7 .3）
因此（1 .7 .1）式右边

∫ V
dV［c ·（

Δ

×f ）］=∫ V
dV

Δ

·（f ×c） （1 .7 .4）

又由高斯公式有

∫ V
dV

Δ

·（f ×c ）=∮ S
（f ×c）·dS =∮ S

（f ×c）·n dS

=∮ S
c ·（n ×f ）dS =c ·∮ S

dS ×f （1 .7 .5）

所以

c ·∫ V
dV

Δ

×f =c ·∮ S
dS ×f （1 .7 .6）

因c 为非零的任意常矢量，故得

∫ V
dV

Δ

×f =∮ S
dS ×f （1 .7 .7）

1 .8 　 用斯托克斯公式证明：∫ S
dS ×

Δ

φ=∮ L
φdl .

【证】　∫ S
dS ×

Δ

φ=∮ Lφ
dl

设a 为非零的任意常矢量，令F =φa 代入斯托克斯公式

∫ S

Δ

×F ·dS =∮ L
F ·dl （1 .8 .1）

的左边，则有

∫ S

Δ

×（φa ）·dS =∫ S
［

Δ

φ×a +φ（

Δ

×a ）］·dS

=∫ S

Δ

φ×a ·dS =-∫ S
a ×

Δ

φ·dS

=-∫ S
a ·

Δ

φ×dS =∫ S
a ·dS ×

Δ

φ

=a ·∫ S
dS ×

Δ

φ （1 .8 .2）
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代入（1 .8 .1）式的右边，则有

∮ L
φa ·dl =a ·∮ L

φdl （1 .8 .3）

于是得

a ·∫ S
dS ×

Δ

φ-∮ L
φd［ ］l =0 （1 .8 .4）

因a 为非零的任意常矢量，故得

∫ S
dS ×

Δ

φ=∮ L
φdl （1 .8 .5）

1 .9 　 用斯托克斯公式证明：∮ L
（a ×r）·dl =2∫ S

a ·dS ，式中a 为常矢量.

【证】　 由矢量分析公式有

Δ

×（a ×r ）=（r ·

Δ

）a -（a ·

Δ

）r +（

Δ

·r）a -（

Δ

·a ）r
=-a +3a =2a （1 .9 .1）

令F =a ×r ，则由斯托克斯公式（11 81 1）式和（1 .9 .1）式得

∮ L
a ×r ·dl =∫ S

Δ

×（a ×r）·dS =2∫ S
a ·dS （1 .9 .2）

1 .10 　 有人得出“磁感强度B 恒等于零”的结论.他的论证如下：因为

Δ

·B =0，

所以由矢量分析可知，必定有矢势A 存在，使得B =
Δ

×A ；又由∮ S
B ·dS =0 和斯

托克斯公式得

∮ S
B ·dS =∮ S

Δ

×A ·dS =∮ L
A ·dl =0

又由矢量分析，若∮ L
A ·dl =0 ，则必有标势φ存在，使得A =

Δ

φ.于是得

B =

Δ

×A =

Δ

×（

Δ

φ）≡ 0 .
　 　 他的结论显然是错误的.试分析他的错误在什么地方.

【解】　 错在∮ S

Δ

×A ·dS =∮ L
A ·dl .因为斯托克斯公式中的面积分是以L 为

边界的曲面积分，而不是封闭曲面积分.
1 .11 　 利用适当坐标系中的狄拉克δ函数，将下列电荷分布表示成三维电荷

量密度ρ（r）：（1 ）在球坐标系中，电荷量 Q 均匀分布在半径为R 的球面上；（2）在
柱坐标系中，电荷均匀分布在半径为a 的圆柱面上，沿轴线单位长度的电荷量为

λ；（3）在柱坐标系中，电荷量 Q 均匀分布在半径为R 的平面圆盘上，盘的厚度可

略去不计；（4 ）同（3），但用球坐标系.
【解】　（1）以球心为原点，取球坐标系（r ，θ，�）.因电荷分布在半径为R 的球面

上，故ρ（r ）应含有r 的δ函数因子δ（r -R ）；又因电荷分布的球对称性，ρ（r ）应与θ
和�都无关，于是得
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ρ（r）=C 1δ（r -R ） （11 111 1）

式中C 1 是一个常数，其值由球面上的电荷量Q 决定如下：

Q =∫ V
ρ（r）dV =C 1∫

∞

0∫
π

0∫
2π

0
δ（r -R ）r 2sinθdrdθd�

=C 1∫
∞

0
r 2
δ（r -R ）dr∫

π

0
sinθdθ∫

2π

0
d�=4πR 2C 1 （11 111 2）

故得所求的电荷量密度为

ρ（r ）=
Q

4πR 2δ（r -R ） （11 111 3）

（2）以圆柱轴线上一点为原点，取柱坐标系（r ，�，z ）.因电荷分布在圆柱面上，
故ρ（r）应含有r 的δ函数因子δ（r -a ）；又因电荷分布的轴对称性，ρ（r）应与�和z
都无关，于是得

ρ（r ）=C 2δ（r -a ） （11 111 4）

式中C 2 是一个常数，其值由圆柱面上单位长度的电荷量λ决定如下：

λ=∫ V
ρ（r ）dV =C 2∫

∞

0∫
2π

0∫
1
2

-1
2
δ（r -a ）rdrd�dz

=C 2∫
∞

0
rδ（r -a ）dr∫

2π

0
d�∫

1
2

-1
2

dz =2πaC 2 （11 111 5）

故得所求的电荷量密度为

ρ（r）=
λ

2πaδ
（r -a ） （11 111 6）

（3）以圆盘中心为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系（r ，�，z ）.因电荷分布在z =0
的圆盘上，故ρ（r ）应含有z 的δ函数因子δ（z ）；因电荷分布的轴对称性，ρ（r ）应与

�无关；又因电荷均匀分布在0 ≤ r ≤ R 的范围内，ρ（r ）应含有r 的阶跃函数因子

u（R -r ），于是得

ρ（r ）=C 3u（R -r ）δ（z ） （11 111 7）

式中C 3 是一个常数，阶跃函数u（x ）的定义如下：

u（x ）=
1 ，　 x ＞ 0
0 ，　 x ＜｛ 0

（11 111 8）

常数C 3 的值由圆盘上的电荷量Q 决定如下：

Q =∫ V
ρ（r）dV =C 3∫

∞

0∫
2π

0∫
∞

-∞
u（R -r ）δ（z ）rdrd�dz

=C 3∫
∞

0
ru（R -r ）dr∫

2π

0
d�∫

∞

-∞
δ（z ）dz =πR 2C 3 （11 111 9）
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故得所求的电荷量密度为

ρ（r ）=
Q

πR 2u（R -r ）δ（z ） （11 111 10）

（4）以圆盘中心为原点，轴线为极轴，取球坐标系（r，θ，�）.因电荷分布在θ=π

2
的

圆盘上，故ρ（r）应含有θ的δ函数因子
δθ-π

（ ）2
r

；因电荷分布的轴对称性，ρ（r）应与�

无关；又因电荷均匀分布在0 ≤ r ≤ R 的圆盘上，ρ（r）应含有r 的阶跃函数因子u（R -
r），于是得

ρ（r ）=C 4u（R -r ）
δθ- π

（ ）2
r

（11 111 11）

式中C 4 是一个常数，其值由圆盘上的电荷量Q 决定如下：

Q =∫ V
ρ（r）dV =C 4∫

∞

0∫
π

0∫
2π

0
u（R -r）

δθ- π

（ ）2
r r 2sinθdrdθd�

=C 4∫
∞

0
ru（R -r ）dr∫

π

0
sinθδ（θ- π

2
）dθ∫

2π

0
d�=πR 2C 4 （11 111 12）

故得所求的电荷量密度为

ρ（r ）=
Q

πR 2u（R -r ）
δθ- π

（ ）2
r

（11 111 13）

　 　【讨论】　（1）阶跃函数u（R -r ）在（11 111 10 ）式和（11 111 13 ）式中出现是必要
的，如果不出现，则积分结果就会出现无穷大.例如，若将（11 111 10）式改为

ρ（r）=
Q

πR 2δ（z ） （11 111 14）

则

∫ V
ρ（r）dV = Q

πR 2∫
∞

0∫
2π

0∫
∞

-∞
δ（z ）rdrd�dz = Q

πR 2∫
∞

0
rdr∫

2π

0
d�∫

∞

-∞
δ（z ）dz

=2Q
R 2∫

∞

0
rdr → ∞ （11 111 15）

（2）在（11 111 11 ）式里，θ的δ函数的形式是
δθ-π

（ ）2
r

，而不是δθ-π

（ ）2 .这是

因为，在长度元分别为h 1dξ1 、h 3dξ2 、h 3dξ3 的正交坐标系（ξ1 ，ξ2 ，ξ3 ）里，狄拉克δ函

数的形式为

δ（r -r′）=δ
（ξ1 -ξ′1 ）δ（ξ2 -ξ′2）δ（ξ3 -ξ′3）

h 1h 2h 3
（11 111 16）
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在球坐标系里，长度元分别为dr 、rdθ、rsinθd�，故θ的δ函数应为
δθ-π

（ ）2
r

，而不是

δ（θ-π

2
）.或者，由δ函数的公式

δ（ax ）= 1
|a |δ

（x ） （11 111 17）

得

δr（θ- π

2［ ］）= 1
rδθ- π

（ ）2
（11 111 18）

　 　 1 .12 　 一电偶极矩为p 的电偶极子位于r 0 处.利用狄拉克δ函数的导数的性
质，试证明：对于计算一个电偶极子产生的电势和计算它处在外电场中的电势能来

说，该电偶极子的有效电荷量密度可以写作：ρeff（r ）=-p ·

Δ

δ（r -r 0）.

　 图11 12

【证】　 r 0 处的电偶极矩p 在r′处产
生的电势为［参看图1 .12（1）］

φ（r′）=
1

4πε0

p ·（r′-r 0）

|r′-r 0 |3

（1 .12 .1）
体积V 内的电荷［电荷量密度为ρ（r ）］在

r′处产生的电势为［参看图1 .12（2）］

φ（r′）=
1

4πε0∫ V

ρ（r ）dV
|r′-r |

（1 .12 .2）

　 　 狄拉克δ函数的导数的性质为

∫ V
f（r ）

Δ

δ（r -r′）dV =-［

Δ

f（r）］r =r′，　 　 r′ ∈ V （1 .12 .3）

　 　 电偶极矩为p 的电偶极子位于r 0 ，设它的电荷量密度为

ρeff（r）=-p ·

Δ

δ（r -r 0） （1 .12 .4）

　 　 先用ρeff（r ）计算p 产生的电势.将ρeff（r ）代入（1 .12 .2 ）式，并利用（1 .12 .3 ）式
得：ρeff（r）在r′处产生的电势为

φeff（r′）= 1
4πε0∫ V

ρeff（r ）dV
|r′-r |

= 1
4πε0∫ V

-p ·

Δ

δ（r -r 0）dV
|r′-r |

=- 1
4πε0

p ·∫ V

Δ

δ（r -r 0）dV
|r′-r | =- 1

4πε0
p · -

Δ 1
|r′-r［ ］| r =r0

= 1
4πε0

p ·

Δ 1
|r′-r［ ］| r =r0

= 1
4πε0

p ·
r′-r

|r′-r |［ ］3
r =r0

= 1
4πε0

p ·（r′-r 0）

|r′-r 0 |3
（1 .12 .5）
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　 　 比较（1 .12 .1）、（1 .12 .5）两式可见，φeff（r′）=φ（r′）.
再用ρeff（r ）计算p 在外电场中的电势能.已知r 0 处的p 在外电场E（r 0 ）中的

电势能为

W =-p ·E（r 0） （1 .12 .6）
体积V 内的电荷在外电场［电势为φ（r ）］中的电势能为

W =∫ V
φ（r）ρ（r）dV （1 .12 .7）

　 　 将ρeff
（r）代入（1 .12 .7 ）式，并利用（1 .12 .3 ）式，得到ρeff

（r ）在外电场中的电势
能为

W eff =∫ V
φ（r ）［-p ·

Δ

δ（r -r 0）］dV =-p ·∫ V
φ（r）

Δ

δ（r -r 0 ）dV

=p ·［

Δ

φ（r ）］r =r0 =p ·［-E（r ）］r =r0

=-p ·E（r 0） （1 .12 .8）

比较（1 .12 .6 ）、（1 .12 .8）两式可见，W eff =W .

　 图11 12（3）

【讨论】　 用δ函数表示电偶极子p =ql 的电荷量
密度亦可导出如下（如图1 .12（3））.

ρ=ρ++ρ-=qδ（r -r +）+（-q ）δ（r -r -）　 　

=qδ r -r 0 -l
（ ）2 -qδ r -r -+l

（ ）2

=q δr -r 0 -l
（ ）2 -δr -r 0 +l

（ ）｛ ｝2
（1 .12 .9）

由公式

df =

Δ

f ·dr （1 .12 .10）
得

ρ=q［

Δ

δ（r -r 0）］· -l
2 -l

（ ）2 =q［

Δ

δ（r -r 0）］·（-l）

=-ql ·［

Δ

δ（r -r 0）］=-p ·

Δ

δ（r -r 0） （1 .12 .11）

1 .13 　 电荷系统的电偶极矩定义为

p（t）=∫ V
ρ（r′，t）r′dV′

试用电荷守恒定律，证明p 对时间的变化率为

dp
dt

=∫ V
j（r′，t）dV′

【证】
dp
dt

= d
dt∫ V

ρ（r′，t）r′dV′=∫ V

矪

矪t ρ
（r′，t）r［ ］′ dV′
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=∫ V

矪ρ（r′，t）
矪t

r′dV′=∫ V
［-

Δ

′·j ］r′dV′

=-∫ V
（

Δ

′·j ）x′dV′e x -∫ V
（

Δ

′·j ）y′dV′e y

　 -∫ V
（

Δ

′·j ）z′dV′e z

第一项

∫ V
（

Δ

′·j ）x′dV′=∫ V
x′（

Δ

′·j ）dV′

=∫ V
［

Δ

′·（x′j ）-（

Δ

′x′）·j ］dV′

=∮ S
x′j ·dS′-∫ V

j xdV′

上式中封闭曲面S 为电荷系统的边界，电流不能流出这边界，故∮ S
x′j ·dS′=0 .

因此

∫ V
（

Δ

′·j ）x′dV′=-∫ V
j xdV′

对第二、三项同样可得

∫ V
（

Δ

′·j ）y′dV′=-∫ V
j ydV′，　 　∫ V

（

Δ

′·j ）z′dV′=-∫ V
j zdV′

于是

-∫ V
［

Δ

′·j ］r′dV′=∫ V
j dV′

所以

dp
dt

=∫ V
j（r′，t）dV′

1 .14 　 设 m 是一常矢量，r 是坐标原点到场点的位矢.试证明：除r =0 点以

外，矢量A =m ×r
r 3 的旋度等于标量φ=m ·r

r 3 的负梯度，即

Δ

×A =-

Δ

φ

　 　【证】　 因

Δ1
r =-r

r 3 （1 .14 .1）

故

Δ

×A =

Δ

×
m ×r
r（ ）3 =-

Δ

× m ×

Δ1
（ ）［ ］r

=

Δ

×

Δ1
（ ）r ×［ ］m
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=（

Δ

·m ）

Δ1
r +（m ·

Δ

）

Δ1
r -

Δ

·

Δ1
（ ）［ ］r m -

Δ1
（ ）r

·［ ］

Δ

m

=（m ·

Δ

）

Δ1
r -

Δ

2 1
［ ］r m （1 .14 .2）

其中

Δ

2 1
r = ∑

3

i =1

矪

矪x 2
i

1
r = ∑

3

i =1

矪

矪x i
- 1
r 2

矪r
矪x（ ）i

=-∑
3

i =1

矪

矪x i

x i

r（ ）3 　 　

=-∑
3

i =1

1
r 3 -3x i

r 4
矪r
矪x（ ）i

=- 3
r 3 +3r 2

r 5 =0 ，　 　 r ≠ 0 （1 .14 .3）

所以

Δ

×A =（m ·

Δ

）

Δ1
r
，　 　 r ≠ 0 （1 .14 .4）

又

Δ

φ=

Δm ·r
r（ ）3 =-

Δ

m ·

Δ1
（ ）［ ］r

=-m ×

Δ

×

Δ1
（ ）［ ］r -

Δ1
（ ）r ×（

Δ

×m ）-（m ·

Δ

）

Δ1
r -

Δ1
（ ）r

·（ ）

Δ

m

=-（m ·
Δ

）
Δ1

r
（1 .14 .5）

比较（1 .14 .4 ）和（1 .14 .5）两式即得：当r ≠ 0 时，便有

Δ

×A =-

Δ

φ （1 .14 .6）

　 　【别证】　 选取坐标系，使 m 沿z 轴，即

m =me z （1 .14 .7）

于是

Δm ·r
r（ ）3 =

Δme z ·r
r（ ）3 =

Δmz
r（ ）3 = m

Δ z
r（ ）3 （1 .14 .8）

而

Δ

× m ×r
r（ ）3 =m

Δ

·
r
r（ ）［ ］3 -（m ·

Δ

）r
r 3 （1 .14 .9）

因为r ≠ 0 时，

Δ

· r
r（ ）3 =0，所以

Δ

× m ×r
r（ ）3 =-（m ·

Δ

）r
r 3 =-m 矪

矪z
r
r 3

=m 矪

矪z

Δ1
r =m

Δ矪

矪z
1
r =-m

Δ z
r（ ）3 （1 .14 .10）

比较（1 .14 .8 ）和（1 .14 .10）两式即得（1 .14 .6）式.
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1 .15 　 设a 和b 均为常矢量，r 为位置矢量.试问：（1）电势为φ=a ·r 的电场
是什么样的电场？（2）矢势为A =b ×r 的磁场是什么样的磁场？
【解答】　（1）根据电场强度E 与电势φ的关系和矢量分析公式得，这个电场

的电场强度为

E =-

Δ

φ=-

Δ

（a ·r ）=-［a ×（

Δ

×r ）+r ×（

Δ

×a ）+（a ·

Δ

）r +（r ·

Δ

）a ］

=-（a ·

Δ

）r =-a （1 .15 .1）
因为a 是常矢量，故φ=a ·r 所表示的是一个均匀电场，其电场强度为-a .
（2）根据磁感强度B 与矢势A 的关系和矢量分析公式得，这个磁场的磁感强

度为

B =

Δ

×A =

Δ

×（b ×r）=（r ·

Δ

）b -（b ·

Δ

）r +（

Δ

·r ）b -（

Δ

·b ）r
=-（b ·

Δ

）r +（

Δ

·r ）b =-b +3b =2b （1 .15 .2）
因为b 是常矢量，故A =b ×r 所表示的是一个均匀磁场，其磁感强度为2b .
【别解】　 取笛卡儿坐标系，用分量式计算.

（1）E =-

Δ

φ=-

Δ

（a ·r）=- e x
矪

矪x +e y
矪

矪y
+e z

矪

矪（ ）z
（a xx +a yy +a zz ）

=-a xe x -a ye y -a ze z =-a （1 .15 .3）
（2）B =

Δ

×A =

Δ

×（b ×r）=

Δ

×［（ b yz -b zy ）e x

　 +（b zx -b xz ）e y +（b xy -b yx ）e z］

= 矪

矪y
（b xy -b yx ）- 矪

矪z
（b zx -b xz［ ］）e x

　 + 矪

矪z
（b yz -b zy ）- 矪

矪x
（b xy -b yx［ ］）e y

　 + 矪

矪x
（b zx -b xz ）- 矪

矪y
（b yz -b zy［ ］）e x

=（b x +b x ）e x +（b y +b y ）e y +（b z +b z ）e z =2b （1 .15 .4）
【讨论】　 由本题结果可见：电场强度为E 的均匀电场，其电势可表示为

φ=-E ·r （1 .15 .5）
磁感强度为B 的均匀磁场，其矢势可表示为

A = 1
2 B ×r （1 .15 .6）

1 .16 　（1）试证明：在笛卡儿坐标系中，三个矢势A =1
2 B（-ye x +xe y ），A′=

-Bye x 和A″=B xe y 都是磁感强度为B =Be z 的均匀磁场的矢势；（2 ）试求矢势A
在柱坐标系的表达式；（3）试求矢势A 在球坐标系的表达式.
【解】　（1）由笛卡儿坐标系的旋度公式

Δ

×A = 矪A z

矪y
-

矪A y

矪（ ）z
e x + 矪A x

矪z -矪A z

矪（ ）x e y +
矪A y

矪x
-矪A x

矪（ ）y
e z

（1 .16 .1）
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得A 的旋度为

Δ

×A =
矪A y

矪x
-矪A x

矪（ ）y
e z = 1

2 B + 1
2（ ）B e z =Be z （1 .16 .2）

A′的旋度为

Δ

×A′=-矪A′x

矪y
e z =Be z （1 .16 .3）

A″的旋度为

Δ

×A″=
矪A″y

矪x
e z =Be z （1 .16 .4）

可见A 、A′和A″三者都是均匀磁场B =Be z 的矢势.
（2）根据由笛卡儿坐标系到柱坐标系的矢量变换公式［参见本书末（Ⅳ .6）式］

得

A r =A xcos�+A ysin�= 1
2 B（-ycos�+xsin�）

= 1
2 B（-rsin�cos�+rcos�sin�）=0 （1 .16 .5）

A �=-A xsin�+A ycos�= 1
2 B（ysin�+xcos�）

= 1
2 B（rsin 2

�+rcos2
�）= 1

2 Br （1 .16 .6）

A z =A z =0 （1 .16 .7）
故在柱坐标系中，矢势A 的表达式为

A = 1
2 Bre � （1 .16 .8）

（3）根据由笛卡儿坐标系到球坐标系的矢量变换公式［参见本书末（Ⅳ .12 ）
式］得

A r =A xsinθcos�+A ysinθsin�+A zcosθ

= 1
2 B（-ysinθcos�+xsinθsin�）

= 1
2 B（-rsinθsin�sinθcos�+rsinθcos�sinθsin�）=0 （1 .16 .9）

A θ=A xcosθcos�+A ycosθsin�-A zsinθ

= 1
2 B（-ycosθcos�+xcosθsin�）

= 1
2 B（-rsinθsin�cosθcos�+rsinθcos�cosθsin�）=0 （1 .16 .10）

A �=-A xsin�+A ycos�= 1
2 B（ysin�+xcos�）　 　 　
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= 1
2 B（rsinθsin 2

�+rsinθcos2
�）= 1

2 Brsinθ （1 .16 .11）

故在球坐标系中，矢势A 的表达式为

A = 1
2 Brsinθe � （1 .16 .12）

　 　【讨论】　 根据本书末数学附录中的公式（Ⅳ .6 ）和（Ⅳ .12），可以推得：在柱坐
标系和球坐标系中，矢势A′和A″的表达式分别为

柱坐标系

A′=Brsin�（-cos�e r +sin�e �） （1 .16 .13）

A″=Brcos�（sin�e r +cos�e �） （1 .16 .14）

　 　 球坐标系

A′=Brsinθsin�（-sinθcos�e r -cosθcos�e θ+sin�e �） （1 .16 .15）

A″=Brsinθcos�（sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e �） （1 .16 .16）

1 .17 　 设 n 维正交坐标系的基矢为 e 1 ，e 2 ，⋯，e n ，则 n 维矢量a 可写作

a = ∑
n

i =1
a ie i，n 维二阶张量A 可写作A = ∑

n

i ，j =1
A ije ie j .试证明：

（1）矢量与张量的点乘一般不遵守交换律：a ·A ≠ A ·a 和a ·（A ·b ）≠
b ·（A ·a ）；
（2）若A 为对称张量（即 A ij =A ji ），则有 a ·A =A ·a 和a ·（A ·b ）=

b ·（A ·a ）.
【证】　（1）矢量与张量的点乘

a ·A = ∑
n

i =1
a ie（ ）i · ∑

n

j ，k =1
A jke je（ ）k = ∑

n

i ，j ，k =1
a iA jk（ei·e j）e k

= ∑
n

i ，j ，k =1
a iA jkδije k = ∑

n

i ，k =1
a iA ike k （1 .17 .1）

A ·a = ∑
n

i ，j =1
A ije ie（ ）j · ∑

n

k =1
a ke（ ）k = ∑

n

i ，j ，k =1
A ija ke i（e j·e k）

= ∑
n

i ，j ，k =1
A ija ke iδjk = ∑

n

i ，k =1
a kA ike i = ∑

n

i ，k =1
a iA kie k （1 .17 .2）

比较（1 .17 .1 ）、（11 171 2）两式右边，可见，一般地

a ·A ≠ A ·a （11 171 3）
由（11 171 2）式得

a ·（A ·b ）= ∑
n

i =1
a ie（ ）i · ∑

n

j ，k =1
A jkb ke（ ）j = ∑

n

i ，j ，k =1
a iA jkb kδij

= ∑
n

j ，k =1
a jA jkb k （1 .17 .4）
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将上式中a 与b 互换便得

b ·（A ·a ）= ∑
n

j ，k =1
b jA jka k = ∑

n

j ，k =1
a kA jkb j = ∑

n

j ，k =1
a jA kjb k （1 .17 .5）

比较（11 171 4）、（11 171 5）两式右边可见，一般地

a ·（A ·b ）≠ b ·（A ·a ） （1 .17 .6）
（2）若A 为对称张量，即 A ij =A ji ，则（11 171 2）式便可写作

A ·a = ∑
n

i ，k =1
a iA kie k = ∑

n

i ，k
a iA ike k （1 .17 .7）

比较（11 171 1）、（11 171 7）两式右边可见

a ·A =A ·a 　 　（A 为对称张量） （11 171 8）
这时，（11 171 5）式可写作

b ·（A ·a ）= ∑
n

j ，k =1
a jA kjb k = ∑

n

j ，k =1
a jA jkb k （11 171 9）

比较（11 171 4）、（11 171 9）两式右边可见

a ·（A ·b ）=b ·（A ·a ）　 　（A 为对称张量） （11 171 10）

1 .18 　 设电磁场的能量密度为 w = 1
2
（E ·D +H ·D ），能流密度为 S =

E ×H .

（1）试由麦克斯韦方程证明：对于各向同性的绝缘介质来说，

Δ

·S +矪w
矪t =0 ；

（2）对于电各向异性的绝缘介质来说，电容率ε是三维二阶张量：ε= ∑
3

i，j =1
εije ie j，

式中ei 和ej 都是正交坐标系的基矢.试证明：ε是对称张量，即εij =εji .
【证】　（1）对绝缘介质来说，电导率σ=0 .这时麦克斯韦方程为

Δ

×E =-矪B
矪t

（11 181 1）

Δ

×H = 矪D
矪t

（11 181 2）

由矢量分析公式

Δ

·（f ×g ）=（

Δ

×f ）·g -f ·（

Δ

×g ） （1 .18 .3）
得

Δ

·S =

Δ

·（E ×H ）=（

Δ

×E ）·H -E ·（

Δ

×H ） （11 181 4）
将（11 181 1）、（11 181 2）两式代入上式得

Δ

·S =-矪B
矪t
·H -E ·矪D

矪t =- E ·矪D
矪t +H ·矪B

矪（ ）t
（11 181 5）

对于各向同性的介质来说，

D =εE ，　 　 B =μH （1 .18 .6）
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电容率ε和磁导率μ都是常量，故有

E ·矪D
矪t =E ·ε矪E

矪t =εE ·矪E
矪t =D ·矪E

矪t = 矪

矪t
1
2 E ·（ ）D （11 181 7）

H ·矪B
矪t = H ·μ

矪 H
矪t =μH ·

矪 H
矪t =B ·矪 H

矪t = 矪

矪t
1
2 H ·（ ）B （11 181 8）

将（11 181 7）、（11 181 8）两式代入（11 181 5）式便得

Δ

·S =- 矪

矪t
1
2
（E ·D +H ·B ）=-矪w

矪t
（11 181 9）

所以

Δ

·S +矪w
矪t =0 （11 181 10）

　 　（2）对于电各向异性的绝缘介质来说，电位移 D 与电场强度E 的关系为

D =ε·E = ∑
3

i，j =1
εije ie（ ）j · ∑

3

k =1
E ke（ ）k

= ∑
3

i，j =1
εijE je i （11 181 11）

所以

E ·矪D
矪t =E · ∑

3

i，j =1
εij

矪E j

矪t
e（ ）i = ∑

3

i，j =1
εijE i

矪E j

矪t
（11 181 12）

由（11 181 5）式至（11 181 9 ）式可见，E ·矪D
矪t
应代表电场能量密度1

2 E ·D 对时

间的变化率，即

E ·矪D
矪t = 矪

矪t
1
2 E ·（ ）D = 1

2
矪E
矪t
·D + 1

2 E ·矪D
矪t

（11 181 13）

所以

E ·矪D
矪t = 矪E

矪t
·D （11 181 14）

即

∑
3

i，j =1
εijE i

矪E j

矪t = ∑
3

i，j =1
εij

矪E i

矪t
E j （11 181 15）

（11 181 15）式右边可写成

∑
3

i，j =1
εij

矪E i

矪t
E j = ∑

3

i，j =1
εijE j

矪E i

矪t = ∑
3

i，j =1
εjiE i

矪E j

矪t
（11 181 16）

由（11 181 15）、（11 181 16）两式得

∑
3

i，j =1

（εij -εji ）E i
矪E j

矪t =0 （11 181 17）

不论E 和矪E
矪t
的值如何，上式总应成立.于是便得
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εij =εji （11 181 18）
即ε为对称张量.
【别证】　（11 181 14）式两边可写作

E ·矪D
矪t =E ·矪

矪t
（ε·E ）=E · ε·矪E

矪（ ）t
（11 181 19）

矪E
矪t
·D = 矪E

矪t
·（ε·E ） （11 181 20）

E 和矪E
矪t
是两个不同的矢量，根据前面11 17 题的（11 171 6）式，在一般情况下，

E · ε·矪E
矪（ ）t ≠

矪E
矪t
·（ε·E ） （11 181 21）

根据该题的（11 171 10）式，若要

E · ε·矪E
矪（ ）t = 矪E

矪t
·（ε·E ） （11 181 22）

则ε必须是对称张量.
【讨论】　 除等轴晶系的晶体是电各向同性的以外，其他五种晶系（正方、六方、

斜方、单斜、三斜）的晶体都是电各向异性的，实验表明，它们的电容率都是二阶对

称张量.

1 .19 　 电场的麦克斯韦应力张量为T =ε0
1
2 E 2I -（ ）E E ，式中 E 为电场强度，

E 2 =E ·E ，I 为单位张量.试证明：

Δ

·T =ε0 E ×（

Δ

×E ）-E（

Δ

·E［ ］）

　 　【证】　 T 的第一项的散度为

Δ

·
1
2 E 2（ ）I = 1

2
（

Δ

E 2）·I + 1
2 E 2

Δ

·I （11 191 1）

因I 是单位张量，故
（

Δ

E 2 ）·I =

Δ

E 2 （11 191 2）

Δ

·I =0 （11 191 3）

于是得

Δ

·
1
2 E 2（ ）I = 1

2

Δ

E 2 = 1
2

Δ

（E ·E ） （11 191 4）

由矢量分析公式

Δ

（f ·g ）=（f ·

Δ

）g +（g ·

Δ

）f +f ×（

Δ

×g ）+g ×（

Δ

×f ）
（11 191 5）

得

1
2

Δ

（E ·E ）=（E ·

Δ

）E +E ×（

Δ

×E ） （1 .19 .6）
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　 　 T 的第二项的散度为

Δ

·（EE ）=（

Δ

·E ）E +（E ·

Δ

）E =E（

Δ

·E ）+（E ·

Δ

）E （11 191 7）

　 　 由（11 191 1）至（11 191 7）诸式得

Δ

·T =ε0

Δ

· 1
2 E 2I -（ ）EE =ε0 E ×（

Δ

×E ）-E（

Δ

·E［ ］）（11 191 8）

　 　【别证】　 取笛卡儿坐标系（x ，y ，z ），用分量式计算.　

Δ

· 1
2 E 2（ ）I 的三个分

量分别为

Δ

·
1
2 E 2（ ）［ ］I

x
= 1

2
矪

矪x
E 2 =E x

矪E x

矪x +E y
矪E y

矪x +E z
矪E z

矪x
（11 191 9）

Δ

·
1
2 E 2（ ）［ ］I

y
= 1

2
矪

矪y
E 2 =E x

矪E x

矪y
+E y

矪E y

矪y
+E z

矪E z

矪y
（11 191 10）

Δ

· 1
2 E 2（ ）［ ］I

z
= 1

2
矪

矪z
E 2 =E x

矪E x

矪z +E y
矪E y

矪z +E z
矪E z

矪z
（11 191 11）

　 　

Δ

·（E E ）的三个分量分别为

Δ

·（EE［ ］）x = 矪

矪x
（E xE ）+ 矪

矪y
（E yE ）+ 矪

矪z
（E zE［ ］）x

= 矪E x

矪x
E x +E x

矪E x

矪x +矪E y

矪y
E x +E y

矪E x

矪y +矪E z

矪z
E x +E z

矪E x

矪z
（1 .19 .12）

Δ

·（EE［ ］）y = 矪

矪x
（E xE ）+ 矪

矪y
（E yE ）+ 矪

矪z
（E zE［ ］）y

= 矪E x

矪x
E y +E x

矪E y

矪x +矪E y

矪y
E y +E y

矪E y

矪y +矪E z

矪z
E y +E z

矪E y

矪z
（1 .19 .13）

Δ

·（EE［ ］）z = 矪

矪x
（E xE ）+ 矪

矪y
（E yE ）+ 矪

矪z
（E zE［ ］）z

= 矪E x

矪x
E z +E x

矪E z

矪x +矪E y

矪y
E z +E y

矪E z

矪y
+矪E z

矪z
E z +E z

矪E z

矪z
（1 .19 .14）

［E ×（

Δ

×E ）］的三个分量分别为

　 　 　 　［E ×（

Δ

×E ）］x =E y
矪E y

矪x -矪E x

矪（ ）y -E z
矪E x

矪z -矪E z

矪（ ）x

=E y
矪E y

矪x -E y
矪E x

矪y -E z
矪E x

矪z +E z
矪E z

矪x
（1 .19 .15）

　 　 　 　［E ×（

Δ

×E ）］y =E z
矪E z

矪y -矪E y

矪（ ）z -E x
矪E y

矪x -矪E x

矪（ ）y

=E z
矪E z

矪y -E z
矪E y

矪z -E x
矪E y

矪x +E x
矪E x

矪y
（1 .19 .16）

　 　 　 　［E ×（

Δ

×E ）］z =E x
矪E x

矪z -矪E z

矪（ ）x -E y
矪E z

矪y -矪E y

矪（ ）z
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=E x
矪E x

矪z -E x
矪E z

矪x -E y
矪E z

矪y +E y
矪E y

矪z
（1 .19 .17）

　 　 E（

Δ

·E ）的三个分量分别为

［E（

Δ

·E ）］x =E x
矪E x

矪x +E x
矪E y

矪y
+E x

矪E z

矪z
（1 .19 .18）

［E（

Δ

·E ）］y =E y
矪E x

矪x +E y
矪E y

矪y +E y
矪E z

矪z
（1 .19 .19）

［E（

Δ

·E ）］z =E z
矪E x

矪x +E z
矪E y

矪y +E z
矪E z

矪z
（1 .19 .20）

　 　 由（1 .19 .9）至（1 .19 .20）诸式可以看出：

Δ

· 1
2 E 2I -（ ）E E 与［E ×（

Δ

×E ）-

E（

Δ

·E ）］的三个分量分别相等.

　 图11 20

1 .20 　 一个长为L 的圆筒形电容器，其内部是一半径为a 的
导线，外部是一半径为b 的薄导体壳.两者之间的空间充满电容
率为ε的绝缘材料.
（1）当电容器带电荷量 Q 时，略去边缘效应，求电场作为径

向位置的函数.
（2）求电容.
（3）假定在这电容器接到电势差为V 的蓄电池上时，电介质

被部分地拉出电容器.略去边缘效应.求使电介质处于这个位置
所需的力.力必须作用在什么方向上？［本题系中国赴美物理研究生考试（C U S2
P E A ）1981 年试题.］
【解】　（1）在介质内作一半径为r 、长为l 的同轴圆筒面S ，由高斯定理得

∮ S
D ·dS =2πrlD = Q

L l

D = Q
2πrL

（1 .20 .1）

　 图11 20（1）

于是得电场强度为

E = D
ε

= Q
2πεL

r
r 2 （1 .20 .2）

　 　（2）电容器两极板的电势差为

U =∫
b

a
E ·dr = Q

2πεL
ln b

a
所以

C = Q
U = 2πεL

ln（b／a ）
（1 .20 .3）

　 　（3）设介质被拉出的一段长为x ，这时电容器的电容便等于有
介质部分的电容与无介质部分的电容并联而成的电容，即
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C =2πε（L -x ）
ln（b／a ） + 2πε0x

ln（b／a ）

= 2π
ln（b／a ）

［εL -（ε-ε0）x ］ （1 .20 .4）

因电容器两极板的电势差为V ，这时电容器所储蓄的能量便为

W = 1
2 CV 2 = πV 2

ln（b／a ）
［εL -（ε-ε0）x ］ （1 .20 .5）

于是拉出介质（即欲使x 增大）的力便为

F =-矪W
矪x = πV 2

ln（b／a ）
（ε-ε0 ）= πε0V 2

ln（b／a ）
ε
ε0

-（ ）1 （1 .20 .6）

这就是所求的力，力的方向平行于轴线并向外.
1 .21 　 由麦克斯韦方程组出发，求电导率为σ、电容率为ε的均匀介质内部自

由电荷量的密度ρ与时间t 的关系.
【解】　 设在这介质内部，由于某种原因，在t =0 时刻，有自由电荷分布，电荷

量的密度为ρ0
；到t 时刻，电荷量的密度变为ρ，则由麦克斯韦方程组得

矪ρ

矪t
= 矪

矪t

Δ

·D =

Δ

·矪D
矪t =

Δ

·（

Δ

×H -j ）

=-
Δ

·j =-σ
Δ

·E =-σ
ε

Δ
·D =-σ

ερ

1
ρ

矪ρ

矪t
=-σ
ε

求解，并利用初始条件便得

ρ=ρ0
e -σεt

这便是所要求的关系式.
由这个关系式可见，当t → ∞时，ρ→ 0 .这表明，在静电平衡时，电导率σ≠ 0 的

均匀介质内自由电荷量的密度为零.
【讨论】　 介质内的电荷量密度由ρ0

减少到ρ0
／e 所需的时间叫做弛豫时间，以

τ表示.由前面结果可见，τ=ε／σ.一般金属的τ都非常短，如铜，τ=1 .5 ×10 -19 秒.
海水，τ=2 ×10 -10 秒.绝缘体的τ较长，最长的是熔凝石英，τ≈ 10 6 秒（十多天）.

1 .22 　 试由麦克斯韦方程组导出电荷守恒定律.

【解】　 　 　
�ρ

�t
=�
�t

Δ

·D =

Δ

·�D
�t =

Δ

·（

Δ

×H -j ）=-

Δ

·j

所以

�ρ

�t
+

Δ

·j =0

这便是电荷守恒定律.
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1 .23 　 试证明：在各向同性的均匀介质内部，极化电荷量密度ρP
与自由电荷

量密度ρ的关系为ρP
= ε0

ε（ ）-1 ρ，式中ε是介质的电容率.

【证】　 　 　 　 　ρP =-

Δ

·P =-

Δ

·（χeε0E ）

=-

Δ

·［（ε-ε0）E ］=-

Δ

· ε-ε0

ε［ ］D

= ε0

ε
-（ ）1

Δ

·D = ε0

ε
-（ ）1 ρ

【注】　 这个结果很有用.例如，在各向同性的均匀介质内部某处出现一个由自
由电荷构成的电偶极子p ，则由这个结果就可知道，介质内同一地方，便存在一个

由极化电荷构成的电偶极子p P =
ε0

ε（ ）-1 p .

1 .24 　 一平行板电容器由图1 .24 所示的圆形板组成，两板间的电压（如图由

一无电阻的长直导线供给）与时间的关系为V =V 0cosωt .假定d 虫 a 虫
c
ω
，以致电

场的边缘效应和推迟效应都可以略去.

图11 24 图11 24（1）

（1）用麦克斯韦方程组（及对称性的论证）求出区域Ⅰ 中的电磁场作为时间的

函数.
（2）求导线中的电流和平行板中的电流密度作为时间的函数.
（3）求区域Ⅱ 中的磁场，并求出板上下两面 B 的不连续性与板中面电流之间

的关系.［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1981 年试题.］
【解】　（1）以导线为z 轴取柱坐标系，参见图1 .24（1 ）.设上下两板的电势差

为V ，在t 时刻，上板下面带正电荷，下板上面带负电荷，则在区域Ⅰ 内近似地有

E（Ⅰ ）
z =-V

d =-V 0

d cosωt （1 .24 .1）

这里负号是由于，我们规定电场E（Ⅰ ）的z 分量向上为正.E（Ⅰ ）的其他分量均为零.
根据麦克斯韦方程组，在区域Ⅰ 内有
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Δ

×B =ε0μ0
�E
矪t

（1 .24 .2）

故

∮ l
B ·dl =∫ S

Δ

×B ·dS =ε0μ0∫ S

矪E
矪t
·dS （1 .24 .3）

由对称性知，B 线一定是圆心在z 轴上的同心圆，所以只有B （Ⅰ ）
� 不为零.于是

B（Ⅰ ）
� ·2πr =ε0μ0

V 0

d ωsinωt
·πr 2

B （Ⅰ ）
� =ε0μ0ωV 0

2d rsinωt （1 .24 .4）

　 　（2）在上板上，总电荷量为

Q =CV =ε0πa 2

d V = πε0a 2

d V 0cosωt （1 .24 .5）

在导线上，电流为

I =dQ
dt =-πε0a 2

d ωV 0sinωt （1 .24 .6）

这个电流在电容器极板上呈辐射状散开，如图1 .24（2）所示.

　 图11 24（2）

上极板的电荷量面密度为

σ= Q
πa 2 =ε0

d V 0cosωt （1 .24 .7）

在半径为r 的圆外是一环带，这环带上的电荷量为

Q（r ）=π（a 2 -r 2 ）σ= π（a 2 -r 2 ）ε0

d V 0cosωt

（1 .24 .8）

单位时间内，这环带上电荷量的增量为

dQ（r ）
dt =-π（a 2 -r 2）ε0

d ωV 0sinωt

这个值就等于流过圆周2πr 的电流强度I r .因此，所求的面电流密度便为

K r（r ）= Ir

2πr =-
（a 2 -r 2 ）ε0

2rd ωV 0sinωt （1 .24 .9）

　 　（3）因为∮ l
B ·dl =-μ0I ，这里的负号是因为电流I 的方向与z 轴方向相反，

所以在区域 Ⅱ 中，有

B （Ⅱ ）
� =-μ

0I
2πr

=
a 2
ε0μ0

2rd
ωV 0sinωt （1 .24 .10）

B（Ⅱ ）的其他分量为零.由此可列出B 和K 的边值关系为

n ×（ΔB ）=μ0K （1 .24 .11）
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或

B（Ⅰ ）
� -B（Ⅱ ）

� =μ0 K r （1 .24 .12）

　 图11 25

　 　 1 .25 　（1 ）设想存在孤立磁荷（磁单极子）.试改写麦
克斯韦方程组以包括磁荷量密度ρm 和磁流密度j m 的贡

献.假定除了源之外，处处都是真空.
（2）阿尔瓦雷兹（Alvarez）等人用许多块物质一个接一

个地连续通过一个n 匝线圈来寻找物质中的磁单极子，如
图1 .25 所示.线圈的电阻为R ，假定磁荷运动得足够慢，使
得它的感应效应很小.当磁单极子q m 沿图中环路穿过线圈

N 次后，计算有多少电荷量Q 流过线圈.
（3）设想线圈是由超导体制成的，因而电阻为零，只有

它的电感L 限制了它的感应电流.假定线圈中初始电流为
零，试计算磁单极子q m 穿过线圈 N 次后，线圈里的电流是
多少.［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1984
年试题.］
【解】　（1）在没有磁单极子时，麦克斯韦方程组为

Δ
·D =ρ （1 .25 .1）

Δ

·B =0 （1 .25 .2）

Δ

×E =-矪B
矪t

（1 .25 .3）

Δ

×H = 矪D
矪t +j （1 .25 .4）

　 　 在有磁单极子时，设磁荷量密度为ρm ，则磁场的高斯定理便不再是（1 .25 .2 ）
式，而是

Δ

·B =ρm
（1 .25 .5）

这时

Δ

×E =-矪B
矪t
便不再正确.因为对两边取散度，左边为

Δ

·（

Δ

×E ）=0 ，而右

边为-

Δ

·矪B
矪t =-

矪ρm

矪t ≠ 0 .为了解决这个矛盾，利用磁流的连续性方程

矪ρm

矪t +

Δ

·j m =0 （1 .25 .6）

把

Δ

×E =-矪B
矪t
式的右边改为-矪B

矪t -j m ，即

Δ

×E =-矪B
矪t -j m （1 .25 .7）

　 　 于是便得出有磁单极子时的麦克斯韦方程组为
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Δ

·D =ρ （1 .25 .8）

Δ

·B =ρm
（1 .25 .9）

Δ

×E =-矪B
矪t -j m （1 .25 .10）

Δ

×H = 矪D
矪t +j （1 .25 .11）

　 图11 25（1）

　 　（2）设使用的线圈仅有一匝，以L′表示线圈的回路，L″表
示磁单极子运动的环路，如图1 .25（1）所示.把（1 .25 .10 ）式在
以L′为边界的曲面S 上积分，即

∫ S

Δ

×E ·dS =- 矪

矪t∫ S
B ·dS -∫ S

j m ·dS

再用斯托克斯公式，把上式变为

∮ L′
E ·dl =- 矪

矪tΦ-I m （1 .25 .12）

式中I m 是沿L″通过S 的磁流.因为

∮ L′
E ·dl =V （1 .25 .13）

是线圈回路L′中的电动势，并且V =IR ，故在任何时刻都有

IR =-�Φ
�t -I m （1 .25 .14）

对时间积分

∫IR dt =QR

∫
矪Φ
矪t

dt = ΔΦ=0（当磁单极子远离L″时）

∫I m dt =q m

于是得

Q =-q m

R
（1 .25 .15）

　 　 当线圈为n 匝、q m 穿过线圈 N 次时，便有

Q =-nN
R q m （1 .25 .16）

　 　（3）因为R =0 ，所以∮ L′
E ·dl =0 .这时感应电流I 所产生的磁通量Φ=LI 抵

消了磁单极子所产生的磁通量，即

-Φ-q m =-LI -q m =0 （1 .25 .17）
当线圈为n 匝，q m 穿过线圈 N 次时，便为

-LI -nN q m =0 （1 .25 .18）
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于是所求的电流便为

I =-nN
L q m （1 .25 .19）

　 　 1 .26 　 若磁单极子存在，且静止磁荷之间的相互作用力遵守磁库仑定律 F =

1
4πμ0

g 1g 2

r 2 ，式中g 1 和g 2 分别是两个磁单极子的磁荷.（1 ）试求磁荷量g 的单位；

（2）磁荷量为g 的磁单极子处在磁场中时，它的受力公式是F =gH 还是F =gB ？
（3）试写出符合磁荷量守恒的麦克斯韦方程组.

【解】　（1）由题给的磁库仑定律，得磁荷量的单位为

［g ］= ［F ］［μ0］［r 2
寶 ］= 牛·（亨／米）·米寶

2 = 牛·亨·寶 米

= 牛·（牛·米／安2）·寶 米 = 牛·米／安 = 牛·米·秒／库

= 伏·秒 （11 261 1）

故得g 的单位为1 伏特·秒.
（2）磁库仑定律中g／4πμ0r 2 的单位为

g
4πμ0r［ ］2 =

［g ］
［μ0 ］［r 2］=

伏·秒
（亨／米）·米2 =

伏·秒
亨·米

=
亨·安
亨·米 = 安／米 （11 261 2）

这是磁场强度 H 的单位，故知g 在磁场中的受力公式为

F =gH （1 .26 .3）

　 　（3）磁单极子存在时的麦克斯韦方程组为

Δ

·D =ρ （1 .26 .4）

Δ

·B =ρm
（1 .26 .5）

Δ

×E =-矪B
矪t -j m （1 .26 .6）

Δ

×H = 矪D
矪t +j （1 .26 .7）

式中ρm 为磁荷量密度，j m 为磁荷流密度.
由电荷量守恒定律

Δ

·j +
矪ρ

矪t
=0 （1 .26 .8）

知磁荷量守恒定律为

Δ

·j m +
矪ρm

矪t
=0 （1 .26 .9）

根据矢量分析公式，由（11 26 .5）、（1 .26 .6）两式得
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Δ

·（

Δ

×E ）=-

Δ

·矪B
矪t -

Δ

·j m =- 矪

矪t

Δ

·B -

Δ

·j m =-
矪ρm

矪t
+

Δ

·j（ ）m =0

可见（1 .26 .4）、（1 .26 .5）、（1 .26 .6）、（1 .26 .7 ）式是满足磁荷量守恒的麦克斯韦方
程组.

1 .27 　 一组粒子，某观察者对它们的描述是：其中第i 个粒子带有真实电荷量

q′i 和真实磁荷量g′i .在这里，我们考虑同一观察者对这组粒子给出另外一种等效
描述的可能性.
（1）首先，考虑两个静止的粒子，每一个粒子带有电荷量q′1 和磁荷量g′1 .求在

第二种描述中，当g 1 =0 ，q 1
取什么值时，所给出的两粒子间的作用力与前一种描

述所给出的两粒子间的作用力相同？

（2）再考虑两组粒子，其中一组的每个粒子带电荷量q′1 和磁荷量g′1 ，另一组
的每个粒子带电荷量q′2 和磁荷量g′2 .问：上述这些电荷量和磁荷量必须满足什么
条件，才能使另一种描述（第一组的粒子带电荷量q 1

，磁荷量g 1 =0 ；第二组的粒子
带电荷量q 2

，磁荷量g 2 =0 ）所给出的两个同组静止粒子间的作用力以及两个异组
静止粒子间的作用力与前一种描述所给出的作用力相同？

（3）一组粒子，其中每一个带电荷量q ，磁荷量g =0 .这些粒子分布在z 轴上

-∞到+∞的范围内，每单位长度有n 个粒子.另一个完全相同的粒子（用 p 表
示），在特定时刻t0 ，位于x 轴上距离z 轴为r 处，以速度v 平行于z 轴运动.已知r
远大于z 轴上粒子之间的距离，因而z 轴上的粒子的电荷量密度可近似当作是一
个均匀分布的线密度λ.求t0 时刻这组粒子作用在粒子p 上的力F .
（4）位于z 轴上的这组粒子，也可以（不是唯一的）描述成带有适当选定数值

的电荷量q′和磁荷量g′.粒子p 同样也带有电荷量q′和磁荷量g′.作用在粒子p
上的力应与刚才求得的力相同.在有电场E′和磁场B′时，粒子p 由于带有电荷量

q′而受到的作用力必须是洛伦兹力；在有磁场 B′时，粒子p 由于带有磁荷量g′而
受到的作用力必须是g′B′.一个磁荷量为g′的磁单极子在电场E′中以速度v 运动
时所受的力应如何？［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1986 年试题.］
【解】　（1）因为对这两个粒子的第一种描述（q′1 ，g′1 ）和第二种描述（q 1 ，g 1 =

0 ）是等效的，所以两粒子间的作用力｜F ｜ 应为

|F |= 1
4πε0

q′2
1

r 2 +μ
0

4π
g′2

1

r 2 = 1
4πε0

q 2
1

r 2 （1 .27 .1）

即

q 2
1

ε0
=

q′2
1

ε0
+μ0g′2

1 （1 .27 .2）

故得所求的数值为

q 1 =（q′2
1 +ε0μ0g′2

1
）1／2 = q′2

1 +
g′1（ ）c［ ］

2 1／2

（1 .27 .3）

·13·第一章　 电磁现象的普遍规律



　 　（2）为使同组的两个粒子间的作用力在两种描述中相同，必须满足下列两式：

|F |= 1
4πε0

q′2
1

r 2 +μ
0

4π
g′2

1

r 2 = 1
4πε0

q 2
1

r 2 （1 .27 .4）

和

|F |= 1
4πε0

q′2
2

r 2 +
1

4πμ0

g′2
2

r 2 = 1
4πε0

q 2
2

r 2
（1 .27 .5）

由（1 .27 .4）式得

q 1 = q′2
1 +

g′1（ ）c［ ］
2 1／2

（1 .27 .6）

由（1 .27 .5）式得

q 2 = q′2
2 +

g′2（ ）c［ ］
2 1／2

（1 .27 .7）

　 　 为使两个异组粒子间的作用力在两种描述中相同，必须满足下式：

|F |= 1
4πε0

q 1q 2

r 2 = 1
4πε0

q′1q′2
r 2 +μ

0

4π
g′1g′2
r 2 （1 .27 .8）

即

q 1q 2 =q′1q′2 +ε0μ0g′1g′2 =q′1q′2 +
g′1（ ）c

g′2（ ）c
（1 .27 .9）

把（1 .27 .6）和（1 .27 .7）两式代入上式，消去q 1 和q 2 得

q′2
1 +

g′1（ ）c［ ］
2 1／2

q′2
2 +

g′2（ ）c［ ］
2 1／2

=q′1q′2 +
g′1（ ）c

g′2（ ）c
两边平方后得

q′2
1

g′2（ ）c

2

+q′2
2

g 1（ ）c

2

=2q′1q′2
g′1（ ）c

g′2（ ）c

q′1g′2 -q′2g′（ ）1
2 =0 （1 .27 .10）

于是得出，q′1 、g′1 和q′2 、g′2 必须满足的条件为

g′2
q′2

=
g′1
q′1

（1 .27 .11）

　 　 在更一般的情况下，对于不同种类的粒子来说，必须有

g′i／q′i =const. （1 .27 .12）

　 　（3）z 轴上电荷量的线密度为λ=nq .应用高斯定理得出，这线电荷在粒子 p
处产生的电场为

E = λ
2πε0r

e x =
nq

2πε0r
e x （1 .27 .13）

磁场为

B =0 （1 .27 .14）

·23· 电动力学题解（第二版）



故得作用在粒子p 上的力为

F =qE =
nq 2

2πε0r
e x （1 .27 .15）

　 　 对于另一种描述（q′，g′）来说，q 与q′和g′的关系为（1 .27 .3 ）式.把这种关系
代入上式便得

F = n
2πε0r q′2 +

g′（ ）c［ ］
2

e x （1 .27 .16）

　 　（4）z 轴上的电荷量线密度为λ′=nq′，磁荷量的线密度为γ′=ng′.所以在粒
子p 处的电场E′和磁场B′便分别为

E′= λ′
2πε0r

e x =
nq′
2πε0r

e x （1 .27 .17）

和

B′=μ
0γ′

2πr
e x =μ

0ng′
2πr

e x （1 .27 .18）

在上面（3）中求出的力（1 .27 .16 ）式表明，如果采用另一种描述（q′，g′），则作用在
粒子p 上的力应为

F =
nq′2

2πε0r
e x +μ

0ng′2

2πr
e x （1 .27 .19）

利用（1 .27 .17）和（1 .27 .18）两式，上式可化为

F =q′E′+g′B′ （1 .27 .20）

　 图11 27

　 　 因为粒子p 在场E′和B′中以速度v 运动，参见
图1 .27 ，它所受到的作用力F 又可表示为

F =q′（E′+v ×B′）+F g′（1 .27 .21）

式中F g′是运动的磁单极g′在场E′和B′中所受的
力，可表示为

F g′ =g′B′+F″（g′，E′，v ）（1 .27 .22）

式中F″就是我们所要求的、以速度v 运动的磁单极

g′在电场E′中所受的力.由（1 .27 .20）、（1 .27 .21）和（1 .27 .22）三式得

F =q′E′+g′B′
=q′E′+g′v ×B′+g′B′+F″ （1 .27 .23）

所以

F″=-q′v ×B′ （1 .27 .24）
现在需要用E′来表示F″.由（11 271 17）和（11 271 18）两式得

ε0g′E′=q′
μ0

B′
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B′=ε0μ0
g′
q′

E′= 1
c 2

g′
q′

E′ （1 .27 .25）

把上式代入（1 .27 .24）式便得

F″=-q′v ×
g′

c 2q′
E（ ）′ =-g′

c 2 v ×E′ （1 .27 .26）

　 　 于是最后得出：作用在以速度v 运动的电荷量q 上的洛伦兹力为

F =q（E +v ×B ） （1 .27 .27）
作用在以速度v 运动的磁荷量g 上的洛伦兹力为

F =g B - 1
c 2 v ×（ ）E （1 .27 .28）

　 　【讨论】　 以上是按题意，磁荷量g 在磁场B 中所受的力为

F =gB （Ⅰ ）

即由下列形式的磁库仑定律

|F |=μ
0

4π
g 1g 2

r 2 （Ⅱ ）

定义磁荷量，所得出的结果.这样在磁荷的洛伦兹力公式（1 .27 .28）中就出现了1
c 2 .

如果规定磁荷量g 在磁场H 中所受的力为

F =gH （Ⅰ′）
即由下列形式的磁库仑定律

|F |= 1
4πμ0

g 1g 2

r 2
（Ⅱ′）

定义磁荷量，则得出的磁荷的洛伦兹力公式便是另一种形式.
下面我们就从（Ⅰ′）和（Ⅱ′）两式出发重解本题.
（1）两种描述所给出的力相等，即

1
4πε0

q′2
1

r 2 + 1
4πμ0

g′2
1

r 2 =|F |= 1
4πε0

q 2
1

r 2 （1′）

q 1 = q′2
1 +ε0

μ0
g′2（ ）1

1／2

（2′）

　 　（2）两种描述所给出的两个同组粒子之间的作用力相等，即

1
4πε0

q′2
1

r 2 + 1
4πμ0

g′2
1

r 2 = 1
4πε0

q 2
1

r 2 （3′）

和

1
4πε0

q′2
2

r 2 + 1
4πμ0

g′2
2

r 2 = 1
4πε0

q 2
2

r 2
（4′）

由以上两式得
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q 1 = q′2
1 +ε0

μ0
g′2（ ）1

1／2

（5′）

q 2 = q′2
2 +ε0

μ0
g′2（ ）2

1／2

（6′）

　 　 两种描述所给出的两个异组粒子之间的作用力相等，即

1
4πε0

q′1q′2
r 2 + 1

4πμ0

g′1g′2
r 2 = 1

4πε0

q 1q 2

r 2 （7′）

q 1q 2 =q′1q′2 +ε0

μ0
g′1g′2 （8′）

把（5′）、（6′）两式代入（8′）式消去q 1q 2
，便得

q′2
1 +ε0

μ0
g′2（ ）1 q′2

2 +ε0

μ0
g′2（ ）2 = q′1q′2 +ε0

μ0
g′1g′（ ）2

2

（9′）

q′2
1 g′

2
2 +q′2

2 g′
2

1 =2q′1q′2g′1g′2
即

q′1g′2 -q′2g′（ ）1
2 =0

于是得出，q′1 、g′1 和q′2 、g′2 必须满足的条件为

g′2
q′2

=
g′1
q′1

（10′）

　 　（3）沿z 轴的线电荷λ=nq 在粒子p 外产生的电场和磁场分别为

E =
nq

2πε0r
e x （11′）

H =0 （12′）
故粒子p 所受的作用力为

F =qE =
nq 2

2πε0r
e x （13′）

　 　 对于另一种描述（q′，g′）来说，q 与q′和g′的关系为（2′）式.把（2′）式代入
（13′）式便得

F = n
2πε0r q′2 +ε0

μ0
g′（ ）2 e x （14′）

　 　（4）沿z 轴的线电荷λ′=nq′在粒子p 处产生的电场和磁场分别为

E′q =
nq′
2πε0r

e x

H′q =
烍

烌

烎0

（15′）

　 　 沿z 轴的线磁荷γ′=ng′在粒子p 处产生的电场和磁场分别为

E′g =0

H′g =
ng′
2πμ0r

e 烍

烌

烎
x

（16′）
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　 　 故粒子p 所在处的电场和磁场便为

E′=E′q +E′g =
nq′
2πε0r

e x （17′）

H′=H′q +H′g =
ng′
2πμ0r

e x （18′）

于是粒子p 所受的作用力便为

F =q′（E′+v ×B′）+F′g （19′）
式中E′由（17′）式表示；B′=μ0 H′，H′则由（18′）式表示.F′g 便是以速度v 运动的磁
荷量g′在场E′、H′中所受的作用力.根据（Ⅰ′）式，这力可写作

F′g =g′H′+F″（g′，v ，E′） （20′）
这F″（g′，v ，E′）便是我们所要求的、以速度v 在电场E′中运动的磁荷量g′所受的
力.于是（19′）式可写作

F =q′E′+g′H′+q′v ×B′+F″（g′，v ，E′） （21′）
按题意，这个力应与（14′）式所表示的力相同.由（17′）和（18′）两式，（14′）式可写作

F =q′E′+g′H ′ （22′）
于是由（21′）和（22′）两式得

q′v ×B′+F″（g′，v ，E′）=0 （23′）

F″（g′，v ，E′）=-q′v ×B′ （24′）
又由（17′）和（18′）两式得

B′=μ0 H′=
ng′
2πr

e x =ε0
g′
q′

nq′
2πε0r

e x

=ε0
g′
q′

E′ （25′）

把这个关系代入（24′）式便得

F″（g′，v ，E′）=-ε0g′v ×E′=-g′v ×（ε0E′）

=-g′v ×D′ （26′）
这就是所要求的磁荷量g′以速度v 在电场中运动时所受的力.

于是最后得出：作用在以速度v 运动的电荷量q 上的洛伦兹力为

F =q（E +v ×B ） （27′）
作用在以速度v 运动的磁荷量g 上的洛伦兹力为

F =g（H -v ×D ） （28′）

　 　 我们觉得，在形式上，（27′）和（28′）两式的对称性比（1 .27 .27 ）和（1 .27 .28 ）两
式的对称性要好一些.
（1 .27 .28）式与（28′）式的差别来源于磁库仑定律中（Ⅱ ）式与（Ⅱ′）式的差别.

由（Ⅱ′）定义的磁荷量等于由（Ⅱ ）式定义的磁荷量的μ0 倍.因此，把（1 .27 .28 ）式
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中的g 换成g／μ0 便得（28′）式；反过来，把（28′）式中的g 换成μ0g 便得（1 .27 .28 ）
式.

此外，由（Ⅰ′）式定义磁荷量g 受的力，再由狭义相对论关于电磁场和力的变
换关系，即可推出（28′）式.参见《大学物理》，1988 年11 期，第5 页.

1 .28 　 圆柱形计数器由一根细长的导线和套住导线的同轴金属圆筒构成，导

　 图11 28

线的半径为r 0 ，圆筒的半径为R ，导线维持在高的正电势V 0 ，圆

筒则接地，如图1 .28 所示.靠近导线表面处，电场很强，电离辐
射的出现在这里引起“雪崩”.设想在导线表面有 N 个电子从

它们的原子上离开.这样生成的 N 个离子在电场的作用下开

始离开导线运动.假定离子的迁移率（速度除以电场强度）w 为
常数，且离子构成包围导线的圆柱形薄层.
（1）试证明：作为时间t（从离子在导线表面形成的时刻开

始计算）的函数，离子的径向位置r 可以写成

r 2 = K（t +t0 ）

式中 K 和t 0 都是常数，它们的值与V 0 和 w 以及各种几何尺寸等都有关.试给出
常数 K 和t 0 的表达式，并证明t0 约等于离子在导线半径量级的距离上的漂移时

间.在计算离子运动时略去由于雪崩造成的电场变化.
（2）如果电势差V 0 保持不变，当离子沿径向漂移时，必定有电荷量 Q 流向导

线.已知全部离子的电荷量为 Q i，试计算电荷量 Q 作为时间t 的函数.［本题系中
国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1984 年试题.］
【解】　（1）先求电势差V 0 与导线单位长度上电荷量λ的关系.由高斯定理得

导线与圆筒间的电场强度为

E = λ
2πε0r

e r （1 .28 .1）

式中e r 是导线表面外法线方向上的单位矢量.由此得

V 0 =∫
R

r0

λ
2πε0r

dr = λ
2πε0

ln R
r 0

（1 .28 .2）

λ= 2πε0V 0

ln（R／r 0）
（1 .28 .3）

在半径为r 冲 r 0 处，离子的速度为

dr
dt =w E = λw

2πε0r
（1 .28 .4）

式中E 是电场强度E 的大小.由此得

rdr = λω
2πε0

dt （1 .28 .5）

积分
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∫
r

r0
rdr = λw2πε0∫

t

0
dt

得到

1
2
（r 2 -r 2

0）= λw2πε0
t （1 .28 .6）

于是

r 2 =λw
πε0

t +r 2
0 =λw

πε0
（t +t0）= 2V 0

ln（R／r 0）
w（t +t0 ）

=K（t +t0） （1 .28 .7）
式中

K = 2V 0w
1n（R／r 0 ）

（1 .28 .8）

t0 = πε0r 2
0

λw =r 2
0ln（R／r 0）

2V 0 w
（1 .28 .9）

这就是所要求的 K 和t 0 的表达式.t0 的表达式可化为

t0 = πε0r 2
0

λw = 1
2

r 0

w λ
2πε0r（ ）0

= 1
2 ×（漂移过距离为r 0 的时间） （1 .28 .10）

　 图11 28（1）

　 　（2）导线表面附近的原子电离后，电子奔向中心电势高
的导线，而离子则向电势低的圆筒移动.离子的总电荷量为

Q i，电子的总电荷量为-Q i .按题意，离子环绕导线形成一个
均匀的圆柱形薄层.设这层的半径为ri［图1 .28（1）］，计数器
的长度为L ，则在这薄层与导线间，便有一个由于电子和离子
而引起的附加反向电场

E i =- Q i

2πε0Lr
e r，　 　 r 0 ＜ r ＜ ri （1 .28 .11）

这个电场使得导线与圆筒间产生一个电势差

ΔV i =∫
ri

r0
E i·dr =- Q i

2πε0L∫
ri

r0

dr
r

=- Q i

2πε0L
ln ri

r 0
（1 .28 .12）

式中负号表示，由于电离所产生的电荷分离，导线的电势降低了.由于导线与圆筒

间的电势差V 0 由电源维持不变，故必有正电荷量 Q 自电源流到导线上（同时有

-Q 自电源流到圆筒上），以抵消由于电离而产生的 ΔV i .电荷量 Q 所产生的附加

电势差为
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ΔV = Q
2πε0L

ln R
r 0

（1 .28 .13）

ΔV +ΔV i =0 （1 .28 .14）
故得

Qln R
r 0

=Q iln
ri

r 0
（1 .28 .15）

所以

Q =Q i
ln（ri／r 0）

ln（R／r 0 ）
（1 .28 .16）

又由前面的（1 .28 .7）式有

ri = K（t +t0寶 ） （1 .28 .17）

r 0 = Kt寶 0 （1 .28 .18）

消去ri 便得

Q = Q i

2ln（R／r 0）
ln t +t0

t（ ）0
（1 .28 .19）

这个结果只适用于ri ≤ R ，即只适用于

t ≤
R 2

K -t0

在t =R 2

K -t 以后，Q =Q i .

1 .29 　 在电容率为ε的均匀介质中，有n 个导体，当它们分别带有电荷量Q 1 ，

Q 2 ，⋯，Q n 时，它们的电势分别为U 1 ，U 2 ，⋯，U n ；当它们分别带有电荷量 Q′1 ，Q′2 ，

⋯，Q′n 时，它们的电势分别为U′1 ，U′2 ，⋯，U′n .试证明：∑
n

i =1
Q iU′i = ∑

n

i =1
Q′iU i .（这个

关系式通常叫做格林倒易定理.）
【证】　 取一封闭曲面S 包住这n 个导体，S 内导体以外的空间区域为V ，V 的

边界便是S 和各导体的表面S i（i =1，2 ，⋯，n ）.设V 内充满电容率为ε的均匀介
质.当第i 个导体上的电荷量为Q i（i =1，2 ，⋯，n ）时，V 内的电势为U ；当第i 个导
体上的电荷量为Q′i（i =1 ，2，⋯，n ）时，V 内的电势为U′.因为电荷都在导体表面
上，故在V 内有

Δ

2U =0 ，　 　

Δ

2U′=0 （1 .29 .1）

　 　 第i 个导体表面上电荷量的面密度分别为

σi =D ni =-ε矪U i

矪n i
，　 当电荷量为Q i 时 （1 .29 .2）

σ′i =D′ni =-ε矪U′i
矪n i
，　 当电荷量为Q′i 时 （1 .29 .3）
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式中矪U i

矪n i
和矪U′i

矪n i
分别是U 和U′在第i 个导体表面外法线方向上的微商.

在现在的情况下，格林定理为

∫ V
（φ

Δ

2
ψ-ψ

Δ

2
φ）dV =∮ S

（φ

Δ

ψ-ψ

Δ

φ）·dS +∑
n

i =1∮ Si

（φ

Δ

ψ-ψ

Δ

φ）·dS i

（1 .29 .4）
令

φ=U ，　 　ψ=εU′ （1 .29 .5）
代入（1 .29 .4）式左边，并利用（1 .29 .1）式，便得

∫ V
（Uε

Δ

2U′-εU′

Δ

2U ）dV =0 （1 .29 .6）

　 　 将（1 .29 .5）式代入（1 .29 .4）式右边第一项，然后令S → ∞，便得

lim
S → ∞∮ S

（Uε

Δ

′U -εU′

Δ

U ）·dS =0 （1 .29 .7）

这是因为，导体都在有限区域内，当S → ∞时，S → r 2 ，U 和U′→ r -1 ，

Δ

U 和

Δ

U′→

r -2 ，故积分的值随r -1 趋于零.
将（1 .29 .5）式代入（1 .29 .4）式右边第二项，注意dS i 的方向是空间V 的边界

面的外法线方向，与导体表面的外法线方向正好相反，因此

ε

Δ

U′·dS i =-ε矪U′i
矪n i

dS i =σ′idS i （1 .29 .8）

ε

Δ

U ·dS i =-ε矪U i

矪n i
dS i =σidS i （1 .29 .9）

于是得

∑
n

i =1∮ Si

（Uε

Δ

U′-εU′

Δ

U ）·dS i = ∑
n

i =1∮ Si

（U iσ′i -U′iσi）dS i

= ∑
n

i =1

（U i∮ Si
σ′idS i -U′i∮ Si

σidS i）

= ∑
n

i =1

（U iQ′i -U′iQ i） （1 .29 .10）

　 　 由（1 .29 .4）、（1 .29 .6）、（1 .29 .7）和（1 .29 .10）四式得

∑
n

i =1
Q iU′i = ∑

n

i =1
Q′iU i （1 .29 .11）

　 　【别证】　 先证明点电荷的情况.设在电容率为ε 的均匀介质中有n 个点：P 1 ，

P 2 ，P 3 ，⋯，P n ；其中P i（i =1，2，⋯，n ）点有电荷量为q i（i =1，2 ，⋯，n ）的点电荷.除
本身电荷qi

外，其他n -1 个点电荷在P i 点产生的电势为

U i = ∑
n

j =1
j ≠ i

q j

4πεr ij
（1 .29 .12）
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式中rij 为P i 与P j 之间的距离.
如果将电荷q 换成电荷q′，即P i（i =1 ，2 ，⋯，n ）点的电荷量为q′i（i =1，2，⋯，

n ），则除本身电荷q′i 外，其他n -1 个点电荷在P i 点产生的电势为

U′i = ∑
n

j =1
j ≠ i

q′j
4πεr ij

（1 .29 .13）

　 　 以q′i 乘U i，便得

q′iU i = ∑
n

j =1
j ≠ i

q′iq j

4πεr ij
（1 .29 .14）

分别令（1 .29 .14）式中的i =1 ，2 ，⋯，n ，便得如下的n 个等式：

q′1U 1 =0 + q′1q 2

4πεr 12
+ q′1q 3

4πεr 13
+⋯+ q′1q n

4πεr 1n
（1 .29 .15）

q′2U 2 = q′2q 1

4πεr 21
+0 + q′2q 3

4πεr 23
+⋯+ q′2q n

4πεr 2n
（1 .29 .16）

q′3U 3 = q′3q 1

4πεr 31
+ q′3q 2

4πεr 32
+0 +⋯+ q′3q n

4πεr 3n
（1 .29 .17）

⋯⋯

q′nU n = q′nq 1

4πεr n1
+ q′nq 2

4πεr n2
+ q′nq 3

4πεr n3
+⋯+0 （1 .29 .18）

由上列（1 .29 .15）至（1 .29 .18）诸式可以看出，如果将它们等号右边的第1 项相加，
即得

0 + q′2q 1

4πεr 21
+ q′3q 1

4πεr 31
+⋯+ q′nq 1

4πεr n1
=U′1q 1 =q 1U′1 （1 .29 .19）

同样，将（1 .29 .15）至（1 .29 .18）诸式等号右边第2 ，3 ，⋯，n 项分别相加，即得

q′1q 2

4πεr 12
+0 + q′3q 2

4πεr 32
+⋯+ q′nq 2

4πεr n2
=U′2q 2 =q 2U′2 （1 .29 .20）

q′1q 3

4πεr 13
+ q′2q 3

4πεr 23
+0 +⋯+ q′nq 3

4πεr n3
=U′3q 3 =q 3U′3 （1 .29 .21）

⋯⋯

q′1q n

4πεr 1n
+ q′2q n

4πεr 2n
+ q′3q n

4πεr 3n
+⋯+0 =U′nq n =q nU′n （1 .29 .22）

　 　 由（1 .29 .15）至（1 .29 .22）诸式可见，在点电荷的情况下，我们得出

∑
n

i =1
q iU′i = ∑

n

i =1
q′iU i （1 .29 .23）

　 　 再证明带电导体的情况.设共有n 个导体，其中第i 个导体上带有电荷量Q i

（或Q′i ）；因导体上的电荷都分布在表面上，故表面上的面积元 dS i 所具有的电荷

量为dQ i =σidS i（或dQ′i =σ′idS i），此处σi（或σ′i ）为单位表面积上的电荷量.dQ i（或
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dQ′i）可当作点电荷.于是由（1 .29 .23）式得出，这时有

∑
n

i =1∮ Si
dQ iU′i = ∑

n

i =1∮ Si
dQ′iU i （1 .29 .24）

由于每个导体都是等势体，故有

∮ Si
dQ iU′i =∮ Si

dQ（ ）i U′i =Q iU′i （1 .29 .25）

∮ Si
dQ′iU i =∮ Si

dQ′（ ）i U i =Q′iU i （1 .29 .26）

将（1 .29 .25）和（1 .29 .26）两式代入（1 .29 .24）式便得

∑
n

i =1
Q iU′i = ∑

n

i =1
Q′iU i （1 .29 .27）

　 　【讨论】　（1）格林倒易定理有一个重要结论：若导体 A 带有电荷量Q 时，在

不带电的导体B 上产生的电势为U ，则当导体B 带有电荷量Q 时，在不带电的导
体A 上产生的电势也是U .请读者自己由格林倒易定理推出上述结论.
（2）将格林倒易定理应用于有点电荷的情况下，有一点需要注意：点电荷qi 所

在处的电势U i 是除qi 以外其他所有电荷产生的电势.从（1 .29 .12）式到（1 .29 .23）式
的证明中，可以看出这一点.

1 .30 　 两个平行的无穷大导体平面，相距为d ，在离其中一导体表面为a 处的

P 点，有一电荷量为q 的点电荷.已知两导体的电势都是零，试分别求两导体平面
上的感应电荷量.
【解】　 用格林倒易定理求解.当 P 点有电荷q 时，设导体上的电荷量分别为

Q 1 和Q 2 .如图1 .30 所示，Q 1 和Q 2 在P 点产生的电势为φ.再设另一种情况，当P
点没有电荷时，导体相向的两面都均匀带电，电荷量的面密度分别为σ和-σ，带

-σ的导体电势为零，如图1 .30（1）所示.这时带σ的导体其电势为

φ′2 =Ed =σ
ε0

d （1 .30 .1）

图11 30 图11 30（1）

P 点的电势为

φ′=Ea =σ
ε0

a （1 .30 .2）

　 　 于是由格林倒易定理得
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qφ′+Q 1φ′1 +Q 2φ′2 =q σ
ε0

a +Q 1 ·0 +Q 2 ·
σ
ε0

d =q σ
ε0

a +Q 2
σ
ε0

d

=q′φ+Q′1φ1 +Q′2φ2 =0 ·φ+Q′i ·0 +Q′i ·0

=0 （1 .30 .3）

图11 30（2）

所以

Q 2 =-a
d q （1 .30 .4）

　 　 当P 点没有电荷时，再设带σ的导体电势
为零，如图1 .30（2 ）所示.这时带-σ的导体电
势为

φ″1 =-Ed =-σ
ε0

d （1 .30 .5）

P 点的电势为

φ″=-E（d -a ）=-σ
ε0
（d -a ） （1 .30 .6）

　 　 再由格林倒易定理得

qφ″+Q 1φ″1 +Q 2φ″2 =q -σ
ε0
（d -a［ ］）+Q 1 -σ

ε0（ ）d +Q 2 ·0

=q″φ+Q″1φ1 +Q″2φ2 =0 ·φ+Q″1 ·0 +Q″2 ·0

=0 （1 .30 .7）

所以

Q 1 =-d -a
d q （1 .30 .8）

　 　【讨论】　 求出Q 2 后，根据对称性，可知Q 1 应为（1 .30 .8 ）式；或由高斯定理得

出q +Q 1 +Q 2 =0 ，从而得出Q 1 =-（q +Q 2）.

1 .31 　 试证明汤姆孙（W .T ho mson ）定理：在介质中有一些固定的导体，将电
荷分别放到这些导体上，当达到静电平衡时，电荷在导体表面上是这样分布的，使

电场能量为最小.
【证】　 在静电平衡时，每个导体表面都是一个等势面，导体内部的电场强度为

零.因此，电场能量 W 便是导体外空间里的电场能量，即

W = 1
2∫ V

E ·D dV （1 .31 .1）

积分体积V 为导体以外的区域，V 的边界就是导体的表面S i（i =1 ，2 ，⋯，n ）和无
穷远处的封闭曲面S .这时第i 个导体上的电势为

φi = 常量 （1 .31 .2）
电荷量为
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∮ Si
σidS i =Q i （1 .31 .3）

　 　 除导体上的电荷Q i（i =1，2 ，⋯，n ）外，介质中还可能有自由电荷量密度ρ.于
是介质中的电场满足下列方程：

Δ

×E =0 （1 .31 .4）

Δ

·D =ρ （1 .31 .5）

D =εE （1 .31 .6）

　 　 现在假定每个导体上的电荷量Q i（i =1，2，⋯，n ）都不变，介质中的ρ也不变，
只是导体表面的电荷量密度由σi 变为σ′i（i =1 ，2 ，⋯，n ）.设这时V 内的电场为E′
和D′，它们满足（1 .31 .3）、（1 .31 .4）、（1 .31 .5）、（1 .31 .6）诸式，其电场能量为

W′= 1
2∫ V

E′·D′dV （1 .31 .7）

　 　 由（1 .31 .7）、（1 .31 .1）两式得

W′-W = 1
2∫ V
（E′·D′-E ·D ）dV （1 .31 .8）

因为

（E′-E ）·（D′-D ）=E′·D′-E′·D -E ·D′+E ·D （1 .31 .9）
其中

E′·D =E′·（εE ）=εE′·E =D′·E =E ·D′ （1 .31 .10）
所以

E′·D′-E ·D =（E′-E ）·（D′-D ）+2E ·D′-2E ·D
=（E′-E ）·（D′-D ）+2E ·（D′-D ） （1 .31 .11）

故得

W′-W = 1
2∫ V
（E′-E ）·（D′-D ）dV +∫ V

E ·（D′-D ）dV

= 1
2∫ V
ε（E′-E ）2dV +∫ V

E ·（D′-D ）dV （1 .31 .12）

由（1 .31 .4）式有

E =-

Δ

φ （1 .31 .13）
故（1 .31 .12）式的第二项积分可化为

∫ V
E ·（D′-D ）dV =∫ V

Δ

φ·（D -D′）dV （1 .31 .14）

由矢量分析公式

Δ

·［φ（D -D′）］=

Δ

φ·（D -D′）+φ

Δ

·（D -D′） （1 .31 .15）
和

Δ

·（D -D′）=

Δ

·D -

Δ

·D′=ρ-ρ=0 （1 .31 .16）
得
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　 　∫ V
E ·（D′-D ）dV =∫ V

Δ

·［φ（D -D′）］dV

=∮ S
φ（D -D′）dS +∑

n

i =1∮ Si
φ（D -D′）·dS i （1 .31 .17）

式中S 是无穷远处的封闭曲面，S i 是第i 个导体的表面.因为电荷都在有限区域

内，当S 趋于无穷大时，S → r 2 ，φ→ r -1 ，D 和D′→ r -2 ，故（1 .31 .17 ）式的第一项积
分为

lim
S → ∞∮ Sφ

（D -D′）·dS =0 （1 .31 .18）

　 　 因为在静电平衡时有（1 .31 .2）式，故

∮ Si
φ（D -D′）·dS i =φi∮ Si

（D -D′）·dS i =φi∮ Si

（σi -σ′i ）dS i

=φi（∮ Si
σidS i -∮ Si

σ′idS i）=φi（Q i -Q i）=0 （1 .31 .19）

将（1 .31 .18）、（1 .31 .19）两式代入（1 .31 .17）式得

∫ V
E ·（D′-D ）dV =0 （1 .31 .20）

将（1 .31 .20）式代入（1 .31 .12）式，由于被积函数是正数或零，故得

W′-W = 1
2∫ V
ε（E′-E ）2dV ≥ 0 （1 .31 .21）

最后得出

W ≤ W′ （1 .31 .22）
这就表明，静电平衡时电场能量 W 为最小.
【讨论】　 在上面的证明中，将E 、D 与E′、D′互换，能否得出

W -W′= 1
2∫ V
ε（E -E′）2dV ≥ 0 （1 .31 .23）

的结果来？答案是不行.说明如下.将 E 、D 与 E′、D′互换，（1 .31 .8 ）式至
（11 311 18）式都可用，但（1 .31 .19）式有问题.因为这时

∮ Si
φ′（D′-D ）·dS i =∮ Si

φ′i（σ′i -σi）dS i

由于σ′i 与静电平衡时的σi 不同，导体表面就不是等势面（因为根据唯一性定理，在

静电平衡时，导体上的电荷只能有唯一的一种分布），所以φ′i不是常量，因此不能
当作常数拿到积分号外面去，这样就不能得出积分为零的结果，也就得不出

（11 311 23）式来.
1 .32 　 试证明：在恒定电流的情况下，导体内的电流分布遵守欧姆定律时，所

产生的焦耳热为最小.
【证】　 设导体的电阻率为ρ，则在恒定电流的情况下，导体内的电流分布遵守
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欧姆定律时，电流密度为

j = 1
ρ
E （1 .32 .1）

式中E 是稳恒电场的电场强度.这时整个导体内产生的焦耳热为

P =∫ V
j ·E dV =∫ Vρ

j 2dV （1 .32 .2）

式中V 是整个载流导体的体积.
现在假定导体内有另一种电流分布，它也是恒定电流，但不遵守欧姆定律，它

的电流密度为

j′=j +δj = 1
ρ
E +δj （1 .32 .3）

这种分布在整个导体内产生的焦耳热为

P′=∫ V
ρj′

2dV =∫ V
ρ（j +δj ）2dV

=∫ V
ρj

2dV +∫ V
ρ（δj ）

2dV +2∫ V
ρj ·δjdV （1 .32 .4）

　 　 因为是恒定电流，故存在电势φ，使得

E =-

Δ

φ （1 .32 .5）
故（1 .32 .4）式右边最后一项的被积函数可化为

ρj ·δj =E ·δj =-

Δ

φ·δj （1 .32 .6）
由矢量分析公式

Δ

·（φf ）=

Δ

φ·f +φ

Δ

·f （1 .32 .7）
得

Δ

φ·δj =

Δ

·（φδj ）-φ

Δ

·δj （1 .32 .8）
因为是恒定电流，电流密度的散度应为零，即

Δ

·j′=

Δ

·j +

Δ

·δj =0 （1 .32 .9）
已知

Δ

·j =0 （1 .32 .10）
所以

Δ

·δj =0 （1 .32 .11）
于是（1 .32 .4）式右边最后一项的积分为

∫ V
ρj ·δjdV =-∫ V

Δ

φ·δjdV =-∫ V

Δ

·（φδj ）dV

=-∮ S
φδj ·dS =0 （1 .32 .12）

上式最后的面积分为零，是因为S 是整个载流导体的表面，在恒定电流的情况下，
电流不能流出或流入导体的表面，故在导体表面上，处处有δj ·dS =0 .
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将（1 .32 .12）式代入（1 .32 .4）式得

P′=∫ V
ρj

2dV +∫ V
ρ（δj ）

2dV =P +∫ V
ρ（δj ）

2dV （1 .32 .13）

由于电阻率ρ＞ 0 ，（δj ）2 ≥ 0 ，故

∫ V
ρ（δj ）

2dV ≥ 0 （1 .32 .14）

所以

P′ ≥ P （1 .32 .15）
其中等号仅用于δj =0 时.

这就证明了，在恒定电流的情况下，导体内的电流分布遵守欧姆定律时，所产

生的热量为最小.
1 .33 　 将一个不带电的导体引入到一组固定的带电导体的电场中，电场的能

量将减少.试证明上述论断.
【证】　 设原来的电场强度为E ，电场所占据的空间为V ，电场的能量为 W ；引

入不带电的导体后，电场强度为E′，电场所占据的空间为V′，电场的能量为W ′.则
电场能量之差为

W -W′= 1
2∫ V
εE 2dV - 1

2∫ V′
εE′2dV

= 1
2∫ V -V′

εE 2dV + 1
2∫ V′
ε（E 2 -E′2）dV

= 1
2∫ V -V′

εE 2dV + 1
2∫ V′
ε（E -E′）2dV -

　∫ V′
εE′·（E′-E ）dV （1 .33 .1）

因为是静电场，故

E =-

Δ

φ，　 　 E′=-

Δ

φ′ （1 .33 .2）
于是（1 .33 .1）式最后一项的积分可化为

∫ V′
εE′·（E′-E ）dV =∫ V′

ε

Δ

φ′·（E -E′）dV =∫ V′

Δ

φ′·（D -D′）dV

=∫ V′

Δ

·［φ′（D -D′）］dV -

　∫ V′
φ′（

Δ

·D -

Δ

·D′）dV （1 .33 .3）

因为

Δ

·D =ρ，　 　

Δ

·D′=ρ′ （1 .33 .4）
式中ρ和ρ′分别是引入不带电导体前后介质中的自由电荷量密度.由于我们所考
虑的是引入不带电导体所产生的电场能量变化，而不是ρ的变化所产生的电场能

量变化，所以取
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ρ′=ρ （1 .33 .5）
这样，（1 .33 .3）式的第二项便为

∫ V′
φ′（

Δ

·D -

Δ

·D′）dV =∫ V′
φ′（ρ-ρ′）dV =0 （1 .33 .6）

（1 .33 .3）式的第一项可化为

∫ V′

Δ

·［φ′（D -D′）］dV =∮ S
φ′（D -D′）·dS +∑

i∮ Si
φ′（D -D′）·dS i

（1 .33 .7）

式中S 是在无穷远处的封闭曲面，是V′的外边界.当S 趋于无穷远时，S → r 2 ，φ′→

r -1 ，D → r -2 ，故

lim
S → ∞∮ S

φ′（D -D′）·dS =0 （1 .33 .8）

（1 .33 .7）式中第二项里的S i 是第i 个导体的表面，它们是V′的内边界.这些边界
上的积分为

∑
i∮ Si

φ′（D -D′）·dS i = ∑
i∮ Si

φ′i（σi -σ′i ）dS i

= ∑
i
φ′i∮ Si

（σi -σ′i ）dS i = ∑
i
φ′i（Q i -Q′i ）=0 （1 .33 .9）

其中利用了导体是等势体，φ′i 为常量；Q i =Q′i ，是引入不带电导体后，各导体上的
电荷量不变.

将（1 .33 .6）、（1 .33 .8）、（1 .33 .9）三式代入（1 .33 .3）式得

∫ V′
εE′·（E′-E ）dV =0 （1 .33 .10）

将（1 .33 .10）式代入（1 .33 .1）式便得

W -W′= 1
2∫ V -V′

εE 2dV + 1
2∫ V′
ε（E -E′）2dV （1 .33 .11）

因为被积函数恒为正，故定积分的值必为正.于是得

W ＞ W′ （1 .33 .12）

　 　 1 .34 　 在电容率为ε的介质中，有电场强度为 E 的静电场，产生 E 的电荷都
在有限范围内并保持不变.将体积为v 、电容率为ε′的绝缘体A 引入到介质ε中，

结果电场强度由E 变为E′.试求电场能量的变化.
【解】　 引入 A 前，电场能量为

W = 1
2∫ V

E ·D dV （1 .34 .1）

式中D =εE .引入 A 后，电场能量为

W′= 1
2∫ V

E′·D′dV （1 .34 .2）
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式中D′在A 内为D′=ε′E′，在 A 外为D′=εE′.
由于引入A 而产生的电场能量的增量为

Δ W =W′-W = 1
2∫ V

E′·D′dV - 1
2∫ V

E ·D dV

= 1
2∫ V

E′·（D′-D ）dV + 1
2∫ V
（E′-E ）·D dV 　 　（1 .34 .3）

　 　 先看（1 .34 .3）式的第一项.因为E′是静电场，故可写成电势φ′的负梯度

E′=-

Δ

φ′ （1 .34 .4）
于是

∫ V
E′·（D′-D ）dV =∫ V

Δ

φ′·（D -D′）dV

=∫ V

Δ

·［φ′（D -D′）］dV -

　∫ V
φ′

Δ

·（D -D′）dV （1 .34 .5）

　 　 因为我们所考虑的电场能量增量 Δ W ，是在保持产生E 的电荷不变的情况下，
引入A 而引起的，所以ρ′=ρ.于是（1 .34 .5）式的第二项为

∫ V
φ′（

Δ

·D -
Δ

·D′）dV =∫ V
φ′（ρ-ρ′）dV =0 （1 .34 .6）

　 　（1 .34 .5）式的第一项可化为

∫ V

Δ

·［φ′（D -D′）］dV =∫ V -v

Δ

·［φ′（D -D′）］dV +∫ v

Δ

·［φ′（D -D′）］dV

=∮ S
φ′（D -D′）dV +∮ S A +

φ′（D -D′）·dS A + +

　∮ S A -
φ′（D -D′）·dS A - （1 .34 .7）

式中S 是无穷远处的封闭曲面；S A +是V -v 的边界面，S A -是v 的边界面.因产生

E 的源都在有限区域内，故当S 趋于无穷远时，S → r 2 ，φ→ r -1 ，D 和D′→ r -2 ，所以

（1 .34 .7）式第一项为

lim
S → ∞∮ S

φ′（D -D′）·dS =0 （1 .34 .8）

　 　 因为跨过边界面 S A 时，电势是连续的，电位移的法向分量也是连续的，故

（11 341 7）式第二、三两项之和为零.
将（1 .34 .6）、（1 .34 .7）、（1 .34 .8）三式代入（1 .34 .5）式得

∫ V
E′·（D′-D ）dV =0 （1 .34 .9）

　 　 将（1 .34 .9）式代入（1 .34 .3）式便得

Δ W = 1
2∫ V
（E′-E ）·D dV
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= 1
2∫ V -v

（E′-E ）·D dV + 1
2∫ v
（E′-E ）·D dV （1 .34 .10）

式（11 341 10）第一项积分在介质ε内进行，这时D =εE ，D′=εE′，故

∫ V -v
（E′-E ）·D dV =∫ V -v

（E′-E ）·εE dV

=∫ V -v
（D′-D ）·E dV

=∫ V -v
E ·（D′-D ）dV （1 .34 .11）

　 　 仿（1 .34 .5）式到（1 .34 .9）式的推导，可得

∫ V
E ·（D′-D ）dV =∫ V -v

E ·（D′-D ）dV +∫ v
E ·（D′-D ）dV =0

（1 .34 .12）

故（1 .34 .11）式右边可化为

∫ V -v
E ·（D′-D ）dV =-∫ v

E ·（D′-D ）dV （1 .34 .13）

将（1 .34 .13）式代入（1 .34 .11）式，再将结果代入（1 .34 .10）式，便得

Δ W =- 1
2∫ v

E ·（D′-D ）dV + 1
2∫ v
（E′-E ）·D dV

= 1
2∫ v
（E′·D -E ·D′）dV = 1

2∫ v
（E′·εE -E ·ε′E′）dV

= 1
2∫ v
（ε-ε′）E ·E′dV （1 .34 .14）

这便是所要求的结果.
【讨论】　（1 .34 .14）式表明，若ε′＞ε，则 Δ W ＜ 0 .这就是说，在保持自由电荷

不变的情况下，将电容率较大的绝缘体引入到电容率较小的介质中，电场的能量便

要减少.一个大家熟知的例子便是，电容为C 0 的空气电容器充电后，断开电源，保

持电荷量Q 不变，这时电场能量为

W = Q 2

2C 0
（1 .34 .15）

再将介电常数为εr ＞ 1 的绝缘介质放入这电容器的两极板间，电容就增大为 C =

εrC 0 ，电场的能量便为

W′=Q 2

2C = 1
εr

W ＜ W （1 .34 .16）

即放入介质后，电场能量减少了.
从物理上看，电场能量减少的原因是，电场力对外做了功.当介质将放入电容

器的两极板间时，极板上的自由电荷 Q 和-Q 所产生的电场E 会使介质极化，极
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化电荷受E 的作用力是吸引力，因此，在介质进入极板间的过程中，电场便做了正
功，所以电场能量便要减少.

1 .35 　 试证明恩肖（R .S .Earnshaw ）定理：只受静电力作用的电荷，不可能处
在静止的稳定平衡状态.
【证】　 根据力学原理，在势场中的物体只有在势能为极小值处才可能达到静

止的稳定平衡状态.当一个电荷量为q 的点电荷处在外电场中时，设外电场在q 点
的电势为φ，则q 所具有的电势能便为

W =qφ
因此，要使q 处在静止的稳定平衡状态，当q ＞ 0，φ应该是极小值才行；若q ＜ 0，则

φ应该是极大值才行.但q 所在的地方，并没有外电场的电荷存在，根据后面2 .2
题的结论，这时φ既不可能是极大值，也不可能是极小值.这就说明，q 的电势能 W
不满足力学原理关于达到静止的稳定平衡状态的要求.所以，若q 只受静电力的作
用，不可能处在静止的稳定平衡状态.
【讨论】　 电荷在只受静电力的作用下，是可以处在静止的平衡状态的，但不是

　 图11 35

稳定平衡.例如图1 .35 所示的三个点电荷q 、

-4
9 q 和 4q 在一直线上，q 和 4q 相距为l ，

-4
9 q
在它们中间离q 为l

3
处.这时三个电荷

中任何一个受另外两个的静电力之和都是零.
因此，它们可以处在静止的平衡状态.但这个平衡是不稳定的，因为其中任何一个
电荷稍微离开平衡位置，另外两个电荷作用在它上面的静电力都不会使它回到平

衡位置.所以这种平衡是不稳定平衡.又如电荷均匀分布在球面上时，将另外一个点
电荷q 放在球面内任何地方，球面电荷作用在q 上的静电力均为零，因此，在静电力
的作用下，q 可以在球面内任一点静止不动，即达到平衡.但这种平衡是随遇平衡，而
不是稳定平衡，因为q 离开平衡点后，静电力不会使它回到原来的平衡点.

1 .36 　 电偶极矩为p 的电偶极子在外静电场E 中的能量（电势能）为 W =
-p ·E ，试由矢量分析中的

Δ

（A ·B ）的公式证明，p 在 E 中所受的力为 F =
（p ·

Δ

）E .
【证】　 p 在E 中所受的力为

F =-

Δ

W =

Δ

（p ·E ）

=p ×（

Δ

×E ）+E ×（

Δ

×p ）+（p ·

Δ

）E +（E ·

Δ

）p
因E 为静电场，故

Δ

×E =0 ；又因p 为常矢量，故

Δ

×p =0 ，（E ·

Δ

）p =0 .于是得

F =（p ·

Δ

）E
　 　 1 .37 　 试求电偶极矩为p 的电偶子在非均匀外电场E 中所受的力矩.
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　 图11 37

【解】　 如图1 .37 所示，设p =ql ，则作用在p 上的力
为F + =qE +和F - =-qE -，式中E +和E -分别为p 的正
电荷和负电荷所在处的外电场强度.这两个力对 O 点的
力矩依定义为

　 　 M =r +×F +-r -×F -=q（r +×E +-r -×E -）

=q r + 1
2（ ）l ×E +-q r - 1

2（ ）l ×E -

=qr ×（E +-E -）+1
2 ql ×（E ++E -）（1 .37 .1）

l 很小，故

l × 1
2
（E ++E -）=l ×E （1 .37 .2）

式中E 为p 的中心（即p 所在处）的外电场强度.又

E +=E + 1
2
（l·

Δ

）E （1 .37 .3）

E -=E - 1
2
（l·

Δ

）E （1 .37 .4）

E +-E -=（l·
Δ

）E （1 .37 .5）
于是得所求力矩为

M =r ×［（ ql ·

Δ

）E ］+ql ×E
=r ×［（ p ·

Δ

）E ］+p ×E （1 .37 .6）

　 　 1 .38 　 电偶极矩分别为p 1 和p 2 的两个电偶极子，相距为r ，位置矢量r 的方
向从p 1 到p 2 ，如图1 .38 所示.（1）求它们之间的电势能 W ；（2）求p 2 所受p 1 的

作用力F 21 .
【解】　 根据定义和基本公式求解.
（1）以p 1 为极轴方向，取球坐标系，则p 1 可分解为［参看图1 .38（1）］

p 1 =（p 1 ·e r）e r +（p 1 ·eθ）eθ
=p 1cosθe r -p 1sinθe θ （1 .38 .1）

图11 38 图11 38（1）

p 1 和p 2 间的电势能便是p 2 在p 1 的电场中的电势能，或p 1 在p 2 的电场中的电势

能.设p 2 =q 2l 2 ，p 1 在q 2 处产生的电势为φ1 +，在-q 2 处产生的电势为φ1 -，则p 2

在p 1 的电场中的电势能为
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W =q 2φ1+ +（-q 2）φ1- =q 2（φ1+ -φ1-）=q 2

Δ

φ1 ·l2

=q 2l 2 ·

Δ

φ1 =p 2 ·

Δ

φ1 =p 2 ·

Δ p 1 ·r
4πε0r（ ）3

= 1
4πε0

p 2 ·

Δp 1cosθ
r（ ）2 = p 1

4πε0
p 2 ·

Δcosθ
r（ ）2

= p 1

4πε0
p 2 ·

矪

矪r
cosθ
r（ ）2 e r + 1

r
矪

矪θ

cosθ
r（ ）2 eθ+ 1

rsinθ
矪

矪�

cosθ
r（ ）2 e［ ］�

= p 1

4πε0
p 2 · -2cosθ

r 3 e r + 1
r 3
（-sinθ）e［ ］θ

= 1
4πε0r 3p 2 ·（-3p 1cosθe r +p 1cosθe r -p 1sinθe θ）

= 1
4πε0r 3p 2 · -3p 1 ·r

r e r +p（ ）1

= 1
4πε0r 3 -3（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）

r 2 +p 1 ·p［ ］2

= 1
4πε0r 5［r 2（p 1 ·p 2）-3（p 1 ·r ）（p 2 ·r）］ （1 .38 .2）

　 　（2）设p 1 在p 2 处产生的电场强度为E 1 ，则p 1 在p 2 的正负电荷所在处产生

的电场强度便分别为

E 1+ =E 1 + 1
2 l2 ·（ ）

Δ

E 1 （1 .38 .3）

和

E 1- =E 1 + - 1
2 l2 ·（ ）

Δ

E 1 （1 .38 .4）

故p 2 所受的力便为

F 21 =q 2E 1+ +（-q 2 ）E 1- =q 2（E 1+ -E 1-）

=q 2（l2 ·

Δ

）E 1 =（p 2 ·

Δ

）E 1 （1 .38 .5）
由矢量分析公式

Δ

（p 2 ·E 1）=p 2 ×（

Δ

×E 1）+E 1 ×（

Δ

×p 2）

　 +（p 2 ·

Δ

）E 1 +（E 1 ·

Δ

）p 2

Δ

×E 1 =0 ，　

Δ

×p 2 =0 ，　（E 1 ·

Δ

）p 2 =0

　（p 2 ·

Δ

）E 1 =

Δ

（p 2 ·E 1） （1 .38 .6）
故（1 .38 .5）式可写成

F 21 =

Δ

（p 2 ·E 1） （1 .38 .7）
因

E 1 = 1
4πε0r 5［3（p 1 ·r ）r -r 2p 1 ］ （1 .38 .8）
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于是得

F 21 =

Δ

（p 2 ·E 1）

= 1
4πε0

Δ3（p 1 ·r）（p 2 ·r）-r 2（p 1 ·p 2）

r｛ ｝5

= 1
4πε0

3（p 2 ·r ）

Δ

（p 1 ·r ）
r 5 +3（p 1 ·r ）

Δ

（p 2 ·r ）
r｛ 5 -

　
15（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）r

r 7 +3（p 1 ·p 2 ）r
r ｝5

= 1
4πε0r 7 ｛3（p 2 ·r ）r 2p 1 +3（p 1 ·r）r 2p 2 -15（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）r +3（p 1 ·p 2）r 2r ｝

= 3
4πε0r 7 ｛［（ p 2 ·r ）p 1 +（p 1 ·r ）p 2］r 2 +［（ p 1 ·p 2 ）r 2 -5（p 1 ·r ）（p 2 ·r）］r｝

F 21 = 3
4πε0r 7 ｛［（ p 1 ·r）p 2 +（p 2 ·r）p 1 +（p 1 ·p 2）r］r 2 -5（p 1 ·r）（p 2 ·r）r｝

（1 .38 .9）

　 　【别解】　 利用已知结果求解.
（1）电偶极矩为p 的电偶极子在外电场E 中的电势能为

W =-p ·E （1 .38 .10）
电偶子产生的电场为

E = 1
4πε0

3（p ·r）r -r 2p
r 5

（1 .38 .11）

故p 2 在p 1 的电场中的电势能便为

W =-p 2 ·E 1 =- 1
4πε0r 5p 2 ·［3（p 1 ·r ）r -r 2p 1 ］

= 1
4πε0r 5

［r 2（p 1 ·p 2）-3（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）］ （1 .38 .12）

　 　（2）电场力做的功为

dA =qE ·dr =F ·dr （1 .38 .13）
因电场力做的功等于电势能减少的值，即

dA =-dW （1 .38 .14）
而

dW =

Δ

W ·dr （1 .38 .15）
故得

F =-

Δ

W （1 .38 .16）
将（1 .38 .12）式代入上式，经过计算［参考（1 .38 .9）式的推导过程］，便得

F 21 = 3
4πε0r 7

｛［（ p 1 ·r）p 2 +（p 2 ·r）p 1 +（p 1 ·p 2）r］r 2 -5（p 1 ·r）（p 2 ·r）r｝
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这便是（1 .38 .9）式.
【讨论】　（1）在两电偶极子间的电势能 W 中，将r 换成-r ，W 的值不变；将

p 1 与p 2 交换，W 的值也不变.
（2）p 2 受p 1 的作用力F 21 中，将p 1 与p 2 对换，同时将r 换成-r ，便得p 1 受

p 2 的作用力F 12 ，即

F 12 = 3
4πε0r 7 ｛［-（p 2 ·r）p 1 -（p 1 ·r）p 2 -（p 1 ·p 2）r］r 2 +5（p 1 ·r ）（p 2 ·r）r｝

（1 .38 .17）

比较（1 .38 .9）式和（1 .38 .17）式可见：F 12 =-F 21 .
（3）特殊情况.

① p 1 和p 2 在同一直线上.
（i）p 1 与p 2 同方向.

W = 1
4πε0r 5［r 2（p 1 ·p 2）-3（p 1 ·r）（p 2 ·r ）］=- p 1p 2

2πε0r 3 （1 .38 .18）

F 21 = 3
4πε0r 7

｛［p 1p 2r +p 1p 2r +p 1p 2r ］r 2 -5p 1p 2r 2r｝

=-3p 1p 2r
2πε0r 5 （1 .38 .19）

F 21 与r 方面相反，表示是吸引力.
（ii）p 1 与p 2 反方向.

W = 1
4πε0r 5［-r 2p 1p 2 -3（p 1r ）（-p 2r ）］= p 1p 2

2πε0r 3 （1 .38 .20）

F 21 = 3
4πε0r 7

｛［-p 1p 2r -p 1p 2r -p 1p 2r］r 2 -5（p 1r ）（-p 2r ）r｝

=3p 1p 2r
2πε0r 5 （1 .38 .21）

　 　 ② p 2 在p 1 的中垂线上.

　 图11 38（2）

（i）p 2 向p 1 ，如图1 .38（2）所示.这时p 1 ·r =0，

p 2 ·r =-p 2r ，p 1 ·p 2 =0 .分别代入（1 .38 .2 ）式和
（1 .38 .9）式得

W =0 （1 .38 .22）

F 21 =-3p 2p 1

4πε0r 4
（1 .38 .23）

　 　（ii）p 2 背向p 1 ，这时p 2 与图1 .38（2）中的p 2 方向相反.p 1 ·r =0 ，p 2 ·r =

p 2r ，p 1 ·p =0 .于是

W =0 （1 .38 .24）

·55·第一章　 电磁现象的普遍规律



F 21 = 3p 2p 1

4πε0r 4 （1 .38 .25）

　 　（iii）p 2 与p 1 平行，这时p 1 ·r =0 ，p 2 ·r =0 ，p 1 ·p 2 =p 1p 2 .结果为

W = p 1p 2

4πε0r 3 （1 .38 .26）

F 21 =3p 1p 2r
4πε0r 5 （1 .38 .27）

　 　（iv）p 2 与p 1 反平行.这时p 1 ·r =0 ，p 2 ·r =0 ，p 1 ·p 2 =-p 1p 2 .结果为

W =- p 1p 2

4πε0r 3 （1 .38 .28）

F 21 =-3p 1p 2r
4πε0r 5 （1 .38 .29）

　 图11 38（3）

　 　 ③ p 1 和p 2 在同一平面内，p 1 和p 2 与r 的夹
角分别为θ1 和θ2 ，如图1 .38（3）所示.这时

　 W = 1
4πε0r 5［r 2（p 1 ·p 2 ）-3（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）］

= p 1p 2

4πε0r 3
［cos（θ2 -θ1 ）-3cosθ1cosθ2］

= p 1p 2

4πε0r 3（sinθ1sinθ2 -2cosθ1cosθ2） （1 .38 .30）

F 21 = 3
4πε0r 7

｛［（ p 1 ·r ）p 2 +（p 2 ·r）p 1 +（p 1 ·p 2 ）r ］r 2 -5（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）r ｝

= 3
4πε0r 5 ｛（p 1cosθ1p 2 +p 2cosθ2p 1）r +p 1p 2（sinθ1sinθ2 -4cosθ1cosθ2）r ｝

（1 .38 .31）

　 图11 39

　 　 1 .39 　 真空中有两个点电荷，相距

为2a ，在下列两种情况下，试用麦克斯韦
应力张量分别计算它们中垂面上的应

力：（1）电荷量均为q ；（2）电荷量分别为

-q 和q .
【解】　（1 ）先求中垂面上的电场强

度.以两q 连线的中点 O 为原点，取笛卡
儿坐标系，使两电荷在x 轴上，如图1 .39
所示.这时两q 的中垂面即yz 平面，亦即

x =0 平面.这平面上任一点P（0，y ，z ），到
两q 的距离相等，其值为

r +=r -= a 2 +y 2 +z寶
2 = a 2 +r寶

2 （1 .39 .1）
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它们在P 点产生的电场强度大小相等，其值为

E p+ =E p- = q
4πε0

1
a 2 +r 2

（1 .39 .2）

合场强E p 的方向为O → P 方向，其大小为

E p =2E p +cosθ=2E p +
r

a 2 +r寶
2
= q

2πε0

r
（a 2 +r 2）3／2

（1 .39 .3）

E p 的三个分量为

E px =0 （1 .39 .4）

E py =E p
y
r

= q
2πε0

y
（a 2 +r 2）3／2

（1 .39 .5）

E pz =E p
z
r = q

2πε0

z
（a 2 +r 2）3／2

（1 .39 .6）

　 　 在 P 点，麦克斯韦应力张量为

T =ε0
1
2 E 2

pI -E pE（ ）p

=ε0

2 E 2
p（e xe x +e ye y +e ze z）-

　ε0（E 2
pye ye y +E 2

pze ze z ）-ε0E pyE pz（e ye z +e ze y ） （1 .39 .7）

　 　 在中垂面上 P 点处取面元dS =dSe x ，按麦克斯韦应力张量的意义，x ＞ 0 处的
电场通过dS 作用在x ＜ 0 处的电场的应力为

dF =-T ·dS ［=- ε0

2 E 2
p e xe x +e ye y +e ze（ ）z -

　ε0（E 2
pye ye y +E 2

pze ze z）-ε0E pyE pz e ye z +e ze（ ）］y ·dSe x

=-ε0

2 E 2
pdSe x =-ε0

2
q

2πε（ ）0

2 r 2dS
（a 2 +r 2）3

e x （1 .39 .8）

根据对称性，中垂面上到O 的距离相等处，应力dF 相等.因此可取dS =2πrdr ，代
入上式便得

dF =-ε0

2
q

2πε（ ）0

2 r 2 ·2πrdr
（a 2 +r 2）3

e x =-πε0

2
q

2πε（ ）0

2 r 2dr 2

（a 2 +r 2）3
e x （1 .39 .9）

积分便得整个中垂面上的应力为

F =-πε0

2
q

2πε（ ）0

2

∫
∞

0

r 2dr 2

（a 2 +r 2）3
e x

=-πε0

2
q

2πε（ ）0

2

- 1
a 2 +r 2 + a 2

2（a 2 +r 2）［ ］2

∞

0
e x

=- q 2

4πε0（2a ）2
e x （1 .39 .10）

　 　 负号表示，F 的方向与e x 方向相反.这表明，x ＞ 0 处的电场对x ＜ 0 处的电场的
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　 图11 39（1）

作用力是压力，也就是排斥力；换句话说，

这两处电场在中垂面上的相互作用力是

排斥力.（1 .39 .10）式还表明，F 与由库仑
定律算出的两电荷间的作用力相同.
（2）先求中垂面上的电场强度.以两

电荷联线的中点 O 为原点，取笛卡儿坐
标系，使两电荷在x 轴上，q 在x =a 处，

-q 在x =-a 处如图 1 .39（1 ）所示.这
时，两电荷的中垂面即yz 平面（x =0 平
面）.两电荷在中垂面上任一点 P（0 ，y ，

z ）产生的电场强度的大小相等，其值由
（1 .39 .2）式表示.根据对称性可知，合场强E p 的方向为-e x 方向，其大小为

E p =E p+cosφ+E p-cosφ

=2E p +cosφ=2E p+
a

a 2 +r寶
2

= qa
2πε0

1
（a 2 +r 2）3／2

（1 .39 .11）

E p 的三个分量为

E px =E p （1 .39 .12）

E py =E pz =0 （1 .39 .13）

　 　 于是得P 点的麦克斯韦应力张量为

T =ε0
1
2 E 2

pI -E pE（ ）p =ε0

2 E 2
p（e xe x +e ye y +e ze z）-ε0E 2

pe xe x

=ε0

2 E 2
p（-e xe x +e ye y +eze z） （1 .39 .14）

x ＞ 0 处的电场通过中垂面上 P 点处的面元dS =dSe x 作用在x ＜ 0 处的电场的应
力为

dF =-T ·dS =-ε0

2 E 2
p（-exe x +e ye y +e ze z）·dSe x

=ε0

2 E 2
pdSe x =ε0

2
qa
2πε（ ）0

2 dS
（a 2 +r 2）3

e x （1 .39 .15）

根据对称性，取dS =2πrdr ，代入上式求积分，便得

F =ε0

2
qa
2πε（ ）0

2

∫
∞

0

2πrdr
（a 2 +r 2）2

e x = πε0

2
qa
2πε（ ）0

2

∫
∞

0

dr 2

（a 2 +r 2）3
e x

= πε0

2
qa
2πε（ ）0

2

- 1
2（a 2 +r 2）［ ］2

∞

0
e x = q 2

4πε0（2a ）2
e x （1 .39 .16）
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F 与e x 同方向，表明x ＞ 0 处的电场对x ＜ 0 处的电场的作用力是张力，也就是吸
引力；换句话说，这两处电场在中垂面上的相互作用力是吸引力.（1 .39 .16）式还表
明，F 与由库仑定律算出的两电荷间的作用力相同.
【讨论】　 有些书上将麦克斯韦应力张量定义为

T′=ε0 EE - 1
2 E 2（ ）I （1 .39 .17）

与我们这里的（1 .39 .7）或（1 .39 .14 ）式差一负号.因此，他们定义x ＞ 0 处的电场
通过中垂面上P 点处的面元dS =dSe x 作用在x ＜ 0 处的电场的应力为

dF =dS ·T′=dSe x ·T′ （1 .39 .18）
这样，算出的dF 与（1 .39 .8）式或（1 .39 .15）式相同.

1 .40 　 已知一静电场的电势为φ=λ（x 2 +y 2 ），其中λ是实数.设某一时刻，在
（x 0 ，y 0 ，z 0）点沿z 轴方向把带电粒子注入到这电场中，带电粒子的质量为 m ，电荷
量为e ，注入的初速度为v 0（v 0 虫 c）.试求粒子的运动方程的解，并说明所得的解的
物理意义.
【解】　 这静电场的电场强度为

E =-

Δ

φ=-λ

Δ

（x 2 +y 2）=-2λxe x -2λye y （1 .40 .1）
带电粒子的运动方程为

m d 2r
dt 2 =eE =-2eλxe x -2eλye y （1 .40 .2）

d 2x
dt2 =-2eλ

m x （1 .40 .3）

d 2y
dt 2 =-2eλ

m y （1 .40 .4）

d 2z
dt2 =0 （1 .40 .5）

解上列方程并利用初始条件t =0 时，r 0 =（x 0 ，y 0 ，z 0），v 0 =（0 ，0，v 0），便得

x =x 0cosωt （1 .40 .6）

y =y 0cosωt （1 .40 .7）
z =z 0 +v 0t （1 .40 .8）

式中

ω= 2eλ
寶m

（1 .40 .9）

这便是所要求的解.
这个解表明，被注入的带电粒子沿z 轴的方向前进，同时在x ，y 两个方向上作

同频率的简谐振动.
1 .41 　 在空间有互相垂直的均匀电场E 和均匀磁场B ，B 沿x 轴方向，E 沿z

轴方向.一电子（质量为 m ，电荷量为e ）开始从原点出发，以速度v 向y 轴方向前
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　 图11 41

进，如图1 .41 所示.试求电子运动的轨迹.
【解】　 已知

E =（0 ，0 ，E ） （1 .41 .1）

B =（B ，0 ，0） （1 .41 .2）

t =0 时，

r 0 =（0 ，0 ，0），　 　 v 0 =（0 ，v ，0）
（1 .41 .3）

电子的运动方程为

m d 2r
dt2 =e E +dr

dt ×（ ）B （1 .41 .4）

m d 2x
dt 2 =0 （1 .41 .5）

m d 2y
dt2 =eB dz

dt
（1 .41 .6）

m d 2z
dt2 =eE -eB dy

dt
（1 .41 .7）

解（1 .41 .5）式并利用初始条件得

x =0 （1 .41 .8）
这表明电子在y2z 平面内运动.

将（1 .41 .6）式对时间积分，并利用初始条件得

m dy
dt

=eBz +mv （1 .41 .9）

将上式代入（1 .41 .7）式便得

m d 2z
dt2 =-e 2B 2

m
z -m E

eB 2 +mv
（ ）eB

（1 .41 .10）

解得

z -m E
eB 2 +mv

eB =A cos eB
m t +φ（ ）0 （1 .41 .11）

利用初始条件定出常数 A 和φ0 ，便得

z = m
eB

v -E
（ ）B cos eBm t -（ ）1 （1 .41 .12）

　 　 将上式的z 代入（1 .41 .9）式得

m dy
dt

= mv -m E
（ ）B cos eBm t +m E

B
（1 .41 .13）

积分并利用初始条件得

y = m
eB

v -E
（ ）B sin eBm t +E

B t
（1 .41 .14）
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　 　（1 .41 .8）式、（1 .41 .12）式和（1 .41 .14）式表明，电子的轨迹是y2z 平面里的一
条摆线（旋轮线）.

1 .42 　 一无限大平行板电容器充电后，两板板间产生一均匀电场E ；另有一均
匀磁场B 与E 垂直，如图1 .42 所示.一电子（质量为 m ，电荷量为e ）从负极板出

来，初速很小，可当作零.不计重力.试证明：当两极板间的距离d ＞
2m E
｜e｜B 2 时，它不

可能到达正极板.
【解】　 取坐标如图1 .42（1），电场和磁场便为

E =（-E ，0 ，0） （1 .42 .1）

B =（0 ，0 ，B ） （1 .42 .2）

图11 42 图11 42（1）

电子的运动方程为

m d 2r
dt2 =eE +e dr

dt ×B （1 .42 .3）

m d 2x
dt2 =-eE +eB

dy
dt

（1 .42 .4）

m d 2y
dt 2 =-eB dx

dt
（1 .42 .5）

m d 2z
dt2 =0 （1 .42 .6）

将（1 .42 .5）式积分并利用初始条件得

m
dy
dt

=-eB x （1 .42 .7）

将（1 .42 .7）式代入（1 .42 .4）式得
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m d 2x
dt 2 =-e 2B 2

m
x +m E

eB（ ）2 （1 .42 .8）

求解并利用初始条件得

x = m E
eB 2 cos eB

m（ ）t -［ ］1 （1 .42 .9）

x 的最大值为

x max =-2m E
eB 2 = 2m E

|e |B 2 　 　（因为e ＜ 0） （1 .42 .10）

当x max ＜ d 时，电子就不可能到达正极板.
【别解】　 由（1 .42 .3）式得

m dv x

dt =-eE +ev yB （1 .42 .11）

m dv y

dt =-ev xB （1 .42 .12）

相除得

dv x

dv y
=E -Bv y

B v x
（1 .42 .13）

Bv xdv x =（E -Bv y ）dv y （1 .42 .14）
积分并利用初始条件得

1
2 Bv 2

x =Ev y - 1
2 Bv 2

y （1 .42 .15）

　 　 电子回头时，v x =0，这时

v y =2E
B

（1 .42 .16）

这时电子的动能为

1
2 mv 2 = 1

2 mv 2
y =-eE x max （1 .42 .17）

所以

x max =- m
2eE v

2
y =- m

2eE
2E
（ ）B

2

= 2m E
|e |B 2 （1 .42 .18）

故d ＞
2m E
｜e｜B 2 =x max时，电子不可能到达正极板.

1 .43 　（1）当两种绝缘介质的交界面上没有自由电荷时，交界面两侧电力线
与交界面法线的夹角θ1 和θ2 满足tanθ1／tanθ2 =ε1r／ε2r，式中ε1r和ε2r分别为两介质

的介电常数.试证明上述结论.（2 ）当两种导电介质内都有恒定电流时，交界面两
侧电力线与交界面法线的夹角θ1 和θ2 满足tanθ1／tanθ2 =σ1／σ2 ，式中σ1 和σ2 分别

为两介质的电导率.试证明上述结论.（3）当导体（电导率为σ）与绝缘体（电容率为
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ε）接触时，交界面两侧电力线与法线的夹角又如何？

　 　【解】　（1）因为交界面上没有自由电荷，故边值关系为

　 图11 43

E 1t =E 2t （1 .43 .1）

D 1n = D 2n （1 .43 .2）

　 　 D =εE ，故由（1 .43 .2 ）式得

ε1E 1n =ε2E 2n （1 .43 .3）
由图1 .43 可见，

tanθi = E it

E in
，　 　 i =1 ，2 （1 .43 .4）

tanθ1

tanθ2
= E 1t／E 1n

E 2t／E 2n
= E 2n

E 1n
=ε1

ε2
=ε1r

ε2r

（1 .43 .5）

　 　（2）在恒定电流的情况下，在导电介质内有
矪ρ
矪t

=0 ，根据电荷守恒定律可知，这

时

Δ

·j =0 .因此，在交界面上便有

j 1n =j 2n （1 .43 .6）
由欧姆定律j =σE 可知

σ1E 1n =σ2E 2n （1 .43 .7）

又因为E 1t =E 2t，故得

tanθ1

tanθ2
= E 1t／E 1n

E 2t／E 2n
= E 2n

E 1n
=σ1

σ2
（1 .43 .8）

　 　（3）这时需分两种情况分析如下：

（a）在静电情况下，导体内E 1 =0 ，故谈不上E 1 与法线的夹角.在介质一侧，由

边值关系E 2t =E 1t =0 ，故电场强度E 2 垂直于交界面，即E 2 与法线的夹角为零.
（b）在恒定电流的情况下，设导体一侧的电流密度为j 1 ，则因绝缘体中的电流

密度j 2 =0 ，故

j 1n =j 2n =0 （1 .43 .9）

由j 1 =σE 1（σ为导体的电导率）知

E 1n =0 （1 .43 .10）

故这时导体一侧的电场强度E 1 与交界面法线的夹角为90°.
在绝缘体一侧，由边值关系

E 2t =E 1t （1 .43 .11）

D 2n -D 1n =D 2n =ε2E 2n =α （1 .43 .12）

式中α为导体表面上自由电荷量的面密度.于是得 E 2 与交界面法线的夹角θ2

满足

·36·第一章　 电磁现象的普遍规律



tanθ2 = E 2t

E 2n
= E 1t

α／ε2
=ε2

ασ
j1 （1 .43 .13）

式中ε2 为绝缘体的电容率.
1 .44 　 电流稳定地流过两个导电介质的交界面，已知两导电介质的电容率和

电导率分别为ε1 、σ1 和ε2 、σ2 ，交界面上的电流密度分别为j 1 和j 2 .试求交界面上

　 图11 44

自由电荷量的面密度α.
【解】　 因为是稳定电流，故由电荷守恒定律得

j 1 ·n 12 =j 2 ·n 12 =j n （1 .44 .1）
式中n 12 为从介质1 到介质的法线方向上的单位矢量（图1144）.

由高斯定理得出，交界面上自由电荷量的面密度为

α=D 2n -D 1n =ε2E 2n -ε1E 1n （1 .44 .2）
因

j =σE （1 .44 .3）
故得

α=ε2E 2n -ε1E 1n =ε2

σ2
j 2n -ε1

σ1
j 1n

= ε2

σ2
-ε1

σ（ ）1
j n （1 .44 .4）

　 图11 45

　 　 1 .45 　 试论证，电场强度 E 在经过真空中的电偶极层
时是连续的.
【解】　 如图1 .45 所示，设n 为电偶极层法线方向上的

单位矢量，则由高斯定理得

E +·n -E -·n = 1
ε0
（σ-σ）=0

所以

E +n =E -n （1 .45 .1）

E +和E -分别为电偶极层正负电荷两侧的电场强度.E +和 E -以及电偶极层中的

电场强度E 0 均由三部分组成，即当地的σ和-σ所产生的和除当地的σ和-σ外
其他电荷所产生的.当地的σ和-σ所产生的电场强度平行于电偶极层的法线n ，
其他电荷所产生的电场强度在经过电偶极层时是连续的.因此，在电偶极层的中间
和两侧，电场强度的切向分量都相等，即

E +t =E 0t =E -t （1 .45 .2）
由（1 .45 .1）式和（1 .45 .2）式便得

E +=E - （1 .45 .3）

　 　 1 .46 　 以半径为a 的长直载流导线为例说明：
（1）在载流导线表面上，坡印亭矢量S 的方向处处垂直于表面，并指向导体
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　 图11 46

内部；

（2）由 S 传输给导体的能量等于导体内的焦
耳热.
【解】　（1）如图1 .46 所示，在柱坐标系中，电流密

度j 沿导线的轴向e z 方向流动，由欧姆定律j =σE 可
知，导线表面上的电场强度为

E = j
σ

= j
σ
e z （1 .46 .1）

又根据对称性分析和安培环路定理可知，导线表面的

磁场强度为

H = I
2πa

e � （1 .46 .2）

式中I =πa 2j 为导线中的电流强度.因此，坡印亭矢
量为

S =E ×H =
Ij

2πaσ
e z ×e�

=-
Ij

2πaσ
e r （1 .46 .3）

这表明，在导线表面上，S 垂直于导线表面并指向导线内部.
（2）单位时间内，由S 传输给长为l 的一段导线的功率为

P =2πalS =2πal
Ij
2πaσ

=
Ilj
σ

=Il
σ

I
πa 2

= I 2l
σ·πa 2 =I 2R （1 .46 .4）

式中R 是长为l 的一段导线的电阻，可见S 传输给导体的能量等于导体内的焦耳热.
1 .47 　 试以平行板电容器为例说明：电容器充电时，坡印亭矢量S 指向电容器

内；放电时，S 指向电容器外.并证明：充电时，由S 输入电容器的电磁场能量等于
电容器充电所储蓄的静电能量.

图11 47
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【解】　 设平行板电容器两极板都是半径为a 的圆形，相距为d .充电时，当两
极板上的电荷量分别为Q 和-Q 时，极板间的电场强度E 的方向从正极板指向负
极板，其大小为

E = Q
ε0πa 2 （1 .47 .1）

　 　 由安培环路定理得，充电电流I 在极板边缘处产生的磁场强度H 的大小为

H = I
2πa

（1 .47 .2）

其方向为I 的右手螺旋方向，如图1 .47（2）所示.坡印亭矢量定义为

S =E ×H （1 .47 .3）
由E 和H 的方向可知，这时在两极板间的边缘处，S 处处都指向电容器内.这表
明，电容器充电时，电磁场的能量流入电容器.

放电时，当极板上的电荷量分别为 Q 和-Q 时，极板间的电场强度 E 的方向
从正极板指向负极板，其大小仍如（1 .47 .1）式.这时在极板边缘处，磁场强度 H 的
大小仍如（1 .47 .2）式，但 H 的方向则如图1 .47（3）所示.由（1 .47 .3 ）式得，这时在
两极板间的边缘处，S 处处都指向电容器外.这表明，电容器放电时，电磁场的能量
流出电容器.

由（1 .47 .1）、（1 .47 .2）、（1 .47 .3）三式得：充电时，坡印亭矢量的大小为

S =E H = Q
ε0πa 2 ·

I
2πa = Q

2π 2
ε0a 3

dQ
dt

（1 .47 .4）

故单位时间内流入电容器的电磁场能量为

dW
dt =S ·2πad = Qd

πε0a 2
dQ
dt

（1 .47 .5）

所以

dW = Qd
πε0a 2dQ = Q

C dQ （1 .47 .6）

式中

C =ε0πa 2

d
（1 .47 .7）

是平行板电容器的电容.积分便得电容器充电到正极板上的电荷量为 Q 时，流入
电容器的电磁场能量为

W =∫
Q

0

Q
C dQ = Q 2

2C
（1 .47 .8）

这个结果表明，充电时，由坡印亭矢量S 输入电容器的电磁场能量等于电容器所储
蓄的静电能量.

1 .48 　 一螺线管长为l，横截面的半径为a ，由 N 匝表面绝缘的细导线密绕而
成.导线中载有电流I .试说明：当I 增大时，电磁场的能量从管外流入管内；当I 减
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小时，电磁场的能量从管内流出管外.并证明：当电流从零增大到I 时，从管外流入
管内的电磁场能量等于螺线管的自感磁能.

图11 48 　 螺线管的横截面

【解】　 当导线中载有电流I 时，管内磁场强度 H 的大小为

H = N
l I （1 .48 .1）

H 的方向为I 的右旋进方向.
当I 增大时，H 增大；由于 H 增大而产生的感应电场（涡旋电场）E 其方向与

电流I 的方向相反，如图1 .48（2）所示.电磁场的能流密度为

S =E ×H （1 .48 .2）
这时在管壁上S 的方向向螺线管内.这表明，I 增大时电磁场的能量从管外流入管
内.

当I 减小时，H 减小；由于 H 减小而产生的感应电场E 其方向与电流I 的方
向相同，如图1 .48（3）所示.这时在管壁上S 的方向向螺线管外.这表明，I 减小时
电磁场的能量从管内流出管外.

当电流I 增大时，在管壁上产生的感应电场E 的大小为

E = 1
2πa

dΦ
dt = 1

2πa
d
dt
（μ0 H ·πa 2）

= 1
2πa

d
dt μ0

NI
l
·πa（ ）2 =μ

0 N a
2l

dI
dt

（1 .48 .3）

　 　 单位时间内流入螺线管内的电磁场能量为

dW
dt =S ·2πal =2πalE H （1 .48 .4）

由（1 .48 .1）、（1 .48 .3）两式得

E H =μ
0 N 2aI
2l 2

dI
dt

（1 .48 .5）
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于是得单位时间内从管外流入管内的电磁场能量为

dW
dt =

πμ0 N 2a 2I
l

dI
dt

（1 .48 .6）

所以

dW =μ
0πa 2 N 2I

l
dI =LI dI （1 .48 .7）

式中

L =μ
0πa 2 N 2

l
（1 .48 .8）

是螺线管的自感.将（1 .48 .7）式积分便得

W =∫
I

0
LI dI = 1

2 LI 2 （1 .48 .9）

这个结果表明，电流从零增大到I 时，从管外流入管内的电磁场能量等于螺线管的
自感磁能.

1 .49 　 端电压为V 的电源，通过一同轴电缆向负载电阻R 供电，如图1 .49 所

　 图11 49

示.同轴电缆由一根长直金属导线和套在
它外面的同轴金属圆筒构成.设边缘效应
以及电缆本身所消耗的能量均可略去不

计，试证明：电缆内导线与圆筒间的电磁场

向负载R 传输的功率等于负载R 消耗的

功率.

【证】　 先计算导线与圆筒间电磁场的能流密度S =E ×H .为此，先求电场强
度E .以导线的轴线为z 轴取柱坐标系.设导线的半径为a ，表面上的电荷量面密
度为σ，在导线与圆筒间取一长为l、半径为r 的同轴圆柱面S ，则由对称性和高斯
定理得

∮ S
D ·dS =2πrlD =2πalσ

D =σar
（1 .49 .1）

故得导线与圆筒间的电场强度为

E =σa
εr

e r （1 .49 .2）

式中ε是导线与圆筒间介质的电容率，er 是垂直于导线表面并向外的单位矢量.现

在需要用已知量来表示σ.设圆筒的内半径为b ，则导线与圆筒的电势差为

V =∫
b

a
E ·dr =σa

ε∫
b

a

e r·dr
r =σa

ε
ln b

a
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σ= εV
aln（b／a ）

（1 .49 .3）

代入（1 .49 .2 ）式得

E = V
rln（b／a ）e r （1 .49 .4）

　 　 再求磁场强度 H .设导线中的电流强度为I ，则由安培环路定理得

H = I
2πr

e � （1 .49 .5）

式中e� 是柱坐标系中�方向上的单位矢量.
于是得导线与圆筒间电磁场的能流密度为

S =E ×H = IV
2πr 2ln（b／a ）

e z （1 .49 .6）

通过电缆横截面的电磁场功率为

P =∫
b

a∫
2π

0
S ·（rdrd�e z）= IV

ln（b／a ）∫
b

a

dr
r =IV （1 .49 .7）

因为

V =IR （1 .49 .8）
所以

P =I 2R （1 .49 .9）

　 　 1 .50 　 一电荷分布的电荷量密度为

ρ（x ，y ，z ）=-δ（x ）δ（y ）dδ
（z ）
dz

试求这电荷所产生的电势.
【解】　 这电荷所产生的电势为

φ（x ，y ，z ）=
1

4πε0∫ V

ρ（r′）dV′
|r -r′|

=- 1
4πε0∫∫

∞

-∞
∫

δ（x′）δ（y′）d
dz′δ
（z′）

（x -x′）2 +（y -y′）2 +（z -z′）寶
2
dx′dy′dz′

=- 1
4πε0∫

∞

-∞

1
x 2 +y 2 +（z -z′）寶

2

d
dz′δ
（z′）dz′

=- 1
4πε0∫

∞

-∞

d
dz′

1
x 2 +y 2 +（z -z′）寶

2
δ（z′［ ］｛ ）-

　
d
dz′

1
x 2 +y 2 +（z -z′）寶［ ］2 δ（z′ ｝）dz′

=- 1
4πε0

1
x 2 +y 2 +（z -z′）寶

2
δ（z′［ ］）

z′=∞

z′=-∞
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　 + 1
4πε0∫

∞

-∞

d
dz′

1
x 2 +y 2 +（z -z′）寶［ ］2 δ（z′）dz′

= 1
4πε0∫

∞

-∞

（z -z′）
x 2 +y 2 +（z -z′）寶（ ）2［ ］3 δ（z′）dz′

= 1
4πε0

z
（x 2 +y 2 +z 2）3／2

= 1
4πε0

r ·e z

r 3

【讨论】　 由前面11 12 题可知，本题所给的电荷量密度是一个电偶极子的电荷
量密度，它位于坐标原点，沿z 轴方向，它的电偶极矩为1 .

1 .51 　 一电偶极子的电偶极矩为p ，如图1 .51 所示，试求它在r 处的P 点所
产生的电势φ（r ）和电场强度E（r ）.
【解】　 电偶极矩p 在P 点产生的电势，就是它的正负电荷在P 点产生的电势

之和.设p =ql ，则它在 P 点产生的电势便为

φ（r）=
q

4πε0

1
r +

- 1
r（ ）-

（1 .51 .1）

式中［参看图1 .51（1）］

r += r 2 + l
（ ）2

2

-rlcos寶 θ

r -= r 2 + l
（ ）2

2

+rlcos寶
烍

烌

烎
θ

（1 .51 .2）

图11 51 图11 51（1）

根据电偶极子的定义，r 冲 l，故上式中的l 2 项可略去.即

r += r 2 -rlcos寶 θ=r 1 -l
r cos寶 θ=r 1 -l

2rcos（ ）θ

r -= r 2 +rlcos寶 θ=r 1 +l
r cos寶 θ=r 1 +l

2rcos（ ）
烍

烌

烎
θ

（1 .51 .3）
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所以

φ（r ）=
q

4πε0r

1

1 -l
2rcosθ

- 1

1 +l
2rcos

烄

烆

烌

烎
θ

=qlcosθ
4πε0r 2 = pcosθ

4πε0r 2
（1 .51 .4）

写成矢量形式即

φ（r）=
p ·r
4πε0r 3

（1 .51 .5）

这就是电偶子产生的电势的标准形式.
由φ（r）可求得电偶极子所产生的电场强度为

E（r）=-

Δ

φ（r ）=- 1
4πε0

Δp ·r
r（ ）3

=- p
4πε0

Δcosθ
r（ ）2

=- p
4πε0

矪

矪r
cosθ
r（ ）2 e r + 1

r
矪

矪θ

cosθ
r（ ）2 e［ ］θ

= p
4πε0r 3

（2cosθe r +sinθe θ） （1 .51 .6）

因为

p =pcosθe r -psinθe θ （1 .51 .7）
故（1 .51 .6）式可化为

E（r ）=
3（p ·r）r -r 2p

4πε0r 5
（1 .51 .8）

这就是电偶极子产生的电场强度的标准形式.
1 .52 　 在球坐标系的原点，有一电偶极矩为p 的电偶极子，p 与极轴z 的夹角

为α，p 的方位角为β，如图1 .52 所示.试求这电偶极子在P（r ，θ，�）点产生的电势

　 图11 52

φ和电场强度E .
【解】　 在球坐标系中，设两位置矢量

r（r ，θ，�）和r′（r′，θ′，�′）之间的夹角为ψ，
则有

cosψ= r
r
·r′
r′

=（sinθcos�e x +sinθsin�e y +
　 cosθe z）·（sinθ′cos�′e x +
　 sinθ′sin�′e y +cosθ′e z）
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=cosθcosθ′+sinθsinθ′cos（�-�′） （1 .52 .1）
由上式得出，p 与r 之间的夹角ψ满足

cosψ=cosαcosθ+sinαsinθcos（�-β） （1 .52 .2）
于是由p 产生电势的公式［参见1 .51 题的（1 .51 .5）式］得P（r ，θ，�）点的电势为

φ= p ·r
4πε0r 3 = pcosψ

4πε0r 2

=p［cosαcosθ+sinαsinθcos（�-β）］
4πε0r 2

（1 .52 .3）

　 　 P 点的电场强度为

E =-

Δ

φ=-�φ
�r

e r - 1
r
�φ
�θ

e θ- 1
rsinθ

�φ

��
e � （1 .52 .4）

把（1 .52 .3）式代入上式，经过计算得

E = p
4πε0r 3 2［cosαcosθ+sinαsinθcos（�-β）］e｛ r+［cosαsinθ-sinαcosθcos（�-β）］eθ+

　 sinαsin（�-β）e ｝� （1 .52 .5）

　 　【别解】　 p 在P 点产生的电势的公式为

φ= p ·r
4πε0r 3

（1 .52 .6）

电场强度的公式为

E =
3（p ·r ）r -r 2p

4πε0r 5
（1 .52 .7）

将p 沿e r，eθ，e� 方向分解得

p =p［cosαcosθ+sinαsinθcos（�-β）］e r -p［cosαsinθ-

　 sinαcosθcos（�-β）］eθ-p［sinαsin（�-β）］e� （1 .52 .8）
将此式和（1 .52 .2）式分别代入（1 .52 .6 ）式和（1 .52 .7）式，便可得出（1 .52 .3 ）式和
（1 .52 .5）式.

　 图11 53

1 .53 　 一电偶极矩为 p 的电偶极子
位于球坐标系的极轴（z 轴）上离原点 O
为a 处，p 与极轴垂直并在y2z 平面内，如
图1 .53 所示.求p 在r 处的P（r ，θ，�）点
所产生的电势φ和电场强度E .
【解】　 原始算法.　 用p 的正负电荷

所产生的电势之和求P 点的电势φ，再用

E =-

Δ

φ求电场强度E .
设p =ql 到P 点的位矢为r′，则p 在
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　 图11 53（1）

P 点产生的电势为

φ= q
4πε0

1
r′+

- 1
r′（ ）-

（1 .53 .1）

式中r′+和r′-分别为p 的正、负电荷到 P 点的距离.由图1 .53 和
图1 .53（1）可见，r′与p 间的夹角α满足

cosα=cosθ′cosθp +sinθ′sinθpcos（�-�p ）=sinθ′sin�

r′+= r′2 +l2

4 -lr′cos寶 α= r′2 +l2

4 -lr′sinθ′sin寶 �

因为是电偶极子，故l 虫 r′，上式中根号内l 的平方项可略去，然后
展开取近似得

r′+=r′ 1 -l
r′sin�sinθ寶 ′=r′ 1 - l

2r′sinθ′sin（ ）� （1 .53 .2）

同样可得

r′-=r′ 1 +l
r′sin�sinθ寶 ′=r′ 1 + l

2r′sinθ′sin（ ）� （1 .53 .3）

所以

φ= q
4πε0r′

1

1 - l
2r′sinθ′sin�

- 1

1 + l
2r′sinθ′sin

烄

烆

烌

烎
�

=psinθ′sin�
4πε0r′2

（1 .53 .4）

φ也可以写成矢量形式

φ= p ·r′
4πε0r′3

（1 .53 .5）

　 　 再由φ求电场强度E .为此，先要将r′和θ′用r 、a 和θ等表示.由图1 .53 可见

r′= r 2 +a 2 -2arcos寶 θ （1 .53 .6）

sinθ′= r
r′sinθ （1 .53 .7）

sinθ′
r′2 =rsinθ

r′3 = rsinθ
（r 2 +a 2 -2arcosθ）3／2

（1 .53 .8）

代入（1 .53 .4 ）式便得

φ= p
4πε0

rsinθsin�
（r 2 +a 2 -2arcosθ）3／2

（1 .53 .9）

于是得

E =-

Δ

φ=-
矪φ
矪r
e r - 1

r
矪φ
矪θ
e θ- 1

rsinθ
矪φ
矪�
e �
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= p
4πε0（r 2 +a 2 -2arcosθ）5／2

［（ 2r 2 -a 2 -arcosθ）sinθsin�e r +

　（3ar -arcos2
θ-r 2cosθ-a 2cosθ）sin�e θ-

　（r 2 +a 2 -2arcosθ）cos�e �］ （1 .53 .10）

　 　【别解】　 用公式计算.如图1 .53（2）所示，位于r′点的电偶极子p 在r 点产生

　 图11 53（2）

的电势和电场强度的公式分别为［参看前面11 51 题的
（11 511 5）式和（11 511 8）式］

φ= p ·（r -r′）
4πε0 |r -r′|3

（1 .53 .11）

和

E =
3［p ·（r -r′）］（r -r′）-|r -r′|2p

4πε0 |r -r′|5

（1 .53 .12）

现在，由图1 .53 可得

图11 54

r′=acosθe r -asinθe θ （1 .53 .13）

p =psinθsin�e r +pcosθsin�e θ+pcos�e � （1 .53 .14）
将以上两式分别代入（1 .53 .11 ）式和（1 .53 .12 ）式，
经过计算，便得出前面的（1 .53 .9 ）式和（1 .53 .10 ）
式.

1 .54 　 电荷量q 均匀地分布在长为 2l 的直线
上，以这线段的中点 O 为原点取笛卡儿坐标系，使线
段在x 轴上，如图1 .54 所示.设 P（x ，y ，z ）为这线段
外的空间任一点，求q 在P 点产生的电势φ（x ，y ，z ）.
【解】　 在这线段上离中点 O 为s 处的线元 ds

上，电荷量为dq =q
2l

ds，它在P 点产生的电势为

dφ（x ，y ，z ）=
dq

4πε0r
= q

8πε0l
ds

（x -s）2 +y 2 +z寶
2

（1 .54 .1）

于是q 在P 点产生的电势便为

φ（x ，y ，z ）=
q

8πε0l∫
l

-l

ds
（x -s）2 +y 2 +z寶

2
（1 .54 .2）

用积分公式

∫
du

u 2 +a寶
2
=ln u + u 2 +a寶（ ）2 +C （1 .54 .3）
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算出（1 .54 .2 ）式中的积分便得

φ（x ，y ，z ）=
q

8πε0l
ln

（x +l）2 +y 2 +z寶
2 +x +l

（x -l）2 +y 2 +z寶
2 +x -

熿

燀

燄

燅l
（1 .54 .4）

　 　 另外，若用积分公式

∫
ds

as 2 +bs +寶 c
= 1

寶a
　

ln as 2 +bs +寶 c +寶as + b
2 寶［ ］a

+C′

（1 .54 .5）

算出（1 .53 .2 ）式中的积分，结果便得

φ（x ，y ，z ）=
q

8πε0l
ln

（x -l）2 +y 2 +z寶
2 -x +l

（x +l）2 +y 2 +z寶
2 -x -

熿

燀

燄

燅l
（1 .54 .6）

　 　 还有，根据对称性，由（1 .54 .4）式可得

φ（x ，y ，z ）=
q

8πε0l
ln

（|x |+l）2 +y 2 +z寶
2 +|x |+l

（|x |-l）2 +y 2 +z寶
2 +|x |-

熿

燀

燄

燅l
（1 .54 .7）

容易证明，（1 .54 .4）、（1 .54 .6）和（1 .54 .7）三式都相等.
1 .55 　 设基态氢原子中电子电荷量的密度分布为

ρ（r ）=- e
πa 3e -2r

a

式中a 是玻尔半径，e 是电子电荷量的大小，r 是到氢核（质子）的距离.试求电子电
荷在r 处产生的电势φe 和电场强度E e，以及包括氢核在内的总电势φ和总电场强

度E .
【解】　 以氢核为原点，半径为r 的球面内的电子电荷量为

Q e（r ）=∫ V
ρ（r ）dV =∫

r

0
ρ（r ）·4πr

2dr =-4e
a 3∫

r

0
r 2e -2r

a dr

=e 2 r 2

a 2 +2 r
a +（ ）1 e -2r

a -［ ］1 （1 .55 .1）

根据对称性，由高斯定理得

E e = Q e（r ）
4πε0r 3r = e

4πε0
2 r 2

a 2 +2 r
a +（ ）1 e -2r

a -［ ］1
r
r 3 （1 .55 .2）

由E e 得

φe =∫
∞

r
E ·dr = e

4πε0∫
∞

0
2 r 2

a 2 +2 r
a +（ ）1 e -2r

a -［ ］1 dr
r 2

= e
4πε0

1
a + 1

（ ）r e-2r
a - 1

［ ］r
（1 .55 .3）

·57·第一章　 电磁现象的普遍规律



　 　 总电势为

φ=φe + e
4πε0r = e

4πε0

1
a + 1

（ ）r e -2r
a （1 .55 .4）

总电场强度为

E =E e + er
4πε0r 3 = e

4πε0
2 r 2

a 2 +2 r
a +（ ）1 e -2r

a r
r 3

（1 .55 .5）

　 　【别解】　 电荷量分布在无界空间里产生电势的公式为

φ= 1
4πε0∫ V

ρ（r′）dV′
|r -r′|

（1 .55 .6）

式中

|r -r′|= r 2 +r′2 -2r ·r寶 ′ ＞ 0 （1 .55 .7）

是点源r′到场点r 的距离.故电子电荷产生的电势为（参看图1 .55）

　 图11 55

φe = 1
4πε0∫ V

ρ（r′）dV′
|r -r′|

=- e
4π 2
ε0a 3∫ V

e -2r′
a dV′

r 2 +r′2 -2r ·r寶 ′

=- e
4π 2
ε0a 3∫

∞

0∫
π

0∫
2π

0

e -2r′
a r′2sinθdr′dθd�

r 2 +r′2 -2rr′cos寶 θ

=- e
2πε0a 3r∫

∞

0
e -2r′

a r′ r 2 +r′2 -2rr′cos寶［ ］θ
π

0dr′

由于（1 .55 .7 ）式，在r′＜ r 时， r 2 +r′2 -2寶 rr′=r -r′；而在r′＞ r 时，则应取

r 2 +r′2 -2寶 rr′=r′-r .故上面的积分便为

φe =- e
2πε0a 3r∫

r

0
e-2r′

ar′［r +r′-（r -r′）］dr′- e
2πε0a 3r∫

∞

r
e-2r′

ar′［r +r′-（r′-r）］dr′

=- e
πε0a 3r∫

r

0
e -2r′

a r′2dr′- e
πε0a 3∫

∞

r
e -2r′

a r′dr′

= e
4πε0

1
a + 1

（ ）r e-2r
a - 1

［ ］r
（1 .55 .8）

　 　 电子电荷产生的电场强度为

E e =-

Δ

φe =- e
4πε0

Δ 1
a + 1

（ ）r e-2r
a - 1

［ ］r

= e
4πε0

2 r 2

a 2 +2 r
a +（ ）1 e -2r

a -［ ］1 r
r 3 （1 .55 .9）

根据叠加原理即可得出φ和E .
1 .56 　 设基态氢原子中电子电荷量的密度分布为
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ρ（r ）=- e
πa 3e -2r

a

式中a 是玻尔半径，e 是电子电荷量的大小，r 是到氢核（质子）的距离.试求：
（1）这种电荷量分布本身所具有的静电能 W es ；（2）这种电荷量分布在氢核电场中
的电势能 W ep ；（3）整个基态氢原子的静电能 W e .
【解】　（1）电子电荷量分布本身所具有的静电能为

W es = 1
2∫ e
φedq = 1

2∫ V
φeρdV （1 .56 .1）

式中φe 为电子电荷所产生的电势.由1 .55 题的（1 .55 .3）式，

φe = e
4πε0

1
a + 1

（ ）r e -2r
a - 1

［ ］r
（1 .56 .2）

代入（1 .56 .1 ）式得

W es = 1
2∫

∞

0

e
4πε0

1
a + 1

（ ）r e-2r
a - 1

［ ］r - e
πa 3e -2r

（ ）a ·4πr 2dr

=- e 2

2πε0a 3∫
∞

0

1
a r

2 +（ ）r e-4r
a dr -∫

∞

0
e-2r

ar d［ ］r

= 5e 2

64πε0a
（1 .56 .3）

　 　（2）电子电荷分布在氢核电场中的电势能为

W ep =∫ e
φpdq =∫ V

φpρdV =∫
∞

0

e
4πε0r

- e
πa 3e -2r

（ ）a ·4πr 2dr

=- e 2

πε0a 3∫
∞

0
e-2r

ar dr =- e 2

4πε0a
（1 .56 .4）

这个结果表明，W ep 等于整个电子电荷都在玻尔轨道上所具有的电势能.
（3）整个基态氢原子的静电能为

W e =W es +W ep = 5e 2

64πε0a - e 2

4πε0a =- 11e 2

64πε0a
（1 .56 .5）

　 　 基态氢原子的能量为

E 1 =- e2

8πε0a
（1 .56 .6）

以上结果表明：W e ＜ E 1 .
1 .57 　 在体积V 内有电荷量密度为ρ（r）的电荷分布，这电荷处在电势为φe（r ）

的外电场中.试证明：当外电场为均匀电场时，这电荷在外电场中的电势能为 W =
-p ·E e，式中E e 为外电场的电场强度，p 为这电荷分布的电偶极矩.
【解】　 元电荷量dq =ρ（r ）dV 在外电场中的电势能为

dW =φe（r）dq =φe（r）ρ（r ）dV （1 .57 .1）
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对于均匀电场有

φe（r ）=-∫
r

0
E（r ）·dr =-E e·r （1 .57 .2）

dW =-E e·rρ（r ）dV
积分便得

W =-∫ V
E e·rρ（r）dV =-E e·∫ V

ρ（r ）rdV

=-p ·E e （1 .57 .3）

　 　 1 .58 　 两条无穷长的平行直导线相距为d ，载有大小相等而方向相反的恒定
电流I .空间任一点P 到两线的距离分别为a 和b ，如图1 .58 所示.试求 P 点的矢
势A 和磁感强度B .
【解】　 以两导线构成的平面为z2x 平面，到两导线距离相等的 O 点作原点，

取笛卡儿坐标系，使z 轴与两导线平行，x 轴穿过两导线，如图1 .58（1）所示.由于
对称性，A 和B 都与z 无关，故取z =0 平面内一点 P（x ，y ）作为场点来计算A 和

B .x =d
2
的导线上z 处电流元I dl =Idze z 在P 点产生的矢势为

dA += μ0Idz

4π z 2 +a寶
2
e z =μ

0Ie z

4π
dz

z 2 +a寶
2

（1 .58 .1）

图11 58 图11 58（1）

整条线电流在P 点产生的矢势便为

A +=μ
0Ie z

4π∫
∞

-∞

dz
z 2 +a寶

2
（1 .58 .2）

P 点的矢势是两条线电流所产生的矢势之和，即

A =A ++A -=μ
0Ie z

4π∫
∞

-∞

dz
z 2 +a寶

2
-μ

0Ie z

4π∫
∞

-∞

dz
z 2 +b寶

2
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=μ
0Ie z

4π
lim
z → ∞

ln z 2 +a寶
2 +z

z 2 +a寶
2 -z

-ln z 2 +b寶
2 +z

z 2 +b寶
2 -［ ］z

=μ
0Ie z

4π
lim
z → ∞

ln z 2 +a寶
2 +z

z 2 +a寶
2 -z

z 2 +b寶
2 -z

z 2 +b寶
2 +［ ］z

=μ
0Ie z

4π
lim
z → ∞

ln
1 + a
（ ）z寶

2

+1

1 + b
（ ）z寶

2

+1

1 + b
（ ）z寶

2

-1

1 + a
（ ）z寶

2

-

熿

燀

燄

燅
1

=μ
0I

2π
ln b
（ ）a e z （1 .58 .3）

或者，由于

a = x -d
（ ）2

2

+y寶
2 ，　 　 b = x +d

（ ）2
2

+y寶
2 （1 .58 .4）

用坐标表示为

A =μ
0I
4π

ln
x +d
（ ）2

2

+y 2

x -d
（ ）2

2

+y

熿

燀

燄

燅

2
e z （1 .58 .5）

　 　 P 点的磁感强度为

B =

Δ

×A

= 矪A z

矪y -
矪A y

矪（ ）z
e x + 矪A x

矪z -矪A z

矪（ ）x e y +
矪A y

矪x
-矪A x

矪（ ）y
e z

= 矪A z

矪y
e x -矪A z

矪x
e y

=μ
0I
4π

矪

矪y
ln

x +d
（ ）2

2

+y 2

x -d
（ ）2

2

+y

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

2
e x -μ

0I
4π

矪

矪x
ln

x +d
（ ）2

2

+y 2

x -d
（ ）2

2

+y

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎

2
e y

=μ
0I
2π

y

x +d
（ ）2

2

+y 2
- y

x -d
（ ）2

2

+y烅

烄

烆

烍

烌

烎

2 e x -

　
μ0I
2π

x +d
2

x +d
（ ）2

2

+y 2
-

x -d
2

x -d
（ ）2

2

+y
烅

烄

烆

烍

烌

烎

2
e y （1 .58 .6）

若用a 和b 表示，利用关系式（1 .58 .4 ）式便得

B = μ0I
4πa 2b 2d

（a 2 -b 2） ［（ a +d ）2 -b 2］［b 2 -（a -d ）2寶 ］e｛ x
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　 -［（ a 2 +b 2）d 2 -（a 2 -b 2）2］e ｝y （1 .58 .7）

B 的大小为

B =μ
0Id

2πab
（1 .58 .8）

　 　 1 .59 　 有一半径为a 的圆环电流I ，取圆心 O 为原点，圆环的轴线为z 轴，如
图1 .59 所示，P 为r 处的一点.（1）求这圆环电流在 P 点所产生的矢势A（r ）的积
分表达式，算出r 冲 a 处的A（r ）；（2）由A（r ）计算r 冲 a 处的磁感强度B（r ）；（3）设
用磁矩为 m 的磁偶极子代替圆环电流，求 m 在P 点产生的矢势和磁感强度.
【解】　（1）由定义，沿闭合回路L 流动的电流I 在r 点［图1 .59（1）］产生的矢

势为

A（r）=μ
0I

4π∮ L

dl′
|r -r′|

（1 .59 .1）

图11 59 图11 59（1）

　 图11 59（2）

对圆环电流I 来说，由于对称性，在以z 轴为圆心的
圆周（此圆周在z =常数的平面内）上，任何一点，A
的大小A 都应相同.因此，A 应与方位角�无关.为
方便，我们求�=0 处 P（r ，θ，0）点的A .如图1 .59（2）
所示，电流元Idl′的线元为

　 　 　 dl′=ad�′（-sin�′e x +cos�′e y ） （1 .59 .2）
电流元到P 点的距离为

　 　 　 |r -r′|= r 2 +a 2 -2arcos寶 α （1 .59 .3）
式中α为r 和r′之间的夹角.球坐标系中任意两矢量r（r ，θ，�）与r′（r′，θ′，�′）之间
夹角α的公式为

cosα=cosθcosθ′+sinθsinθ′cos（�-�′） （1 .59 .4）
今�=0 ，θ′=π／2 ，故

cosα=sinθcos�′ （1 .59 .5）
由以上五式得
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A（r ）=μ
0Ia
4π∫

2π

0

（-sin�′e x +cos�′e y ）d�′

r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′
（1 .59 .6）

式中

∫
2π

0

sin�′d�′
r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′

=- 1
arsinθ r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′

2π
0 =0

于是得

A（r）=μ
0Ia
4π

e y∫
2π

0

cos�′d�′
r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′

（1 .59 .7）

由图1 .59（2）可见，在球坐标系中，P 点的e y =e�，故A（r）可写作

A（r）=μ
0Ia
4π

e�∫
2π

0

cos�′d�′
r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′

（1 .59 .8）

这便是圆环电流在P 点产生的矢势的积分表达式.在一般情况下，式中的积分是
椭圆积分.

下面求r 冲 a 处的A（r ）.这时，（1 .59 .8）式中的被积函数里a 2 项可以略去.然
后按公式

（1 -X ）-1／2 =1 +1
2 X +1·3

2·4 X
2 +1·3·5

2·4·6 X
3 +⋯　（X 2

＜ 1）　 　（1 .59 .9）

展开如下：

1
r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′

= 1
r

1 -2 a
r sinθcos�（ ）′

-1／2

= 1
r

1 +a
r sinθcos�（ ）′ （1 .59 .10）

把（1 .59 .10）式代入（1 .59 .8）式，第一项积分为零.于是便得所求的A（r）值为

A（r）=μ
0Ia
4π

asinθ
r 2 e�∫

2π

0
cos2
�′d�′=μ

0Ia 2sinθ
4r 2 e� （1 .59 .11）

　 　（2）由上面A（r ）的值计算磁感强度B（r ）如下：

B（r）=

Δ

×A（r）=μ
0Ia 2

4

Δ

×
sinθ
r 2 e（ ）�

=μ
0Ia 2

4
1

rsinθ
�
�θ

sin 2
θ

r（ ）［ ］2 e r - 1
r
�
�r

sinθ
（ ）［ ］r e｛ ｝θ

=μ
0Ia 2

4r 3
（2cosθe r +sinθe θ） （1 .59 .12）

　 　（3）圆环电流的磁矩依定义为

m =πa 2Ie z （1 .59 .13）
故（1 .59 .11）式可写作

·18·第一章　 电磁现象的普遍规律



A（r ）=μ
0 m sinθ
4πr 2 e� =μ

0 m ×r
4πr 3

（1 .59 .14）

（1 .59 .12）式可写作

B（r）=μ
0 m

4πr 3
［2cosθe r +sinθe θ］

= μ0

4πr 3
［3m cosθe r -（m cosθe r -m sinθe θ）］

= μ0

4πr 3
［3（m ·er）er -m ］

=μ
0［（ m ·r ）r -r 2m ］

4πr 5
（1 .59 .15）

因此，用磁矩为m 的磁偶极子代替圆环电流，m 在P 点产生的矢势和磁感强度分

别由（1 .59 .14）式和（1 .59 .15）式表示.
【讨论】　 圆环电流的矢势的准确表达式.
圆环电流的矢势（1 .59 .8）式一般是椭圆积分，可以化为用全椭圆积分来表示.

为此，令�′=π +2Ψ，则cos�′=2sin 2
Ψ-1 ，代入（1 .59 .8 ）式便得

A（r ）=μ
0Ia
4π

e�∫
π／2

-π／2

2（2sin 2
Ψ-1）dΨ

r 2 +a 2 +2arsinθ-4arsinθsin 2
寶 Ψ

=μ
0Ia
π

e�∫
π／2

0

（2sin 2
Ψ-1）dΨ

r 2 +a 2 +2arsinθ-4arsinθsin 2
寶 Ψ

（1 .59 .16）

令

h = r 2 +a 2 +2arsin寶 θ，　 k = 4arsinθ
r 2 +a 2 +2arsin寶 θ

（1 .59 .17）

则（1 .59 .16）式便可化为

A（r ）=μ
0Ia
πh

e �∫
π／2

0

（2sin 2
Ψ-1）dΨ

1 -k 2sin 2
寶 Ψ

=μ
0Ia
πh

e �∫
π／2

0

2sin 2
ΨdΨ

1 -k 2sin 2
寶 Ψ

-∫
π／2

0

dΨ
1 -k 2sin 2
寶［ ］Ψ （1 .59 .18）

式中

∫
π／2

0

dΨ
1 -k 2sin 2
寶 Ψ

=K

= π

2 1 +（ ）
1
2

2

k 2 + 1·3
2·（ ）4

2

k 4［ +

　
1 ·3·5
2 ·4·（ ）6

2

k 6 + ］⋯ （1 .59 .19）

称为第一种全椭圆积分.另一项为

∫
π／2

0

2sin 2
ΨdΨ

1 -k 2sin 2
寶 Ψ

= 2
k 2∫

π／2

0

dΨ
1 -k 2sin 2
寶 Ψ

-∫
π／2

0

（1 -k 2sin 2
Ψ）dΨ

1 -k 2sin 2
寶［ ］Ψ
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= 2
k 2∫

π／2

0

dΨ
1 -k 2sin 2
寶 Ψ

-∫
π／2

0
1 -k 2sin 2
寶 Ψd［ ］Ψ

= 2
k 2（K -E ） （1 .59 .20）

式中

∫
π／2

0
1 -k 2sin 2
寶 ΨdΨ=E

= π

2
1 -（ ）

1
2

2

k 2 - 1 ·3
2 ·（ ）4

2 k 4

3［ -

　
1·3 ·5
2 ·4 ·（ ）6

2 k 6

5 - ］⋯ （1 .59 .21）

称为第二种全椭圆积分.把（1 .59 .19 ）、（1 .59 .20）和（1 .59 .21）式代入（1 .59 .18 ）
式，最后便得圆环电流在P 点产生的矢势的准确表达式为

A（r ）=μ
0Ia
πh

2
k 2（K -E ）-［ ］K e �

=μ
0I r 2 +a 2 +2arsin寶 θ

2πrsinθ
r 2 +a 2

r 2 +a 2 +2arsinθ
K -（ ）E e �（1 .59 .22）

　 　 1 .60 　 电荷量Q 均匀分布在半径为a 的圆盘上，圆盘的厚度可略去不计.当
这圆盘以匀角速度ω绕它的几何轴旋转时，以盘心O 为原点，旋转轴为极轴，取球
坐标系如图1 .60 所示.求它在r 处的P 点所产生的矢势A（r ）的积分表达式，并计
算在r 冲 a 处的矢势和磁感强度.
【解】　 在圆盘上取半径为r′和r′+dr′的环带［图1 .60（1）］，圆盘转动时，这环

带的电流为

dI = ω2π
dQ = ω2π

Q
πa 2 ·2πr′dr′

= Qω
πa 2r′dr′ （1 .60 .1）

图11 60 图11 60（1）

由圆环电流产生矢势的公式［参看1 .59 题的（1 .59 .8）式］
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A（r ）=μ
0Ia
4π

e�∫
2π

0

cos�′d�′
r 2 +a 2 -2arsinθcos�寶 ′

（1 .60 .2）

得此环带产生的矢势为

dA（r ）=μ
0Qω

4π 2a 2e�r′
2dr′∫

2π

0

cos�′d�′
r 2 +r′2 -2rr′sinθcos�寶 ′

（1 .60 .3）

积分便得圆盘旋转时在r 处的P 点所产生的矢势的积分表达式为

A（r）=μ
0Qω

4π 2a 2e�∫
a

0∫
2π

0

r′2cos�′dr′d�′
r 2 +r′2 -2rr′sinθcos�寶 ′

（1 .60 .4）

　 　 在r 冲 a 处，上式的被积函数可由展开式取近似得

1
r 2 +r′2 -2rr′sinθcos�寶 ′

= 1
r

1 + r′
（ ）r

2

-2 r′
r sinθcos�［ ］′

-1／2

= 1
r

1 +r′
r sinθcos�（ ）′ （1 .60 .5）

把它代入（1 .60 .4）式得矢势为

A（r ）= μ
0Qω

4π 2a 2r
e �∫

a

0∫
2π

0
r′2 1 +r′

r sinθcos�（ ）′ cos�′dr′d�′

=μ
0Qωa 2sinθ
16πr 2 e� （1 .60 .6）

　 　 A（r ）还可以用圆盘电荷旋转时的磁矩m 来表示.m 依定义为

m =∫（dI ）S′e z =∫
a

0

Qω
πa 2r′dr′·πr′

2e z = Qωa 2

4 e z （1 .60 .7）

故（1 .60 .6）式可写作

A（r）=μ
0 m ×r
4πr 3

（1 .60 .8）

　 　 由A（r ）计算磁感强度B（r ）如下：

B（r）=

Δ

×A（r）=μ
0

4π

Δ

×
m ×r
r（ ）3

=μ
0

4π

Δ1
r（ ）3 ×（m ×r）+ μ0

4πr 3

Δ

×（m ×r ）

= μ0

4πr 5
［3（m ·r）r -r 2m ］ （1 .60 .9）

把（1 .60 .7）式的 m 代入上式便得

B（r）=μ
0Qωa 2

16πr 3
（2cosθe r +sinθe θ） （1 .60 .10）

　 　 1 .61 　 电荷量Q 均匀地分布在半径为a 的球体内，当这球体以匀角速度ω绕
它的直径旋转时，以球心O 为原点，如图1 .61 所示，求球外r 处P 点的矢势A（r ）
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的积分表达式，并计算r 冲 a 处的矢势和磁感强度.
【解】　 我们根据电流产生矢势的公式

A（r ）=μ
0

4π∫ V

j（r′）dV′
|r -r′|

（1 .61 .1）

求矢势A（r ）的积分表达式.由图1 .61（1）可得

j（r′）=ρ（r′）v′= 3Q
4πa 3ω×r′

= 3Q
4πa 3ωr′sinθ′（-sin�′e x +cos�′e y ） （1 .61 .2）

代入（1 .61 .1 ）式得

A（r ）=
3μ0Qω
（4π）2a 3∫ V

r′sinθ′（-sin�′e x +cos�′e y ）dV′
|r -r′|

=
3μ0Qω
（4π）2a 3∫

a

0∫
π

0∫
2π

0

r′3sin 2
θ′（-sin�′e x +cos�′e y ）dr′dθ′d�′

r 2 +r′2 -2rr′［cosθcosθ′+sinθsinθ′cos（�-�′寶 ）］

（1 .61 .3）

图11 61 图11 61（1）

　 　 由于轴对称性，对于r 和θ相同而�不同的各点，A 的方向虽不同，但 A 的大
小｜A ｜ =A 是相同的.因此，为计算方便，我们取P 点的方位角为�=0（即以r 和z
轴构成的平面为z2x 平面）.这样，上式便化为

A（r）=
3μ0Qω
（4π）2a 3∫

a

0∫
π

0∫
2π

0

r′3sin 2
θ′（-sin�′e x +cos�′e y ）dr′dθ′d�′

r 2 +r′2 -2rr′（cosθcosθ′+sinθsinθ′cos�′寶 ）

（1 .61 .4）

因为

∫
2π

0

-sin�′d�′

r 2 +r′2 -2rr′（cosθcosθ′+sinθsinθ′cos�′寶 ）
=0 （1 .61 .5）
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故利用这时e y =e�，（1 .61 .4）式便化为

A（r ）=
3μ0 Qω
（4π）2a 3e�∫

a

0∫
π

0∫
2π

0

r′3sin 2
θ′cos�′dr′dθ′d�′

r 2 +r′2 -2rr′（cosθcosθ′+sinθsinθ′cos�′寶 ）

（1 .61 .6）

这便是所要求的矢势的积分表达式.
下面计算r 冲 a 处的A（r）.这时，被积函数中的根式可取如下近似：

　
1

r 2 +r′2 -2rr′（cosθcosθ′+sinθsinθ′cos�′寶 ）

= 1
r

1 +r′
r
（cosθcosθ′+sinθsinθ′cos�′［ ］）

代入（1 .61 .6 ）式，第一项积分为零.于是便得

A（r）=
3μ0Qω
（4π）2a 3r 2e�∫

a

0∫
π

0∫
2π

0
（cosθcosθ′+sinθsinθ′cos�′）r′4sin 2

θ′cos�′dr′dθ′d�′

=μ
0Qωa 2

20π
sinθ
r 2 e� （1 .61 .7）

　 　 由上式计算磁感强度如下：

B（r ）=

Δ

×A（r）=μ
0Qωa 2

20π

Δ

× sinθ
r 2 e（ ）�

=μ
0Qωa 2

20π
1

rsinθ
矪

矪θ

sin 2
θ

r（ ）［ ］2 e r - 1
r

矪

矪r
sinθ
（ ）［ ］r e｛ ｝θ

=μ
0Qωa 2

20πr 3
（2cosθe r +sinθe θ） （1 .61 .8）

　 图11 61（2）

　 　【讨论】　 也可以用旋转带电球的磁矩来表示它的 A（r ）和

B（r ）.这磁矩可计算如下.半径为r 的圆环电流I 的磁矩定义为
［图1 .61（2）］

m =πr 2In （1 .61 .9）

根据这个定义，半径为a 的均匀带电圆盘（所带电荷量为q ）以匀
角速度ω绕它的几何轴旋转时，其磁矩为

m =∫ I
πr 2dIn =π∫ q

r 2 ωdq
2π

n =ω2∫ q
r 2dq

=ω2∫
a

0
r 2 q

πa 2
·2πrdr =qa 2

ω

4
（1 .61 .10）
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由此可算出半径为a 的均匀带电球体以匀角速度ω 旋转时的磁矩为

m =ω4∫ Q
r 2dq =ω4∫ V

r 2
ρdV = 3Qω

16πa 3∫
a

-a
r 2 ·πr 2dz

=3Qω
16a 3∫

a

-a
r 4dz =3Qω

16a 3∫
a

-a
（a 2 -z 2）2dz

=Q a 2

5 ω
（1 .61 .11）

于是（1 .61 .7 ）式可写作

A（r ）=μ
0

4π
m ×r
r 3 （1 .61 .12）

（1 .61 .8）式可写作

B（r）=μ
0［3（m ·r）r -r 2m ］

4πr 5
（1 .61 .13）

　 　 1 .62 　 有一半径为a 的圆环电流I ，以圆心 O 为原点，圆环的轴线为z 轴，取

　 图11 62

笛卡儿坐标系，试用毕奥2 萨伐尔定律计
算空间任一点P 的磁感强度B ，然后分别
用球坐标和柱坐标表示B .
【解】　 由对称性可知，这圆环电流I

在空间任一点P（r ，θ，�）产生的磁感强度

B 其大小与 P 点的方位角�无关.因此，
为方便起见，取�=0 ，如图1 .62 所示.这
样，源（电流元Idl）点S 和场点P 的位矢

分别为

源点S ：　 　 r S =acos�′e x +asin�′e y （1 .62 .1）

场点P ：　 　 r =rsinθe x +rcosθe z （1 .62 .2）
于是得

R =r -r S =（rsinθ-acos�′）e x -asin�′e y +rcosθe z （1 .62 .3）

R 2 =a 2 +r 2 -2arsinθcos�′ （1 .62 .4）
圆环上S 处的电流元为

Idl =-Ia sin�′d�′e x +Ia cos�′d�′e y （1 .62 .5）

　 　 根据毕奥2 萨伐尔定律，圆环电流I 在P 点产生的磁感强度为

B =μ
0

4π∮
Idl ×R

R 3 （1 .62 .6）

由（1 .62 .5）、（1 .62 .3）两式得
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dl ×R =［rcosθcos�′e x +rcosθsin�′e y +（a -rsinθcos�′）e z ］ad�′
（1 .62 .7）

将（1 .62 .4）式和（1 .62 .7）式代入（1 .62 .6）式便得

B =μ
0Ia
4π∫

2π

0

rcosθcos�′e x +rcosθsin�′e y +（a -rsinθcos�′）e z

（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2
d�′

（1 .62 .8）
于是得B 的三个分量分别为

B x =μ
0Iarcosθ
4π ∫

2π

0

cos�′d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

（1 .62 .9）

B y =μ
0Iarcosθ
4π ∫

2π

0

sin�′d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

（1 .62 .10）

B z =μ
0Ia
4π∫

2π

0

（a -rsinθcos�′）d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

（1 .62 .11）

因为

∫
2π

0

sin�′d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

= 1
arsinθ

1
a 2 +r 2 -2arsinθcos�寶 ′

�′=2π

�′=0
=0

（1 .62 .12）
故

B y =0 （1 .62 .13）

　 　 为了求出B x 和B z ，先求下列两个积分.第一个积分为

　∫
2π

0

d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

= 1
（a 2 +r 2）2 -（-2arsinθ）2∫

2π

0

a 2 +r 2 -2arsinθcos�′
a 2 +r 2 -2arsinθcos�寶 ′

d�′

= 1
（a 2 +r 2 +2arsinθ）（a 2 +r 2 -2arsinθ）∫

2π

0
a 2 +r 2 -2arsinθcos�寶 ′d�′

（1 .62 .14）
令�′=π -2x ，则（1 .62 .14）式中的积分化为

　∫
2π

0
a 2 +r 2 -2arsinθcos�寶 ′d�′=2∫

π／2

-π／2
a 2 +r 2 +2arsinθ-4arsinθsin 2
寶 x dx

=2 a 2 +r 2 +2arsin寶 θ∫
π／2

-π／2
1 -k 2sin 2
寶 x dx =4 a 2 +r 2 +2arsin寶 θE

（1 .62 .15）
式中

k 2 = 4arsinθ
a 2 +r 2 +2arsinθ

（1 .62 .16）
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E =∫
π／2

0
1 -k 2sin2
寶 x dx = π

2
1 -（ ）

1
2

2

k 2 - 1·3
2·（ ）4

2 k 4

3 - 1·3·5
2·4·（ ）6

2 k 6

5 -［ ］⋯
（1 .62 .17）

是第二种全椭圆积分.于是得

∫
2π

0

d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

= 4E
a 2 +r 2 +2arsin寶 θ（a 2 +r 2 -2arsinθ）

（1 .62 .18）

　 　 第二个积分为

　∫
2π

0

cos�′d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

=a 2 +r 2

2arsinθ∫
2π

0

d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

-

　
1

2arsinθ∫
2π

0

d�′
a 2 +r 2 -2arsinθcos�寶 ′

（1 .62 .19）

其中前一个积分即（1 .62 .18）式；令�′=π -2x ，后一个积分便化为

∫
2π

0

d�′
a 2 +r 2 -2arsinθcos�寶 ′

=2∫
π／2

-π／2

dx
a 2 +r 2 +2arsinθ-4arsinθsin 2
寶 x

= 4
a 2 +r 2 +2arsin寶 θ∫

π／2

0

dx
1 -k 2sin 2
寶 x

= 4
a 2 +r 2 +2arsin寶 θ

K （1 .62 .20）

式中

K =∫
π／2

0

dx
1 -k 2sin 2
寶 x

= π

2 1 +（ ）
1
2

2

k 2 + 1 ·3
2 ·（ ）4

2

k 4 + 1 ·3 ·5
2 ·4 ·（ ）6

2

k 6 +［ ］⋯

（1 .62 .21）
是第一种全椭圆积分.将（1 .62 .18）式和（1 .62 .20）式代入（1 .62 .19）式得

　∫
2π

0

cos�′d�′
（a 2 +r 2 -2arsinθcos�′）3／2

= 2
arsinθ a 2 +r 2 +2arsin寶 θ

a 2 +r 2

a 2 +r 2 -2arsinθ
E -（ ）K （1 .62 .22）

将（1 .62 .22）式代入（1 .62 .9）式得

B x =μ
0I

4π
2cosθ

sinθ a 2 +r2 +2arsin寶 θ

a 2 +r 2

a 2 +r 2 -2arsinθ
E -（ ）K （1 .62 .23）

将（1 .62 .18）式和（1 .62 .22）式代入（1 .62 .11）式得

B z =μ
0I

4π
2

a 2 +r 2 +2arsin寶 θ

a 2 -r 2

a 2 +r 2 -2arsinθ
E +（ ）K （1 .62 .24）
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　 图11 62（1）

（1 .62 .23）、（1 .62 .13）和（1 .62 .24）三式便是所求
的磁感强度B 在笛卡儿坐标系中的三个分量.

用柱坐标表示B .如图1 .62（1），变换到柱坐标
系，有ρ=rsinθ，z =rcosθ；取�=0，便得B 的分量为

B ρ =B xcos�+B ysin�=B x 　 　 　 　 　 　 　 　

=μ
0I
2π

z

ρ （a +ρ）
2 +z寶

2

a 2 +ρ
2 +z 2

（a -ρ）
2 +z 2E -［ ］K

（1 .62 .25）

B �=-B xsin�+B ycos�=0 （1 .62 .26）

B z =μ
0I

2π
1

（a +ρ）
2 +z寶

2

a 2 -ρ
2 -z 2

（a -ρ）
2 +z 2E +［ ］K （1 .62 .27）

将B 的分量式（1 .62 .23）、（1 .62 .13）和（1 .62 .24）变换到球坐标系，分别为

B r =B xsinθcos�+B ysinθsin�+B zcosθ=B xsinθ+B zcosθ

=μ
0I
π

a 2cosθ
a 2 +r 2 +2arsin寶 θ

E
a 2 +r 2 -2arsinθ

（1 .62 .28）

B θ=B xcosθcos�+B ycosθsin�-B zsinθ=B xcosθ-B zsinθ

=μ
0I

2π
1

sinθ a 2 +r2 +2arsin寶 θ

a 2 +r2 -2a 2sin2
θ

a 2 +r 2 -2arsinθ
E -（ ）K （1 .62 .29）

B �=-B xsin�+B ycos�=0 （1 .62 .30）

　 　 1 .63 　 一载有电流I 的导线弯成椭圆形，椭圆的方程为 x 2／a 2 +y 2／b 2 =1 ，

a ＞ b .试求I 在椭圆中心O 产生的磁感强度B 0 .
【解】　 根据毕奥2 萨伐尔定律，椭圆上的电流元Idl 在椭圆中心O 产生的磁感

　 图11 63

强度为

dB 0 =μ
0Idl ×r
4πr 3

（1 .63 .1）

式中r 是电流元I dl 到O 的矢量，r =｜r｜，
如图1 .63 所示.由图可见，

dl ×r =（dl）rsinφe I （1 .63 .2）
式中e I 为垂直于椭圆面向外的单位矢量，

并且有

（dl）sinφ=rdθ （1 .63 .3）
将（1 .63 .2）、（1 .63 .3）两式代入（1 .63 .1）式，便得

dB 0 =μ
0I
4π

dθ
r e I （1 .63 .4）
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　 　 为了便于积分，换成用极坐标表示.以椭圆中心O 为极点，x 轴为极轴，便有

x =rcosθ，　 　 y =rsinθ （1 .63 .5）

代入椭圆方程

x 2

a 2 +y 2

b 2 =1 （1 .63 .6）

得出

1
r = 1

ab b 2cos2
θ+a 2sin 2

寶 θ （1 .63 .7）

代入（1 .63 .4 ）式得所求的磁感强度为

B 0 = μ0I
4πab∫

2π

0
b 2cos2

θ+a 2sin 2
寶 θdθe I （1 .63 .8）

这个积分是一种椭圆积分，为了化成标准形式，作如下变换：

ψ=θ+ π

2
（1 .63 .9）

所以

b 2cos2
θ+a 2sin 2

θ=b 2sin 2
ψ+a 2cos2

ψ

=a 2 -（a 2 -b 2）sin 2
ψ （1 .63 .10）

代入（1 .63 .8 ）式，并由 a 2 -（a 2 -b 2 ）sin 2
寶 ψ是ψ的以π 为周期的函数，便得

B 0 = μ0I
4πab∫

2π +π／2

π／2
a 2 -（a 2 -b 2）sin 2
寶 ψdψe I

= μ0I
4πab∫

2π

0
a 2 -（a 2 -b 2）sin 2
寶 ψdψe I

=μ
0I

4πb∫
2π

0
1 -a 2 -b 2

a 2 sin 2

寶 ψdψe I

=μ
0I
πb∫

π／2

0
1 -e 2sin 2
寶 ψdψe I （1 .63 .11）

式中

e = a 2 -b寶
2

a
（1 .63 .12）

是椭圆的偏心率.（1 .63 .11）式中的积分叫做第二种全椭圆积分，其值为

E =∫
π／2

0
1 -e2sin2
寶 ψdψ= π

2
1 -（ ）

1
2

2

e 2 - 1·3
2·（ ）4

2 e 4

3 - 1·3·5
2·4·（ ）6

2 e 6

5 -［ ］⋯
（1 .63 .13）
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最后得所求的磁感强度为

B 0 =μ
0EI
πb

e I （1 .63 .14）

　 　【讨论】　 当e =0 时，a =b ，椭圆化为圆，这时E =π／2 ，由（1 .63 .14）式得

B 0 =μ
0I
2a

e I （1 .63 .15）

这正是圆电流I 在圆心产生的磁感强度.
椭圆的周长L 和面积S 分别为

L =4aE ，　 　 S =πab （1 .63 .16）

故（1 .63 .14）式可化为

B 0 =μ
0I
4

L
S e I =μ

0I
4
周长
面积

eI （1 .63 .17）

这个公式对于圆电流和椭圆电流都适用.
1 .64 　 半径为a 1 的圆环载有电流I 1 ，半径为a 2 的圆环载有电流I 2 ，两圆环共

轴，它们的环心相距为b .试求圆环电流I 1 作用在圆环电流I 2 上的安培力.
【解】　 本题分两步求解：第一步，求其中一个圆环电流产生的磁感强度 B ；第

二步，由安培力公式求B 对另一个圆环电流的作用力.
第一步，求磁感强度.以圆环电流I 1 的环心为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系，

则圆环电流I 1 在空间任一点 P（ρ，�，z ）产生的磁感强度为（具体计算，参见前面

1 .62 题）

B ρ=
μ0I 1

2π
z

ρ （a 1 +ρ）
2 +z寶

2

a 2
1 +ρ

2 +z 2

（a 1 -ρ）
2 +z 2E -［ ］K （1 .64 .1）

B �=0 （1 .64 .2）

B z =μ
0I 1

2π
1

（a 1 +ρ）
2 +z寶

2

a 2
1 -ρ

2 -z 2

（a 1 -ρ）
2 +z 2 E +［ ］K （1 .64 .3）

式中

K = π

2 1 +（ ）
1
2

2

k 2 + 1·3
2·（ ）4

2

k 4 + 1·3 ·5
2·4 ·（ ）6

2

k 6 +［ ］⋯ （1 .64 .4）

E = π

2
1 -（ ）

1
2

2

k 2 - 1·3
2·（ ）4

2 k 4

3 - 1 ·3·5
2 ·4·（ ）6

2 k 6

5 -［ ］⋯ （1 .64 .5）

k 2 =
4a 1ρ

（a 1 +ρ）
2 +z 2

（1 .64 .6）

K 叫做第一种全椭圆积分，E 叫做第二种全椭圆积分，k 叫做模数.
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　 图11 64

第二 步，求 安 培 力.如 图 1 .64 ，由
（1 .64 .1）、（1 .64 .2 ）、（1 .64 .3 ）三式得，I 1

在I 2 处产生的磁感强度为

B ρ =μ
0I 1

2π
b

a 2 （a 1 +a 2 ）
2 +b寶

2
×

　
a 2

1 +a 2
2 +b 2

（a 1 -a 2 ）
2 +b 2E -［ ］K （1 .64 .7）

B � =0 （1 .64 .8）

B z =μ
0I 1

2π
1

（a 1 +a 2 ）
2 +b寶

2
×

　
a 2

1 -a 2
2 -b 2

（a 1 -a 2 ）
2 +b 2 E +［ ］K （1 .64 .9）

　 　 根据安培力公式，I 2 上的电流元I 2dl
所受的安培力为

dF =I 2dl ×B =I 2a 2d�e �×B

=I 2a 2d�e �× B ρe ρ+B �e �+B ze（ ）z

=I 2a 2d�e �× B ρe ρ+B ze（ ）z

=-I 2a 2B ρd�e z +I 2a 2B zd�e ρ （1 .64 .10）

式中dF z =-I 2a 2B ρd�e z 沿e z 的负方向，由图1 .64 可见，是I 1 吸引I 2dl 的力；而

dF ρ=I 2a 2B zd�e ρ 沿e ρ 的方向，是I 1 作用在I 2dl 上的张力.积分得

F z =I 2a 2∮B ρd�=I 2a 2B ρ∮d�=2πI 2a 2B ρ

= μ0I 1I 2b
（a 1 +a 2）

2 +b寶
2

a 2
1 +a 2

2 +b 2

（a 1 -a 2）
2 +b 2 E -［ ］K （1 .64 .11）

F ρ=|F ρ|=|I 2a 2∮B zd�e ρ|=0 （1 .64 .12）

dF ρ 在I 2 环内产生的张力其大小为

T = 1
2∫

π／2

-π／2
（I 2a 2B zd�）cos�=I 2a 2B z

= μ0I 1I 2a 2

2π （a 1 +a 2）
2 +b寶

2

a 2
1 -a 2

2 -b 2

（a 1 -a 2 ）
2 +b 2E +［ ］K （1 .64 .13）

（1 .64 .11）和（1 .64 .13）两式便是所求的结果.
对于亥姆霍兹线圈来说，a 1 =a 2 =b .这时，由（1 .64 .11）和（1 .64 .13）两式得

F z =μ
0I 1I 2

寶5
（3E -K ） （1 .64 .14）
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T =μ
0I 1I 2

寶2 5π
（K -E ） （1 .64 .15）

　 　 以上是I 2 与I 1 同方向的情况（如图1 .64 所示）.若I 2 与I 1 反方向，则 F z 和

T 的大小都不变，仍分别由（1 .64 .11）式和（1 .64 .13 ）式表示，但方向则都相反，即
这时F z 为排斥力，T 为压力.

1 .65 　 两导线圆环共轴，半径分别为a 1 和a 2 ，环心相距为b .试求它们间的互
感系数.
【解】　 设所求的互感系数为 M ，则当圆环1 载有电流I 1 时，通过圆环2 的磁

通量便为

Φ21 = MI 1 （1 .65 .1）
式中

Φ21 =∫ S 2
B 21 ·dS 2 =∫ S 2

Δ

×A 21 ·dS 2 =∮ L 2

A 21 ·dl2 （1 .65 .2）

A 21 是电流I 1 在圆环2 处产生的矢势.由以上两式得

M = 1
I 1∮ L 2

A 21 ·dl2 （1 .65 .3）

因此，只需知道A 21 ，便可以求出 M 来.关于圆环电流的矢势，在前面1 .59 题的讨

　 图11 65

论中，已有详细计算，得出了准确表达式［（ 1 .59 .22）
式］

A（r ）= μ0Ia

π r 2 +a 2 +2arsin寶 θ

2
k 2（K -E ）-［ ］K e �

（1 .65 .4）
式中

k 2 = 4arsinθ
r 2 +a 2 +2arsinθ

（1 .65 .5）

K 和E 分别是第一和第二两种全椭圆积分.在现在
的情况下，由图1 .65 可见，A 21（r 2 ）中的a =a 1 ，r 2 =
r 2

2 =a 2
2 +b 2 ，rsinθ=r 2sinθ=a 2 ，故

k 2 = 4a 1a 2

a 2
2 +b 2 +a 2

1 +2a 1a 2
= 4a 1a 2

（a 1 +a 2）
2 +b 2 （1 .65 .6）

r 2 +a 2 +2arsin寶 θ=2 a 1a寶 2

k
（1 .65 .7）

于是得

A 21（r 2 ）= μ0I 1a 1k

2π a 1a寶 2

2
k 2（K -E ）-［ ］K e �
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=μ
0I 1

2π
a 1

a寶2

2
k -（ ）k K - 2

k［ ］E e � （1 .65 .8）

将（1 .65 .8）式代入（1 .65 .3）式，便得

M =μ
0

2π∮ L 2

a 1

a寶2

2
k -（ ）k K - 2

k［ ］E e �·dl2

=μ
0

2π
a 1

a寶2

2
k -（ ）k K - 2

k［ ］E ·2πa 2

=μ0 a 1a寶 2
2
k -（ ）k K - 2

k［ ］E （1 .65 .9）

　 　【讨论】　 我们在前面是通过磁通量求互感，也可以通过磁场能量求互感，得出

公式（参见后面1 .66 题）

M ij =μ
0

4π∮ li∮ lj

dli·dlj

|ri -rj |
（1 .65 .10）

由于

A ij（r ）=μ
0

4π∮ lj

I idlj

|ri -rj |
（1 .65 .11）

故得

M ij = 1
I j∮ li

A ij ·dli （1 .65 .12）

这便是前面的（1 .65 .3）式.
1 .66 　 真空中有一电流系统，分布在有限区域V 内，电流密度为j（r）.
（1）试证明这电流系统的磁场能量为

W m =μ
0

8π∫ V∫ V

j（r ）·j（r′）
|r -r′|

dV dV′

　 　（2）如果该电流系统是由n 个载流回路组成的，它们的电流分别为I 1 ，I 2 ，⋯，

I n ，试证明其磁场能量可表示为

W m = 1
2 ∑

n

i =1
L iI 2

i +∑
n

i =1
∑
n

j =1
M ijI iI j（1 -δij ）

并写出自感系数L i 和互感系数M ij 的积分表达式.
【证】　（1）磁场能量为

W m = 1
2∫ H ·B dV （1 .66 .1）

式中积分遍及电流所产生的全部磁场.
电流密度j 所产生的矢势为

A（r ）=μ
0

4π∫ V

j（r′）dV′
|r -r′|

（1 .66 .2）
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磁感强度B 与A 的关系为

B =

Δ

×A （1 .66 .3）
由静磁场的麦克斯韦方程

Δ

×H =j （1 .66 .4）
和矢量分析公式

Δ

·（f ×g ）=（

Δ

×f ）·g -f ·（

Δ

×g ） （1 .66 .5）
得

H ·B = H ·（

Δ

×A ）=（

Δ

×H ）·A -

Δ

·（H ×A ）

=j ·A -

Δ

·（H ×A ） （1 .66 .6）
代入（1 .66 .1 ）式得

W m = 1
2∫j ·A dV - 1

2∫

Δ

·（H ×A ）dV （1 .66 .7）

　 　 因为j 分布在有限区域内，故离j 很远处，｜H ｜ ， 1／r 2，｜A ｜ ， 1／r ，所以（1 .66 .7）
式的第二个积分为

∫

Δ

·（H ×A ）dV =∮（H ×A ）·dS ≈
1
r 2 ·

1
r
·r 2 = 1

r → 0 ，当r → ∞ 时

（1 .66 .8）
将（1 .66 .2）式和（1 .66 .8）式代入（1 .66 .7）式即得

W m = 1
2∫j（r ）·A（r ）dV =μ

0

8π∫ V∫ V

j（r ）·j（r′）
|r -r′|

dV dV′ （1 .66 .9）

　 　（2）如果电流系统是一些分立的载流回路，则电流元jdV → Idl，这时（1 .66 .9）
式化为

W m =μ
0

8π ∑
n

i =1
∑
n

j =1∮ li∮ lj

（I idli）·（I jdlj）

|ri -rj |

=μ
0

8π ∑
n

i =1
∑
n

j =1∮ li∮ lj

dli·dlj

|ri -rj |
IiI j

= 1
2 ∑

n

i =1
L iI 2

i +∑
n

i =1
∑
n

j =1
M ijI iI j（1 -δij ） （1 .66 .10）

式中

L i =μ
0

4π∮ li∮ li

dli·dl′i
|ri -r′i |

（1 .66 .11）

M ij =μ
0

4π∮ li∮ lj

dli·dlj

|ri -rj |
（1 .66 .12）

　 　 1 .67 　 设一静磁场完全是由永久磁化强度 M（r）的定域分布产生的.
（1）给出相应的麦克斯韦方程组所采取的形式，进一步给出为使问题可解所

必须的本构关系，即场与 M 之间的关系.
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（2）用磁标势φm（r）和 M（r）表示出B（r）和H（r），并求出仅含φm 和 M 的方程.
（3）试证明

∫B（r ）·H（r ）dV =0

式中的积分遍及全部空间.［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1986 年
试题.］
【解】　（1）因为 M（r ）给定，分布在一定区域内，并与时间无关；以及ρ=0 ，J =

0 .故相应的麦克斯韦方程组为

Δ

·B =0 （1 .67 .1）

Δ

×H =0 （1 .67 .2）

E =0，　 　 D =0 （1 .67 .3）
本构关系为

B =μ0 H +μ0 M （1 .67 .4）

　 　（2）因为

Δ

×H =0 ，故有磁标势φm 存在，使得

H =-

Δ

φm （1 .67 .5）
这里φm 是空间的标量函数.代入（1 .67 .4）式得

B =-μ0

Δ

φm +μ0 M （1 .67 .6）
（1 .67 .5）和（1 .67 .6 ）两式便是我们所要求的、用φm 和 M 表示B（r ）和 H（r ）的式
子.

由（1 .67 .1）式和（1 .67 .6）式得

Δ

·B =-μ0

Δ

2
φm +μ0

Δ

·M =0

Δ

2
φm =

Δ

·M （1 .67 .7）
这就是所要求的仅含φm 和 M 的方程.
（3）由（1 .67 .4）式和（1 .67 .5）式得

∫B ·H dV =∫（μ0 H +μ0 M ）·H dV =∫（μ0 H 2 +μ0 M ·H ）dV

=μ0∫［（ -

Δ

φm ）·（-

Δ

φm ）-（

Δ

φm ）·M ］dV （1 .67 .8）

用分部积分法并利用

Δ

·（φm

Δ

φm ）=（

Δ

φm ）·（

Δ

φm ）+φm

Δ

2
φm

Δ

·（φm M ）= M ·

Δ

φm +φm

Δ

· 烍
烌

烎M
（1 .67 .9）

（1 .67 .8）式可化为

　μ0∫

Δ

·（φm

Δ

φm ）-φm

Δ

2
φ［ ］m -

Δ

·（φm M ）-φm

Δ

·［ ］｛ ｝M dV

=μ0∫

Δ

·（φm

Δ

φm ）-

Δ

·（φm M［ ］）dV -μ0∫（φm

Δ

2
φm -φm

Δ

·M ）dV
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　 =μ0∮ S
φm

Δ

φm ·dS -μ0∮ S
φm M ·dS -μ0∫φm（

Δ

2
φm -

Δ

·M ）dV （1 .67 .10）

因为体积分遍及全部空间，所以（1 .67 .10）式中第一项和第二项的面积分遍及无穷

远面，这时由于φm ，
1
r
，

Δ

φm ，
1
r 2 ，而面积S ， r 2 ，所以第一项当r → ∞时，面积分趋

于零；又因为 M 仅分布在有限区域内，故在界面上有 M =0 ，所以第二项的面积分
也等于零.于是（1 .67 .8）式便化为

∫B ·H dV =-μ0∫φm（

Δ

2
φm -

Δ

·M ）dV （1 .67 .11）

由（1 .67 .7）式，被积函数应等于零.于是最后得出

∫B ·H dV =0 （1 .67 .12）
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第二章　 静电场和静磁场

2 .1 　 在无界空间里，取球坐标系，电荷量分布ρ所产生的电势为φ= q
4πε0

×

1
a +1

（ ）r e -2r
a -1

［ ］r
，式中q 和a 都是常量，r 是场点到原点的距离；试求ρ.如果

换成另一种电荷量分布ρ′，所产生的电势为φ′= q
4πε0

1
a +1

（ ）r e -2r
a ；试求ρ′.

【解】　 由泊松方程

Δ

2
φ=-ρ

ε0

（2 .1 .1）

得电荷量的分布为

ρ=-ε0

Δ

2
φ=-q

4π

Δ

2 1
a + 1

（ ）r e -2r
a + q

4π

Δ

2 1
r

=- q
4πa

Δ

2e -2r
a - q

4π

Δ

2 e -2r
a

（ ）r + q
4π
［-4πδ（r ）］ （2 .1 .2）

式中

Δ

2e -2r
a = 1

r 2
矪

矪r
r 2 矪e-2r

a

矪（ ）r =- 2
ar 2

矪

矪r
r 2e -2r

（ ）a

= 4
a

1
a - 1

（ ）r e-2r
a （2 .1 .3）

Δ

2 e -2r
a

（ ）r =e-2r
a

Δ

2 1
r + 1

r

Δ

2e -2r
a +2

Δ1
（ ）r

·

Δ

e -2r

（ ）a

=e-2r
a［-4πδ（r ）］+4

ar
1
a - 1

（ ）r e-2r
a +2 -r

r（ ）3 · -2r
ar e

-2r

（ ）a

=-4πe-2r
aδ（r ）+ 4

a 2r
e-2r

a （2 .1 .4）

把以上两式代入（2 .1 .2）式便得

ρ=- q
4π

4
a 2

1
a - 1

（ ）r e-2r
a - q

4π
-4πe -2r

aδ（r ）+ 4
a 2re

-2r

［ ］a -qδ（r）

=- q
πa 3e

-2r
a + e-2r

a -（ ）1 qδ（r ） （2 .1 .5）

因

e-2r
a -（ ）1 δ（r ）=0 （2 .1 .6）



故得

ρ=- q
πa 3e

-2r
a （2 .1 .7）

　 　 再求ρ′.因

φ′=φ+ q
4πε0r

（2 .1 .8）

故得

ρ′=-ε0

Δ

2
φ′=-ε0

Δ

2
φ+ q

4πε0（ ）r

=-ε0

Δ

2
φ-q

4π

Δ

2 1
r =ρ-q

4π
［-4πδ（r ）］

=- q
πa 3e

-2r
a +qδ（r ） （2 .1 .9）

这个结果表明，分布ρ′等于分布ρ加上原点有一个电荷量为q 的点电荷.
【讨论】　 在用球坐标系的公式

Δ

2
φ= 1

r 2
矪

矪r
r 2 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ矪φ

矪（ ）θ + 1
r 2sin 2

θ

矪
2
φ

矪�
2
（2 .1 .10）

计算时，应注意

1
r 2

矪

矪r
r 2 矪

矪r
1

（ ）［ ］r = 1
r 2

矪

矪r
r 2 - 1

r（ ）［ ］2 =0

不适用于r =0 .在r =0 点，有

Δ

2 1
r =-4πδ（r ） （2 .1 .11）

　 　 2 .2 　 试论证：在没有电荷的地方，电势既不能达到极大值，也不能达到极小

值.
【解】　 在真空中，电势φ满足泊松方程，在笛卡儿坐标系中，这个方程为

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2 =-ρ
ε0

（2 .2 .1）

在没有电荷的地方，ρ=0 ，故

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2 =0 （2 .2 .2）

　 　 如果φ为极大，则
矪

2
φ

矪x 2 ＜ 0，矪
2
φ

矪y 2 ＜ 0，矪
2
φ

矪z 2 ＜ 0 .这不满足（2 .2 .2）式.可见ρ=0

处φ不能有极大值.如果φ为极小，则
矪

2
φ

矪x 2 ＞ 0，矪
2
φ

矪y 2 ＞ 0，矪
2
φ

矪z 2 ＞ 0 .这也不满足（2 .2 .2）

式.可见ρ=0 处φ不能有极小值.
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在介质中，如为均匀介质，则电势φ满足

矪
2
φ

矪x 2 +矪
2
φ

矪y 2 +矪
2
φ

矪z 2 =-ρ
ε

（2 .2 .3）

式中ρ是自由电荷量密度，ε是介质的电容率.在没有自由电荷的地方，ρ=0，（2 .2 .3）
式便化为（2 .2 .2）式.这时仿前面的分析可得，在这样的地方，电势φ既不能有极大
值，也不能有极小值.

因为在均匀介质中，极化电荷量密度为

ρp =- 1 - 1
ε（ ）r
ρ （2 .2 .4）

故在ρ=0 处，ρp =0 .即，无自由电荷处，也无极化电荷.
如果介质为非均匀介质，则电势φ满足下列方程：

Δ

2
φ=-1

ε
（ρ+

Δ

ε·

Δ

φ） （2 .2 .5）

在没有自由电荷的地方，ρ=0 ，故得

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2 =-
1
ε

矪ε
矪x

矪φ
矪x

+ 矪ε

矪y
矪φ
矪y

+矪ε
矪z

矪φ
矪（ ）z

（2 .2 .6）

在φ有极大值或极小值的地方，应有

矪φ
矪x

=
矪φ
矪y

=
矪φ
矪z

=0 （2 .2 .7）

这时（2 .2 .6）式便化为（2 .2 .2）式.仿前面的分析，同样可得：在没有电荷的地方，电
势φ既不能有极大值，也不能有极小值.

　 图21 3

2 .3 　 一平行板电容器两板板相距为 d ，其
间为空气；已知一极板电势为零，另一极板电势

为U .略去边缘效应，试由解拉普拉斯方程，求两
极板间的电势φ，并由φ求电场强度E 和两极板
上电荷量的面密度.
【解】　 以电势为零的极板的表面为x2y 平

面，取笛卡儿坐标系如图2 .3 .两极板间的电势φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ=

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2 =0 （2 .3 .1）

由对称性可知，φ与x ，y 无关.故上式化为

d 2
φ

dz 2 =0 （2 .3 .2）

解得

φ=C 1z +C 2 （2 .3 .3）
利用边界条件z =0 时φ=0 ；z =d 时，φ=U ，定出上式中的系数C 1 和C 2 ，便得
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φ=U
d z （2 .3 .4）

　 　 由电势φ得两极板间的电场强度为

E =-

Δ

φ=-U
d e z （2 .3 .5）

式中e z 是z 方向上的单位矢量.上式表明，两极板间的电场是向下的均匀电场.
由高斯定理得两极板上电荷量的面密度分别为

σ0 =-ε0
U
d

（2 .3 .6）

和

σd =ε0
U
d

（2 .3 .7）

　 图21 4

　 　 2 .4 　 有两个无限大的平行导体平面，它们的法

线平行于z 轴，其中一个位于z =0 处，电势固定为

φ0 ；另一个位于z =d 处，电势固定为φd .两平面之间

充满电荷，电荷量密度为ρ（z ）=ρ0
z

（ ）d
2
，式中ρ0 是

常量，如图2 .4 所示.试用泊松方程求区域0 ≤ z ≤ d
内的电势分布和每个平面上电荷量的面密度.
【解】　 两面间的电势φ满足泊松方程

Δ

2
φ=

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2 =-ρ
ε0

（2 .4 .1）

根据对称性可知，φ与x ，y 无关，仅是z 的函数，故（2 .4 .1）式化为

d 2
φ

dz 2 =- ρ0

ε0d 2z
2 （2 .4 .2）

积分并利用边界条件得

φ=- ρ0

12ε0d 2z
4 + φd -φ0

d +ρ0d
12ε（ ）0

z +φ0 （2 .4 .3）

或

φ=φ0 +z
d φd -φ0 +ρ

0d 2

12ε0
1 - z
（ ）d［ ］｛ ｝

3

（2 .4 .4）

　 　 两面间的电场强度为

E =-
矪φ

矪z
e z = ρ0

3ε0d 2z 3 -φ
d -φ0

d
-ρ0d
12ε（ ）0

e z （2 .4 .5）

两面上电荷量的面密度分别为
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σ0 =e z ·D 0 =ε0E 0 =-ε0

d
（φd -φ0 ）-

ρ0d
12

（2 .4 .6）

和

σd =-e z ·D d =-ε0E d =ε0

d
（φd -φ0）-

1
4ρ0d （2 .4 .7）

　 　 2 .5 　 导体带电时，在静电情况下，试证明：导体表面外附近电场强度的法向导

数�E
�n
满足

1
E
�E
�n =- 1

R 1
+ 1

R（ ）2

式中R 1 和R 2 分别是该处导体表面的两个主曲率半径.
【证】　 在导体表面外靠近导体表面处，有

Δ

·D =ε

Δ

·E =0 （2 .5 .1）
取笛卡儿坐标系（x 1 ，x 2 ，x 3 ），使x 3 轴沿导体表面外法线方向，x 1 轴和x 2 轴分别

平行于导体表面的两个主方向，则由（2 .5 .1）式得

Δ

·E = 矪E 1

矪x 1
+矪E 2

矪x 2
+矪E 3

矪x 3
=0 （2 .5 .2）

　 　 因为在静电情况下，导体表面外附近的电场强度

E =E 1e 1 +E 2e 2 +E 3e 3 （2 .5 .3）
垂直于导体表面，故

E 1 =E 2 =0，　 　 E 3 =E =|E | （2 .5 .4）
于是得

矪E 3

矪x 3
= 矪E

矪x 3
= 矪E

矪n
（2 .5 .5）

　 图21 5

　 　 虽然 E 1 =E 2 =0 ，但一般地矪E 1

矪x 1
≠ 0，矪E 2

矪x 2
≠ 0 .如图 2 .5 所

示，有

|ΔE 1 |=|E |Δθ1 =E Δθ1 =E Δs 1

R 1
（2 .5 .6）

同样，对于 ΔE 2 有

|Δ E 2 |=|E |Δθ2 =E Δθ2 =E Δs 2

R 2
（2 .5 .7）

于是得

矪E 1

矪x 1
= lim

Δx 1 → 0

|Δ E 1 |
Δx 1

= lim
Δs1 → 0

|Δ E 1 |
Δs 1

= E
R 1

（2 .5 .8）

矪E 2

矪x 2
= lim

Δx 2 → 0

|ΔE 2 |
Δx 2

= lim
Δs2 → 0

|ΔE 2 |
Δs 2

= E
R 2

（2 .5 .9）
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由（2 .5 .2）、（2 .5 .5）、（2 .5 .8）、（2 .5 .9）四式得

矪E
矪n =- 矪E

矪x 1
+ 矪E

矪x（ ）2
=- E

R 1
+ E
R（ ）2 （2 .5 .10）

于是最后得

1
E

矪E
矪n =- 1

R 1
+ 1

R（ ）2
（2 .5 .11）

　 　 2 .6 　 在电容率为ε的无限大均匀介质内，有一带电荷量q 的导体椭球，它的
表面方程为x 2／a 2 +y 2／b 2 +z 2／c 2 =1 .试求这导体椭球面上电荷量的面密度σ.
【解】　 用椭球坐标系求解.为此，先介绍椭球坐标系.
导体椭球面的方程为

x 2

a 2 +y 2

b 2 +z 2

c 2 =1 （2 .6 .1）

与这椭球面共焦的二次曲面为

x 2

a 2 +λ
+ y 2

b 2 +λ
+ z 2

c 2 +λ
=1 （2 .6 .2）

这是λ的一个三次方程，给定一组x ，y ，z 的值，λ有三个不同的实根：λ1 =ξ，λ2 =η，

λ3 =ζ.设a ＞ b ＞ c ，这三个根按大小排列，它们的范围如下：

ξ＞ -c2
＞ η＞ -b 2

＞ ζ＞ -a 2 （2 .6 .3）

　 　 与这三个根相应的三个二次曲面为

x 2

a 2 +ξ
+ y 2

b 2 +ξ
+ z 2

c 2 +ξ
=1，　 　（ξ＞ -c2） （2 .6 .4）

x 2

a 2 +η
+ y 2

b 2 +η
+ z 2

c 2 +η
=1，　 　（-c 2

＞ η＞ -b 2 ） （2 .6 .5）

x 2

a 2 +ζ
+ y 2

b 2 +ζ
+ z 2

c 2 +ζ
=1，　 　（-b 2

＞ ζ＞ -a 2） （2 .6 .6）

（2 .6 .4）式是椭球面，（2 .6 .5）式是单叶双曲面，（2 .6 .6）式是双叶双曲面.
对于空间的每一点（x ，y ，z ），都有唯一的一组（ξ，η，ζ）值；因此，通过空间的每

一点（x ，y ，z ），都有上述三种曲面，而且它们都是彼此互相正交的曲面.所以ξ，η，ζ
构成一个正交曲面坐标系，称为椭球坐标系.由（2 .6 .4 ）、（2 .6 .5 ）、（2 .6 .6 ）三式可
以得出，用ξ，η，ζ表示x ，y ，z 如下：

x =±
（ξ+a 2）（η+a 2 ）（ζ+a 2 ）

（b 2 -a 2）（c 2 -a 2寶 ）
（2 .6 .7）

y =±
（ξ+b 2）（η+b 2）（ζ+b 2）

（c 2 -b 2 ）（a 2 -b 2寶 ）
（2 .6 .8）

z =±
（ξ+c2 ）（η+c 2）（ζ+c 2）

（a 2 -c 2）（b 2 -c 2寶 ）
（2 .6 .9）
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　 　 在椭球坐标系（ξ，η，ζ）中，电势φ的拉普拉斯方程为

（η-ζ）R ξ
矪

矪ξ
R ξ

矪φ
矪（ ）ξ +（ζ-ξ）R η

矪

矪η
R η

矪φ
矪（ ）η +（ξ-η）R ζ

矪

矪ζ
R ζ

矪φ
矪（ ）ζ =0

（2 .6 .10）
式中

R λ = （λ+a 2）（λ+b 2）（λ+c 2
寶 ），　 　λ=ξ，η，ζ （2 .6 .11）

　 　φ的边界条件是：在（2 .6 .1 ）式的椭球面上，φ=φC
（常量）；而在离导体椭球非

常远处，φ趋于点电荷q 的电势.
由（2 .6 .4）式可见，ξ是一个椭球面族的参数，ξ=0 就是导体椭球面.在导体椭

球面上，电势φC
是与η和ζ均无关的常量.因此，如果φ只是ξ的函数φ（ξ），就可

以满足这个边界条件.这时拉普拉斯方程（2 .6 .10）式就化为

d
dξ

R ξ
dφ
d（ ）ξ =0 （2 .6 .12）

式中

R ξ = （ξ+a 2 ）（ξ+b 2）（ξ+c 2
寶 ） （2 .6 .13）

解（2 .6 .12）式得

φ=φ（ξ）=C∫
∞

ξ

dξ
R ξ

（2 .6 .14）

式中C 是积分常数.下面就用无穷远处的边界条件来定这个常数.
由（2 .6 .13）式可见，当ξ很大（即ξ冲 a 2）时，R ξ→ξ

3／2 .这时由（2 .6 .14）式得

φ=φ（ξ）→ C∫
∞

ξ

dξ
ξ

3／2 =2C
寶ξ

（2 .6 .15）

为了看出ξ与r = x 2 +y 2 +z寶
2 的关系，将（2 .6 .4）式写成

x 2

1 +a 2

ξ

+ y 2

1 +b 2

ξ

+ z 2

1 +c 2

ξ

=ξ （2 .6 .16）

可见当ξ很大（ξ冲 a 2）时，ξ→ x 2 +y 2 +z 2 =r 2 .故得

φ=φ（ξ）→
2C
r

（2 .6 .17）

　 　 当r → ∞时，导体椭球上的电荷q 所产生的电势为

φ →
q

4πεr
（2 .6 .18）

比较（2 .6 .17 ）、（2 .6 .18）两式，得积分常数为

C = q
8πε

（2 .6 .19）

代入（2 .6 .14 ）式便得
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φ=φ（ξ）=
q
8πε∫

∞

ξ

dξ
R ξ

（2 .6 .20）

这便是导体椭球上的电荷q 所产生的电势.
下面求导体椭球面上电荷量的面密度σ.设导体椭球面外法线方向上的单位

矢量为n ，则有

σ=n ·D =D n =εE n =-ε
矪φ
矪（ ）n ξ=0

（2 .6 .21）

在椭球坐标系ξ，η，ζ中，

矪φ
矪n

= 1
hξ

矪φ
矪ξ

= 2R ξ
（ξ-η）（ξ-ζ寶 ）

矪φ
矪ξ

（2 .6 .22）

将（2 .6 .20）式代入（2 .6 .22）式得

矪φ
矪n

= 2R ξ
（ξ-η）（ξ-ζ寶 ）

- q
8πεR（ ）

ξ

=- q
4πε （ξ-η）（ξ-ζ寶 ）

（2 .6 .23）

代入（2 .6 .21 ）式便得

σ=-ε
矪φ

矪（ ）η ξ=0
= q

4π 寶ηζ

（2 .6 .24）

在（2 .6 .7）、（2 .6 .8）、（2 .6 .9）三式中，令ξ=0，便可得出

ηζ=a 2b 2c 2 x 2

a 4 +y 2

b 4 +z 2

c（ ）4 （2 .6 .25）

代入（2 .6 .24 ）式，最后便得所求导体椭球面上电荷量的面密度为

σ= q
4πabc

1
x 2

a 4 +y 2

b 4 +z 2

c寶 4

（2 .6 .26）

　 　【讨论】　（1）关于椭球坐标的较详细论述，参见王竹溪、郭敦仁，《特殊函数概
论》（科学出版社，1979），639 ， 642 页.
（2）本题的另一种解法参见 W .R .斯迈思著，戴世强译，《静电学和电动力

学》，上册（科学出版社，1981），172 ， 176 页.

2 .7 　 一导体椭球的表面方程为
x 2

a 2 +y 2

b 2 +z 2

c 2 =1 ，当它带有电荷量q 时，表面

电荷量的面密度为

σ= q
4πabc

1
x 2

a 4 +y 2

b 4 +z 2

c寶 4

试由此式求：半径为a 的导体圆盘带有电荷量q 时，它上面电荷量的面密度.设圆
盘的厚度可略去不计.
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【解】　 考虑a =b ＞ c 的情况，这是一个旋转体的扁椭球，其电荷量的面密度为

σ= q
4πa 2c

1
x 2 +y 2

a 4 +z 2

c寶 4

（2 .7 .1）

令x 2 +y 2 =r 2 ，这扁椭球面的方程为

r 2

a 2 +z 2

c 2 =1 （2 .7 .2）

将（2 .7 .2）式代入（2 .7 .1）式得

σ= q
4πa 2c

1
r 2

a 4 + 1
c 2 1 -r 2

a（ ）寶 2

= q
4πa 2

1
c 2r 2

a 4 +1 -r 2

a寶 2

= q
4πa

1
c 2r 2

a 2 +a 2 -r寶
2

（2 .7 .3）

当c → 0 时，扁椭球即化为圆盘，于是由（2 .7 .3）式得出，所求的电荷量的面密度为

σ= q
4πa

1
a 2 -r寶

2
，　 　 r ≤ a （2 .7 .4）

　 　【讨论】　（1）（2 .7 .4 ）式是导体圆盘一面的电荷量面密度.如果将导体圆盘两
面电荷量的面密度算在一起，得出的结果便为

σ= q
2πa

1
a 2 -r寶

2
，　 　 r ≤ a （2 .7 .5）

　 　（2）导体椭球表面电荷量的面密度公式

σ= q
4πabc

1
x 2

a 4 +y 2

b 4 +z 2

c寶 4

的来源，参见前面2 .6 题.
2 .8 　 两个无穷大平行导体平面，相距为a ，电势都是零.它们之间有一条无穷

　 图21 8

长均匀带电直线，单位长度的电荷量为λ.这带电
直线与导体平面平行，到一面的距离为b ，如图

2 .8 所示.试求两导体平面间的电势.
【解】　 以一个导体平面为z2x 平面，取笛卡

儿坐标系，使带电直线通过y 轴并与z 轴平行，
如图2 .8 所示.根据对称性可知，两面间的电势φ
与坐标z 无关，故本题可化为二维问题.除去

x =0 ，y =b 一点，φ满足拉普拉斯方程
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Δ

2
φ=

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 =0 （2 .8 .1）

用分离变数法求解，令

φ=X（x ）Y（y ） （2 .8 .2）
代入（2 .8 .1）式得

1
X

d 2 X
dx 2 + 1

Y
d 2Y
dy 2 =0 （2 .8 .3）

考虑到边界条件，令

1
X

d 2 X
dx 2 =k 2 ，　 　

1
Y

d 2Y
dy 2 =-k 2 （2 .8 .4）

解得

X =A 1ekx +A 2e-kx （2 .8 .5）

Y =B 1sinky +B 2cosky （2 .8 .6）

　 　 下面由边界条件定系数A 1 、A 2 、B 1 和B 2 .因y =0 和y =a 时，φ=0 ，故得B 2 =

0 ，k =n π
a
（n =0 ，1 ，2 ，⋯）.对于x 来说，由于在x =0 处有线电荷λ，所以要分开来考

虑.令x ＞ 0 处的电势为φ+，x ＜ 0 处的电势为φ-，则当x → ∞时，φ+ → 0；当x →

-∞时，φ- → 0 .故知（2 .5 .5）式中的系数 A 1 +=0 ，A 2 - =0 .于是得

φ+= ∑
∞

n =1
C +

n sin
nπ
a（ ）y e-n π

a x ，　 　 x ＞ 0 （2 .8 .7）

φ-= ∑
∞

n =1
C -

n sin
n π
a（ ）y e

n π
a x ，　 　 x ＜ 0 （2 .8 .8）

又当x =0 ，y ≠ b 时，φ是连续的，故得C +
n =C -

n =C n .下面用x =0 ，y =b 处的边界
条件定C n 的值.

设x =0 平面上电荷量的面密度为σ，则有

ε0
矪φ-

矪x
-

矪φ+

矪（ ）x x =0
=σ （2 .8 .9）

但实际上在x =0 处不是面电荷，而是线电荷.我们可以把这线电荷看作是

σ=λδ（y -b ） （2 .8 .10）
的面电荷，式中δ代表δ函数，便得

ε0
矪φ-

矪x
-

矪φ+

矪（ ）x x =0
=λδ（y -b ） （2 .8 .11）

把（2 .8 .7）和（2 .8 .8）两式代入上式，便得

∑
∞

n =1
2C n

n π
a sin n π

a（ ）y =λ
ε0
δ（y -b ） （2 .8 .12）

两边乘以sin n π
a（ ）y ，然后对y 积分，积分极限从0 到a ，便得
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2C n
n π
a

a
2 =λ

ε0
sin n πb

a
故得

C n = λ
n πε0

sin n πb
a

（2 .8 .13）

把C n 代入（2 .8 .7）式和（2 .8 .8）式便得：除y =b 外，有

φ+= λ
πε0 ∑

∞

n =1

1
n sin nπb

（ ）a e -n π
a x sin nπ

a（ ）y ，　 　 x ＞ 0 （2 .8 .14）

φ-= λ
πε0 ∑

∞

n =1

1
n sin n πb

（ ）a e
n π
a xsin n π

a（ ）y ，　 　 x ＜ 0 （2 .8 .15）

这两式可以合写成

φ= λ
πε0 ∑

∞

n =1

1
n sin nπb

（ ）a e -n π
a |x|sin nπ

a（ ）y ，　 　（x =0 时y ≠ b ） （2 .8 .16）

这便是所要求的两导体平面间的电势.
【别解】　 本题中线电荷λ的电荷量密度可用δ函数表示为

ρ=λδ（x ）δ（y -b ） （2 .8 .17）
于是电势φ满足的泊松方程为

矪
2
φ

矪x 2 +矪
2
φ

矪y 2 =-λ
ε0
δ（x ）δ（y -b ） （2 .8 .18）

在二维x ，y 空间里，除去x =0 ，y =b 一点，上式即化为拉普拉斯方程

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 =0 ，　 　 x ≠ 0 或y ≠ b （2 .8 .19）

　 　 用分离变数法求解，求得φ满足边界条件（x → ±∞时，φ→ 0；y =0 和a 时，φ=0）
的解为

φ= ∑
∞

n =1
φn = ∑

∞

n =1
C ne -n π

a |x|sin nπ
a（ ）y （2 .8 .20）

　 　 下面用x =0 ，y =b 点的关系定系数C n .由（2 .8 .20）式得

矪φ
矪x

=-∑
∞

n =1

n π
a C ne -n π

a |x|sin nπ
a（ ）y d |x |

dx
（2 .8 .21）

式中

d |x |
dx =u（x ）-u（-x ） （2 .8 .22）

u（x ）是阶跃函数，其定义为

u（x ）=
0 ，　 　 x ＜ 0
1 ，　 　 x ＞｛ 0

（2 .8 .23）

u（x ）的导数为δ函数

du（x ）
dx =δ（x ），　 du（-x ）

dx =-δ（-x ）=-δ（x ） （2 .8 .24）
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于是得

　
矪φ
矪x

=-∑
∞

n =1

nπ
a C ne -n π

a |x|sin n π
a（ ）y ［u（x ）-u（-x ）］ （2 .8 .25）

　
矪

2
φ

矪x 2 = ∑
∞

n =1

n π
（ ）a

2

C ne -n π
a |x|sin n π

a（ ）y ［u（x ）-u（-x ）］2

　 -∑
∞

n =1
2 n π

a C ne -n π
a |x|sin nπ

a（ ）y δ（x ）

= ∑
∞

n =1

n π
a C ne -n π

a |x|sin nπ
a（ ）y nπ

a -2δ（x［ ］） （2 .8 .26）

　
矪

2
φ

矪y 2 =
�
�y ∑

∞

n =1

n π
a C ne -n π

a |x|cos nπ
a（ ）y =-∑

∞

n =1

n π
（ ）a

2

C ne -n π
a |x|sin n π

a（ ）y （2 .8 .27）

将（2 .8 .26）和（2 .8 .27）两式代入（2 .8 .18）式得

∑
∞

n =1

2nπ
a C ne -n π

a |x|sin n π
a（ ）y δ（x ）=λ

ε0
δ（x ）δ（y -b ） （2 .8 .28）

因

∫
∞

-∞
e-n π

a |x|δ（x ）dx =1 （2 .8 .29）

故将（2 .8 .28 ）式两边对x 积分即得

∑
∞

n =1

2n π
a C nsin

n π
a（ ）y =λ

ε0
δ（y -b ） （2 .8 .30）

两边乘以sin m π

a（ ）y 后对y 积分，即

∑
∞

n =1

2n π
a C n∫

a

0
sin m π

a（ ）y sin n π
a（ ）y dy =λ

ε0∫
a

0
sin m π

a（ ）y δ（y -b ）dy

=λ
ε0

sin m π

a（ ）b （2 .8 .31）

式中

∫
a

0
sin m π

a（ ）y sin nπ
a（ ）y dy =

sin
（m -n ）π

a y

2（m -n ）π
a

-
sin
（m +n ）π

a y

2（m +n ）π

熿

燀

燄

燅a

y =a

y =0

= a
2δmn （2 .8 .32）

于是得

C n = λ
πε0

1
n sin nπ

a（ ）b （2 .8 .33）

代入（2 .8 .20 ）式即得所求的电势为
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φ= λ
πε0 ∑

∞

n =1

1
n sin n π

a（ ）b e -n π
a |x|sin n π

a（ ）y （2 .8 .34）

图21 9

　 　 2 .9 　 一长方形盒，里面空间长为a ，
宽为b ，厚为c .上盖电势为φ0 ，其他各面

电势都是零，如图 2 .9 所示.试求盒内电
势φ.
【解】　 由几何形状可知，本题用笛卡

儿坐标系求解最方便.取笛卡儿坐标系如
图2 .9 ，盒内电势φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ=

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2 =0

（2 .9 .1）

用分离变数法求解，令

φ（x ，y ，z ）=X（x ）Y（y ）Z（z ） （2 .9 .2）
代入（2 .9 .1）式得

1
X

d 2 X
dx 2 + 1

Y
d 2Y
dy 2 + 1

Z
d 2Z
dz 2 =0 （2 .9 .3）

考虑到边界条件，令

1
X

d 2 X
dx 2 =-k 2 ，　 　

1
Y

d 2Y
dy 2 =-l2 （2 .9 .4）

代入（2 .9 .3）式解得

X =A 1coskx +A 2sinkx （2 .9 .5）

Y =B 1cosly +B 2sinly （2 .9 .6）

Z =C 1e k2 +l寶 2 z +C 2e- k2 +l寶 2 z （2 .9 .7）

　 　 下面由边界条件定系数.因x =0，y =0，z =0 时φ=0，故得 A 1 =0，B 1 =0，C 1 +

C 2 =0 .又x =a 时φ=0；y =b 时φ=0，故得k =m π
a
，l =nπ

b
，式中m ，n =0，1，2，⋯.于是

得所求的解为

φ= ∑
∞

m ，n =1

1
2 C m nsin m π

a x sin n π
b y ×

　 exp m π

（ ）a
2

+ nπ
（ ）b寶

2

（ ）z -exp - m π

（ ）a
2

+ nπ
（ ）b寶

2

（ ）［ ］z

= ∑
∞

m ，n =1
C m nsin m π

a x sin n π
b y sinh m π

（ ）a
2

+ n π
（ ）b寶

2

［ ］z （2 .9 .8）

又当z =c 时，φ=φ0 ，故有
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φ0 = ∑
∞

m ，n =1
C m nsin m π

a x sin nπ
b y sinh m

（ ）a
2

+ n
（ ）b寶

2

π［ ］c （2 .9 .9）

式中系数C m n 可用下面的方法定出.因

∫
a

0
sin m π

a x dx = a
m π
（1 -cosm π）=

0 ，当 m 为偶数时；

2a
m π
，当 m 为奇数时烅

烄

烆
.

对于y 也有类似的积分.故将（2 .9 .9）式两边都乘以sin m π

a x sin n π
b y ，然后对x 和

y 积分，便得：当 m ，n 都是奇数时，

2a
m π

2b
n πφ0 =C m n

a
（ ）2

b
（ ）2 sinh m

（ ）a
2

+ n
（ ）b寶

2

π［ ］c
当 m ，n 有一个为偶数时，C m n =0 .所以

C m n =
16φ0

m n π 2sinh m 2

a 2 +n 2

b寶 2 π（ ）c
　 　（m ，n 都是奇数） （2 .9 .10）

于是得

C m n =
16φ0

（2m +1）（2n +1）π 2sinh （2m +1）2

a 2 +
（2n +1）2

b寶 2 π［ ］c
（m ，n =0，1 ，2 ，⋯） （2 .9 .11）

最后得出所求的解为

φ=
16φ0

π
2 ∑

∞

m ，n =0

sin
（2m +1）π

a x sin
（2n +1）π

b y sinh
（2m +1）2

a 2 +
（2n +1）2

b寶 2 π［ ］z

（2m +1）（2n +1）sinh （2m +1）2

a 2 +
（2n +1）2

b寶 2 π［ ］c
（2 .9 .12）

　 　 2 .10 　 如图2 .10 所示，高为h 、宽为d 的一矩形空腔，在z 方向上是无限长
的.腔内为真空.在x =0 的腔壁上电势为φ1 ，另外三个腔壁上的电势均为零，即

　 图21 10

φ2 =φ3 =φ4 =0 .求腔内的电势分布.
【解】　 由对称性可知，腔内电势φ与z 无关，

故

Δ

2
φ=

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 =0 （2 .10 .1）

用分离变数法求解，令

φ（x ，y ）=X（x ）Y（y ） （2 .10 .2）
便得
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1
X

d 2 X
dx 2 + 1

Y
d 2Y
dy 2 =0 （2 .10 .3）

　 　 因为y =0 和y =h 时，φ=0，故Y 应为周期性函数.因此，令

1
Y

d 2Y
dy 2 =-ω2 （2 .10 .4）

解得

Y =A cosωy +B sinωy （2 .10 .5）

因y =0 和y =h 时，Y =0 ，故得A =0 ，ω=m π

h
，m 为整数.由（2 .10 .3）式得

1
X

d 2 X
dx 2 - m π

（ ）h
2

=0 （2 .10 .6）

解得

X =C 1e
m π
h x +C 2e -m π

h x （2 .10 .7）

因x =d 时X =0 ，故C 2 =-C 1e
2m πd
h .于是得

X =C 1 e
m π
h x -e

2m π
h d -m π

h（ ）
x =C 1e

m π
h d e

m π
h（x -d ）-e-m π

h（x -d［ ］
）

=2C 1e
m π
h d sinh m π

h
（x -d ） （2 .10 .8）

于是得

φ（x ，y ）= ∑
∞

m =1
C m e

m π
h d sinh m π

h
（x -d ）sin m π

h y （2 .10 .9）

　 　 下面定系数C m .以sin n π
h y 乘上式两边，然后对y 积分，即

∫
h

0
φ（x ，y ）sin

nπ
h y dy = ∑

∞

m =1
C m e

m π
h dsinh m π

h
（x -d ）∫

h

0
sin m π

h y sin nπ
h y dy

（2 .10 .10）
左边积分当x =0 时为

∫
h

0
φ（0 ，y ）sin

n π
h y dy =φ1∫

h

0
sin n π

h y dy

=
0，　 　 　 　 当n 为偶数时

2h
n πφ1

， 当n烅

烄

烆
为奇数时

（2 .10 .11）

右边积分为

∫
h

0
sin m π

h y sin n π
h y dy =

sin
（m -n ）π

h y

2
（m -n ）π

h

-
sin
（m +n ）π

h y

2
（m +n ）π

熿

燀

燄

燅h

y =h

y =0

= h
2δmn （2 .10 .12）
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将以上两式代入（2 .10 .10）式并取x =0 ，便得

2h
n πφ1 = ∑

∞

m =1
C m

h
2δmne

m π
h d sinh -m π

h（ ）d =-h
2 C ne

nπ
h d sinh nπ

h d

C n =-4
π
φ1

e -n π
h d

n
1

sinh nπ
h d

（2 .10 .13）

代入（2 .10 .9 ）式便得

φ（x ，y ）=
4
π
φ1 ∑

∞

n =1

1
n

sinh nπ（d -x ）
h

sinh nπ
h d

sin nπ
h y ，　 　 n 为奇数 （2 .10 .14）

或者表示为

φ（x ，y ）=
4
π
φ1 ∑

∞

n =0

1
2n +1

sinh
（2n +1）π

h
（d -x ）

sinh
（2n +1）π

h d
sin
（2n +1）π

h y

（2 .10 .15）

　 　 2 .11 　 真空中有电场强度为E 0 的均匀电场，将半径为 R 的一个导体球放到
这个电场里.已知球的电势为φs，求球外的电场和球上的电荷.
【解】　 先求球外的电势φ，然后由φ求电场强度E ，再求球上的电荷.
在球外，由于没有自由电荷，所以电势φ满足拉普拉斯方程.以球心为原点，

E 0 的方向为极轴的方向，取球坐标系.由问题的对称性可知，电势φ只是r 和θ的
函数，而与方位角�无关.因为本题所考虑的区域包括极轴（θ=0 和θ=π）在内，而

电势在极轴上应为有限值，故所求的电势（即拉普拉斯方程的解）便为

φ（r ，θ）= ∑
∞

l =0
A lr l + B l

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .11 .1）

式中 Pl（cosθ）是勒让德多项式，A l 和B l 是由边界条件决定的系数.因此，只要由
边界条件定出系数 A l 和B l，问题就解决了.

本题的边界条件有二：

（1）无穷远处的边界条件.由于只有球上有电荷，故在离球很远处，电场应趋
于原来的电场E 0 ，即当z =rcosθ→ ∞时，φ应满足

矪φ
矪z z → ∞

→ -E 0 （2 .11 .2）

φ（z → ∞）→ -E 0z +φ0 =-E 0rcosθ+φ0 （2 .11 .3）
式中φ0

是一个常量，它的值等于未放入导体球时，电场E 0 在r =0 点的电势.比较
（2 .11 .1）式和（2 .11 .3）式得出：A 0 =φ0 ，A 1 =-E 0 ，A l =0（l ≥ 2）.于是得

φ（r ，θ）=φ0 -E 0rcosθ+∑
∞

l =0

B l

r l+1 Pl（cosθ） （2 .11 .4）
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　 　（2）球面上的边界条件.因为是导体球，故球面是一个等势面，按题意有

φ（R ，θ）=φs （2 .11 .5）
即

φ0 -E 0R cosθ+∑
∞

l =0

B l

R l+1 Pl（cosθ）=φs
（2 .11 .6）

因为 Pl（cosθ），l =0 ，1 ，2，⋯，是一个完备的正交函数系，故（2 .11 .6 ）式两边

Pl（cosθ）项的系数应相等.由此得出：B 0 =R（φs -φ0
），B 1 =E 0R 3 ，B l =0（l ≥ 2 ）.于

是最后便得

φ（r ，θ）=φ0 -E 0rcosθ+
（φs -φ0）R

r
+E 0R 3

r 2 cosθ （2 .11 .7）

这就是我们所要求的球外（r ≥ R ）的电势.
下面求电场强度E .由E =-

Δ

φ得E 的三个分量分别为

E r =-
矪φ
矪r

=E 0cosθ+
（φs -φ0

）R
r 2 +2E 0R 3

r 3 cosθ （2 .11 .8）

E θ=-1
r

矪φ

矪θ
=-E 0sinθ+E 0R 3

r 3 sinθ （2 .11 .9）

E �=- 1
rsinθ

矪φ

矪�
=0 （2 .11 .10）

于是得

E = E 0cosθ+
（φs -φ0

）R
r 2 +2E 0R 3

r 3 cos［ ］θe r + -E 0sinθ+E 0R 3

r 3 sin（ ）θe θ

（2 .11 .11）
　 　 又因

E 0 =E 0cosθe r -E 0sinθe θ （2 .11 .12）
故E 可写作

E =E 0 +
（φs -φ0

）R
r 2 e r +R 3

r 3（3E 0cosθe r -E 0） （2 .11 .13）

　 　 再求球上的电荷.球上电荷量的面密度为

σ（θ）=er·D R =er·（ε0E R ）=ε0e r·E R （2 .11 .14）
式中E R 表示r =R（即由球外接近球面）处的电场强度.令（2 .11 .13 ）式中的r =R
代入上式便得

σ（θ）=
ε0（φs -φ0

）

R
+3ε0E 0cosθ （2 .11 .15）

球面上的总电荷量为

Q =∫
π

0
σ（θ）·2πR 2sinθdθ=4πε0（φs -φ0

）R （2 .11 .16）

　 　【讨论】（1）电势φ（r ，θ）中各项的物理意义.
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φ（r ，θ）的表达式（2 .11 .7）式由三部分组成.这三部分的物理意义如下
（i）第一部分：φ0 -E 0rcosθ.
这是原来电场的电势，其相应的电场强度便是（2 .11 .13）式中的E 0 .

（ii）第二部分：
（φs -φ0

）R
r

.

这是球的电势为φs 所引起的项，它的意义是：球上原来带的电荷量 Q 所产生

的电势.其相应的电场强度便是（2 .11 .13 ）式中的
（φs -φ0）R

r 2 e r .这是因为，要使导

体球放在均匀电场E 0 中电势为给定值φs，只有它原来带有适当的电荷量Q 才行.
这一点令原来的电场E 0 =0 即可看出.在E 0 =0 的情况下，球上不会有感应电荷，
这时的电场便是球上原来的电荷量Q 所产生的电场.

（iii）第三部分：E 0R 3

r 2 cosθ.

这是导体球在均匀电场 E 0 中感应出的电荷所产生的电势，其相应的电场强

度便是（2 .11 .13）式中的R 3

r 3（3E 0cosθe r -E 0）.

（2）球面上的感应电荷.
由（2 .11 .15）式可以看出，球面上的电荷有两部分，一部分是球原来带的电荷

量Q ，它均匀分布在球面上；另一部分则是导体球在E 0 中产生的感应电荷，电荷量

的面密度为3ε0E 0cosθ.
球面上的感应电荷在球外产生的电场，相当于在球心有一个电偶极矩为

p =4πε0R 3E 0 （2 .11 .17）
的电偶极子所产生的电场.这一点将（2 .11 .7 ）式中最后一项与电偶极子产生的电
势相比较，便可看出.
（3）电势的参考点.
在本题中，由于无穷远处E 0 ≠ 0 ，故不能以（离导体球）无穷远处为电势的参考

点，即不能取无穷远处的电势为零.而只能在有限范围内取某处的电势作为参考
点.我们在解本题时，取未放导体球时r =0 处的电势为φ0 ，以此作为参考电势.有
些书上，为方便起见，取φ0 =0 .
（4）带电荷的导体球放入均匀电场E 0 中.
如果题目给的不是球的电势φs，而是球上原来带有电荷量Q ，则由前面的分析

可见，这时只需把（2 .11 .7）式和（2 .11 .13 ）式中的φs -φ0 都换成
Q

4πε0R
，便可得出

相应的电势和电场强度来.
由此可以看出，若φs =φ0

，即放入导体球前后，球心的电势不变，则Q =0 ，即球
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原来不带电.这时球上的电荷便全是感应电荷.反过来，如果导体球原来不带电（即

Q =0），则φs =φ0
，即球放入均匀电场E 0 中后，球心处的电势不变.

2 .12 　 半径为R 的不带电的导体球壳，放入均匀电扬 E 0 中.设想这球壳被垂
直于E 0 的平面分割成两个半球壳.为了使这两个半球壳不致分开，需要加多大的
外力？［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1988 年试题.］

　 图21 12

【解】　 这导体球壳放入电场 E 0 中后，外表面上

便感应出一层电荷，这电荷在电场中要受力.这个力
便是使两个半球壳分开的力.为了使两个半球壳不致
分开，所加外力至少要与这个力大小相等，方向相反.
下面我们先求电场，然后求球壳上的感应电荷，再求

感应电荷所受的力.
球壳外，电势φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ=0 （2 .12 .1）

求解φ的详细过程，可参看前面2 .11 题的解.下面我们仅写出边界条件和结果.为
简单起见，取球壳的电势为零，即r =R 时，φ=0 .在离球壳很远处，电场应趋于E 0 ，

即r → ∞时，φ→ E 0rcosθ.于是得（2 .12 .1）式的解为

φ=-E 0 r -R 3

r（ ）2 cosθ （2 .12 .2）

壳外表面上感应电荷量的面密度为

σ（θ）=-ε0
矪φ
矪（ ）r R

=3ε0E 0cosθ （2 .12 .3）

元感应电荷所受的力等于它的电荷量乘以它所在处的电场强度.面电荷所在处的
电场强度等于该面两边电场强度极限之和的一半，即

E = 1
2
（E ++E -） （2 .12 .4）

式中E +和E -分别为从该面两边趋于该面上同一点时电场强度的极限值 ① .在本
题中，

E +=3E 0cosθe r，　 　 E -=0
故感应电荷所在处的电场强度为

E = 3
2 E 0cosθe r （2 .12 .5）

由此得出，带正电荷的半球壳上，感应电荷所受的合力F +的大小为

F +=∫ 半球面
σ（θ）（E ·dS ）cosθ
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=∫
π／2

0
3ε0E 0cosθ 3

2 E 0cos（ ）θ cosθ·2πR 2sinθdθ

= 9
4 πε0E 2

0R 2 （2 .12 .6）

F +的方向与E 0 的方向相同.根据对称性可知，带负电荷的半球壳上，感应电荷所
受的合力为F -=-F + .

因此，要使这两个半球壳不分开，必须在它们上面分别加上大小相等而方向相

反的外力，外力的作用线沿通过球心的 E 0 线并指向球心，力的大小至少应为

9
4 πε0E 2

0R 2 .

2 .13 　 真空中有电场强度为 E 0 的均匀电场，将半径为 R 的一个均匀介质球
放到这个电场里.已知球的电容率为ε，求各处的电场和极化电荷.
【解】　 先求电势φ，然后由φ求电场强度E ，再求极化电荷.
由于没有自由电荷，所以电势φ满足拉普拉斯方程.以球心为原点、E 0 的方向

为极轴方向，取球坐标系.根据对称性可知，φ只是r 和θ的函数.因为所考虑的区
域包括极轴（θ=0 和θ=π）在内，φ在极轴上应为有限值，故所求的电势可写作

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
A lr l + B l

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .13 .1）

剩下的问题是由边界条件定出系数 A l 和B l .
由于球内外是两个不同的区域，电势的表达式可能不同.令球内的电势为φi

，

球外的电势为φ0 .再由边界条件分别定出它们的系数.
（1）无穷远处的边界条件.
在离球无穷远处，电场应趋于原来的电场E 0 ，即

φ0 r → ∞ → -E 0rcosθ （2 .13 .2）
为方便起见，我们把未放入介质球时电场E 0 在r =0 点的电势取作零.比较以上两
式的系数，便得

A 0 =0 ，　 A 1 =-E 0 ，　 A l =0 　 　（l ≥ 2）
于是

φ0
（r ，θ）=-E 0rcosθ+∑

∞

l =0

B l

r l+1 Pl（cosθ） （2 .13 .3）

（2）球心的边界条件.
在球心r =0 处，电势φi 应为有限值.故φi 中的系数B l =0 .于是

φi
（r ，θ）= ∑

∞

l =0
A lr lPl（cosθ） （2 .13 .4）

（3）球面上的边界条件.
在球面上（r =R ）有
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电势连续 φ0
（R ，θ）=φi

（R ，θ） （2 .13 .5）

D 的法向分量连续 ε0
矪φ0

矪（ ）r R
=ε

矪φi

矪（ ）r R
（2 .13 .6）

把（2 .13 .3）和（2 .13 .4）两式代入（2 .13 .5）式，比较两边 Pl（cosθ）的系数得出

B 1 =R 3（A 1 +E 0） （2 .13 .7）

B l =R 2l+1A l 　 　（l ≠ 1） （2 .13 .8）

　 　 把（2 .13 .3）和（2 .13 .4）两式代入（2 .13 .6）式，比较两边 Pl（cosθ）的系数得出

B 1 =-R 3

2
E 0 +ε

ε0
A（ ）1 （2 .13 .9）

B l =- lε
（l +1）ε0

R 2l+1 A l 　 　（l ≠ 1） （2 .13 .10）

由（2 .13 .7）至（2 .13 .10）式得出

A 1 =- 3ε0

ε+2ε0
E 0 ，　 　 B 1 =ε-ε0

ε+2ε0
R 3E 0 （2 .13 .11）

A l =0 ，　 　 B l =0 　 　（l ≠ 1） （2 .13 .12）
分别代入（2 .13 .3）和（2 .13 .4）两式，便得所求的电势为

φ0（r ，θ）=-E 0rcosθ+ε-ε0

ε+2ε0

E 0R 3

r 2 cosθ，　 　 r ≥ R （2 .13 .13）

φi
（r ，θ）=- 3ε0

ε+2ε0
E 0rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .13 .14）

下面求电场强度E .由（2 .13 .14）式得：球内（r ＜ R ）的电场强度为

E i =-

Δ

φi = 3ε0

ε+2ε0
E 0cosθe r - 3ε0

ε+2ε0
E 0sinθe θ

= 3ε0

ε+2ε0
E 0 （2 .13 .15）

可见球内电场是均匀电场，E i 的方向与E 0 的方向相同.因ε＞ε0 ，故E i ＜ E 0 .
由（2 .13 .13）式得：球外（r ＞ R ）的电场强度为

E =-

Δ

φ0 =E 0 +ε-ε0

ε+2ε0

R 3

r 3
3（E 0 ·r ）r

r 2 -E［ ］0 （2 .13 .16）

球的极化强度为

P =（ε-ε0 ）E i =3ε0（ε-ε0 ）

ε+2ε0
E 0 （2 .13 .17）

球内的极化电荷量密度为

ρp =-

Δ

·P =-3ε0（ε-ε0 ）

ε+2ε0

Δ

·E 0 =0 （2 .13 .18）

球面上极化电荷量的面密度为

σp =e r·P =3ε0（ε-ε0）

ε+2ε0
E 0cosθ （2 .13 .19）
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【讨论】　（1）球外的电场.
由（2 .13 .16）式可见，球外电场是原来的电场E 0 加上一个电场

E′=ε-ε0

ε+2ε0

R 3

r 3
3（E 0 ·r ）r

r 2 -E［ ］0 （2 .13 .20）

这个电场是球面上的极化面电荷所产生的电场，它相当于一个在球心的电偶极子

所产生的电场.电偶极矩为p 的电偶极子在真空中所产生的电场为

E p = 1
4πε0r 3

3（p ·r ）r
r 2 -［ ］p （2 .13 .21）

比较以上两式得出：对于球外来说，球的极化电荷所起的作用相当于球心有一个电

偶极矩为

p =4πε0（ε-ε0）R 3

ε+2ε0
E 0 （2 .13 .22）

的电偶极子所起的作用.由（2 .13 .17）式得出，整个球的电偶极矩为

4π
3 R 3P =4πε0（ε-ε0）R 3

ε+2ε0
E 0 （2 .13 .23）

它正好等于p .
（2）退极化场和退极化因子.
由（2 .13 .15）式，球内电场可写作

E i =E 0 +E′i （2 .13 .24）
式中

E′i =-ε-ε0

ε+2ε0
E 0 （2 .13 .25）

是极化面电荷在球内所产生的电场，它的方向与E 0 的方向相反，所以称为退极化

场.由（2 .13 .17）式有

E′i =- 1
3ε0

P （2 .13 .26）

通常令

E′i =-L P （2 .13 .27）
式中L 称为退极化因子.所以本题中的退极化因子为

L = 1
3ε0

（2 .13 .28）

（3）介质球与导体球的关系.

若令本题中介质球的介电常数εr =ε
ε0

→ ∞，则所得出的电势、电场强度和电荷

量的面密度等公式，便与前面2 .11 题的导体球在φs =φ0 =0 时的公式完全相同.
（4）电容率为ε2 的无穷大均匀介质中有均匀电场E 0 ，将电容率为ε1 、半径为

R 的均匀介质球放到这个电场里，求各处的电场和极化电荷.
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对于这个题，只需将前面的φi
、φ0
、E i 和E 等表达式中的ε0 换成ε2 、ε换成ε1 ，

便可得出相应的结果来.这时球内介质的极化强度为

P 1 =（ε1 -ε0）E i =3ε2（ε1 -ε0）

ε1 +2ε2
E 0 （2 .13 .29）

球外介质的极化强度为

P 2 =（ε2 -ε0）E =（ε2 -ε0）E 0 +
（ε2 -ε0）（ε1 -ε2）

ε1 +2ε2

R 3

r 3
3（E 0 ·r）r

r 2 -E［ ］0

（2 .13 .30）
可见球内介质是均匀极化的，而球外介质则不是均匀极化的.

球内外的极化电荷量密度分别为

球内 　 　 　ρP 1
=-

Δ

·P 1 =0 （2 .13 .31）

球外 　 　 　ρP 2
=-

Δ

·P 2 =0 （2 .13 .32）

球内介质在球面上极化电荷量的面密度为

σP 1 =er ·P 1 =3ε2（ε1 -ε0）

ε1 +2ε2
E 0cosθ （2 .13 .33）

球外介质在球面上极化电荷量的面密度为

σP 2
=-er·（P 2 ）r =R =-3ε1（ε2 -ε0）

ε1 +2ε2
E 0cosθ （2 .13 .34）

球面上总的极化电荷量面密度为

σp =er·（P 1 -P 2 ）=σP 1
+σP 2

=3ε0（ε1 -ε2 ）

ε1 +2ε2
E 0cosθ （2 .13 .35）

2 .14 　 真空中有电场强度为E 0 的均匀电场，一电容率为ε、半径为R 的介质球
放在这电场中被均匀极化.设想这个介质球被垂直于 E 0 的平面分割成两个半球，

试求每个半球所受的静电力.
【解】　 解题思路：在题给的条件下，用分离变数法求电势，由电势算出介质球

内外的电场强度，再求出介质球的极化电荷；半球上极化电荷所受的力便是我们所

要求的静电力.由于电势、电场强度和极化电荷等都已在前面2 .13 题中求出了，请
读者查看，这里就不重复了.

根据前面2 .13 题的（2 .13 .15 ）式和（2 .13 .16 ）式，介质球内外的电场强度分
别为

E i = 3ε0

ε+2ε0
E 0 ，　 　 r ＜ R （2 .14 .1）

E =E 0 +ε-ε0

ε+2ε0

R 3

r 3
3（E 0 ·r ）r

r 2 -E［ ］0 ，　 　 r ＞ R （2 .14 .2）

　 　 由（2 .13 .18 ）式，介质球内的极化电荷量密度为零，故只有极化面电荷；由
（2 .13 .19）式，介质球面上极化电荷量的面密度为
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σp =3ε0（ε-ε0）

ε+2ε0
E 0cosθ （2 .14 .3）

式中θ是σp 处的半径与E 0 的夹角.
介质球被分割开后，当两半球之间相距为很小的狭缝时，它们的极化强度 P

不变，因此，根据（2 .13 .17）式，两个半球的底面（相向的平面）上极化电荷量的面密

　 图21 14

度分别为

σ′p =n ·P =3ε0（ε-ε0）

ε+2ε0
n ·E 0 （2 .14 .4）

式中n 分别代表各底面外法线方向上的单位矢量.为
明确起见，我们考虑右边的半球，如图2 .14 所示.这个
半球底面上极化电荷量的面密度由上式为

σ′p =-3ε0（ε-ε0）

ε+2ε0
E 0 （2 .14 .5）

为了求出极化面电荷所受的力，需要求出面电荷

所在处的电场强度.根据公式，面电荷所在处的电场强度为 ①

E = 1
2
（E -+E +） （2 .14 .6）

式中 E - 和 E + 分别是从该面电荷两边趋于该面时电场强度的极限值.于是由
（2 .14 .1）式和（2 .14 .2）两式得出，σ p 所在处的电场强度为

E = 1
2

3ε0

ε+2ε0
E 0 +E 0 +ε-ε0

ε+2ε0
（3E 0 ·ere r -E 0［ ］）

= 3
2
ε-ε0

ε+2ε0
E 0cosθe r + 3ε0

ε+2ε0
E 0 （2 .14 .7）

　 图21 14（1）

式中er 是球面外法线方向上的单位矢量，如图2 .14 所示.
对于σ′p 所在处来说，一边是介质半球，其中的电场强

度为E i；另一边是狭缝，设狭缝中的电场强度为E s，E s 的方

向与E 0 相同，如图2 .14（1）所示，我们用高斯定理求E s .作
一扁鼓形高斯面，两底面与半球底面平行，面积均为 A ，令

n 表示半球底面外法线方向上的单位矢量，则由高斯定
理得

E s·（nA ）+E i·（-nA ）=
σ′p

ε0
A （2 .14 .8）

即
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-E sA +E iA =
σ′p

ε0
A （2 .14 .9）

所以

E s =E i -σ
′p

ε0
= 3ε0

ε+2ε0
E 0 +3（ε-ε0）

ε+2ε0
E 0 = 3ε

ε+2ε0
E 0 （2 .14 .10）

故得

E s = 3ε
ε+2ε0

E 0 （2 .14 .11）

于是由（2 .14 .6）式得，σ′p 所在处的电场强度为

E′= 1
2
（E s +E i）= 1

2
3ε

ε+2ε0
E 0 + 3ε0

ε+2ε0
E（ ）0 = 3

2
ε +ε0

ε +2ε0
E 0

（2 .14 .12）
有了电场强度，就可以求电荷所受的力.先计算σ p 所受的力，由对称性可知，

半球面上极化电荷所受的合力F 其方向应在E 0 的方向上，令e 0 代表E 0 方向上的

单位矢量，则得F 的大小为

F =∫ qp

（E ·e 0 ）dq p =∫ S
（E ·e 0）σpdS =∫

π／2

0
（E ·e 0）σp·2πR 2sinθdθ

（2 .14 .13）
将（2 .14 .3）和（2 .14 .7）两式代入（2 .14 .13）式得

F =∫
π／2

0

3
2
ε-ε0

ε+2ε0
E 0cos2

θ+ 3ε0

ε+2ε0
E（ ）0

3ε0（ε-ε0 ）

ε+2ε0
E 0cos［ ］θ·2πR 2sinθdθ

=9πε0（ε-ε0）R 2E 2
0

（ε+2ε0）
2 ∫

π／2

0
［（ε-ε0 ）cos2

θ+2ε0］cosθsinθdθ

=9πε0（ε-ε0）R 2E 2
0

（ε+2ε0）
2 - 1

4
（ε-ε0）cos4

θ-ε0cos2

［ ］θ
π／2

0

=9πε0（ε-ε0）（ε+3ε0）

4（ε+2ε0）
2 R 2E 2

0 （2 .14 .14）

再计算σ′p 所受的力.半球底面是平面，极化电荷均匀分布在它上面.由（2 .14 .5 ）
和（2 .14 .12）两式知，半球底面上的极化电荷所受的力F′的方向与E 0 的方向相反，其

大小为

F′=∫ q′p

（E′·e 0）dq′p =∫ S′
E′|σ′p |dS′=E′|σ′p |·πR 2

= 3
2
ε+ε0

ε+2ε0
E 0

3ε0（ε-ε0）

ε+2ε0
E［ ］0 ·πR 2

=9πε0（ε+ε0）（ε-ε0）

2（ε+2ε0）
2 R 2E 2

0 （2 .14 .15）

最后由（2 .14 .14）和（2 .14 .15）两式得，这个半球所受的静电力为
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F t =（F -F′）e 0 =9πε0（ε-ε0）

4（ε+2ε0 ）
2 ε+3ε0 -2（ε+ε0［ ］）R 2E 2

0e 0

=-9πε0（ε-ε0 ）
2

4（ε+2ε0 ）
2 R 2E 2

0e 0 （2 .14 .16）

式中负号表示，F t 与E 0 方向相反.
由对称性或由计算可知，左边半球所受的静电力为-F t .
以上结果表明，两个介质半球所受的静电力是使它们互相靠拢.
【讨论】　 当ε→ ∞时，（2 .14 .16）式化为

F t → -9πε0

4 R 2E 2
0e 0 （2 .14 .17）

如果将介质球换成导体球，则当导体球被垂直于 E 0 的平面分割成两个半球

时，由于它们的底面上都没有电荷，结果与前面2 .12 题的情况相同，根据（2 .12 .6）
式，这时右边的导体半球所受的静电力为

F +=
9πε0

4 R 2E 2
0e 0 （2 .14 .18）

比较（2 .14 .17）和（2 .14 .18 ）两式可见，导体半球与ε→ ∞的介质半球所受的
静电力大小相等，但方向却相反.

　 图21 15

2 .15 　 真空中有一电容率为ε的均匀介质球，

其半径为a ，球外离球心为b 处，有一电荷量为q 的
点电荷.（1）试求球内外各处的电势；（2 ）试计算球心
附近电场强度在笛卡儿坐标系中的分量；（3 ）试证

明，在ε→ ∞时的极限情况下，本题的结果与导体球
的结果一致.
【解】　（1）求电势.以球心O 为原点，取球坐标

系，使极轴通过点电荷q ，如图2 .15 所示.由于对称
性，所求的电势φ便与方位角�无关.

在介质球内，无自由电荷，故电势φ1
满足拉普

拉斯方程

Δ

2
φ1 = 1

r 2
矪

矪r r 2 矪φ1

矪（ ）r + 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ

矪φ1

矪（ ）θ =0 （2 .15 .1）

因为在极轴上（θ=0 和θ=π）和r =0 处，φ1
均为有限值，故（2 .15 .1）式符合这些条

件的解为

φ1 = ∑
∞

l =0
A lr lPl（cosθ），　 　 r ≤ a （2 .15 .2）

在介质球外，因为有点电荷q ，电势φ2
不是处处满足拉普拉斯方程，故将φ2

分

为两部分，一部分是点电荷q 的电势
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φq = q
4πε0

1
r 2 +b 2 -2brcos寶 θ

，　 　 r ≥ a （2 .15 .3）

另一部分是介质球的极化电荷所产生的电势φ′，它满足拉普拉斯方程.因为在极
轴上（θ=0 和θ=π）φ′为有限值，且当r → ∞时，φ′→ 0 ，故拉普拉斯方程符合这些条
件的解为

φ′= ∑
∞

l =0

B l

r l+1 P l（cosθ），　 　 r ≥ a （2 .15 .4）

下面由介质球面上的边值关系定系数 A l 和B l .第一个边值关系是：经过球面
时，电势φ连续，即

φ1 r =a =φ2 r =a = φ′+φ［ ］q r =a （2 .15 .5）
为了比较系数，将（2 .15 .3）式展成 Pl（cosθ）的级数

φq = q
4πε0b

1

1 + r
（ ）b

2

-2 r
b cos寶 θ

= q
4πε0b ∑

∞

l =0

r
（ ）b

l

P l（cosθ），　 　 r ＜ b

（2 .15 .6）
将（2 .15 .2）、（2 .15 .4）、（2 .15 .6）三式代入（2 .15 .5）式，比较 Pl（cosθ）的系数，便得

a lA l = B l

a l+1 + q
4πε0

a l

b l+1 （2 .15 .7）

第二个边值关系是：经过球面时，电位移 D 的法向分量连续，即

ε
矪φ1

矪（ ）r r =a
=ε0

矪φ2

矪（ ）r r =a
=ε0

矪φ′
矪r

+
矪φq

矪（ ）r r =a

（2 .15 .8）

将（2 .15 .2）、（2 .15 .4）、（2 .15 .6）三式代入（2 .15 .8）式，比较 Pl（cosθ）的系数，便得

εla l-1A l =-ε0
（l +1 ）B l

a l+2 + q
4π

la l-1

bl+1
（2 .15 .9）

解（2 .15 .7）、（2 .15 .9）两式得

A l = q
4π

2l +1
ε0（l +1）+εl

1
bl+1

（2 .15 .10）

B l = q
4πε0

（ε0 -ε）l
ε0（l +1）+εl

a 2l+1

bl+1
（2 .15 .11）

将 A l 和B l 分别代入（2 .15 .2）式和（2 .15 .4）式，即得

φ1 = q
4πb ∑

∞

l =0

2l +1
ε0（l +1）+εl

r
（ ）b

l

P l（cosθ），　 　 r ≤ a （2 .15 .12）

　 　 　φ′=
（ε0 -ε）q

4πε0a ∑
∞

l =1

l
ε0（l +1）+εl

a 2

（ ）br
l+1

P l（cosθ），　 　 r ≥ a （2 .15 .13）

φ1
即所求的球内电势.球外的电势为
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φ2 =φq +φ′= q
4πε0 r 2 +b 2 -2brcos寶 θ

　 +
（ε0 -ε）q

4πε0a ∑
∞

l =1

l
ε0（l +1）+εl

a 2

（ ）br
l+1

Pl（cosθ），　 　 r ≥ a 　 　（2 .15 .14）

（2）球心附近的电势和电场强度.
球心附近，r ≈ 0 .由（2 .15 .12 ）式可以看出，这时r 的高次项都可以略去，只需

保留到r 的一次项即可，即

φ1 ≈
q
4πb

1
ε0

+ 3
ε+2ε0

r
b cos（ ）θ （2 .15 .15）

用笛卡儿坐标表示即为

φ1 ≈
q

4πε0b
1 + 3ε0

ε+2ε0

z
（ ）b

（2 .15 .16）

于是得球心附近的电场强度为

E =-

Δ

φ ≈ -
3q

4π（ε+2ε0）b 2e z （2 .15 .17）

（3）ε→ ∞时，由（2 .15 .12）式得

φ1 =0 ，　 　 r ≤ a （2 .15 .18）
这是一个电势为零的导体球的情况.

由（2 .15 .14）式得

φ2 = q
4πε0 r 2 +b 2 -2brcos寶 θ

+ q
4πε0a ∑

∞

l =0

（ε0 -ε）l
ε0（l +1）+εl

a 2

（ ）br
l+1

Pl（cosθ）

（2 .15 .19）
当ε→ ∞时，利用勒让德多项式 Pl（x ）的生成函数公式，上式右边第二项可化为

- q
4πε0

∑
∞

l =0

a 2l+1

（br ）l+1
Pl（cosθ）=- q

4πε0

a
br ∑

∞

l =0

a 2

（ ）br
l

Pl（cosθ）

=- q
4πε0

a
br

1

1 + a 2

（ ）br
2

-2 a 2

br cos寶 θ

=- q
4πε0

1
br
（ ）a

2

+a 2 -2brcos寶 θ

（2 .15 .20）

这正是像电荷所产生的电势，参见后面2 .52 题.可见当ε→ ∞时，本题的结果与导
体球的结果一致.
【讨论】　 利用（2 .15 .6）式，球内电势（2 .15 .12）式也可以写成

φ1 =
q

4πε0 r 2 +b 2 -2brcos寶 θ
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　 +
（ε0 -ε）q

4πε0b ∑
∞

l =1

l
ε0（l +1）+εl

r
（ ）b

l

Pl（cosθ），　 　 r ≤ a 　（2 .15 .21）

　 　 2 .16 　 驻极体是这样一类电介质，它们在外电场中被极化后，当外电场消失

时，仍然能保持一定的极化强度.设有一个极化强度为P 、半径为R 的驻极体球，球
内P 是均匀的，即球内P =常矢量.将这个球放在真空中，试求各处的电势.
【解】　 根据对称性，以球心为原点，沿P 的方向为极轴，取球坐标系.由于无

自由电荷，故所求的电势φ满足拉普拉斯方程：Δ

2
φ=0 （2 .16 .1）

因φ与方位角�无关，而且φ在极轴上（包括θ=0 和θ=π ）应为有限值，故所求的

解为

φ（r ，θ）= ∑
∞

l =0
A lr l + B l

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .16 .2）

下面由边界条件定系数.球内电势φi
当r → 0 时为有限值，故

φi
（r ，θ）= ∑

∞

l =0
A lr lPl（cosθ） （2 .16 .3）

球外电势φ0
当r → ∞时为零，故

φ0
（r ，θ）= ∑

∞

l =0

B l

r l+1 P l（cosθ） （2 .16 .4）

r =R 时，电势连续，即当r =R 时，φi =φ0
，由此得

B l =R 2l+1A l （2 .16 .5）

　 图21 16

为了定出 A l 和B l 的值，我们计算极轴上离球

心为r 处（见图2 .16）的电势φ（r ，0）.因球内P
是均匀的，故球内无极化电荷.所以φ（r ，0 ）便
是球面上的极化电荷产生的.球面上极化电荷
量的面密度为

σP =P cosθ （2 .16 .6）
于是得

φ（r ，0 ）=
1

4πε0∮ S

σPdS
r 2 +R 2 -2rR cos寶 θ

= 1
4πε0∫

π

0

P cosθ·2πR 2sinθdθ
r 2 +R 2 -2rR cos寶 θ

=R 2P
2ε0∫

π

0

sinθcosθdθ
r 2 +R 2 -2rR cos寶 θ

= R 3P
3ε0r 2 （2 .16 .7）

与（2 .16 .4）式比较，可见B l =0（l ≠ 1），B 1 =R 3P
3ε0

.又由（2 .16 .5）式得 A l =0（l ≠ 1），
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A 1 = P
3ε0

.于是得

φi（r ，θ）=
P
3ε0

rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .16 .8）

φ0
（r ，θ）=R 3P

3ε0

cosθ
r 2
，　 　 r ≥ R （2 .16 .9）

这就是我们所要求的电势.

　 图21 17

2 .17 　 在电容率为ε的无限大均匀介质内，有一个

半径为R 的球形空腔，和一个外加的均匀电场E 0 .试求
空腔内外的电场强度.
【解】　 根据对称性，以球心 O 为原点，E 0 方向为

极轴，取球坐标系如图2 .17 所示.因无自由电荷，故电
势φ满足拉普拉斯方程 Δ

2
φ=0 （2 .17 .1）

由于对称性，φ与方位角�无关；又由于φ在极轴上（包括θ=0 和θ=π ）为有限值，

故上式的解为

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 P n（cosθ） （2 .17 .2）

下面由边界条件定系数.空腔内的电势φi 当r → 0 时为有限值，故

φi
（r ，θ）= ∑

∞

n =0
a nr nP n（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .17 .3）

介质中的电势φ0
当r → ∞时趋于均匀电场E 0 的电势，故

φ0
（r ，θ）=-E 0rcosθ+∑

∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ），　 　 r ≥ R （2 .17 .4）

在球面上r =R 处的边值关系为

φi（R ，θ）=φ0（R ，θ） （2 .17 .5）

ε0
矪φi

矪r R
=ε

矪φ0

矪r R
（2 .17 .6）

把（2 .17 .3）和（2 .17 .4）两式分别代入以上两式，比较 P n（cosθ）的系数，便得：a n =
0 ，b n =0 ，当n ≠ 1 时，

a 1 =- 3ε
2ε+ε0

E 0 （2 .17 .7）

b 1 =-ε-ε0

2ε+ε0
R 3E 0 （2 .17 .8）

于是得空腔内外的电势分别为

φi
（r ，θ）=- 3ε

2ε+ε0
E 0rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .17 .9）
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φ0（r ，θ）=-E 0rcosθ-ε-ε0

2ε+ε0

R 3

r 2 E 0cosθ，　 　 r ≥ R （2 .17 .10）

最后得空腔内的电场强度为

E i =-

Δ

φi =-
矪φi

矪r
e r - 1

r
矪φi

矪θ
e θ

= 3ε
2ε+ε0

E 0（cosθe r -sinθe θ）

= 3ε
2ε+ε0

E 0 ，　 　 r ＜ R （2 .17 .11）

可见空腔内的电场是均匀电场.
空腔外的电场强度为

E =-

Δ

φ0 =-
矪φ0

矪r
e r - 1

r
矪φ0

矪θ
e θ

=E 0cosθe r -2（ε-ε0 ）

2ε+ε0

R 3

r 3 E 0cosθe r -E 0sinθe θ-ε-ε0

2ε+ε0
E 0sinθe θ

=E 0 -ε-ε0

2ε+ε0

R 3

r 3 E 0（2cosθe r +sinθe θ）

=E 0 +ε-ε0

2ε+ε0

R 3

r 3 E 0（-2cosθe r -sinθe θ）

=E 0 +ε-ε0

2ε+ε0

R 3

r 3 E 0 E 0 -3（E 0 ·r ）r
r［ ］2 ，　 　 r ＞ R （2 .17 .12）

【讨论】　 由（2 .17 .12）式可见，本题中E 0 是介质内离空腔为无穷远处的电场强度.

　 图21 18

2 .18 　 在均匀外电场 E 0 中放入一个导体球

壳，壳的内外半径分别为 R 1 和 R 2 .在球心有一个
电偶极矩为p 的电偶极子，p 与E 0 的夹角为α，如

图2 .18 所示.已知导体球壳的电势为φs .试求：
（1）壳内外的电势；（2 ）p 在外电场中的能量和所
受的力.
【解】　（1）根据对称性，以球心 O 为原点，E 0

的方向为极轴，取球坐标系.除r =0 外，壳内外空
间里，电势φ满足拉普拉斯方程.由对称性知φ与方位角�无关，又因在极轴上（包
括θ=0 和θ=π）φ应为有限值，故得拉普拉斯方程的解为

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 P n（cosθ） （2 .18 .1）

下面由边界条件定系数.壳外的电势φ0
在r → ∞时趋于均匀电场 E 0 的电势

-E 0rcosθ，壳内的电势φi
在r → 0 时趋于电偶极子的电势p

cos（θ-α）
4πε0r 2 .于是得
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φ0（r ，θ）=-E 0rcosθ+∑
∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ），　 　 r ≥ R 2 （2 .18 .2）

φi（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a′nr nP n［cos（θ-α）］+b′0

r +pcos（θ-α）
4πε0r 2

，　 　 r ≤ R 1

（2 .18 .3）
当r =R 2 时，

φ0
（R 2 ，θ）=-E 0R 2cosθ+∑

∞

n =0

b n

R n+1
2

P n（cosθ）=φs

b 0

R 2
=φs，　 -E 0R 2 +b 1

R 2
2
=0，　 b n =0 　 　（n ≥ 2）

于是得

φ0
（r ，θ）=-E 0rcosθ+R 2

r φs +
R 3

2

r 2 E 0cosθ

=- 1 -R 3
2

r（ ）3 E 0rcosθ+R 2

r φs
，　 　 r ≥ R 2 （2 .18 .4）

当r =R 1 时，

φi
（R 1 ，θ）= ∑

∞

n =0
a′nR n

1P n［cos（θ-α）］+b′0
R 1

+pcos（θ-α）
4πε0R 2

1
=φs

a′0 +b′0
R 1

=φs，　 a′1R 1 + p
4πε0R 2

1
=0，　 a′n =0 　 　（n ≥ 2）

于是得

φi
（r ，θ）=a′0 +（φs -a′0）

R 1

r + p
4πε0

1
r 2 - r

R（ ）3
1
cos（θ-α），　 　 r ≤ R 1

（2 .18 .5）
因导体壳内表面上总电荷量为零，故

-ε0∮ S

�φi

�（ ）r R 1

dS =-ε0∫
π

0∫
2π

0
-φs -a′0

R 1
-
3pcos（θ-α）

4πε0R［ ］3
1

×

　 R 2
1sin（θ-α）d（θ-α）d�

=4πε0R 1（φs -a′0）=0
a′0 =φs .于是得

φi
（r ，θ）=φs -

prcos（θ-α）
4πε0R 3

1
+pcos（θ-α）

4πε0r 2
，　 　 r ≤ R 1 （2 .18 .6）

式中
pcos（θ-α）

4πε0r 2
系p 所产生的电势.

（2）对于p 来说，空腔内的外电场的电势为
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φ′i（r ，θ）=φs -
prcos（θ-α）

4πε0R 3
1

（2 .18 .7）

电场强度为

E′i =-

Δ

φ′i =-
矪φ′i
矪r

e r - 1
r

矪φ′i
矪θ

e θ

= p
4πε0R 3

1

［cos（θ-α）er -sin（θ-α）eθ］

= p
4πε0R 3

1

（2 .18 .8）

故p 在外电场中的能量为

W =-p ·E′i =- p 2

4πε0R 3
1

（2 .18 .9）

它所受的力为

F =-

Δ

W =0 （2 .18 .10）

2 .19 　 半径为R 、电容率为ε1 的均匀介质球的中心有一个由自由电荷组成的

电偶极子（其电偶极矩为p ），球外充满了电容率为ε2 的另一种无穷大均匀介质.
试求各处的电势和极化电荷.
【解】　 1 .两点说明
（1）极化电荷.根据前面1 .23 题的结果，在均匀介质内部，极化电荷量密度为

ρ′=ρp =- 1 -ε0（ ）ε ρ （2 .19 .1）

式中ρ是ρ′处的自由电荷量密度.因此，在ρ=0 的地方，ρ′=0 ，即在均匀介质内没
有自由电荷的地方，也没有极化电荷.如果在均匀介质内某点放一个电荷量为q 的

自由点电荷，则在同一点将产生一个电荷量为q′=- 1 -ε0（ ）ε q 的极化点电荷.因

此，在均匀介质内放一个由自由电荷组成的电偶极矩为p 的电偶极子，则在该点
将产生一个电偶极矩为

p′=- 1 -ε0（ ）ε p （2 .19 .2）

的由极化电荷组成的电偶极子.因ε＞ε0 ，故p′与p 方向相反.
（2）介质中的场.在电容率为ε的无限大均匀介质中放入一个电荷量为q 的

自由点电荷，它所产生的电势为

φ= q
4πεr

（2 .19 .3）

这个电势也可以这样求得，即认为它是q 和相应的极化电荷q′=- 1 -ε0（ ）ε q 在真
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空中产生的场的叠加，即

φ= q
4πε0r

+ q′
4πε0r

= q
4πε0r

- 1 -ε0（ ）ε
q

4πε0r
= q

4πεr
2 .本题的解
由以上的说明可见，本题中有三种电荷：球心的自由电偶子 p 和极化电偶极

子p′=- 1 -ε0

ε（ ）1
p ，以及球面上的极化面电荷σ′.

根据对称性，以球心为原点，p 的方向为极轴方向，取球坐标系.在球心附近，
电势应该趋于球心的电偶极子的电势，即p 和p′在真空中产生的电势的叠加，亦

即 p ·r
4πε1r 3 .因此，球内的电势为

φi = p ·r
4πε1r 3 +φ′i （2 .19 .4）

式中的φ′i 是球面上的极化电荷σ′在球内产生的电势.

设球外的电势为φ0 ，则因在球面上电势连续，便有φi
（R ，θ，�）=φ0

（R ，θ，�）.因

为φi 内含有
p ·r
4πε1r 3

，所以φ0 内也应有这一项.于是φ0 便为

φ0 = p ·r
4πε1r 3 +φ′0 （2 .19 .5）

式中φ′0 是球面上的极化电荷σ′在球外产生的电势.

φ′i 和φ′0 分别在球内外满足拉普拉斯方程.由于对称性，它们都与方位角�无

关.它们在极轴上（θ=0 和 π）应为有限值.考虑到r → 0 时φ′i 为有限值；r → ∞时

φ′0 → 0 .故拉普拉斯方程的解为

φ′i（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr nP n（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .19 .6）

φ′0（r ，θ）= ∑
∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ），　 　 r ≥ R （2 .19 .7）

所以

φi（r ，θ）= p ·r
4πε1r 3 +∑

∞

n =0
a nr nP n（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .19 .8）

φ0（r ，θ）= p ·r
4πε1r 3 +∑

∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ），　 　 r ≥ R （2 .19 .9）

在r =R 处（球面上）的边界条件为

φi（R ，θ）=φ0（R ，θ） （2 .19 .10）

ε1
矪φi

矪r R
=ε2

矪φ0

矪r R
（2 .19 .11）
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把（2 .19 .8）和（2 .19 .9）两式分别代入以上两式，然后比较 P n（cosθ）的系数，结果
得出

a n =0 ，　 　 b n =0 　 　（n ≠ 1） （2 .19 .12）

a 1 =
（ε1 -ε2）p

2πε1（ε1 +2ε2）R 3
，　 　 b 1 =R 3a 1 （2 .19 .13）

于是得所求的解为

φi
（r ，θ）= pcosθ

4πε1r 2 +
（ε1 -ε2）p

2πε1（ε1 +2ε2）R 3rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .19 .14）

φ0
（r ，θ）= pcosθ

4πε1r 2 +
（ε1 -ε2）p

2πε1（ε1 +2ε2）
cosθ
r 2

=
3pcosθ

4π（ε1 +2ε2）r 2
，　 　 r ≥ R （2 .19 .15）

这便是所求的电势.下面求极化电荷.
由于在均匀介质内部，在没有自由电荷的地方就没有极化电荷，所以本题除球

心有极化电荷构成的电偶极子p′［见（2 .19 .2 ）式］外，在两介质内部均无极化电
荷.在两介质交界面上，有一层极化面电荷，其电荷量的面密度为

σ′=er·（P 1 -P 2 ）=（ε1 -ε0 ）e r ·E i -（ε2 -ε0）e r·E 0

=-（ε1 -ε0）
矪φi

矪r R
+（ε2 -ε0 ）

矪φ0

矪r R
（2 .19 .16）

因为

ε1
矪φi

矪r R
=ε2

矪φ0

矪r R

所以

σ′=ε0
矪φi

矪r -
矪φ0

矪（ ）r r =R
（2 .19 .17）

将（2 .19 .14）和（2 .19 .15）两式代入上式，经过计算，便得

σ′=3ε0（ε1 -ε2）pcosθ
2πε1（ε1 +2ε2）R 3 （2 .19 .18）

　 图21 20

2 .20 　 半径为a 的金属球带有电荷量Q ，放在半径为b
的同心金属球壳内；球与壳间充满两种均匀介质，电容率分别

为ε1 和ε2 ，它们的交界面是通过球心的平面，如图2 .20 所示.
已知壳的电势为零.试求：（1）介质内的电场强度；（2）球和壳
上的自由电荷分布；（3）介质的极化电荷.
【解】　（1）根据对称性，以球心O 为原点，垂直于交界面

的直线为极轴，取球坐标系.介质中的电势φ满足拉普拉斯方
程.由于对称性，φ与方位角�无关，且φ在极轴上（包括θ=0 和θ=π ）应为有限

值，故用分离变数法解拉普拉斯方程得
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φ1 = ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 P n（cosθ），　 　 0 ≤ θ≤ π／2 （2 .20 .1）

φ2 = ∑
∞

n =0
c nr n + d n

r n+（ ）1 P n（cosθ），　 　 π／2 ≤ θ≤ π （2 .20 .2）

边界条件为

r =a 时，　φ1 =φ2 =φa（球的电势） （2 .20 .3）

r =b 时，　φ1 =φ2 =0（壳的电势） （2 .20 .4）
于是得：当r =a 时有

φ1 = ∑
∞

n =0
a na n + b n

a n+（ ）1 P n（cosθ）=φa
（2 .20 .5）

φ2 = ∑
∞

n =0
c na n + d n

a n+（ ）1 P n（cosθ）=φa （2 .20 .6）

比较（2 .20 .5）式两边P n（cosθ）的系数得

a 0 +b 0

a =φa （2 .20 .7）

a n =0 ，　 b n =0 ，　（n ≥ 1） （2 .20 .8）
比较（2 .20 .6）式两边P n（cosθ）的系数得

c 0 +d 0

a =φa
（2 .20 .9）

c n =0 ，　 d n =0 ，　（n ≥ 1） （2 .20 .10）
当r =b 时有

φ1 =a 0 +b 0

b =0 （2 .20 .11）

φ2 =c 0 +d 0

b =0 （2 .20 .12）

由（2 .20 .7）、（2 .20 .9）、（2 .20 .11）、（2 .20 .12）四式解得

a 0 =c 0 =- a
b -aφa

（2 .20 .13）

b 0 =d 0 = ab
b -aφa （2 .20 .14）

于是得所求的电势为

φ1 =φ2 =
aφa

b -a
b
r -（ ）1 （2 .20 .15）

可见两介质中的电势的表达式相同，下面便统一用φ表示，即

φ=
aφa

b -a
b
r -（ ）1 （2 .20 .16）

现在要求用题给的电荷量 Q 来表示φa .为此，先求电场强度.由（2 .20 .16 ）式
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得

E =-

Δ

φ=-
dφ
dr
e r =

abφa

（b -a ）r 2e r （2 .20 .17）

两介质中的电位移分别为

D 1 =ε1E 1 =
ε1abφa

（b -a ）r 2e r （2 .20 .18）

和

D 2 =ε2E 2 =
ε2abφa

（b -a ）r 2e r （2 .20 .19）

由高斯定理得

∮ S
D ·dS =2πa 2 D 1 +2πa 2 D 2 =2πa 2（D 1 +D 2）

=2πa 2
（ε1 +ε2）abφa

（b -a ）a 2 =
2π（ε1 +ε2）abφa

（b -a ） =Q

φa =
（b -a ）Q

2π（ε1 +ε2）ab
（2 .20 .20）

代入（2 .20 .17）、（2 .20 .18）和（2 .20 .19）三式，便得所求的电场强度和电位移如下：

E = Q
2π（ε1 +ε2）r 2e r （2 .20 .21）

D 1 = ε1Q
2π（ε1 +ε2）r 2e r （2 .20 .22）

D 2 = ε2Q
2π（ε1 +ε2）r 2e r （2 .20 .23）

（2）球面上两半自由电荷量的面密度分别为

σ1a =er·D 1a = ε1Q
2π（ε1 +ε2）a 2 （2 .20 .24）

和

σ2a =er·D 2a = ε2Q
2π（ε1 +ε2）a 2 （2 .20 .25）

壳内壁上两半自由电荷量的面密度分别为

σ1b =-er ·D 1b =- ε1Q
2π（ε1 +ε2）b 2 （2 .20 .26）

和

σ2b =-er ·D 2b =- ε2Q
2π（ε1 +ε2）b 2 （2 .20 .27）

因壳的电势为零，故壳外电场强度为零，所以壳的外表面上没有电荷.
（3）在介质ε1 中，极化电荷量的密度为

　ρ′1 =-

Δ

·P 1 =-（ε1 -ε0）

Δ

·E =-
（ε1 -ε0）Q
2π（ε1 +ε2）

Δ

·
1
r 2e（ ）r =0 　 （2 .20 .28）
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同样可得介质ε2 中极化电荷量的密度ρ′2 =0 .
两介质内外表面上极化电荷量的面密度分别计算如下：

σ′1a =-er ·P 1a =-（ε1 -ε0）er ·E 1a =-
（ε1 -ε0）Q
2π（ε1 +ε2）a 2

（2 .20 .29）

σ′2a =-er ·P 2a =-
（ε2 -ε0）Q
2π（ε1 +ε2）a 2 （2 .20 .30）

σ′1b =er ·P 1b =
（ε1 -ε0 ）Q
2π（ε1 +ε2）b 2

（2 .20 .31）

σ′2b =e r·P 2b =
（ε2 -ε0 ）Q
2π（ε1 +ε2）b 2 （2 .20 .32）

【讨论】　 在两介质的交界面处，（2 .20 .1）式的φ1
和（2 .20 .2 ）式的φ2

应满足

边值关系

φ1 θ=π／2 =φ2 θ=π／2 （2 .20 .33）

ε1
矪φ1

矪θ θ=π／2
=ε2

矪φ2

矪θ θ=π／2
（2 .20 .34）

很显然，前面求出的（3 .20 .15）式满足（3 .20 .33）式和（3 .20 .34）式.
【别解】　 本题也可由所给条件和对称性用尝试的方法找解.设介质中的电场

强度为

E = A
r 2e r （2 .20 .35）

式中 A 为待定常数.经过分析可知，这个E 满足所有的边界条件.因此，根据唯一
性定理，这个E 便是所求的唯一解.再由

D 1 =ε1 A
r 2 e r，　 　 D 2 =ε2A

r 2 e r （2 .20 .36）

和高斯定理

∮ S
D ·dS =Q （2 .20 .37）

定出系数为

A = Q
2π（ε1 +ε2）

（2 .20 .38）

问题便解决了.
2 .21 　 电荷均匀分布在无穷大导体平面上，电荷量的面密度为σ0 ，导体外是

真空.现将一不带电的导体半球平放在导体平面上，如图2 .21 所示.已知导体的电

　 图21 21

势为φs，导体半球的半径为 R .试求：（1 ）导体外
的电势；（2 ）半球面上的电荷量；（3 ）半球面上电
荷所受的力；（4）放上半球后，半球外导体平面上
减少的电荷量.
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　 图21 21（1）

【解】　（1 ）因导体外的空间里没有自由
电荷，故电势φ满足拉普拉斯方程.以球心为
原点，取球坐标系，使极轴垂直于导体平面，如

图2 .21（1）所示.由于对称性，φ只是r 和θ的
函数，与方位角�无关；又φ在极轴上（即θ=0
时）应为有限值，故φ的拉普拉斯方程的解为

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 P n（cosθ）

（2 .21 .1）

　 　 下面由边界条件定系数.当r → ∞时，φ趋于σ0所产生的均匀电场E 0，E 0的大小为

E 0 = D 0

ε0
=σ0

ε0
（2 .21 .2）

于是得a n =0 ，当n ≥ 2 时.故得

φ（r ，θ）=a 0 -σ0

ε0
rcosθ+∑

∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ） （2 .21 .3）

又当r =R 时，

φ（R ，θ）=a 0 -σ0

ε0
R cosθ+∑

∞

n =0

b n

R n+1 P n（cosθ）=φs （2 .21 .4）

比较P n（cosθ）的系数得b n =0，当n ≥ 2 时.故得

φ（r ，θ）=a 0 +R
r
（φs -a 0）- 1 -R 3

r（ ）3
σ0

ε0
rcosθ （2 .21 .5）

又当θ=π／2 和r ＞ R 时，φ r ，π（ ）2 =φs，于是得a 0 =φs .所以

φ（r ，θ）=φs - 1 -R 3

r（ ）3
σ0

ε0
rcosθ （2 .21 .6）

（2）半球面上电荷量的面密度为

σ=D n =ε0E n =ε0 -
矪φ

矪［ ］r r =R
=3σ0cosθ （2 .21 .7）

半球面上的电荷量为

Q =∫
π／2

0
σ·2πR 2sinθdθ=6πR 2

σ0∫
π／2

0
sinθcosθdθ=3πR 2

σ0 （2 .21 .8）

（3）根据对称性，半球面上电荷所受的力 F 的方向沿极轴方向，F 的大小
为　 　 　

F =∫（dF ）cosθ=∫ S

1
2 E Rσd（ ）S cosθ=πR 2

∫
π／2

0
E Rσsinθcosθdθ

=πR 2

∫
π／2

0
-

矪φ
矪（ ）r R

·3σ0sinθcos2
θdθ=9πR 2

σ
2
0

ε0 ∫
π／2

0
sinθcos3

θdθ
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=9πR 2
σ

2
0

4ε0
（2 .21 .9）

（4）放上半球后，导体平面上电荷量的面密度为

σ′=n ·D =-eθ·ε0E =ε0
1
r

矪φ
矪θ θ=π／2

=σ0 1 -R 3

r（ ）3 （2 .21 .10）

式中σ0 是未放半球前导体平面上电荷量的面密度，-σ0
R 3

r 3 便是放上半球后电荷

量的面密度减少的值.因此，放上半球后，半球外导体平面上减少的电荷量便为

Δ Q =∫
∞

R
σ0

R 3

r 3 ·2πrdr =2πσ0R 3 - 1
（ ）r

∞

R
=2πR 2

σ0 （2 .21 .11）

与（2 .21 .8）式比较可见，这些电荷量都跑到半球面上去了.
2 .22 　 设地球表面有垂直于地面的电场强度E 0 ，现将一个密度为ρ、半径为R

的导体半球平放在地面上，已知地面的重力加速度为g ，把地面当作无穷大的导体
平面，试问E 0 的大小E 0 至少应为多大，才能把这半球从地面拉起来？

【解】　 根据上题，半球面上电荷所受的力F 的大小为

F =9πR 2
σ

2
0

4ε0
（2 .22 .1）

F 的方向向上.因

E 0 =σ0

ε0
（2 .22 .2）

所以

F =9πR 2
ε0E 2

0

4
（2 .22 .3）

当

F ＞ m g = 2
3 πR 3

ρg （2 .22 .4）

时，便可从地面拉起半球.由以上两式得

E 0 ＞
8ρg R
27ε寶 0

（2 .22 .5）

2 .23 　 在一很大的电解槽内充满电导率为σ2 的电解液，其中流着均匀的电流，

电流密度为j 0 .现将一个电导率为σ1 、半径为R 的小球放入这电解液中，当电流达到
稳定后，（1）试求电解液内和小球内的电流密度；（2）试求电解液和小球交界面上电荷
量的面密度；（3）讨论σ1 冲σ2 和σ1 虫σ2 两种情况下的电流密度和电荷量的面密度.
【解】　 本题虽然不是静电问题，但当电流达到稳定后，由于电流密度j 与电场

强度E 成正比（比例系数为电导率），所以 E 也是稳定的.这种电场通常称为稳恒
电场，它也是无旋场，其电势也满足拉普拉斯方程，因而可以用静电场的方法求解.
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（1）未放入小球时，电流密度j 0 是均匀的，由j 0 =σ2E 0 可知，稳恒电场E 0 也

是一个均匀场.因此，在未放入小球时，电解液中的电势φ0 便是均匀电场 E 0 的电

势.放入小球后，以球心为原点，E 0 的方向为极轴方向，取球坐标系；为方便起见，

以坐标原点为电势零点.在恒定电流条件下，
矪ρ

矪t
=0 ，故由电荷守恒定律得电流密

度j 满足

Δ

·j =0 （2 .23 .1）
由上式可推出恒定电流条件下的边界条件为

n ·（j 2 -j 1）=0 （2 .23 .2）

　 　 设小球内的电势为φ1 ，电解液中的电势为φ2 ，则在交界面上有

φ1 =φ2 （2 .23 .3）
因为j =σE 和E =-

Δ

φ，则由

Δ

·j =0 可以得出

Δ

·j =

Δ

·（σE ）=-σ

Δ

·（

Δ

φ）=-σ

Δ

2
φ=0

可见在恒定电流条件下，电势φ满足拉普拉斯方程.
由于离球心很远（r → ∞）处，仍然是均匀电场E 0 ，故拉普拉斯方程在球外的解

为

φ2 =-
j 0

σ2
rcosθ+∑

∞

l =0

B l

r l+1 Pl（cosθ） （2 .23 .4）

其中利用了j 0 =σ2E 0 .在球内，电势φ1 在r =0 点应为有限值，故拉普拉斯方程的
解为

φ1 = ∑
∞

l =0
A lr lP l（cosθ） （2 .23 .5）

因为选r =0 处为电势零点，故 A 0 =0 .
在球面上，除（2 .23 .3）式外，由（2 .23 .2）式得

σ2
矪φ2

矪（ ）r R
=σ1

矪φ1

矪（ ）r R

（2 .23 .6）

把（2 .23 .4）和（2 .23 .5）两式代入（2 .23 .3）式得

∑
∞

l =0
A lR lPl（cosθ）=-

j 0

σ2
R cosθ+∑

∞

l =0

B l

R l+1 P l（cosθ）

代入（2 .23 .6 ）式得

σ1 ∑
∞

l =0
lA lR l-1 P l（cosθ）=σ2 -

j 0

σ2
cosθ-∑

∞

l =0

（l +1）B l

R l+2 P l（cosθ［ ］）
（2 .23 .7）

在以上两式中，每一式两边 Pl（cosθ）的系数都应相等.由此得出：当l ≠ 1 时，A l =0，

B l =0；当l =1 时
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A 1 =-
3j 0

σ1 +2σ2

（2 .23 .8）

B 1 =σ1 -σ2

σ1 +2σ2

j 0R 3

σ2

（2 .23 .9）

于是得

φ1 =-
3j 0

σ1 +2σ2
rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .23 .10）

φ2 =-
j 0

σ2
rcosθ+σ1 -σ2

σ1 +2σ2

j 0R 3

σ2

cosθ
r 2
，　 　 r ≥ R （2 .23 .11）

（2 .23 .10）和（2 .23 .11）两式也可以写成

φ1 =- 3
σ1 +2σ2

j 0 ·r ，　 　 r ≤ R （2 .23 .12）

φ2 =- 1
σ2

j 0 ·r +σ1 -σ2

σ1 +2σ2

R 3

σ2

j 0 ·r
r 3

，　 　 r ≥ R （2 .23 .13）

　 　 由（2 .23 .12）式得球内的电流密度为

j 1 =σ1E 1 =-σ1

Δ

φ1 = 3σ1

σ1 +2σ2

Δ

（j 0 ·r ）

= 3σ1

σ1 +2σ2
j 0 ，　 　 r ＜ R （2 .23 .14）

由（2 .23 .13）式得电解液中的电流密度为

j 2 =σ2E 2 =-σ2

Δ

φ2

=j 0 +σ1 -σ2

σ1 +2σ2
R 3 3（j 0 ·r ）r

r 5 -
j 0

r［ ］3
，　 　 r ＞ R （2 .23 .15）

（2）根据边值关系，两导体交界面上自由电荷量的面密度为

σ=er·（D 2 -D 1） （2 .23 .16）

　 　 在导体内，电极化强度P 为零，即

P =（ε-ε0 ）E =0
在恒定电流的情况下，E ≠ 0 .故这时的介电常量为

ε=ε0 （2 .23 .17）
于是由（2 .23 .16）式得

σ=er·（ε0E 2 -ε0E 1）=ε0e r·
j 2

σ2
-
j 1

σ（ ）1

（2 .23 .18）

把（2 .23 .15）式和（2 .23 .16）式代入上式，并记住在球面上r =R ，便得

σ=ε0
j 0cosθ
σ2

+
（σ1 -σ2）R 3

（σ1 +2σ2）σ2

3（j 0 ·r ）
r 4 -

j 0cosθ
r［ ］3

r =R
-

3σ1j 0cosθ
（σ1 +2σ2）σ｛ ｝1

=3（σ1 -σ2）ε0

（σ1 +2σ2）σ2
j 0cosθ （2 .23 .19）
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（3）当σ1 冲σ2 ，即球的电导率比周围电解液的电导率大得多，这时

σ1 -σ2

σ1 +2σ2
≈ 1，　 　

3σ1

σ1 +2σ2
≈ 3

代入（2 .23 .14）式和（2 .23 .15）式分别得

j 1 ≈ 3j 0

j 2 ≈ j 0 +R 3

r 3

3（j 0 ·r ）r
r 2 -j［ ］0 （2 .23 .20）

球面上电荷量的面密度为

σ≈
3ε0

σ2
j 0cosθ （2 .23 .21）

　 　 当σ1 虫σ2 ，即球的电导率比周围电解液的电导率小很多，这时

σ1 -σ2

σ1 +2σ2
≈ -1

2
，　

3σ1

σ1 +2σ2
≈ 0

代入（2 .23 .14）式和（2 .23 .15）式分别得

j 1 ≈ 0 （2 .23 .22）

j 2 ≈ j 0 -R 3

2r 3

3（j 0 ·r）r
r 2 -j［ ］0 （2 .23 .23）

球面上电荷量的面密度为

σ≈ -3ε0

2σ2
j 0cosθ （2 .23 .24）

【讨论】　 本题与 2 .13 题的物理内容不同，但电势所满足的方程相似，对比
如下：

　 　 　 本题　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2 .13 题

Δ

2
φ=0

Δ

2
φ=0

φ1 =φ2（球面上） φi =φ0（球面上）

σ2
矪φ2

矪（ ）r R
=σ1

矪φ1

矪（ ）r R
ε0

矪φ0

矪（ ）r R
=ε

矪φi

矪（ ）r R

因此，只需作如下变换：
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便可直接由2 .13 题的解（2 .13 .13）式和（2 .13 .14）式分别得出本题的解（2 .23 .11）式
和（2 .23 .10）式.　

　 图21 24

2 .24 　 在半径为 R 的球面上，两半球面的电
势不相同.在一半球面上，电势为φ0 ；在另一半球

面上，电势为-φ0 .试求球内外空间各点的电势.
【解】　 以球心 O 为原点，取球坐标系如图

2 .24 所示，使上半球面（0 ≤θ＜ π／2 ）的电势为φ0 ，

下半球面 π

2 ＜θ≤（ ）π 的电势为-φ0 .由于对称

性，所求的电势φ便与方位角�无关.又由于球内
和球外都无电荷，故φ满足拉普拉斯方程.因为本
题所考虑的区域包括极轴（θ=0 和θ=π ）在内，φ

在极轴上应为有限值，故φ（拉普拉斯方程的解）可写作

φ（r ，θ）= ∑
∞

l =0
A lr l + B l

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .24 .1）

　 　 在球外（r ＞ R ），当r → ∞时，φ→ 0 ，故 A l =0 ，所以球外电势为

φ（r ，θ）= ∑
∞

l =0

B l

r l+1 Pl（cosθ） （2 .24 .2）

　 　 在球内（r ＜ R ），当r → 0 时，φ为有限值，故B l =0 ，所以球内电势为

φi（r ，θ）= ∑
∞

l =0
A lr lPl（cosθ） （2 .24 .3）

　 　 在球面上（r =R ），电势φR 是θ的函数

φR =
φ0 ， 0 ≤ θ＜

π

2

-φ0 ， π

2 ＜ θ≤
烅

烄

烆
π

（2 .24 .4）

（2 .24 .5）

把球面上的电势，即以上两式所表示的函数φR ，用勒让德多项式 Pl 展开，然后再

与（2 .24 .2）式和（2 .24 .3）式在r → R 时比较，就可以定出系数A l 和B l 来.φR 的展

开式为

φR = ∑
∞

l =0
C lPl（cosθ）= ∑

∞

l =0
C lP l（x ） （2 .24 .6）

先求出这展开式的系数C l：根据展开公式 ① ，

C l =2l +1
2 ∫

1

-1
φR P l（x ）dx
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=2l +1
2 φ0∫

1

0
P l（x ）dx +∫

-1

0
P l（x ）d［ ］x （2 .24 .7）

由关系式

Pl（-x ）=（-1）lP l（x ） （2 .24 .8）
得

∫
-1

0
Pl（x ）dx =-∫

1

0
P l（-y ）dy =（-1）l+1∫

1

0
P l（y ）dy

=（-1）l+1∫
1

0
P l（x ）dx （2 .24 .9）

所以C l 可表示为

C l =2l +1
2 φ0［1 +（-1）l+1］∫

1

0
P l（x ）dx （2 .24 .10）

由此式得出，当l 为偶数时，C l =0 ；当l 为奇数时，C l =（2l +1 ）φ0∫
1

0
P l（x ）dx .利

用公式

dP l+1（x ）
dx -dPl-1（x ）

dx =（2l +1）Pl（x ） （2 .24 .11）

得

∫
1

0
P l（x ）dx = 1

2l +1
［Pl+1（x ）-Pl-1（x ）］x =1

x =0

= 1
2l +1

［Pl+1（1）-Pl-1（1）-Pl+1（0）+Pl-1（0）］

因为

Pl（1）=1 ，

Pl（0）=
0 ， 当l 为奇数时

（-1）
l
2 1 ·3 ·5 ⋯（l -1）

2 ·4 ·6 ⋯l
， 当l烅

烄

烆
为偶数时

所以当l 为奇数时，便得

C l =（2l +1）φ0
1

2l +1
［P l-1（0）-Pl+1（0）］

=φ0 （-1 ）
l-1
2 1 ·3 ·5 ⋯（l -2）
2 ·4 ·6 ⋯（l -1）-

（-1）
l+1
2 1 ·3 ·5⋯l
2 ·4 ·6⋯（l +1［ ］）

=（-1）
l-1
2 1 ·3 ·5 ⋯（l -2）
2 ·4 ·6 ⋯（l -1）

2l +1
l +（ ）1 φ0 （2 .24 .12）

　 　 前几个C l 值如下：

C 1 = 3
2φ0

C 3 =- 7
8φ0
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C 5 =11
16φ0

C 7 =- 75
128φ0

　 　 求出了φR 的展开式（2 .24 .6）中的系数C l 后，便可利用球面上的边界条件求

（2 .24 .2）式和（2 .24 .3）式中的系数B l 和A l .过程如下：当从球外趋于球面时，由
（2 .24 .2）式和（2 .24 .6）式得

φ（R ，θ）= ∑
∞

l =0

B l

R l+1 Pl（cosθ）=φR = ∑
∞

l =0
C lP l（cosθ）

比较两边 Pl（cosθ）的系数，便得

B l =R l+1C l （2 .24 .13）
当从球内趋于球面时，由（2 .24 .3）式和（2 .24 .6）式得

φi（R ，θ）= ∑
∞

l =0
A lR lP l（cosθ）=φR = ∑

∞

l =0
C lP l（cosθ）

比较两边 Pl（cosθ）的系数，便得

A l =C l

R l （2 .24 .14）

于是最后得出所求的电势为

φ（r ，θ）= ∑
∞

l =0
C l

R
（ ）r

l+1

Pl（cosθ），　 　 r ≥ R （2 .24 .15）

φi（r ，θ）= ∑
∞

l =0
C l

r
（ ）R

l

Pl（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .24 .16）

两式中的系数为

C l =
0 ， l 为偶数

（-1）
l-1
2 1 ·3 ·5 ⋯（l -2）
2 ·4 ·6 ⋯（l -1）

2l +1
l +（ ）1 φ0 ， l烅

烄

烆
为奇数

（2 .24 .17）

　 　 此外，利用双阶乘公式

（2n +1）！！=1 ·3·5 ⋯（2n +1） （2 .24 .18）
（2n +2）！！=2 ·4·6 ⋯（2n +2） （2 .24 .19）

可以把（2 .24 .15）和（2 .24 .16）两式表示为

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a n

R
（ ）r

2n+2

P 2n+1（cosθ），　 　 r ≥ R （2 .24 .20）

φi（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a n

r
（ ）R

2n+1

P 2n+1（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .24 .21）

式中

a n =（-1）n
（2n +1）！！
（2n +2）！！

4n +3
2n +（ ）1 φ0 （2 .24 .22）
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　 图21 25

2 .25 　 用理想导体薄片制成的无限长同轴共顶双

锥，在顶点O 是彼此绝缘的，它们的母线与锥轴的夹角
分别为θ1 和θ2 ，如图2 .25 所示.已知内锥面的电势为

φ1 ，外锥面的电势为φ2 ，试求：（1 ）两锥面间的电势；
（2）当外锥面是无限大平面（即θ2 =π／2）时，这平面上电
荷量的面密度.
【解】　（1）以顶点O 为原点，锥轴为极轴，取球坐标

系，如图2 .25 所示.由对称性可知，所求电势φ与方位
角�无关，只是r 和θ的函数.

本题的边界条件是：不论r 为什么值，当θ=θ1 时，

电势都应为φ1 ；当θ=θ2 时，电势都应为φ2 .这就表明，
如果电势φ与r 有关，则当θ→θ1 或θ2 时，φ的值就会与r 有关.这就不能满足上
述边界条件.因此，本题的边界条件要求：所求的电势φ应与r 无关.

根据以上分析我们得知，所求的电势φ仅仅是θ的函数.因为φ满足拉普拉斯
方程，故得

Δ

2
φ= 1

r 2sinθ
d
dθ

sinθd
dθφ
（θ［ ］）=0

所以

d
dθ

sinθd
dθφ
（θ［ ］）=0 （2 .25 .1）

积分两次，并应用积分公式

∫
dx
sinx =ln tan x

（ ）2 +C

便得

φ（θ）=Aln tan θ（ ）2 +B （2 .25 .2）

下面由边界条件定积分常数 A 和B .当θ=θ1 时，φ=φ1 ，即得

Aln tanθ1（ ）2 +B =φ1 （2 .25 .3）

当θ=θ2 时，φ=φ2 ，即得

Aln tanθ2（ ）2 +B =φ2 （2 .25 .4）

由以上两式解得

A = φ1 -φ2

ln tanθ1（ ）2 -ln tanθ2（ ）2

（2 .25 .5）

·541·第二章　 静电场和静磁场



B =
φ1ln tanθ2（ ）2 -φ2ln tanθ1（ ）2

ln tanθ2（ ）2 -ln tan θ1（ ）2

（2 .25 .6）

于是得所求电势为

φ（θ）=
（φ1 -φ2）ln tan θ（ ）2 -φ1ln tanθ2（ ）2 +φ2ln tanθ1（ ）2

ln tanθ1（ ）2 -ln tanθ2（ ）2

（2 .25 .7）

（2）当θ2 =π

2
时，外锥面变成无限大平面.这时（2 .25 .7）式化为

φ（θ）=（φ1 -φ2）
ln tan θ（ ）2

ln tanθ1（ ）2

+φ2 （2 .25 .8）

这平面上电荷量的面密度为

σ=-eθ·D =-eθ·（ε0E ）=-ε0eθ· -1
r

矪φ
矪θ
e（ ）θ

θ=π／2

=ε0

r
dφ
dθ θ=π／2

=
ε0（φ1 -φ2）

rln tanθ1（ ）2

（2 .25 .9）

【讨论】　（1）本题所求的电势φ，虽然具有轴对称性（即φ与方位角�无关），
但不能由公式

φ（r ，θ）= ∑
∞

l =0
A lr l + B l

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .25 .10）

求出.这是因为，（2 .25 .10）式虽然是拉普拉斯方程在轴对称情况下的通解，但它要
求的边界条件是：θ=0 和θ=π 时φ（r ，θ）为有限值.而本题并不满足这个边界条
件.本题θ的范围为θ1 ≤θ≤θ2 .本题的边界条件是：不论r 为什么值，当θ=θ1 时，

φ=φ1 ；当θ=θ2 时，φ=φ2 .所以φ应与r 无关.于是拉普拉斯方程就化为（2 .25 .1 ）
式.（2 .25 .1）式的解由边界条件定系数，便得出本题的解.
（2）如果作为边界的锥面不是整块导体，则边界面上的电势φ1 和φ2 便可以

不是常量，而是r 的函数.这时两锥面间的电势φ便不仅是θ的函数，而且还是r
的函数.因此，问题比较复杂.有兴趣的读者可参阅 W .R .斯迈思著，戴世强译，《静
电学和电动力学》，上册，科学出版社（1981），217 页、223 ， 224 页.

2 .26 　 电荷量q 均匀地分布在半径为a 的圆环上，此外都是真空.试求空间任
一点的电势.
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　 图21 26

【解】　 以圆环心 O 为原点，圆环的轴
线为极轴，取球坐标系如图 2 .26 所示.
P（r ，θ，φ）为空间任一点，圆环上 Q 点的元

电荷dq =q
2π

d�′在P 点产生的电势为

dφ=
dq

4πε0s

= q
8π 2
ε0

d�′
s

（2 .26 .1）

式中s 为Q 到P 之间的距离.由图2 .26 可见，

s 2 =（rcosθ）2 +l2 =（rcosθ）2 +a 2 +（rsinθ）2 -2arsinθcos（�-�′）

=r 2 +a 2 -2arsinθcos（�-�′） （2 .26 .2）

dφ= q
8π 2
ε0

d�′

r 2 +a 2 -2arsinθcos（�-�′寶 ）
（2 .26 .3）

于是得整个圆环上的电荷在P 点产生的电势为

φ= q
8π 2
ε0∫

2π

0

d�′

r 2 +a 2 -2arsinθcos（�-�′寶 ）
（2 .26 .4）

式中的积分是一种椭圆积分，不能用初等函数的有限项表示.我们把它化为标准形
式.作变换

�-�′=2ψ-π （2 .26 .5）
并令

k 2 = 4ar sinθ
r 2 +a 2 +2arsinθ

（2 .26 .6）

则上述积分便化为

∫
2π

0

d�′

r 2 +a 2 -2arsinθcos（�-�′寶 ）
= 2

r 2 +a 2 +2arsin寶 θ∫
�+π

2

�-π

2

dψ
1 -k 2sin 2
寶 ψ

（2 .26 .7）

因 1 -k 2sin 2
寶 ψ是ψ的以π 为周期的偶函数，故

∫
�+π

2

�-π

2

dψ
1 -k 2sin 2
寶 ψ

=∫
π／2

-π／2

dψ
1 -k 2sin 2
寶 ψ

=2∫
π／2

0

dψ
1 -k 2sin 2
寶 ψ

=2K 　

（2 .26 .8）

式中

K =∫
π／2

0

dψ
1 -k 2sin 2
寶 ψ
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= π

2 1 +（ ）
1
2

2

k 2 + 1 ·3
2 ·（ ）4

2

k 4 + 1 ·3 ·5
2 ·4 ·（ ）6

2

k 6 +［ ］⋯ （2 .26 .9）

叫做第一种全椭圆积分.
于是最后得出，P 点的电势为

φ= q
2π 2
ε0

K
r 2 +a 2 +2arsin寶 θ

（2 .26 .10）

　 　 当 P 点在圆环的轴线上时，θ=0 ，这时由（2 .26 .9）式可见，K =π

2
，于是电势为

φ= q
4πε0 r 2 +a寶

2
（2 .26 .11）

这正是我们在电磁学中见到的结果.
【别解】　 上面的解法是根据电荷在无界空间里产生电势的公式（2 .26 .1），直

接由积分计算结果.现在我们换一种方法，由解拉普拉斯方程来计算结果.
因所求的电势φ满足拉普拉斯方程，取球坐标系如图2 .26 ，根据对称性，φ只

是r 和θ的函数，而与方位角�无关；又φ在θ=0 和π 时为有限值，故得拉普拉斯

方程的解为

φ= ∑
∞

l =0
a lr l + bl

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .26 .12）

　 　 在r ＜ a 的区域里，r → 0 时，φ为有限值，故bl =0 .于是

φ= ∑
∞

l =0
a lr lPl（cosθ），　 　 r ＜ a （2 .26 .13）

　 　 在r ＞ a 的区域里，r → ∞时，φ→ 0，故a l =0 .于是

φ= ∑
∞

l =0

bl

r l+1 P l（cosθ），　 　 r ＞ a （2 .26 .14）

　 　 下面由φ的特殊值定出以上两式中的系数a l 和b l .在轴线上（即φ=0 或 π

时）离环心为r 处，很容易由积分直接算出φ的值为

φ= q
4πε0 r 2 +a寶

2
（2 .26 .15）

在r ＜ a 的区域里，将上式展开为

φ= q
4πε0a

1
1 +（r／a ）寶

2

= q
4πε0a

1 - 1
2

r
（ ）a

2

+1 ·3
2 ·4

r
（ ）a

4

-1·3 ·5
2·4 ·6

r
（ ）a

6

+［ ］⋯ 　 　 　（2 .26 .16）

这时，θ=0 ，（2 .26 .13）式化为

φ= ∑
∞

n =0
a lr lPl（1）= ∑

∞

l =0
a lr l，　 　 r ＜ a （2 .26 .17）
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比较（2 .26 .16）和（2 .26 .17）两式中rl 项的系数得

a l =
0 ， 当l 为奇数时

q
4πε0a

（-1）
l
2
1·3 ·5 ⋯（l -1）

2 ·4 ·6 ⋯l
1
a l ， 当l烅

烄

烆

为偶数时
（2 .26 .18）

于是得

φ= q
4πε0a ∑

∞

n =0

（-1）n 1·3 ·5
⋯（2n -1）

2 ·4 ·6⋯（2n ）
r

（ ）a
2n

P 2n（cosθ），　 　 r ＜ a

（2 .26 .19）

　 　 在r ＞ a 的区域里，将（2 .26 .15）式展开为

φ= q
4πε0r

1
1 +（a／r ）寶

2

= q
4πε0r

1 - 1
2

a
（ ）r

2

+1 ·3
2 ·4

a
（ ）r

4

-1 ·3 ·5
2 ·4 ·6

a
（ ）r

6

+［ ］⋯ 　（2 .26 .20）

这时，θ=0 ，（2 .26 .14）式化为

φ= ∑
∞

l =0

bl

r l+1 Pl（1）= ∑
∞

l =0

bl

r l+1
，　 　 r ＞ a （2 .26 .21）

比较（2 .26 .20）和（2 .26 .21）两式中1／rl +1 项的系数得

bl =
0 ， 当l 为奇数时

q
4πε0r

（-1）
l
2
1 ·3·5 ⋯（l -1）

2·4·6 ⋯l
a l， 当l烅

烄

烆

为偶数时
（2 .26 .22）

于是得

φ= q
4πε0a ∑

∞

n =0

（-1）n 1 ·3·5
⋯（2n -1）

2 ·4 ·6 ⋯（2n ）
a

（ ）r
2n+1

P 2n（cosθ），　 　 r ＞ a

（2 .26 .23）
（2 .26 .19）式和（2 .26 .23）式便是所求的电势.

当 P 点在圆环的轴线上时，θ=0 ，这时

P 2n（cosθ）=P 2n（1）=1 （2 .26 .24）
（2 .26 .19）式和（2 .26 .23）式便都化为（2 .26 .15）式，正是电磁学里得出的结果.
　 　 利用

P 2n（0）=（-1）n
（2n ）！

2 2n ·（n ！）2 =（-1）n 1 ·3 ·5
⋯（2n -1）

2 ·4·6 ⋯（2n ）
（2 .26 .25）

（2 .26 .19）式和（2 .26 .23）式可分别写作

φ= q
4πε0a ∑

∞

n =0

r
（ ）a

2n

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＜ a （2 .26 .26）

φ= q
4πε0a ∑

∞

n =0

a
（ ）r

2n+1

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＞ a （2 .26 .27）
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　 　【讨论】　（1）对于（2 .26 .19）式我们注明了r ＜ a ，而不是r ≤ a ；对于（2 .26 .23）式
我们注明了r ＞ a ，而不是r ≥ a .这是因为，我们把圆环上的电荷当作是线电荷，在
取无穷远处为电势零点的情况下，圆环本身的电势便是无穷大，即r =a 和θ=π／2
时，φ→ ∞.而在（2 .26 .19 ）式和（2 .26 .23）式中，我们未对θ作限制，即θ可以等于

π／2 .故对r 作限制，即r ＜ a 和r ＞ a ，而不是r =a .

　 图21 26（1）

（2）对于同一个物理问题，由于所用的
求解方法不同，所得结果的表达式也可能不

同.例如本题，（2 .26 .10 ）式便与（2 .26 .19 ）
和（2 .26 .23 ）两式不同.这种不同，只是数学
表达上的形式不同，而不是数值上的不同.
对于r 和θ的同一组值，由（2 .26 .10）式算出

φ值，与由（2 .26 .19 ）式或（2 .26 .23 ）式算出
的φ值是相同的.前面提到的在轴线上φ的
值便是如此.
（3）如果不取圆环心为坐标原点，而取

圆环轴线上某一点O′为原点，O′到圆环心O
的距离为ccosβ，c 是O′到圆环上任一点的距
离，β是圆环到O′的连线与轴线的夹角，如图2 .26（1 ）所示，则仍可用前面所讲的
两种方法中的任何一种方法求解.我们在这里就用第二种方法解决这类问题作一

　 图21 26（2）

些说明.
为此，我们先介绍一个有用的关系式.设始端在同一点

的两个矢量 a 和b ，长度分别为 a 和b ，夹角为β，如图

2 .26（2）所 示，则 它 们 的 末 端 间 的 距 离 便 为 R =

a 2 +b 2 -2abcos寶 β.在 b ＞ a 的情况下，R 的倒数可展开

如下：

1
R =（a 2 +b 2 -2abcosβ）-

1／2 = 1
b

1 +
a 2 -2abcosβ

b［ ］2

-1／2

= 1
b

1 - 1
2

a 2 -2abcosβ
b 2 +1 ·3

2 ·4
a 2 -2abcosβ

b（ ）2［
2

-

　
1 ·3 ·5
2 ·4 ·6

a 2 -2abcosβ
b（ ）2

3

+ ］⋯

= 1
b

1 +a
b cosβ+ a

（ ）b
2 3cos2

β-1
2

+ a
（ ）b

3 5cos3
β-3cosβ
2

+［ ］⋯

= 1
b

a
（ ）b

0

P 0（cosβ）+
a

（ ）b P 1（cosβ）［ +
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a

（ ）b
2

P 2（cosβ）+
a

（ ）b
3

P 3（cosβ）+ ］⋯

= 1
b ∑

∞

n =0

a
（ ）b

n

P n（cosβ） （2 .26 .28）

由此可见，1
R
的展开式中，a

（ ）b
n
项的系数便是勒让德多项式 P n（cosβ）.因此，通常

就把b =1 和 a ＜ 1 的（1 +a 2 -2acosβ）
-1／2 叫做勒让德多项式的生成函数.

（21 261 28）式是一个很有用的关系式.
现在回到我们的问题上来.对于有轴对称性的静电学问题来说，如果电势φ满

足拉普拉斯方程，并且φ在对称轴上有确定的值，则以对称轴为极轴，它上面任一

点为原点取球坐标系，空间任一点的电势（拉普拉斯方程的解）便为

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 P n（cosθ） （2 .26 .29）

在对称轴上，θ=0 ，P n（cosθ）=P n（1）=1 .上式便化为

φ（r ，0）= ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 （2 .26 .30）

　 　 如果由某种方法，求出了对称轴上任一点 A（A 到原点的距离为r ）的电势

φA（r），则把φA（r ）展成r 的幂级数后，同（2 .26 .30 ）式比较系数，就可以求出a n 或

b n 来.于是所求的解便为

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n P n（cosθ），　 　 r 较小 （2 .26 .31）

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ），　 　 r 较大 （2 .26 .32）

　 　 再回到图2 .26（1），轴上任一点 A 到原点O′的距离为r ，如图2 .26（3）所示.A

图21 26（3）

点的电势很容易由积分算出，结果为

　 　φA = q
4πε0R

= q
4πε0

1
c 2 +r 2 -2crcos寶 β

　（2 .26 .33）

由（2 .26 .28）式得

φA = q
4πε0c ∑

∞

n =0

r
（ ）c

n

P n（cosβ），　 　 r ＜ c

（2 .26 .34）

φA = q
4πε0c ∑

∞

n =0

c
（ ）r

n+1

P n（cosβ），　 　 r ＞ c

（2 .26 .35）
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　 　 在轴线上，θ=0 ，P n（cosθ）=Pn（1 ）=1 ，这时（2 .26 .31 ）式和（2 .26 .32 ）式就分
别化为

φ（r ，0）= ∑
∞

n =0
a nr n ，　 　 r 较小 （2 .26 .36）

φ（r ，0）= ∑
∞

n =0

b n

r n+1
，　 　 r 较大 （2 .26 .37）

比较（2 .26 .34）与（2 .26 .36）两式中r n 项的系数得

a n = q
4πε0c

1
c n P n（cosβ） （2 .26 .38）

比较（2 .26 .35）与（2 .26 .37）两式中r -n -1 项的系数得

b n = q
4πε0c

c n+1 P n（cosβ） （2 .26 .39）

将所求出的a n 和b n 分别代入（2 .26 .31 ）式和（2 .26 .32 ）式，最后便得到所求的解
为

φ（r ，θ）=
q

4πε0c ∑
∞

n =0

r
（ ）c

n

P n（cosβ）P n（cosβ），　 　 r ＜ c （2 .26 .40）

φ（r ，θ）=
q

4πε0c ∑
∞

n =0

c
（ ）r

n+1

P n（cosβ）P n（cosβ），　 　 r ＞ c （2 .26 .41）

　 　 读者可以自己验证，当原点 O′与圆环心 O 重合（即β=π／2，c =a ）时，因

P 2n +1（0）=0 ，故（2 .26 .40）式便化为（2 .26 .19 ）式，（2 .26 .41 ）式便化为（2 .26 .23 ）
式.

　 图21 27

2 .27 　 电荷量q 均匀分布在半径为a 的圆盘
上，圆盘的厚度可略去不计，圆盘外是真空.试求
圆盘外空间任一点的电势.
【解法一】　 以圆盘中心 O 为原点，轴线为极

轴，取球坐标系，如图2 .27 所示.由于轴对称性，
所求的电势φ与方位角�无关.根据题目所给的
条件，我们将空间分为两部分.在r ＞ a 的空间里，
没有电荷，故φ满足拉普拉斯方程；又当θ=0 或π

时，φ为有限值；r → ∞时，φ→ 0 .故φ应为

φ0 = ∑
∞

n =0
B n

a
（ ）r

n+1

P n（cosθ），　 　 r ＞ a （2 .27 .1）

　 　 在r ＜ a 的空间里，φ满足泊松方程

Δ

2
φi =

1
r 2

矪

矪r r 2 矪φi

矪（ ）r
+ 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ

矪φi

矪（ ）θ =-ρ
ε0
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=- q
πε0a 2

δ（θ-π／2）
r u（a -r ） （2 .27 .2）

式中u（a -r ）是阶跃函数，其值为

u（a -r ）=
1 ， 当r ＜ a
0 ， 当r ＞｛ a

（2 .27 .3）

　 　 方程（2 .27 .2）不是齐次方程.我们用分离变数法求解.按相应的齐次方程（拉
普拉斯方程）的本征函数 P n（cosθ）将φi 和δ（θ-π／2）分别展开为

φi = ∑
∞

n =0
R n（r ）P n（cosθ） （2 .27 .4）

δ（θ-π／2）= ∑
∞

n =0

2n +1
2 P n（0）P n（cosθ） （2 .27 .5）

将（2 .27 .4）和（2 .27 .5）两式代入（2 .27 .2）式得

∑
∞

n =0

P n

r 2
d
dr r 2 dR n

d（ ）r + R n

r 2sinθ
d
dθ

sinθdP n

d（ ）［ ］θ
=- q

πε0a 2r ∑
∞

n =0

2n +1
2 P n（0）P n（cosθ）

（2 .27 .6）

因为勒让德多项式是正交函数组，故上式两边 P n（cosθ）的系数应相等.于是得

1
r 2

d
dr r 2 dR n

d（ ）r -n（n +1）R n

r 2 =- q
πε0a 2r

2n +1
2 P n（0） （2 .27 .7）

其中用到了

1
sinθ

d
dθ

sinθdP n

d（ ）θ =-n（n +1）P n （2 .27 .8）

于是得R n 所满足的方程为

d
dr r 2 dR n

d（ ）r -n（n +1）R n =- qr
πε0a 2

2n +1
2 P n（0） （2 .27 .9）

这是R n 的二阶非齐次欧拉方程.因为在r =0 处φi 为有限值，故 R n（0 ）应为有限
值.（2 .27 .9）式满足这个条件的解为

R n（r ）=A n
r

（ ）a
n

+ q
2πε0a

（2n +1）P n（0）
（n +2）（n -1）

r
a

（2 .27 .10）

　 　 于是得（2 .27 .2）式在r ＜ a 的区域内的解为

φi = ∑
∞

n =0
A n

r
（ ）a

n

+ q
2πε0a

（2n +1）P n（0）
（n +2）（n -1）

r［ ］a P n（cosθ），　 r ＜ a

（2 .27 .11）

　 　 下面由边界条件定系数.边界条件为

φi
（a ，θ）=φ0

（a ，θ） （2 .27 .12）
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矪φi

矪r r =a
=

矪φ0

矪r r =a
（2 .27 .13）

（2 .27 .13）式假定了电荷所在处的介质其电容率为ε0 ，即与电荷外的电介质的电容

率ε0 相等.换句话说，本题假定电荷量q 是在真空中均匀分布成一个圆盘形状.由
（2 .27 .1）、（2 .27 .11）和（2 .27 .12）三式得

A n + q
2πε0a

（2n +1）P n（0）
（n +2）（n -1）=B n （2 .27 .14）

由（2 .27 .1）、（2 .27 .11）和（2 .27 .13）三式得

nA n + q
2πε0a

（2n +1）P n（0）
（n +2）（n -1）=-（n +1）B n （2 .27 .15）

将（2 .27 .14）式和（2 .27 .15）式联立解得

A n =- q
2πε0a

P n（0）
n -1

，　 　 n ≠ 1 （2 .27 .16）

B n = q
2πε0a

P n（0）
n +2

，　 　 n ≠ 1 （2 .27 .17）

　 　 当n =1 时，（2 .27 .9）式右边为零，这时由边界条件得相应的系数 A 1 和B 1 皆

为零.考虑到

P n（0）=0 ，　 当n 为奇数时 （2 .27 .18）

P n（0）=（-1）n／2 1 ·3 ·5
⋯（n -1）

2 ·4·6⋯（n ）
，　 当n 为偶数时 （2 .27 .19）

便得所求的解为

　 　 φ0 = q
2πε0a ∑

∞

n =0

1
2n +2

a
（ ）r

2n+1

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＞ a （2 .27 .20）

φi = q
2πε0a ∑

∞

n =0

1
2n -1

4n +1
2n +2

r
a - r

（ ）a
2

［ ］
n

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＜ a

（2 .27 .21）

　 　φi 也可写成另一形式.因

|cosθ|=-∑
∞

n =0

4n +1
（2n -1）（2n +2）P 2n（0）P 2n（cosθ） （2 .27 .22）

故得

φi =- q
2πε0a

r
a |cosθ|+∑

∞

n =0

1
2n -1

r
（ ）a

2n

P 2n（0）P 2n（cosθ［ ］），　 　 r ＜ a

（2 .27 .23）

　 　【解法二】　 根据已知均匀带电圆环所产生的电势，由积分求均匀带电圆盘所

产生的电势.根据2 .26 题的结果，设电荷量Q 均匀分布在半径为ρ的圆环上，则它
在空间 P（r ，θ）点产生的电势为
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φ=
Q

4πε0ρ
∑
∞

n =0

ρ（ ）r

2n+1

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＞ ρ （2 .27 .24）

φ=
Q

4πε0ρ
∑
∞

n =0

r
（ ）ρ

2n

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＜ ρ （2 .27 .25）

　 图21 27（1）

　 　 今电荷量q 均匀分布在半径为a 的圆盘上，如
图2 .27（1）所示，在圆盘上取半径为ρ，宽为 dρ的环
带，将这环带当作一个带电的圆环.圆盘上电荷量的
面密度为σ=q／πa 2 ，故环带上的电荷量为

dq =σ·2πρdρ=
2q
a 2ρdρ （2 .27 .26）

　 　 对于r ＞ a ＞ρ处的P（r ，θ）点来说，由（2 .27 .24）
式得dq 在P 点产生的电势为

dφ0 =
dq

4πε0ρ
∑
∞

n =0

ρ（ ）r

2n+1

P 2n（0）P 2n（cosθ）= q
2πε0a 2 ∑

∞

n =0
ρ

2n+1dρ
P 2n（0）P 2n（cosθ）

r 2n+1

积分便得整个圆盘电荷在P 点产生的电势为

φ0 =
q

2πε0a 2 ∑
∞

n =0∫
a

0
ρ

2n +1dρ
P 2n（0）P 2n（cosθ）

r 2n+1 = q
2πε0a 2 ∑

∞

n =0

a 2n+2

2n +2
P 2n（0）P 2n（cosθ）

r 2n+1

= q
4πε0a ∑

∞

n =0

1
n +1

a
（ ）r

2n+1

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 　 r ＞ a （2 .27 .27）

　 　 对于r ＜ a 处的P（r，θ）点来说，对ρ的积分要分为两部分：一部分是r ＞ρ，积分从

0 到r，这时用（2 .27 .24）式；另一部分是r ＜ρ，积分从r 到a ，这时要用（2 .27 .25）式.
于是

φi =
q

2πε0a 2 ∑
∞

n =0∫
r

0
ρ

2n+1dρ
P 2n（0）P 2n（cosθ）

r 2n+1 + 1
2πε0a 2 ∑

∞

n =0∫
a

r

dρ
ρ

2nr
2n P 2n（0）P 2n（cosθ）

（2 .27 .28）
其中积分

∫
r

0
ρ

2n+1dρ= 1
2n +2r

2n+2 （2 .27 .29）

∫
a

r

dρ
ρ

2n =- 1
2n -1

1
a 2n-1 - 1

r 2n-（ ）1 （2 .27 .30）

代入（2 .27 .28）式便得

φi = q
2πε0a 2 ∑

∞

n =0

r
2n +2 - 1

2n -1
r 2n

a 2n-1 + r
2n -（ ）1 P 2n（0）P 2n（cosθ）

= q
2πε0a ∑

∞

n =0

1
2n -1

4n +1
2n +2

r
a - r

（ ）a
2

［ ］
n

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 r ＜ a 　（2 .27 .31）
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这就是前面的（2 .27 .21）式.
【讨论】　 本书第一版第一次印刷时，对本题（在第一版中为2 .22 题）的解法

如下.
“因为φ满足拉普拉斯方程，且在极轴上为有限值，故得

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n + b n

r n+（ ）1 P n（cosθ） （1）

　 　 由于对称性，有φ（r ，π -θ）=φ（r ，θ）.因此，只需求出 0 ≤θ≤ π／2 范围内的

φ（r ，θ）就够了.我们根据r → 0 时φ为有限值，和r → ∞时，φ→ 0 的边界条件，把空
分为r ≤ a 和r ≥ a 两个区域.由式（1）得出，在这两个区域内，φ的形式如下：

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0
a nr n P n（cosθ），　 　 r ≤ a ，　θ≤ π／2 （2）

φ（r ，θ）= ∑
∞

n =0

b n

r n+1 P n（cosθ），　 　 r ＞ a 或r =a ，　θ＜ π／2 （3）

　 　 在轴线上，θ=0 ，P n（cos0）=P n（1）=1，以上两式分别化为

φ（r ，0）= ∑
∞

n =0
a nr n ，　 　 r ≤ a （4）

φ（r ，0）= ∑
∞

n =0

b n

r n+1
，　 　 r ≥ a （5）

　 　 另一方面，轴线上离盘心为r 处的A 点，其电势φA 可由积分算出如下：

φA =∫
a

0

σ·2πR dR
4πε0 r 2 +R寶

2
= q

2πε0a
1 + r
（ ）a寶

2

-r［ ］a
（6）

　 　 在r ＜ a 的区域里，把φA 展成
r
a
的幂级数

　φA = q
2πε0a -r

a + 1 + r
（ ）a寶［ ］

2

= q
2πε0a

-r
a +1 +∑

∞

n =1

（-1）n 1 ·1 ·3·5
⋯（2n -3）

2·4·6 ·8 ⋯（2n ）
r

（ ）a
2

［ ］
n

（7）

在r ＞ a 的区域里，把φA 展成
a
r
的幂级数

φA =
q

2πε0a -r
a +r

a 1 + a
（ ）r寶［ ］

2

= q
2πε0a ∑

∞

n =1

（-1）n+1 1 ·1 ·3·5
⋯（2n -3）

2 ·4·6 ·8 ⋯（2n ）
a

（ ）r
2n-1

（8）

　 　 比较式（4）和式（7）两式中r n 项的系数，得出系数a n 的值后，代入式（2），便得

出：在r ≤ a ，θ≤ π／2 的区域里，所求的电势为
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φ（r，θ）=
q

2πε0a
1 -r

a cosθ+∑
∞

n =1

（-1）n+1 1·1·3·5
⋯（2n -3）

2·4·6·8⋯（2n ）
r

（ ）a
2n

P 2n（cosθ［ ］）
（9）

　 　 比较式（5）和式（8）两式中r -n -1 项的系数，得出系数b n 的值后，代入式（3 ），便
得出：在r ＞ a 及r =a ，θ＜ π／2 的区域里，所求的电势为

φ（r ，θ）=
q

2πε0a ∑
∞

n =1

（-1）n+1 1 ·1 ·3·5
⋯（2n -3）

2 ·4 ·6 ·8 ⋯（2n ）
a

（ ）r
2n-1

P 2（n-1 ）（cosθ）

（10）”
为了比较和说明，利用关系式

（-1）n+1 1 ·1 ·3·5
⋯（2n -3）

2 ·4·6 ·8 ⋯（2n ） =- 1
2n -1P 2n（0） （2 .27 .32）

∑
∞

n =0

1
2n -1

r
（ ）a

2n

P 2n（0）P 2n（cosθ）=-1 +∑
∞

n =1

1
2n -1

r
（ ）a

2n

P 2n（0）P 2n（cosθ）

（2 .27 .33）
将式（9）和式（10）分别化为

φ（r ，θ）=- q
2πε0a

r
a cosθ+∑

∞

n =0

1
2n -1

r
（ ）a

2n

P 2n（0）P 2n（cosθ［ ］），　 r ≤ a ，θ≤ π／2

（2 .27 .34）

φ（r ，θ）=
q

2πε0a ∑
∞

n =0

1
2（n +1）

a
（ ）r

2n+1

P 2n（0）P 2n（cosθ），　 r ＞ a 及r =a ，θ＜ π／2

（2 .27 .35）

　 　 比较（2127135 ）和（2127120 ）两式可见，它们完全相同.比较（2127134 ）和
（2127123）两式可见，它们不尽相同，差别在于：单独项在（2127134）式中为cosθ，而在
（2127123）式中则为｜cosθ｜ .由于cos（π -θ）=-cosθ；｜cos（π -θ）｜ =cosθ.故（2127123）
式满足φ（r，π -θ）=φ（r，θ），而（2127134）式则否.因此，（2127123）式在0 ≤θ≤ π 的范

围内都适用，而（2127134）式仅适用于0 ≤θ≤ π／2，而不适用于π／2 ≤θ≤ π .
上述分析表明，以式（1）为基础，用轴线上的特殊值定出其中的系数，这种解法

有问题.有的书上在用这种方法解本题时，感觉到了这个问题，于是将（21 271 34）式
中单独项的 cosθ加上绝对值，使成为｜cosθ｜ .［例如，P .M .M orse and H .Fesh2
bach ，M ethods of T heoretical P hysics ，pp .1266 ， 1267 .］这样做使求得的φ在0 ≤

θ≤ π 的范围内都可以适用.但是，从（2 .27 .34）式出发，用比较系数的方法，是得不
出要对cosθ加上绝对值的限制的.

那么，问题出在哪里呢？问题出在用式（1）上.因为式（1）是拉普拉斯方程在轴
对称情况下的通解，本题中在r ＞ a 的区域里，电势φ满足拉普拉斯方程，因此，可
以用式（1），由比较系数的方法得出正确的结果，式（10 ）便是这样.但本题中在r ＜

a 的区域里，电势φ满足的是泊松方程（2 .27 .2 ）式，拉普拉斯方程并非处处成立.
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因此，这时用式（1）便失去了依据.换句话说，在本题中r ＜ a 的区域里，电势φ是不
能写成式（1）那样的形式的.所以，这时用式（1）由对比系数的方法就不能得出正确
的结果.

　 图21 28

2 .28 　 一无穷长圆柱面，其中对轴线张角为
2π
n

的一片上电势为φ1 ，而其余部分的电势为零，横截面

如图2 .28 所示.圆柱面内外都是真空.试求圆柱轴
线上的电势.
【解】　 以轴线上任一点 O 为原点，轴线为z 轴，

取柱坐标系.由于对称性，电势φ只是r 和�的函数，
而与z 无关.在圆柱面内，φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ
矪（ ）r + 1

r 2
矪

2
φ

矪�
2 =0

（2 .28 .1）

　 　φ应满足单值条件φ（r ，�+2π）=φ（r ，�），并且在轴线上为有限值.满足这些条
件的（2 .28 .1 ）式的通解为

φ（r ，�）= ∑
∞

n =0
r n（A ncosn�+B nsinn�）

=A 0 +∑
∞

n =1
r n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .28 .2）

　 　 设圆柱面的半径为R ，则φ（r ，�）应满足下列边界条件：

φ（R ，�）=φ1 ，　 　 当�1 ≤ �≤ �2 =�1 +2π
（ ）n

（2 .28 .3）

φ（R ，�）=0 ，　 　 当0 ≤ �＜ �1 和�2 ＜ �≤ 2π （2 .28 .4）

　 　 轴线上的电势φc 由（2 .28 .2）式为

φc =φ（0 ，�）=A 0 （2 .28 .5）

　 　 当r → R 时，φ（r ，�）的值为

φ（R ，�）=A 0 +∑
∞

n =1
R n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .28 .6）

将此式对�积分便得

∫
2π

0
A 0d�=2πA 0

=∫
2π

0
φ（R ，�）d�-∑

∞

n =1
R n A n∫

2π

0
cosn�d�+B n∫

2π

0
sinn�d（ ）�

=∫
2π

0
φ（R ，�）d�=∫

�2

�1
φ（R ，�）d�
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=φ1∫
�2

�1

dφ=φ1 ·
2π
n

（2 .28 .7）

由（2 .28 .5）和（2 .28 .7）两式得所求电势为

φc =φ
1

n
（2 .28 .8）

　 　【讨论】　（1）上述结果与圆柱面的半径无关.
（2）读者很容易证明：若圆柱面分为宽度相等的n 片，每片上有不同的电势

φi，则轴线上的电势为

φc = 1
n ∑

n

i =1
φi （2 .28 .9）

这个结果表明，在本题所给条件下，轴线上的电势等于圆柱面上各片电势的平

均值.
2 .29 　 试证明静电势的平均值定理：在没有电荷的区域里，任一点静电势的值

等于以该点为心的球面上各点电势的平均值.

　 图21 29

【证法一】　 应用体积分与面积分变换的格林公式

∫ V
（φ

Δ

2
ψ-ψ

Δ

2
φ）dV =∮ S

（φ

Δ

ψ-ψ

Δ

φ）·dS

（2 .29 .1）
在空间取任一点 O 为原点，考虑无电荷区域内任一点 O′
的静电势φ（r′），r′= →

皛
皛皛皛O O′，如图2 .29 所示.以 O′为球心，

任意长度R 为半径，作球面S ，使得S 在无电荷区域内.设

S 内任一点P 的位矢为r ，静电势为φ（r ），则因S 在无电

荷区域内，故有

Δ

2
φ（r ）=0 （2 .29 .2）

取

ψ（r ）=
1

|r -r′|
（2 .29 .3）

则有

Δ

2
ψ（r）=-4πδ（r -r′） （2 .29 .4）

由（2 .29 .2）、（2 .29 .4）两式得出：（2 .29 .1）式左边为

∫ V
［φ（r ）

Δ

2
ψ（r ）-ψ（r ）

Δ

2
φ（r ）］dV =-4π∫ V

φ（r ）δ（r -r′）dV

=-4πφ（r′） （2 .29 .5）
由电场强度E 与电势φ（r）的关系，得 P 点的电场强度为

E（r）=-

Δ

φ（r ） （2 .29 .6）
由于S 在无电荷区域内，故由高斯定理得
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∮ S
E（r ）·dS =0 （2 .29 .7）

于是由（2 .29 .3）、（2 .29 .6）、（2 .29 .7）三式得出，（2 .29 .1）式右边第一项为

∮ S
φ（r ）

Δ

ψ（r）·dS =∮ S
φ（r）

Δ 1
|r -r′（ ）|

·dS =-∮ S
φ（r ）

（r -r′）
|r -r′|3 ·dS

=-∮ S
φ（r ）

dS
|r -r′|2 =- 1

R 2∮ S
φ（r S ）dS （2 .29 .8）

其中利用了积分是在球面上，故

r =r S ，　 　 |r -r′|=|r S -r′|=R （2 .29 .9）
由（2 .29 .7）式得出，（2 .29 .1）式右边第二项为

∮ S
ψ（r）

Δ

φ（r）·dS =-∮ S

1
|r -r′|

E（r）·dS =-1
R∮ S

E（r）·dS

=0 （2 .29 .10）
综合（2 .29 .5 ）式、（2 .29 .8）式和（2 .29 .10）式得

φ（r′）=
1

4πR 2∮ S
φ（r S ）dS （2 .29 .11）

　 　【证法二】　 以球心为原点取球坐标系.由格林公式（2 .29 .1 ）得出，拉普拉斯
方程

Δ
2
φ=0 （2 .29 .12）

的解为

φ（r）=-ε0∮ S′
φ（r′）

矪G（r ，r′）
矪r′

dS′ （2 .29 .13）

式中G（r ，r′）=ψ是球内空间的格林函数

G（r ，r′）= 1
4πε0

1
r 2 +r′2 -2rr′cos寶 α

- 1
R 2 +r 2r′2／R 2 -2rr′cos寶［ ］α

（2 .29 .14）
式中r 是场点的位矢，r′是源点的位矢，α则是r 和r′的夹角，R 是球面的半径.

由（2 .29 .14）式得出：当r =0，r′=R 时，

矪G（r ，r′）
矪r′ r =0

r′=R
=- 1

4πε0R 2 （2 .29 .15）

代入（2 .29 .13）式便得球心的电势为

φc = 1
4πR 2∮ S′

φ（R ，θ，�）dS′= 1
4π∫

4π

0
φ（R ，θ，�）dΩ （2 .29 .16）

　 　【证法三】　 以球心为原点取球坐标系，则在球面内，所求电势φ（r ，θ，�）满足
拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r 2
矪

矪r
r 2 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ

矪φ
矪（ ）θ + 1

r 2sin 2
θ

矪
2
φ

矪�
2 =0

（2 .29 .17）
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由分离变数法求得它的通解为

φ（r ，θ，�）= ∑
∞

l =0
∑
l

m =-l
A lmr l +B lm

r l+（ ）1 Y lm（θ，�） （2 .29 .18）

因r =0 时，φ（0 ，θ，�）=φc 为有限值，故B lm =0 ，于是得

φ（r ，θ，�）= ∑
∞

l =0
∑
l

m =-l
A lmr l Y lm（θ，�） （2 .29 .19）

式中 Y lm（θ，�）为归一化的球谐函数（｜m ｜ ≤ l）

Y lm（θ，�）=（-1）m 2l +1
4π

（l -m ）！
（l +m ）寶 ！

P lm（cosθ）eim� （2 .29 .20）

Y l，-m（θ，�）=（-1 ）m Y 倡
lm（θ，�） （2 .29 .21）

Plm（cosθ）是连带勒让德多项式.Y lm 满足正交条件

∫
4π

0
Y 倡

l′m′（θ，�）Y lm（θ，�）dΩ=∫
π

0∫
2π

0
Y 倡

l′m′（θ，�）Y lm（θ，�）sinθdθd�

=δll′δm m′ （2 .29 .22）

　 　 以 Y 倡
l′m′（θ，�）乘（2 .29 .19）式，然后对立体角Ω积分，利用（2 .29 .22）式便得

∫
4π

0
Y 倡

l′m′（θ，�）φ（r ，θ，�）dΩ= ∑
∞

l =0
∑
l

m =-l
A lmr l

δll′δm m′ （2 .29 .23）

取l′=0 ，因｜m′｜ ≤ l′，故得

∫
4π

0
Y 倡

00φ（r ，θ，�）dΩ= ∑
∞

l =0
∑
l

m =-l
A lmr l

δl0δm 0 =A 00 （2 .29 .24）

所以

A 00 =∫
4π

0
Y 倡

00φ（r ，θ，�）dΩ= 1
4寶π∫

4π

0
φ（θ，�）dΩ （2 .29 .25）

　 　 在球心，r =0 ，由（2 .29 .19）式得电势为

φc =φ（0 ，θ，�）=A 00 Y 00（θ，�）=
A 00

4寶π
（2 .29 .26）

在（2 .29 .25）式中，令r =R ，便得

A 00 = 1
4寶π∫

4π

0
φ（R ，θ，�）dΩ （2 .29 .27）

由（2 .29 .26）和（2 .29 .27）两式得

φc = 1
4π∫

4π

0
φ（R ，θ，�）dΩ （2 .29 .28）

即球心的电势φc 等于球面电势的平均值.
2 .30 　 将一个半径为a 的无穷长圆柱形导体放入均匀外电场E 0 中，使圆柱轴

线与E 0 垂直.以圆柱轴线上一点 O 为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系，使 E 0 方向

为�=0（横截面如图2 .30 所示）.已知圆柱的电势为零，试求：（1 ）圆柱外的电势分
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　 图21 30

布；（2）圆柱面上电荷量的面密度.
【解】　（1）由对称性可知，所求电势φ只是

r 和�的函数，与z 无关.φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ
矪（ ）r + 1

r 2
矪

2
φ

矪�
2 =0

（2 .30 .1）
用分离变数法求解.令

φ=R（r ）Φ（�） （2 .30 .2）
代入（2 .30 .1 ）式得

r
R

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

Φ
d 2
Φ

d�2 =0 （2 .30 .3）

因φ应是�的以2π 为周期的单值函数，故令

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-m 2 （2 .30 .4）

解得

Φ=A mcosm�+B msinm� （2 .30 .5）
将（2 .30 .4）式代入（2 .30 .3）式得

r 2 d 2R
dr 2 +r dR

dr -m 2R =0 （2 .30 .6）

这是二阶欧拉方程，可求解如下：令

r =eu （2 .30 .7）
代入（2 .30 .6 ）式，便得

d 2R
du 2 -m 2R =0 （2 .30 .8）

其解为

R =C me m u +D me -m u =C mr m +D mr -m （2 .30 .9）
于是得所求的解为

φ=C 0lnr +D 0 +∑
∞

m =1

（C mr m +D mr -m ）（A mcosm�+B msinm�）

（2 .30 .10）
式中C 0lnr +D 0 是 m =0 时（2 .30 .4 ）式和（2 .30 .6 ）式的解.下面由边界条件定系
数.因r → ∞时，φ→ -E 0rcos�.故得 C 0 =0 ，D 0 =0 ，B m =0 ；当 m ＞ 1 时，A m =0 .
于是

φ= C 1r +D 1（ ）r A 1cos� （2 .30 .11）

式中C 1A 1 =-E 0 .当r =a 时，有
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φ=φc =-E 0acos�+D 1A 1

a cos�=0 （2 .30 .12）

所以 D 1A 1 =E 0a 2 .于是得所求的电势为

φ=- 1 -a 2

r（ ）2 E 0rcos� （2 .30 .13）

（2）由（2 .30 .13）式得电场强度为

E =-

Δ

φ=-
矪φ
矪r
e r - 1

r
矪φ
矪�
e � = 1 +a 2

r（ ）2 E 0cos�e r - 1 -a 2

r（ ）2 E 0sin�e �

（2 .30 .14）
在柱面外靠近柱面处，r → a ，这时

E a =2E 0cos�e r （2 .30 .15）
于是得圆柱面上电荷量的面密度为

σ=er·D a =ε0e r ·E a =2ε0E 0cos� （2 .30 .16）

　 图21 31

2 .31 　 将一个半径为R 、电容率为ε的无限长圆柱
形均匀介质放入均匀外电场E 0 中，圆柱的轴线与 E 0

垂直.试求介质极化电荷所产生的电势和电场强度.
【解】　 以圆柱轴线上一点 O 为原点，轴线为z

轴，取柱坐标系，使 E 0 的方向为�=0 的方向，如图

21 31 所示.设介质极化电荷所产生的电势为φ′.由于
对称性，φ′与z 无关.因为没有自由电荷，φ′满足拉普
拉斯方程：

Δ

2
φ′= 1

r
矪

矪r
r 矪φ′

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2
φ′

矪�
2 =0 （2 .31 .1）

由于φ′应是�的以2π 为周期的单值函数，因此上式的通解为

φ′（r ，�）=C 0lnr +D 0 +∑
∞

n =1

［r n（A ncosn�+B nsinn�）+r -n（C ncosn�+D nsinn�）］

（2 .31 .2）

　 　 放入介质前，原来的电场为E 0 ，其电势为

φ0 =-E 0rcos� （2 .31 .3）
选r =0 处为电势零点，当r =0 时，φ′=0 ；当r → ∞时，φ′→ 0 .所以φ′的形式如下：

介质内（r ≤ R ）

φ′1（r ，�）= ∑
∞

n =1
r n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .31 .4）

　 　 介质外（r ≥ R ）

φ′2（r ，�）= ∑
∞

n =1
r -n（C ncosn�+D nsinn�） （2 .31 .5）
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于是介质内外的总电势便分别为

φ1（r ，�）=φ′1（r ，�）+φ0 = ∑
∞

n =1
r n（A ncosn�+B nsinn�）-E 0rcos�，　 　 r ≤ R

（2 .31 .6）

φ2（r ，�）=φ′2（r ，�）+φ0 = ∑
∞

n =1
r -n（C ncosn�+D nsin�）-E 0rcos�，　 　 r ≥ R

（2 .31 .7）

　 　 边界条件为：在柱面上，

φ1（R ，�）=φ2（R ，�） （2 .31 .8）

ε
矪φ1

矪（ ）r R
=ε0

矪φ2

矪（ ）r R

（2 .31 .9）

将（2 .31 .6 ）和（2 .31 .7 ）两式分别代入（2 .31 .8 ）和（2 .31 .9）两式，经过计算，比较

cosn�和sinn�的系数，便得

B n =0，　 　 D n =0
A n =0 ，　 　 C n =0（n ≠ 1）

A 1 =ε-ε0

ε+ε0
E 0 ，　 　 C 1 =ε-ε0

ε+ε0
R 2E

烍

烌

烎
0

（2 .31 .10）

将这些系数分别代入（2 .31 .4）和（2 .31 .5）两式，便得所求的电势为

φ′1 =ε-ε0

ε+ε0
E 0rcos�，　 　 r ≤ R （2 .31 .11）

φ′2 =ε-ε0

ε+ε0

R 2

r E 0cos�，　 　 r ≥ R （2 .31 .12）

所求的电场强度为

E′1 =-

Δ

φ′1 =-
矪φ′1

矪r
e r - 1

r
矪φ′1

矪�
e �

=-ε-ε0

ε+ε0
E 0 ，　 　 r ≤ R （2 .31 .13）

E′=-

Δ

φ′2 =-
矪φ′2

矪r
e r - 1

r
矪φ′2

矪�
e �

=ε-ε0

ε+ε0

R 2

r 2 E 0（cos�e r +sin�e �），　 　 r ≥ R （2 .31 .14）

2 .32 　 在无限大的均匀介质中存在均匀电场E =E 0e ，电介质均匀极化，电极
化强度为P 1 =P 1e .现将一个半径为a 的无限长介质圆柱放入上述介质中，使圆柱
的轴线与E 0 垂直.测得圆柱介质被均匀极化，电极化强度为P 2 =P 2e .试求各处的
电势.
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　 图21 32

【解】　 以圆柱轴线上一点 O 为原点，轴线为 z
轴，取柱坐标系，使e 的方向为�=0 的方向，如图2 .
32 所示.由于对称性，所求的电势φ与z 无关，只是r
和�的函数.因为没有自由电荷，φ满足拉普拉斯方程

　 　

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 =0 　（2 .32 .1）

因为φ应是�的以2π 为周期的单值函数，故由分离
变数法得出，上式的通解为

φ=C 0lnr +D 0 +

　 ∑
∞

m =1

（C mr m +D mr -m ）（A mcosm�+B msinm�） （2 .32 .2）

为方便起见，取原点（r =0 处）的电势为零.这样，原来电场E 0 的电势便为

φ0 =-E 0rcos� （2 .32 .3）

　 　 设圆柱外介质的电容率为ε1 ，其中电势为φ1（r ，�）；圆柱介质的电容率为ε2 ，其

中电势为φ2（r ，�），则由边界条件

r → ∞ 时，　 　φ1（r ，�）→ φ0 =-E 0rcos� （2 .32 .4）

r → 0 时，　 　φ2（r ，�）=0 （2 .32 .5）
和（2 .32 .2）式得

φ1（r ，�）=-E 0rcos�+∑
∞

m =1

D m

r m（A mcosm�+B msinm�） （2 .32 .6）

φ2（r ，�）= ∑
∞

m =1
C′mr m（A′mcosm�+B′msinm�） （2 .32 .7）

　 　 又在边界上r =a 处有
φ2（a ，�）=φ1（a ，�） （2 .32 .8）

ε2
矪φ2

矪（ ）r a
=ε1

矪φ1

矪（ ）r a

（2 .32 .9）

将（2 .32 .6）和（2 .32 .7 ）两式分别代入（2 .32 .8 ）和（2 .32 .9 ）两式，然后比较cosn�
和sinn�的系数，便得

D 1 A 1 =ε2 -ε1

ε1 +ε2
a 2E 0

C′1A′1 =- 2ε1

ε1 +ε2
E

烍

烌

烎
0

（2 .32 .10）

D mB m =0 ，　 　 C′mB′m =0
D mA m =0 ，　 　 C′mA′m =0 ，　 m ＞ ｝1 （2 .32 .11）

于是便得所求电势为

φ1（r ，�）= ε2 -ε1

ε1 +ε2

a 2

r 2 -（ ）1 E 0rcos�，　 　 r ≥ a （2 .32 .12）
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φ2（r ，�）=- 2ε1

ε1 +ε2
E 0rcos�，　 　 r ≤ a （2 .32 .13）

　 　 下面求ε1 和ε2 的值.因题给P 1 =（ε1 -ε0）E 0 ，故

ε1 = P 1 +ε0E 0

E 0
（2 .32 .14）

由（2 .32 .13）式得圆柱内的电场强度为

E 2 =-

Δ

φ2 = 2ε1

ε1 +ε2
E 0（cos�e r -sin�e �）=

2ε1

ε1 +ε2
E 0 （2 .32 .15）

P 2 = 2ε1

ε1 +ε2
（ε2 -ε0）E 0 （2 .32 .16）

将（2 .32 .14）代入（2 .32 .16）式得

ε2 =
（P 1 +ε0E 0）（P 2 +2ε0E 0）

（2P 1 +2ε0E 0 -P 2）E 0
（2 .32 .17）

再将求出的ε1 和ε2 分别代入（2 .32 .12）和（2 .32 .13）两式，最后得出所求的电势为

φ1（r ，�）=
P 2 -P 1

P 1 +2ε0E 0

a 2

r 2 -（ ）1 E 0rcos�，　 　 r ≥ a （2 .32 .18）

φ2（r ，�）=P 2 -2P 1 -2ε0E 0

P 1 +2ε0E 0
E 0rcos�，　 　 r ≤ a （2 .32 .19）

2 .33 　 一带电的无穷长直导体圆柱，半径为a ，单位长度的电荷量为λ；柱外一
半空间为真空，另一半空间充满电容率为ε的均匀介质，它们的交界面是通过圆柱

轴线的平面，横截面如图2 .33 所示.求：（1 ）圆柱外的电场强度；（2 ）圆柱面上的自
由电荷分布；（3）介质的极化电荷分布.
【解】　（1）以圆柱轴线为z 轴，其上任一点 O 为原点，介质与真空的交界面为

�=0 平面，取柱坐标系，如图2 .33（1）所示.由于对称性，所求的电场和电荷分布都
与z 无关.设真空中的电势为φ0（r ，�），介质中的电势为φ（r ，�），则有

Δ

2
φ0 =0 （2 .33 .1）

Δ

2
φ=0 （2 .33 .2）

图21 33 图21 33（1）
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由于方程相同，边界条件相同，故只须解一个方程就够了.我们来解φ.在柱坐标系
中，（2 .33 .2）式为

1
r

矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 =0 （2 .33 .3）

用分离变数法求解.令

φ（r ，θ）=R（r ）Φ（�） （2 .33 .4）
代入（2 .33 .3 ）式得

r
R

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

Φ
d 2
Φ

d�2 =0 （2 .33 .5）

由于Φ（�）应是�的以2π 为周期的单值函数，故取

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-n 2 （2 .33 .6）

解得当n ≠ 0 时，

Φ=A ncosn�+B nsinn�，　 　 n ≠ 0 （2 .33 .7）
再由

r
R

d
dr

r dR
d（ ）r =n 2 （2 .33 .8）

解得

R =C nr n +D nr -n （2 .33 .9）

　 　 当n =0 时，（2 .33 .6）式的解为

Φ=A 0�+B 0 （2 .33 .10）
因为Φ应是�的以2π 为周期的函数，故 A 0 =0 .n =0 时（2 .33 .8）式的解为

R =C 0lnr +D 0 （2 .33 .11）
合起来便得（2 .33 .5）式的解为

　 　 　 　 　φ=C 0lnr +D 0 +∑
∞

n =1

（C nr n +D nr -n ）（A ncosn�+B nsinn�）　（2 .33 .12）

　 　 下面由边界条件定系数.当r =a 时，φ=φc（圆柱导体的电势），即

　 　 　 C 0lna +D 0 +∑
∞

n =1

（C na n +D na -n ）（A ncosn�+B nsinn�）=φc 　（2 .33 .13）

比较两边cosn�和sinn�的系数得

A n =0 ，　 B n =0，　 n ≠ 0 （2 .33 .14）
于是得所求的解为

φ=C 0lnr +D 0 =C 0lnr -C 0lna +φc （2 .33 .15）
这个结果也适用于真空中的电势φ0（因为在真空与介质的交界面上，φ0 =φ，故φ0

中的系数也应是C 0）.
现在用题目给定的条件定系数C 0 .由（2 .33 .15）式得电场强度为
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E =-

Δ

φ=-C 0

r e r （2 .33 .16）

真空中和介质中的电位移分别为

D 0 =ε0E =-ε0C 0

r e r 　（真空中） （2 .33 .17）

D =εE =-εC 0

r e r 　 　（介质中） （2 .33 .18）

由高斯定理和题目给的条件得

∮ S
D ·dS =πa ·ε0Ε+πa ·εΕ =πa（ε0 +ε）·-C 0

a =λ

C 0 =- λ
π（ε0 +ε）

（2 .33 .19）

于是得所求电场强度为

E = λ
π（ε0 +ε）r

e r，　 　 r ＞ a （2 .33 .20）

（2）圆柱面上自由电荷量的面密度为

σ0 =er ·D 0 =er ·（ε0E ）= ε0λ
π（ε0 +ε）a 　 　（真空中） （2 .33 .21）

σ=er ·D =er·（εE ）= ελ
π（ε0 +ε）a 　 　 　（介质中） （2 .33 .22）

（3）介质内极化电荷量密度为

ρ′=-

Δ

·P =-（ε-ε0）

Δ

·E =-（ε-ε0 ）
1
r

矪

矪r
（rE ）

=-（ε-ε0）
1
r

矪

矪r
λ

π（ε0 +ε［ ］）=0 （2 .33 .23）

　 　 在与圆柱接触的面上，介质极化电荷量的面密度为

σ′=n ·P =-er·P =-（ε-ε0 ）er ·E

=-
（ε-ε0）λ
π（ε+ε0）a

（2 .33 .24）

　 　 在介质与真空的交界面上，介质极化电荷量的面密度为

σ′0 =n ·P =-（ε-ε0）n ·E =0 （2 .33 .25）

　 　【别解】　 本题也可以根据所给条件和对称性求尝试解.设所求电场强度为

E = A
r e r （2 .33 .26）

经过分析，它满足所有的边界条件.故根据唯一性定理，可知它就是本题的唯一解.
再由 D =εE 和高斯定理定出系数

A = λ
π（ε0 +ε）

（2 .33 .27）
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于是电场强度问题就解决了.
2 .34 　 一半径为a 的无穷长直圆柱，以它的轴线上的一点为原点，在它的横截

面内取极坐标系（r ，�），它表面上的电势为φ（a ，�′）.试由二维拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2
φ

矪r 2 =0

的通解

φ（r ，�）=A 0 +B 0lnr +∑
∞

n =1

（A nr n +B nr -n ）（C ncosn�+D nsinn�）

算出其中的系数，然后代入通解，求级数的和，以得出圆柱面内的电势用积分形式

表示为

φ（r ，�）=
1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）

a 2 -r 2

a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）
d�′

这个式子称为泊松（Poisson）积分公式.
【解】　（1）对圆柱面内来说，轴线上（r =0）的电势φ（0，�）为有限值，这时通解

中的系数B n =0 ，n =0 ，1 ，2 ，3 ，⋯.所以电势可以写成

φ（r ，�）=A 0 +∑
∞

n =1
r n（C ncosn�+D nsinn�） （2 .34 .1）

在圆柱面上有

φ（a ，�′）=A 0 +∑
∞

n =1
a n（C ncosn�′+D nsinn�′） （2 .34 .2）

故得（2 .34 .1 ）式中的系数为

A 0 = 1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′ （2 .34 .3）

C n = 1
πa n∫

2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′ （2 .34 .4）

D n = 1
πa n∫

2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′ （2 .34 .5）

将（2 .34 .3）、（2 .34 .4）、（2 .34 .5）三式代入（2 .34 .1）式便得

φ（r，�）=
1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′+1

π ∑
∞

n =1

r
（ ）a

n

∫
2π

0
φ（a ，�′）（cosn�′cosn�+sinn�′sinn�）d�′

= 1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′+1

π ∑
∞

n =1

r
（ ）a

n

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn（�′-�）d�′ （2 .34 .6）

式中第二项

　 ∑
∞

n =1

r
（ ）a

n

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn（�′-�）d�′= ∑

∞

n =1

r
（ ）a

n

∫
2π

0
φ（a ，�′）Re［e

in（�′-�）］d�′

= ∑
∞

n =1∫
2π

0
φ（a ，�′）Re

r
a ei（�′-�［ ］

）
n

d�′=∫
2π

0
φ（a ，�′）∑

∞

n =1
Re r

a ei（�′-�［ ］
）

｛ ｝
n

d�′
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=∫
2π

0
φ（a ，�′）Re

rei（�′-�）

a -rei（�′-�［ ］） d�′ （2 .34 .7）

其中

Re rei（�′-�）

a -rei（�′-�［ ］） =Re
1

a
r e-i（�′-�）-

熿

燀

燄

燅
1 = Re

1
a
r cos（�′-�）-i a

r sin（�′-�）-
熿

燀

燄

燅
1

= Re

a
r cos（�′-�）-1 +i a

r sin（�′-�）

a
r cos（�′-�）-（ ）1

2

+ a
r sin（�′-�（ ））

熿

燀

燄

燅

2 =

a
r cos（�′-�）-1

a 2

r 2 -2 a
r cos（�′-�）+1

=
r［acos（�′-�）-r ］

a 2 +r 2 -2ar cos（�′-�）
（2 .34 .8）

将（2 .34 .8）式代入（2 .34 .7）式再代入（2 .34 .6）式便得

φ（r ，�）=
1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′+1

π∫
2π

0
φ（a ，�′）

r［acos（�′-�）-r ］
a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）

d�′

= 1
π∫

2π

0
φ（a ，�′）

arcos（�′-�）-r 2 +（a 2 +r 2 ）／2 -arcos（�′-�）
a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）

d�′

= 1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）

a 2 -r 2

a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）
d�′，　 　 r ＜ a （2 .34 .9）

　 图21 35

　 　 2 .35 　 一无限长导体圆筒，厚度可略去不计，横截

面的半径为a .这圆筒分成相等的两片，互相绝缘，一
片的电势为V 0 ，另一片的电势为-V 0 ，如图 2 .35 所
示.求这圆筒内的电势.
【解】　 以圆筒轴线上一点O 为原点，轴线为z 轴，

取柱坐标系，使两半筒的边界在r =a 和�=0 以及�=

π 处，如图2 .35 所示.根据对称性，知所求的电势φ应
与z 无关.因圆筒内无自由电荷，故φ满足拉普拉斯
方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r
+ 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 =0 （2 .35 .1）

　 　 边界条件为

φ（a ，�）=V 0 ， 0 ＜ �＜ π

φ（a ，�）=-V 0 ， π ＜ �＜ 2 烍
烌

烎π
（2 .35 .2）

　 　φ应满足单值条件φ（r ，�+2π）=φ（r ，�），并且在r =0 处应为有限值.由分离
变数法得出，方程（2 .35 .1）的满足这些条件的通解为

φ（r ，�）= ∑
∞

n =0
r n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .35 .3）

·071· 电动力学题解（第二版）



　 　 下面用边界条件定系数，把（2 .35 .3）式代入（2 .35 .2）式得

φ（a ，�）= ∑
∞

n =0
a n（A ncosn�+B nsinn�）

=
V 0 ， 0 ＜ �＜ π

-V 0 ， π ＜ �＜ 2烅
烄

烆 π
（2 .35 .4）

由三角函数的正交性，有

∫
2π

0
φ（a ，�）cosn�d�=a nA n∫

2π

0
cos2n�d�，　 　 n =0 ，1 ，2 ，⋯

∫
2π

0
φ（a ，�）sinn�d�=a nB n∫

2π

0
sin 2n�d�，　 　 n =0 ，1 ，2 ，⋯

所以

A n = 1
a n
∫

2π

0
φ（a ，�）cosn�d�

∫
2π

0
cos2n�d�

= 1
a n

V 0∫
π

0
cosn�d�-V 0∫

2π

π

cosn�d�

∫
2π

0
cos2n�d�

=0 ，　 　 n =0 ，1 ，2 ，⋯ （2 .35 .5）

B n = 1
a n
∫

2π

0
φ（a ，�）sinn�d�

∫
2π

0
sin 2n�d�

= 1
a n

V 0∫
π

0
sinn�d�-V 0∫

2π

π

sinn�d�

∫
2π

0
sin 2n�d�

= 2V 0

n πa n［1 -（-1）n］，　 　 n =1 ，2 ，3 ，⋯ （2 .35 .6）

由（2 .35 .6）式得

B 2k =0 ， k =1，2 ，3⋯

B 2k+1 = 4V 0

（2k +1）πa 2k+1
， k =0，1 ，2 烍

烌

烎

，⋯
（2 .35 .7）

代入（2 .35 .3 ）式，便得圆筒内的电势，为

φ（r ，�）=
4V 0

π ∑
∞

k =0

1
（2k +1）

r
（ ）a

2k+1

sin（2k +1）� （2 .35 .8）

　 　【讨论】　（1 ）因r ＜ a ，故根据级数公式［参见 D .H .M enzel，F unda mental
Form ulas of P hysics（1955），p .75 ，（17）式］

1
2 arctan 2αsinx

1 -α2 = ∑
∞

l =1

α
2l-1

2l -1sin
（2l -1）x ，　 　 |α|＜ 1 （2 .35 .9）

所求的电势可写作

φ（r ，�）=
4V 0

π

1
2 arctan

2 r
a sin�

1 - r
（ ）a

熿

燀

燄

燅

2 =2V 0

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 ，　 　 r ＜ a

（2 .35 .10）
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　 图21 36

（2）由后面2 .36 题的结果（2 .36 .14）式，令其中U 1 =
V 0 ，U 2 =-V 0 ，即得

φ（r ，�）=
2V 0

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 （2 .35 .11）

2 .36 　 一无穷长直导体薄圆筒，厚度可略去不计，横

截面的半径为a .这圆筒分成相等的两片，互相绝缘，一片
的电势为U 1 ，另一片的电势为U 2 .试求：（1 ）圆筒内的电
势；（2）圆筒内表面上电荷量的面密度.
【解】　（1）以圆筒轴线上一点O 为原点，轴线为z 轴，

取柱坐标系，使两片的边界在r =a 和�=0 以及�=π 处，如图2 .36 所示.根据对
称性，知所求的电势φ与z 无关.在筒内无自由电荷，故电势φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 =0 （2 .36 .1）

　 　φ应满足单值条件φ（r ，�+2π）=φ（r ，�），并且在r =0 处为有限值.由分离变
数法得出，方程（2 .36 .1）的满足这些条件的解为

φ（r ，�）=A 0 +∑
∞

n =1
r n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .36 .2）

φ的边界条件为

φ（a ，�′）=
U 1 ， 0 ＜ �′＜ π

U 2 ， π ＜ �′ ＜ 2烅
烄

烆 π
（2 .36 .3）

下面由边界条件定系数，由（2 .36 .2）、（2 .36 .3）两式得

φ（a ，�′）=A 0 +∑
∞

n =1
a n（A ncosn�′+B nsinn�′）=

U 1 ， 0 ＜ �′ ＜ π

U 2 ， π ＜ �′ ＜ 2烅
烄

烆 π
　（2 .36 .4）

由三角函数的正交性得

　 　 　 A 0 = 1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′= 1

2π∫
π

0
U 1d�′+∫

2π

π

U 2d�［ ］′ =U 1 +U 2

2 　（2 .36 .5）

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′=a nA n∫

2π

0
cos2n�′d�′=πa nA n ，　 　 n =1 ，2 ，3 ，⋯　（2 .36 .6）

∫
2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′=a nB n∫

2π

0
sin 2n�′d�′=πa nB n ，　 　 n =1 ，2 ，3 ，⋯　（2 .36 .7）

由（2 .36 .4）、（2 .36 .6）两式得

A n = 1
πa n∫

2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′= 1

πa n∫
π

0
U 1cosn�′d�′+∫

2π

π

U 2cosn�′d�（ ）′

= 1
n πa （n U 1sinn�′

π

0
+U 2sinn�′

2π

）0
=0，　 　 n =1 ，2，3 ，⋯ （2 .36 .8）

·271· 电动力学题解（第二版）



由（2 .36 .4）、（2 .36 .7）两式得

B n = 1
πa n∫

2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′= 1

πa n∫
π

0
U 1sinn�′d�′+∫

2π

π

U 2sinn�′d�（ ）′

= 1
n πa （n -U 1cosn�′

π

0
-U 2cosn�′

2π

）π

= U 1

n πa n［1 -（-1）n ］- U 2

n πa n［1 -（-1）n ］

=U 1 -U 2

n πa n ［1 -（-1）n ］，　 　 n =1 ，2，3 ，⋯ （2 .36 .9）

于是得

B 2l =0

B 2l-1 = 2（U 1 -U 2 ）

（2l -1）πa 2l-
烍

烌

烎
1

　 　 l =1，2 ，3，⋯ （2 .36 .10）

　 　 将所求得的系数 A 0 、A n 和B n 代入（2 .36 .2）式，便得所求的电势为

　 　φ（r ，�）=
U 1 +U 2

2 +2（U 1 -U 2）

π ∑
∞

l =1

1
2l -1

r
（ ）a

2l-1

sin（2l -1）�　（2 .36 .11）

因r／a ＜ 1，故由级数公式［参见 D .H .M enzel，F unda mental For m ulas of P hysics
（1955），p .75 ，（17）式］

1
2 arctan 2αsinx

1 -α（ ）2 = ∑
∞

l =1

α
2l-1

2l -1sin
（2l -1）x ，　 　 |α|＜ 1 （2 .36 .12）

得

∑
∞

l =1

1
2l -1

r
（ ）a

2l-1

sin（2l -1）�= 1
2 arctan

2 r
a sin�

1 - r
（ ）a

2

= 1
2 arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 （2 .36 .13）

代入（2 .36 .11）式，便得所求的电势的另一种表达式为

φ（r ，�）=
U 1 +U 2

2 +U 1 -U 2

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 （2 .36 .14）

（2）圆筒内表面上电荷量的面密度为

σ=n ·D =-er·D =ε0e r·

Δ

φ=ε0
矪φ
矪r r =a

=ε0（U 1 -U 2）

π

矪

矪r
arctan

2arsin�
a 2 -r（ ）［ ］2 r =a

=ε0（U 1 -U 2）

π

1

1 +
2ar sin�
a 2 -r（ ）2

2
1

（a 2 -r 2）2 ×
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　［（ a 2 -r 2 ）·2asin�-2arsin�（-2r ）］r =a

=2ε0（U 1 -U 2）

π

1
asin�

（2 .36 .15）

　 　【别解】　 由前面2 .34 题的公式

φ（r ，�）=
1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）

（a 2 -r 2）

a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）
d�′ （2 .36 .16）

得

φ（r ，�）=
（a 2 -r 2）U 1

2π ∫
π

0

d�′
a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）

+

　
（a 2 -r 2）U 2

2π ∫
2π

π

d�′
a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）

（2 .36 .17）

由积分公式

∫
dx

a +bcosx = 2
a 2 -b寶

2
arctan a 2 -b寶

2

a +b tan x（ ）2
（2 .36 .18）

得

　∫
d�′

a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）
= 2
（a 2 +r 2）2 -（-2ar ）寶

2
×

　 arctan （a 2 +r 2 ）2 -（-2ar ）寶
2

a 2 +r 2 -2ar
tan

�′-�
（ ）［ ］2

= 2
a 2 -r 2arctan

a +r
a -rtan

�′-�
（ ）［ ］2

（2 .36 .19）

　∫
π

0

d�′
a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）

= 2
a 2 -r 2 arctan a +r

a -rtan
π -�
（ ）［ ］2｛ -

　 arctan a +r
a -rtan -

�
（ ）［ ］｝2

= 2
a 2 -r 2 arctan

a +r
a -r

1

tan �
熿

燀

燄

燅2
+arctan a +r

a -rtan
�

［ ］烅

烄

烆

烍

烌

烎
2

= 2
a 2 -r 2arctan

1

1 - a +r
a -（ ）r

2
a +r
a -r

1
tan（�／2）+

a +r
a -rtan

�
［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎

2

= 2
a 2 -r 2arctan

（a +r ）（a -r ）
-4ar

1
tan（�／2）+

tan �（ ）｛ ｝2

= 2
a 2 -r 2arctan -a 2 -r 2

4ar
2

sin｛ ｝� = 2
a 2 -r 2arctan -a 2 -r 2

2arsin（ ）� （2 .36 .20）
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　∫
2π

π

d�′
a 2 +r 2 -2arcos（�′-�）

= 2
a 2 -r 2 arctan a +r

a -rtan
2π -�
（ ）［ ］2｛ -

　 arctan a +r
a -rtan

π -�
（ ）［ ］｝2

= 2
a 2 -r 2 arctan a +r

a -rtan π -
�

（ ）［ ］2
-arctan a +r

a -rtan
π

2
-（ ）［ ］｛ ｝�

= 2
a 2 -r 2 arctan a +r

a -r -tan �（ ）［ ］2
-arctan a +r

a -r
1

tan（�／2［ ］｛ ｝）
= 2

a 2 -r 2arctan
a 2 -r 2

2arsin（ ）� （2 .36 .21）

将（2 .36 .20）、（2 .36 .21）两式代入（2 .36 .17）式

φ（r ，�）=
（a 2 -r 2）U 1

2π
2

a 2 -r 2arctan -a 2 -r 2

2arsin（ ）� +

　
（a 2 -r 2）U 2

2π
2

a 2 -r 2arctan
a 2 -r 2

2arsin（ ）�
=U 1

π
arctan -a 2 -r 2

2ar sin（ ）� +U 2

π
arctan a 2 -r 2

2arsin（ ）� （2 .36 .22）

由反正切公式

arctanx = π

2 -arctan 1
x

（2 .36 .23）

得

φ（r ，�）=
U 1

π

π

2 -arctan -2arsin�
a 2 -r（ ）［ ］2 +U 2

π

π

2 -arctan 2arsin�
a 2 -r［ ］2

=U 1 +U 2

2 +U 1

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 -U 2

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2

=U 1 +U 2

2 +U 1 -U 2

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 （2 .36 .24）

　 　【讨论】　 若题给两片的电势分别为U 0 和-U 0 ，则令U 1 =U 0 ，U 2 =-U 0 ，便由

（2 .36 .11）式得

φ（r ，�）=
4U 0

π ∑
∞

l =1

1
2l -1

r
（ ）a

2l-1

sin（2l -1）� （2 .36 .25）

或由（2 .36 .14）式或（2 .36 .24）式得

φ（r ，�）=
2U 0

π
arctan 2arsin�

a 2 -r（ ）2 （2 .36 .26）

这便是前面2 .35 题的结果（2 .35 .11）式.
2 .37 　 一无穷长直导体圆筒，其厚度可略去不计，横截面的半径为a .这薄圆

筒分成相等的四片，彼此互相绝缘，其中相向的两片电势均为U ，另两片的电势均为
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　 图21 37

-U .试求这圆筒内的电势.
【解】　 这圆筒的横截面如图2 .37 所示.以轴线上

一点O 为原点，取柱坐标系，由于对称性，所求的电势
与z 无关.因筒内无自由电荷，故电势φ满足拉普拉斯
方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ
矪（ ）r + 1

r 2
矪

2
φ

矪�
2 =0 　（2 .37 .1）

　 　φ应满足单值条件φ（r ，�+2π ）=φ（r ，�），并且在

r =0 处为有限值.由分离变数法得出，方程（2 .37 .1）的满足这些条件的解为

φ（r ，�）=A 0 +∑
∞

n =1
r n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .37 .2）

　 　φ的边界条件为

φ（a ，�′）=A 0 +∑
∞

n =1
a n（A ncosn�′+B nsinn�′）=

U ， 0 ＜ �′ ＜ π／2

-U ， π／2 ＜ �′ ＜ π

U ， π ＜ �′ ＜ 3π／2

-U ， 3π／2 ＜ �′＜ 2

烅

烄

烆

烍

烌

烎π

（2 .37 .3）

　 　 下面由边界条件定（2 .37 .2）式的系数.由三角函数的正交性得

A 0 = 1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′= 1

2π∫
π／2

0
U d�′+∫

π

π／2
（-U ）d�′+∫

3π／2

π

U d�′+∫
2π

3π／2
（-U ）d�［ ］′

=0 （2 .37 .4）

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′=a nA n∫

2π

0
cos2n�′d�′=πa nA n （2 .37 .5）

∫
2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′=a nB n∫

2π

0
sin 2n�′d�′=πa nB n （2 .37 .6）

其中

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′=∫

π／2

0
U cosn�′d�′+∫

π

π／2
（-U ）cosn�′d�′+

　∫
3π／2

π

U cosn�′d�′+∫
2π

3π／2
（-U ）cosn�′d�′

= ［Un sinn�′
π／2

0
-sinn�′

π

π／2
+sinn�′

3π／2

π
-sinn�′

2π

3π／ ］2

= U
n

sin n π
2 +sin n π

2 +sin 3n π
2 +sin 3n π

［ ］2 =0 （2 .37 .7）

∫
2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′=∫

π／2

0
U sinn�′d�′+∫

π

π／2
（-U ）sinn�′d�′+

　∫
3π／2

π

U sinn�′d�′+∫
2π

3π／2
（-U ）sinn�′d�′
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= ［Un -cosn�′
π／2

0
+cosn�′

π

π／2
-cosn�′

3π／2

π
+cosn�′

2π

3π／ ］2

=
8U
n
， 当n =2，6，10 ，14 ，⋯

0 ， 当n ≠ 2，6，10 ，14
烅

烄

烆

烍

烌

烎，⋯

（2 .37 .8）

由（2 .37 .5）、（2 .37 .7）两式得

A n =0 ，　 　 n =1，2 ，3，⋯ （2 .37 .9）

由（2 .37 .6）、（2 .37 .8）两式得

B n =
8U

n πa n ， 当n =2，6 ，10 ，14，⋯

0 ， 当n ≠ 2，6 ，10 ，14
烅

烄

烆

烍

烌

烎，⋯

（2 .37 .10）

（2 .37 .10）式又可写成

B 2（2n-1）= 4U
（2n -1）πa 2（2n-1）

，　 　 n =1，2 ，3，⋯ （2 .37 .11）

将（2 .37 .4）、（2 .37 .9）、（2 .37 .11）三式代入（2 .37 .2）式，便得所求的电势为

φ（r ，�）=
4U
π ∑

∞

n =1

1
2n -1

r
（ ）a

2（2n-1 ）

sin2（2n -1）� （2 .37 .12）

　 　φ（r ，�）还可以表示成另一种形式.由级数公式［参见 D .H .M enzel，F unda2
mental Form ulas of P hysics（1955），p .75 ，（17）式］

1
2 arctan 2αsinx

1 -α（ ）2 = ∑
∞

n =1

α
2n-1

2n -1sin
（2n -1）x ，　 　 |α|＜ 1 　 　

（2 .37 .13）
得

φ（r ，�）=
4U
π ∑

∞

n =1

1
2n -1

r
（ ）a［ ］

2 2n-1

sin［（ 2n -1）2�］

=4U
π

1
2 arctan

2（r／a ）2sin2�
1 -（r／a ）［ ］4

=2U
π
arctan

2a 2r 2sin2�
a 4 -r（ ）4

（2 .37 .14）

　 图21 38

　 　 2 .38 　 一无穷长直导体圆筒，其厚度可略去不计，横截

面的半径为a .这圆筒分成相等的四片，彼此互相绝缘，其中
相向的两片电势分别为U 和-U ，另两片电势均为零，横截
面如图2 .38 所示.试求筒内 P（r ，�）点的电势φ.
【解】　 因筒内无自由电荷，故电势φ满足拉普拉斯

方程
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Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 =0 （2 .38 .1）

φ应满足单值条件φ（r ，�+2π）=φ（r ，�），并且在轴线上（r =0）为有限值.由分离变
数法，方程（2 .38 .1）的满足这些条件的解为

φ（r ，�）=A 0 +∑
∞

n =1
r n（A ncosn�+B nsinn�） （2 .38 .2）

　 　φ的边界条件为

φ（a ，�′）=A 0 +∑
∞

n =1
a n（A ncosn�′+B nsinn�′）=

U ， 0 ＜ �′ ＜ π／2
0， π／2 ＜ �′ ＜ π

-U ， π ＜ �′ ＜ 3π／2
0， 3π／2 ＜ �′＜ 2

烅

烄

烆

烍

烌

烎π

（2 .38 .3）

　 　 下面由边界条件定（2 .38 .2）式的系数.由三角函数的正交性得

A 0 = 1
2π∫

2π

0
φ（a ，�′）d�′= 1

2π∫
π／2

0
U d�′+∫

3π／2

π

（-U ）d�［ ］′ =0 （2 .38 .4）

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′=a nA n∫

2π

0
cos2n�′d�′=πa nA n （2 .38 .5）

∫
2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′=a nB n∫

2π

0
sin 2n�′d�′=πa nB n （2 .38 .6）

其中

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′=∫

π／2

0
U cosn�′d�′+∫

3π／2

π

（-U ）cosn�′d�′

=U
n sinn�′

π／2

0
-U

n sinn�′
3π／2

π
=U

n
sinn π

2 -sinn 3π
（ ）2

=2U
n sin -n π

（ ）2 cosn π

=
2U
n
（-1）

3n+1
2 ， 当n =1 ，3 ，5 ，⋯

0， 当n =2 ，4 ，6
烅

烄

烆

烍

烌

烎，⋯

（2 .38 .7）

∫
2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′=∫

π／2

0
U sinn�′d�′+∫

3π／2

π

（-U ）sinn�′d�′

=U
n
（-cosn�′）

π／2

0
-U

n
（-cosn�′）

3π／2

π

=U
n

1 -cosn π

2 +cosn 3π
2 -cosn（ ）π

=U
n

1 -（-1）n -2sinn πsinn π
［ ］2 = U

n
［1 -（-1）n ］
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=
2U
n
， 当n =1 ，3，5 ，⋯

0 ， 当n =2 ，4，6
烅

烄

烆

烍

烌

烎，⋯

（2 .38 .8）

　 　 令n =2l -1 ，（2 .38 .7）、（2 .38 .8）两式可分别写成

∫
2π

0
φ（a ，�′）cosn�′d�′= 2U

2l -1
（-1）3l-1 = 2U

2l -1
（-1）l-1 ，　 　 l =1 ，2，3，⋯

（2 .38 .9）

∫
2π

0
φ（a ，�′）sinn�′d�′= 2U

2l -1
，　 　 l =1，2 ，3，⋯ （2 .38 .10）

于是由（2 .38 .5）、（2 .38 .6）两式得

A n =2U
π

（-1）l-1
2l -1

1
a 2l-1

（2 .38 .11）

B n =2U
π

1
2l -1

1
a 2l-1

（2 .38 .12）

将（2 .38 .4）、（2 .38 .11）、（2 .38 .12）三式代入（2 .38 .2）式，便得所求的电势为

φ（r ，�）=
2U
π ∑

∞

l =1

（-1）2l-1

2l -1
r

（ ）a
2l-1

cos（2l -1）�+ 1
2l -1

r
（ ）a

2l-1

sin（2l -1）［ ］�
（2 .38 .13）

　 　 根据级数公式［参见 D .H .M enzel，F unda mental For m ulas of P hysics
（1955），p .75 ，（17）和（18）式］

1
2 arctan 2αsinx

1 -α（ ）2 = ∑
∞

l =1

α
2l-1

2l -1sin
（2l -1）x ，　 　 |α|＜ 1 （2 .38 .14）

1
2 arctan 2αcosx

1 -α（ ）2 = ∑
∞

l =1

（-1）l-1 α
2l-1

2l -1cos
（2l -1）x ，　 　 |α|＜ 1

（2 .38 .15）

φ（r ，�）可以表示成另一形式

φ（r ，�）=
U
π

arctan
2arcos�
a 2 -r（ ）2 +arctan

2arsin�
a 2 -r（ ）［ ］2

（2 .38 .16）

　 　【讨论】　 如果用笛卡儿坐标表示，则由

x =rcos�，　 　 y =rsin� （2 .38 .17）
所求的电势便为

φ（x ，y ）=
U
π

arctan 2ax
a 2 -x 2 -y 2 +arctan 2ay

a 2 -x 2 -y（ ）2 （2 .38 .18）

2 .39 　 一圆筒内是真空，长为l，横截面的半径为a .已知它的底面和侧面的电
势均为零，顶面的电势为U .以底面中心为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系，试求筒
内任一点P（r ，�，z ）的电势.
【解】　 由于筒内无自由电荷，故筒内的电势φ满足拉普拉斯方程；因为轴对称
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性，φ应与方位角�无关.于是得

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r +
矪

2
φ

矪z 2 =0 （2 .39 .1）

　 　 用分离变数法求解，令

φ=R（r ）Z（z ） （2 .39 .2）
代入（2 .39 .1 ）式并除以φ，即得

1
rR

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

Z
d 2Z
dz 2 =0 （2 .39 .3）

　 　 根据边界条件，令

1
Z

d 2Z
dz 2 =k 2

　（常数） （2 .39 .4）

解得

Z（z ）=C 1ekz +C 2e -kz （2 .39 .5）
由边界条件：z =0 时Z =0 ，得C 2 =-C 1 .令C =2C 1 便得

Z（z ）=Csinh（kz ） （2 .39 .6）

　 　 将（2 .39 .4）式代入（2 .39 .3）式得

d 2R
dr 2 + 1

r
dR
dr +k 2R =0 （2 .39 .7）

这是零阶贝塞耳方程，它在r =0 处的有界解为零阶贝塞耳函数

R（r ）=J0（kr ）= ∑
∞

m =0

（-1）m
（m ！）2

kr
（ ）2

2m
（2 .39 .8）

要求这个解满足边界条件：r =a 时R（a ）=0，即

J0（ka ）=0 （2 .39 .9）
所以

k na =x n （2 .39 .10）
式中x n 是J0（x ）的第n 个零点.J0（x ）有无穷多个零点，其前5 个零点如下［参见
《数学手册》（人民教育出版社，1979），1326 页］：

x 1 =2 .4048，　 x 2 =5 .5201 ，　 x 3 =8 .6537 ，　 x 4 =11 .7915 ，　 x 5 =14 .9309
　 　 于是得

R n（r ）=J0（k nr ）=J0
x n

a（ ）r （2 .39 .11）

把（2 .39 .10）式代入（2 .39 .6）式得

Z n（z ）=C nsinh
x n

a（ ）z （2 .39 .12）

　 　 由此得满足边界条件（z =0 时或r =a 时，φ=0）的特解为

φn =φn（r ，z ）=C nJ0
x n

a（ ）r sinh x n

a（ ）z ，　 　 n =1，2 ，⋯ （2 .39 .13）
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　 　 为了得出满足边界条件（z =l 时，φ=U ）的解，把（2 .39 .13）式叠加起来

φ（r ，z ）= ∑
∞

n =1
φn（r ，z ）= ∑

∞

n =1
C nJ0

x n

a（ ）r sinh x n

a（ ）z （2 .39 .14）

　 　 下面由边界条件

U = ∑
∞

n =1
C nJ0

x n

a（ ）r sinh x n

a（ ）l （2 .39 .15）

定系数C n .由正交归一关系

∫
a

0
J0（k nr ）J0（k n′r ）rdr =a 2

2 J2
1（x n ）δnn′ （2 .39 .16）

将（2 .39 .15）式两边都乘以J0（k nr ）rdr ，然后对r 从0 到a 积分，左边为

∫
a

0
U J0（k nr ）rdr =U a

k n
J1（k na ）=U a 2

x n
J1（x n ） （2 .39 .17）

右边为

∑
∞

n =1
C nsinh

x n

a（ ）l a 2

2 J2
1（x n ）δnn′ =a 2

2 C nsinh
x n

a（ ）l J2
1（x n ） （2 .39 .18）

由（2 .39 .17）、（2 .39 .18）两式得

C n =2U
x n

1

J1（x n ）sinh
x n

a（ ）l
（2 .39 .19）

将（2 .39 .19）式代入（2 .39 .14）式，便得所求的电势为

φ（r ，z ）= ∑
∞

n =1

2U
x n

J0
x n

a（ ）r sinh x n

a（ ）z

J1（x n ）sinh
x n

a（ ）l
（2 .39 .20）

2 .40 　 一圆筒内是真空，长为l，横截面的半径为a .已知它的底面和顶面的电
势均为零，侧面的电势为U .以底面中心为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系，试求筒
内任一点P（r ，�，z ）的电势.
【解】　 由于筒内无自由电荷，故筒内的电势φ满足拉普拉斯方程；因为轴对称

性，φ应与方位角�无关.于是得

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r +
矪

2
φ

矪z 2 =0 （2 .40 .1）

　 　 用分离变数法求解.令

φ=R（r ）Z（z ） （2 .40 .2）
代入（2 .40 .1 ）式并除以φ，即得

1
rR

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

Z
d 2Z
dz 2 =0 （2 .40 .3）

　 　 根据边界条件，令

1
Z

d 2Z
dz 2 =-k 2

　（常数） （2 .40 .4）
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解得

Z（z ）=A coskz +B sinkz （2 .40 .5）
由边界条件：z =0 时Z =0 和z =l 时Z =0 ，得出 A =0 ，和

kl =n π，　 　 n =1 ，2，⋯ （2 .40 .6）
于是得

Z n（z ）=B nsin
nπ
l（ ）z （2 .40 .7）

　 　 将（2 .40 .4）式代入（2 .40 .3）式得

1
rR

d
dr

r dR
d（ ）r =k 2 = nπ

（ ）l
2

（2 .40 .8）

令k n =n π
l
，则得

d 2R
dr 2 + 1

r
dR
dr -k 2

nR =0 （2 .40 .9）

这是零阶变型贝塞耳方程，它在r =0 有界的解为

R =I0（k nr ） （2 .40 .10）
I0（x ）叫做零阶变型贝塞耳函数，它的表达式为

I0（x ）= ∑
∞

l =0

1
（l！）2

x
（ ）2

2l
（2 .40 .11）

所以

I0（k nr ）= ∑
∞

l =0

1
（l！）2

k nr（ ）2

2l

（2 .40 .12）

　 　 于是得出，满足边界条件（z =0 或z =l 时φ=0）的特解为

φn =φn（r ，z ）=B nI0（k nr ）sin
nπ
l（ ）z （2 .40 .13）

　 　 为了得出满足边界条件（r =a 时，φ=U ）的解，将（2 .40 .13）式叠加得

φ（r ，z ）= ∑
∞

n =1
φn = ∑

∞

n =1
B nI0（k nr ）sin n π

l（ ）z （2 .40 .14）

　 　 下面由边界条件

U = ∑
∞

n =1
B nI0（k na ）sin n π

l（ ）z （2 .40 .15）

定系数B n .（2 .40 .15）式表明：B nI0（k na ）是U 的傅里叶正弦展开系数，即

B nI0（k na ）= 2
l∫

l

0
U sin nπ

l（ ）z dz

=2U
n π -cos nπ

l（ ）［ ］z
l

0
=2U

n π
［1 -（-1）n ］ （2 .40 .16）

于是得

B n =
4U

n πI0（k na ）
， 当n 为奇数时

0 ， 当n
烅

烄

烆 为偶数时

（2 .40 .17）
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代入（2 .40 .14）式，最后得所求的电势为

φ（r ，z ）=
4U
π ∑

∞

n =0

sin
（2n +1）π

l［ ］z

2n +1

I0
（2n +1）π

l［ ］r

I0
（2n +1）π

l［ ］a
（2 .40 .18）

　 　【讨论】　 同是用分离变数法求解柱坐标系的拉普拉斯方程，在前面2 .39 题中
令

1
Z

d 2Z
dz 2 =k 2 （2 .40 .19）

而在本题中则令

1
Z

d 2Z
dz 2 =-k 2 （2 .40 .20）

这是因为，本题与2 .39 题的边界条件不同.本题的边界条件是z =0 和l 时，所求
的电势φ均为零.只有（2 .40 .20 ）式的解（2 .40 .7 ）式能满足这些条件.如果用
（21 401 19）式，它的解为

Z（z ）=C 1ekz +C 2e -kz （2 .40 .21）
此式不能满足z =l 时φ=0 的条件.而2 .39 题的边界条件是z =0 时φ=0 ；z =l
时φ=U ，（2 .40 .21）式可以满足这些条件，所以在2 .39 题中就用（2 .40 .19 ）式，即
（2 .39 .4）式.

　 图21 41

2 .41 　 两个无穷大的导体平面 A O 和B O 在

O 处相交，它们的夹角为α，其横截面如图2 .41 所
示.已知导体的电势为φc .（1 ）试求在这个夹角区
域内的电势φ；（2）在靠近角尖O 处，取电势φ的一
级近似，计算电场强度 E 和导体表面上电荷量的
面密度σA 和σB ；（3）讨论α=π 和α=2π 的情况.
【解】　（1 ）在这个夹角区域内，没有自由电

荷，故电势φ满足拉普拉斯方程.以 O 为原点，两平面的交线为z 轴取柱坐标系，
由于φ与z 无关，故有

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ
矪（ ）r + 1

r 2
矪

2
φ

矪�
2 =0 （2 .41 .1）

　 　 由分离变量法，取

φ=φ（r ，�）=R（r ）Φ（�） （2 .41 .2）
令

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-ν2
　（常量） （2 .41 .3）

解得：当ν≥ 1 时，

R（r ）=Ar ν+Br -ν （2 .41 .4）
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Φ（�）=Ccosν�+D sinν� （2 .41 .5）
当ν=0 时，

R 0（r ）=A 0 +B 0lnr （2 .41 .6）

Φ0（�）=C 0 +D 0� （2 .41 .7）
于是得（2 .41 .1）式的解为：当ν≥ 1 时

φν =（Ar ν+Br -ν）（C cosν�+D sinν�） （2 .41 .8）
当ν=0 时

φ0 =（A 0 +B 0lnr ）（C 0 +D 0�） （2 .41 .9）

　 　 边界条件为

�=0 时，　 　φ（r ，0）=φc （2 .41 .10）

�=α时，　 　φ（r ，α）=φc （2 .41 .11）

　 　 下面根据题给的边界条件来确定所求的解.先看φ0 .因为r → 0 时，lnr → ∞，故

（2 .41 .9）式中的B 0 =0 ；又由（2 .41 .10）、（2 .41 .11）两式知D 0 =0 .故得φ0 =A 0C 0 ，

这是一个常量，可以令它等于导体的电势φc .于是得满足边界条件的ν=0 的解为

φ0 =φc （2 .41 .12）

　 　 再看φν.当r → 0 时，r -ν
→ ∞，故（2 .41 .8）式的B =0 .因已取φ0 =φc，故由叠加

原理知�=0 和α时，φν=0 ，于是得出（2 .41 .8）式的C =0 ，且

να=m π ，　 　 m =1，2 ，3，⋯ （2 .41 .13）

　 　 最后得出：满足边界条件的解为

φ（r ，�）=φc +∑
∞

m =1
C mr

m π

αsin m π

α
� （2 .41 .14）

式中C m 是常量，其值由两导体面以外的边界条件决定；因为题目里未给这个边界

条件，所以C m 只能是待定系数.

（2）在靠近O 处，r 很小，在（2 .41 .14）式中，m π

α
=ν≥ 1 ，故 m 越大，r

m π
α 就越小，

所以在一般情况下，m =1 的项便最大.下面就取它来计算电场强度和电荷量的面
密度.由（2 .41 .14）式得

φ=φc +C 1r
π

αsin π

α
� （2 .41 .15）

电场强度E 的两个分量为

E r =-
矪φ
矪r

=-πC 1

α
r

π

α-1sin π

α
� （2 .41 .16）

E � =-
1
r

矪φ

矪�
=-πC 1

α
r

π
α-1cos π

α
� （2 .41 .17）

两面上电荷量的面密度分别为
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σB =n OB ·D =e�·ε0E =-ε0E �|�=0 =-πε0C 1

α
r

π

α-1 （2 .41 .18）

σA =n OA ·D =-e�·ε0E =-ε0E �|�=α =-πε0C 1

α
r

π
α-1 （2 .41 .19）

　 　 由（2 .41 .16）式可以看出：靠近 A O 和O B 两导体表面处，E r =0 ，这与导体表
面外E 垂直于导体表面的普遍规律符合.

由（2 .41 .16）和（2 .41 .17）两式可以看出，越靠近夹角尖（图中 O 处），E 越小；
由（2 .41 .18）和（2 .41 .19）两式可以看出，越靠近夹角尖，电荷量的面密度越小.当

r → 0 时，E 和σA 、σB 都趋于零.
（3 ）当α=π 时，A O B 便是一个导体平面.由（21 411 15 ）、（21 411 16 ）、

（21 411 17）三式得电势和电场强度的两个分量如下：

φ=φc +C 1rsin� （2 .41 .20）

E r =-C 1sin� （2 .41 .21）

E � =-C 1cos� （2 .41 .22）
这是一个与r 无关的匀强电场，E 与导体表面垂直.这时由（2 .41 .18 ）、（2 .41 .19 ）
两式得

σA =σB =-ε0C 1 （2 .41 .23）
即导体平面上电荷量的面密度处处相同，正应如此.

当α=2π 时，便是一个无限大的平面导体薄片，我们所考虑的区域就是薄片边
缘周围地区.这时由（2 .41 .15）式得

φ=φc +C 1r
1
2 sin 1

2�
（2 .41 .24）

由（2 .41 .16）、（2 .41 .17）两式得电场强度的两个分量为

E r =-C 1

2 r -1
2 sin 1

2�
（2 .41 .25）

E � =-C 1

2 r -1
2 cos 1

2�
（2 .41 .26）

由（2 .41 .18）、（2 .41 .19）两式得导体表面上电荷量的面密度为

σA =σB =- 1
2ε0C 1r -1

2 （2 .41 .27）

这些结果表明，当r → 0（即靠近导体薄片边缘）时，电场强度和电荷量的面密度都
趋于无穷.

2 .42 　 以导体的三个表面为边界的区域如图2142 所示，其中 M N 和R S 都是垂
直于纸面的平面，它们的夹角为α，N R 是轴线垂直于纸面的圆柱面，其半径为a ，其
轴线就是 M N 和R S 两平面延长的交线（图2 .42 中的O ）.这三个导体面的电势均为
零.r 很大处的电势由一些电荷分布和（或）电势固定的导体等决定.（1）试求这个区
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　 图21 42

域内的电势φ（即拉普拉斯方程的满足边界条件的解）；

（2）只保留最低的非零项，试计算电场强度E 的分量E r

和E � 以及三个边界面上电荷量的面密度σ（r ，0），σ（r，α）
和σ（a ，�）；（3）当α=π 时，就是半圆柱导体放在导体平

面上的情况.证明在远离半圆柱处，最低的非零项给出
一个垂直于导体平面的匀强电场.对于远离平面的固定
电场强度来说，证明半圆柱导体上的电荷量等于半圆柱

导体不存在时，宽度为2a 的导体平面上电荷量的两倍.
证明这超出的电荷量是从附近导体平面上拉过来的，因此宽度比a 大很多的导体平
面条带上，电荷量并不因为半圆柱导体的存在与否而发生大的变化.
【解】　（1）因区域内无自由电荷，故电势φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ
矪（ ）r + 1

r 2
矪

2
φ

矪�
2 =0 （2 .42 .1）

由分离变量法，取

φ=φ（r ，�）=R（r ）Φ（�） （2 .42 .2）
令

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-ν2
　（常量） （2 .42 .3）

解得：当ν≥ 1 时，

R（r ）=Ar ν+Br -ν （2 .42 .4）

Φ（�）=Ccosν�+D sinν� （2 .42 .5）
当ν=0 时，

R 0（r ）=A 0 +B 0lnr （2 .42 .6）

Φ0（�）=C 0 +D 0� （2 .42 .7）
于是得（2 .42 .1）式的解为：当ν≥ 1 时，

φν =（Ar ν+Br -ν）（C cosν�+D sinν�） （2 .42 .8）
当ν=0 时，

φ0 =（A 0 +B 0lnr ）（C 0 +D 0�） （2 .42 .9）

　 　φ的边界条件为

M N 面 　φ（r ，0）=0 （2 .42 .10）

N R 面 　φ（a ，�）=0 （2 .42 .11）

RS 面 　φ（r ，α）=0 （2 .42 .12）

　 　 下面由边界条件定系数.先看φ0 .由边界条件（2 .42 .10）式知C 0 =0 ；由边界条
件（2 .42 .12）式知 D 0 =0 .故得φ0 =0，即本题不存在ν=0 的解.

再看φν.由于cosν�不满足边界条件（2 .42 .10 ）式，故知（2 .42 .8 ）式中的 C =
0 ；要满足（2 .42 .11）式，（2 .42 .8）式的第一个因子应为零，即
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Aa ν+Ba -ν =0
所以

B =-Aa 2ν （2 .42 .13）
于是（2 .42 .8 ）式化为

φν =A D a ν r
（ ）a

ν

- a
（ ）r［ ］

ν

sinν� （2 .42 .14）

再由边界条件（2 .42 .12）式得sinνα=0 ，故有

ν=m π

α
，　 　 m =1 ，2 ，3 ，⋯ （2 .42 .15）

令 A D a
m π
α =C m ，则（2 .42 .14）式可写作

φm =C m
r

（ ）a

m π

α

- a
（ ）r

m π

［ ］
α

sin m π

α
� （2 .42 .16）

式中C m 是待定系数，它的值由远处的电势决定.
最后得所求的电势为

φ（r ，�）= ∑
∞

m =1
C m

r
（ ）a

m π
α

- a
（ ）r

m π

［ ］
α

sin m π

α
� （2 .42 .17）

　 　（2）最低的非零项为

φ1 =C 1
r

（ ）a

π

α

- a
（ ）r

π

［ ］
α

sin π

α
� （2 .42 .18）

　 　 由φ1 得电场强度E 的两个分量为

E r =-矪φ1

矪r =-πC 1

αa
r

（ ）a

π
α-1

+ a
（ ）r

π
α+

［ ］
1

sin π

α
� （2 .42 .19）

E �=-1
r

矪φ1

矪�
=-πC 1

αa
r

（ ）a

π

α-1

- a
（ ）r

π

α+

［ ］
1

cos π

α
� （2 .42 .20）

　 　 三个面上电荷量的面密度分别为

M N 面 σ（r ，0）=n M N ·D =e�·D =-ε0
1
r

矪φ1

矪� �=0

=-πε0C 1

αr
r

（ ）a

π

α

- a
（ ）r

π

［ ］
α

（2 .42 .21）

N R 面 σ（a ，�）=n N R ·D =er·D =-ε0
矪φ1

矪r r =a

=-2πε0C 1

αa
sin π

α
� （2 .42 .22）

RS 面 σ（r ，α）=n RS ·D =-e�·D =ε0
1
r

矪φ1

矪� �=α

=-πε0C 1

αr
r

（ ）a

π
α

- a
（ ）r

π

［ ］
α

（2 .42 .23）

·781·第二章　 静电场和静磁场



　 　（3）α=π 的情况.这时电势由（2 .42 .17）式为

φ（r ，�）= ∑
∞

m =1
C m

r
（ ）a

m

- a
（ ）r［ ］

m

sinm� （2 .42 .24）

最低项的非零解为

φ1 =C 1
r
a -a
［ ］r sin� （2 .42 .25）

　 　 由此得电场强度的两个分量如下：

E r =-
矪φ1

矪r
=-C 1

1
a +a

r［ ］2 sin�=-C 1

a
1 +a 2

r［ ］2 sin� （2 .42 .26）

E �=-1
r

矪φ1

矪�
=-C 1

1
a -a

r［ ］2 cos�=-C 1

a
1 -a 2

r［ ］2 cos�（2 .42 .27）

在远离半圆柱处，r 冲 a ，a 2／r 2 项可以略去，这时的电场强度为

E =-C 1

a
（sin�e r +cos�e �）=-C 1

a n （2 .42 .28）

式中n =sin�e r +cos�e � 是导体平面外法线方向上的单位矢量，所以这个电场便是
垂直于导体平面的匀强电场.

由（2 .42 .26）和（2 .42 .27）两式得，三个面上电荷量的面密度分别为

σ（r ，0）=ε0E �
�=0

=-ε0C 1

a
1 -a 2

r（ ）2 （2 .42 .29）

σ（r ，π）=-ε0E �
�=π

=-ε0C 1

a
1 -a 2

r（ ）2 （2 .42 .30）

σ（a ，�）=ε0E r
r =a

=-2ε0C 1

a sin� （2 .42 .31）

　 　 半圆柱面上单位长度的电荷量为

λ=∫
π

0
σ（a ，�）ad�=-2ε0C 1∫

π

0
sin�d�=-4ε0C 1 （2 .42 .32）

由（2 .42 .28）式得，宽为2a 的导体平面上单位长度的电荷量为

λ′=ε0E ·2a =-2ε0C 1 （2 .42 .33）
由（2 .42 .32）和（2 .42 .33）两式可见：λ′=λ／2 .

由（2 .42 .29）和（2 .42 .30）两式可以看出，由于半圆柱体的存在，它两边导体平
面上电荷量的面密度减少了，减少的部分与r 2 成反比，在r =a 处，减少到零，离得
越远，就减少得越小.整个导体平面单位长度减少的电荷量为

-2ε0C 1

a∫
∞

a

a 2

r 2 dr =-2ε0C 1 （2 .42 .34）

其值正好等于半圆柱面上超出的电荷量.这证明了半圆柱上超出的电荷量是从附
近导体平面上拉过来的.

再考虑半圆柱面上和它两边导体平面上宽为b 的两个条带，它们上面单位长
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度的总电荷量为

λt =-4ε0C 1 +2∫
b

a
-ε0C 1

a
1 -a 2

r（ ）［ ］2 dr

=-4ε0C 1 -2ε0C 1
b -a
a +a 1

b - 1
（ ）［ ］a

=-2ε0C 1
b
a

1 +a 2

b（ ）2 （2 .42 .35）

如果半圆柱体不存在，导体平面上都是由（2 .42 .28 ）式表示的匀强电场，则宽为

2（a +b ）的条带上单位长度的电荷量为

λ′t =-ε0C 1

a
·2（a +b）=-2ε0C 1

b
a

1 +a
（ ）b

（2 .42 .36）

比较λt 和λ′t 可见，在b 冲 a 的情况下，两者相差很小.
【讨论】　 根据唯一性定理，一个区域内的电势由该区域内的自由电荷分布和

该区域边界上的电势唯一地确定.本题区域边界上的电势只有导体表面上的电势
给定，而导体外的边界上的电势则题目未给，所以区域内的电势便不能完全确定，

因此，（2 .42 .17）式和（2 .42 .24）式中的C m 只能是待定系数.

　 图2 .43

2 .43 　 导体上有一圆锥形坑，坑的轴线与母线的夹角

为α，如图2 .43 所示.在远离坑处，有不变的电荷分布.已知
导体的电势为零.（1）试分析坑内底尖区域里的电势和电场强
度的一般性质；（2）讨论α=π／2 时的情况；（3）试分析α→ π 时

的情况.
【解】　（1）以坑底尖O 为原点，轴线为极轴，取球坐标

系，由于对称性，所求的电势φ与方位角�无关.除锥壁上
外，坑内无自由电荷，故电势φ满足拉普拉斯方程

Δ

2
φ= 1

r 2
矪

矪r
r 2 矪φ

矪（ ）r + 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ

矪φ
矪（ ）θ =0

（2 .43 .1）
用分离变量法，令

φ=φ（r ，�）=R（r ）Θ（θ） （2 .43 .2）
代入（2 .43 .1 ）式得

1
R

d
dr

r 2 dR
d（ ）r + 1

Θsinθ
d
dθ

sinθdΘ
d（ ）θ =0 （2 .43 .3）

令

1
R

d
dr

r 2 dR
d（ ）r =ν（ν+1） （2 .43 .4）
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式中ν为常量.解得

R =Ar ν+Br -ν-1 （2 .43 .5）

　 　 将（2 .43 .4）式代入（2 .43 .3）式，并令x =cosθ，Θ（θ）=P（x ），便得

d
dx
（1 -x 2 ）dP

d［ ］x +ν（ν+1）P =0 （2 .43 .6）

这是勒让德方程，它在cosα≤ x ≤ 1（即α≤θ≤ 0 ）的区间内有界且单值的解是勒让
德函数 Pν（x ），是一种超几何级数：

Pν（x ）=F -ν，ν+1 ；1 ；1 -x
（ ）2

=1 +-ν（ν+1）
（1 ！）2

1 -x
（ ）2 +-ν（-ν+1）（ν+1）（ν+2）

（2 ！）2
1 -x
（ ）2

2

+

　
-ν（-ν+1）（-ν+2）（ν+1）（ν+2）（ν+3）

（3！）2
1 -x
（ ）2

3

+ ⋯　（2 .43 .7）

或者，用θ表示为

　 　 Pν（cosθ）=F -ν，ν+1；1；sin 2 θ（ ）2

=1 -ν
（ν+1）
（1 ！）2

sin 2 θ
2 +ν

（ν-1）（ν+1）（ν+2）
（2 ！）2

sin 4 θ
2 -

　
ν（ν-1 ）（ν-2）（ν+1）（ν+2）（ν+3）

（3 ！）2
sin 6 θ

2 +⋯ （2 .43 .8）

　 　 在特殊情况下，当ν为零或正整数时，Pν（x ）便是勒让德多项式.在本题的情况
下，由于不包括x =-1（即θ=π）的点，ν就可以是非整数，这时 Pν（x ）一般就不是
勒让德多项式.

因为在r =0 处，电势φ有界，故所求的电势为

φν =φν（r ，θ）=Ar νPν（cosθ） （2 .43 .9）
式中 A 为常量.为了满足导体电势为零的边界条件，在θ=α时，必须有

Pν（cosα）=0 （2 .43 .10）

　 　 满足（2 .43 .10）式的ν可能有多个，设为νi（i =1，2 ，3，⋯）.于是得所求的解为

φ（r ，θ）= ∑
i
φνi = ∑

i
A ir νi Pνi（cosθ） （2 .43 .11）

式中系数 A i 由导体外的边界条件决定.
我们所要求的是在r =0 的邻域内电势和电场的一般性质，而不是问题的全

解.由于r ≈ 0 ，故（2 .43 .11）式中最大的一项便可代表φ的一般性质.设νi（i =1 ，2 ，

3 ，⋯）中最小的为νmin，则（2 .43 .11）式中最大的一项即为rνmin 项.故在r =0 的领域
内有

φ（r ，θ）≈ Ar νmin Pνmin（cosθ） （2 .43 .12）

　 　 这时电场强度E 的两个分量为
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E r =-
矪φ
矪r

≈ -νminAr νmin -1 Pνmin（cosθ） （2 .43 .13）

E θ=-1
r

矪φ
矪θ

≈ Ar νmin -1sinθP′νmin（cosθ） （2 .43 .14）

式中 P′=dP
dθ.由此得圆锥壁上电荷量的面密度为

　 　 　σ=n ·D =-eθ·D =-ε0E θ|θ=α=-ε0 Ar νmin -1sinαP′νmin（cosα）　（2 .43 .15）

　 　 当θ=α时，由（2 .43 .13）和（2 .43 .10 ）两式知 E r =0 .这表示锥壁上的电场强
度E 垂直于导体表面，正应如此.在r =0 的邻域内，电场强度E 的大小E 与r νmin -1

成正比，锥壁上电荷量的面密度σ也与r νmin -1 成正比.当r → 0 时，E 和σ都趋于零.
当α很小（即α虫 1 弧度）时，νmin的值为［参见下一页附注］

νmin ≈
2 .405
α

-1
2

（2 .43 .16）

由这个近似公式可以算出，α=10°（α≈ 0 .1745 弧度）时，νmin ≈ 13 .3；α=1°（α≈

01 01745 弧度）时，νmin ≈ 137 .3 .根据（2 .43 .13）和（2 .43 .14 ）式，这时 E ∝ rνmin -1 ，可

见随着α的减小，电场强度E 和锥壁上电荷量的面密度σ都减小得很快.
（2）α=π／2 时，便是一个导体平面.这时由（2 .43 .8 ）式可见，ν=1 满足

（21 431 10）式.于是得

φ=Ar P 1（cosθ）=Arcosθ （2 .43 .17）

E r =-矪φ
矪r

=-A cosθ （2 .43 .18）

E θ=-1
r

矪φ
矪θ

=A sinθ （2 .43 .19）

σ=n ·D =-eθ·D =ε0E θ|θ=π／2 =ε0A （2 .43 .20）
（2 .43 .17）、（2 .43 .18）、（2 .43 .19）三式表明，这时电场是均匀电场.当θ=π／2 时，

E r =0 ，即E 垂直于导体平面，正应如此.（2 .43 .20 ）式表明，这时导体表面（平面）

　 图2 .43（1）

上电荷量的面密度是均匀的，也应如此.
（3）当α＞ π／2 时，便是一个导体圆锥，如图2 .43（1 ）所示.

当α接近π 时，就像一根针尖.根据对（2 .43 .7 ）式的研究得出
［参见① J .D .杰克逊著，朱培豫译，《经典电动力学》，上册，人民
教育出版社（1978 ），107 页；② R .N .H all，J .A p pl .P hys .20 ，

925（1949）］：当α＜ π／2 时，νmin ＞ 1；当α＞ π／2 时，νmin ＜ 1；当α→ π

时，νmin → 0 .α≈ π 时，νmin的近似值为

νmin ≈
1

ln 2
1 +cos（ ）α

（2 .43 .21）

由这个近似公式可以算出，α=170°时，νmin =0 .205；α=179°时，νmin =0 .105 .由于

·191·第二章　 静电场和静磁场



这时电场强度 E 的大小 E ∝ rνmin -1 ，故α=170°时，E ∝ r -0 .795 ；α=179°时，E ∝

r -0 .895 ；当α→ 180°时，E → r -1 .
【附注】　 利用零阶贝塞耳函J0（x ）的最小根求勒让德函数 Pν（x ）的νmin .

　 　 　 J0（x ）= ∑
∞

k =0

（-1）k 1
（k ！）2

x
（ ）2

2k

=1 - 1
（1 ！）2

x
（ ）2

2

+ 1
（2 ！）2

x
（ ）2

4

- 1
（3！）2

x
（ ）2

6

+⋯ （2 .43 .22）

由上式得

J0 （2ν+1）sin θ［ ］2 =1 - 1
（1 ！）2

ν+（ ）
1
2 sin θ［ ］2

2

+ 1
（2 ！）2

ν+（ ）
1
2 sin θ［ ］2

4

-

　
1

（3 ！）2
ν+（ ）

1
2 sin θ［ ］2

6

+⋯

=1 -
ν+（ ）

1
2

2

（1 ！）2
sin 2 θ

2 +
ν+（ ）

1
2

4

（2 ！）2
sin 4 θ

2 -

　

ν+（ ）
1
2

6

（3 ！）2
sin 6 θ

2 +⋯ （2 .43 .23）

　 　 当θ虫 1 弧度时，ν冲 1 ，这时（2 .43 .8）式和（2 .43 .23）式可分别近似为

Pν（cosθ）≈ 1 - ν
2

（1 ！）2
sin 2 θ

2 + ν
4

（2！）2
sin 4 θ

2 - ν
6

（3 ！）2
sin 6 θ

2 +⋯

（2 .43 .24）

J0 （2ν+1）sin θ［ ］2 ≈ 1 - ν
2

（1 ！）2
sin 2 θ

2 + ν
4

（2！）2
sin 4 θ

2 - ν
6

（3 ！）2
sin 6 θ

2 +⋯

（2 .43 .25）

可见当θ很小时，ν冲 1 ，这时便有

Pν（cosθ）≈ J0 （2ν+1）sin θ［ ］2
（2 .43 .26）

　 　 因为J0（x ）的最小根是知道的，即

J0（x ）=0 （2 .43 .27）

的最小根为［参见本书末610 页数学附录Ⅶ 的附表1］

x min =2 .405 （2 .43 .28）

所以

（2νmin +1）sin α2 =2 .405 （2 .43 .29）
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因α很小，故sin α2 ≈
α
2
，代入上式便得

νmin ≈
2 .405
α

-1
2

（2 .43 .30）

　 图2144

　 　 2 .44 　 真空中有一电荷量为q 的点电
荷，它到一无限大导体平面的距离为a .已知
导体的电势为φc =0，如图2 .44 所示.试求：
（1）导体外的电势分布；（2）导体面上的电荷
分布；（3）q 受导体上电荷的作用力.
【解】　 本题用电像法求解最方便.
（1）以导体平面为 x2y 平面，通过q 的法线为z 轴，取笛卡儿坐标系如图

　 图21 44（1）

2 .44（1）所示.设想导体不存在，而在z 轴上

z =-a 处有一电荷量为-q 的点电荷q′，则
边界条件z =0 处φc =0 便能得到满足.q′便
是q 的像电荷.于是根据唯一性定理，便得导
体外任一点P（x ，y ，z ）的电势，为

φ（x ，y ，z ）=
1

4πε0

q
r

+q′（ ）r′

= q
4πε0

1
x 2 +y 2 +（z -a ）寶［ 2 -

　
1

x 2 +y 2 +（z +a ）寶 ］2
，　 　 z ≥ 0

（2 .44 .1）

（2）导体上电荷量的面密度为

σ=n ·D =-n ·ε0

Δ

φ=-ε0
矪φ
矪（ ）z z =0

=- q
4π

-（ ）
1
2

2（z -a ）
｛x 2 +y 2 +（z -a ）2｝3／2 + 1

2
2（z +a ）

｛x 2 +y 2 +（z +a ）2｝3／［ ］2
z =0

=- q
2π

a
（x 2 +y 2 +a 2）3／2

（2 .44 .2）

（3）根据对称性，以原点O 为圆心，在导体表面取半径为r = x 2 +y寶
2 、宽为 dr

的环带，这环带上的电荷量为dq =σ·2πrdr =2πσrdr，它作用在q 上的库仑力为

dF = 1
4πε0

qdq
r 2 +a 2cosθe z =-q 2a 2

4πε0

rdr
（r 2 +a 2 ）3

e z

于是得q 受导体上电荷的作用力为
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F =-q 2a 2

4πε0∫
∞

0

rdr
（r 2 +a 2）3

e z =- q 2

16πε0a 2e z （2 .44 .3）

　 　【讨论】　（1）导体表面的总电荷量.
由（2 .44 .2）式得导体表面的总电荷量为

qi =∫
∞

0
σ·2πrdr =-qa∫

∞

0

rdr
（r 2 +a 2 ）3／2 =-q （2 .44 .4）

这个结果表明，导体表面的总电荷量等于像电荷的电荷量q′.
（2）电荷q 受力的简单算法.
导体表面电荷作用在q 上的力等于像电荷q′作用在q 上的力，即

F = 1
4πε0

qq′
（2a ）2

e z =- q 2

16πε0a 2e z （2 .44 .5）

（3）导体表面电荷所受的力.
导体表面半径为r 、宽为dr 的环带上电荷所受的力为

dF σ =E σdq =2πrσE σdr （2 .44 .6）
式中E σ 是σ所在处的电场强度，其值为 ①

E σ = 1
2
［lim

z → -0
E +lim

z → +0
E ］= 1

2 lim
z → +0

E （2 .44 .7）

用高斯定理，由（2 .44 .2）式得

E =σ
ε0

e z =- q
2πε0

a
（r 2 +a 2）3／2

e z （2 .44 .8）

由以上三式得

dF σ =q 2a 2

4πε0

rdr
（r 2 +a 2）3

e z （2 .44 .9）

F σ =q 2a 2

4πε0∫
∞

0

rdr
（r 2 +a 2）3

e z = q 2

16πε0a 2e z （2 .44 .10）

这与根据牛顿第三定律由（2 .44 .5）式算出的结果相同.
2 .45 　 真空中有一电荷量为q 的点电荷，它到一无限大导体平面的距离为a .已

知导体的电势为零.试求：（1）将q 从该处移到离导体平面为无穷远处所需的功；（2）q
与它的像电荷之间的电势能，将所得结果与上面（1）的答案比较并加以讨论；（3）当q
是一个电子，a =1 �!（1 �!=10 -10 m ）时，算出所需的功的数值（以电子伏特为单位）.
【解】　 本题用电像法求解，计算简单，所要求的q 的电像q′和q 所受的电场力

F 在前面2 .44 题都已求出，请查阅，这里就不重复.
（1）根据前面2 .44 题的（2 .44 .5）式，q 在离导体平面为z 处时，受导体上电荷

的作用力（电场力）为

·491· 电动力学题解（第二版）

① 参见张之翔，《电磁学教学札记》，高等教育出版社（1988），§ 7 .



F =- q 2

16πε0z 2e z （2 .45 .1）

要使q 远离导体，设所用的外力为F 外，则应有

F 外 +F ≥ 0 （2 .45 .2）

所以将q 从z =a 移到z =∞，外力F 外 做的功应为

W 外=∫
∞

a
F 外·e zdz ≥∫

∞

a
（-F ·e z ）dz

= q 2

16πε0∫
∞

a

dz
z 2 = q 2

16πε0a
（2 .45 .3）

　 　 同时，q 从z =a 到z =∞，电场力F 做的功为

W =∫
∞

a
（F ·e z）dz =- q 2

16πε0∫
∞

a

dz
z 2 =- q 2

16πε0a
（2 .45 .4）

　 　（2）q 在z =a 处，它与像电荷q′之间的电势能为

W a = 1
4πε0

qq′
2a

=- q 2

8πε0a
（2 .45 .5）

q 在z =∞处，它与像电荷q 之间的电势能为

W ∞ =0 （2 .45 .6）

　 图21 45

　 　 根据静电学，q 在静电场中从z =a 移到z =

∞，它的电势能减少的值应等于电场力做的功.
但是，由（2 .45 .4 ）、（2 .45 .5 ）、（2 .45 .6 ）三式可
见，W a -W ∞ ≠ W .这是为什么？这是因为，当q
远离导体表面时，它的像电荷q′也在往反方向离
开导体表面，这时作用在q 上的电场力并不是一
个静电场力，所以由它算出的 W 就不等于 W a -
W ∞ .为了清楚地了解这一点，我们假定导体不存
在，而在 z =-a 处有一个固定不动的点电荷

-q ，如图2 .45 所示.这时，q 在z 处所受的电场
力便为

F′=- 1
4πε0

q 2

（z +a ）2
e z （2 .45 .7）

当q 从z =a 移到z =∞时，静电场力F′做的功便为

W′=∫
∞

a
（F′·e z）dz =- q 2

4πε0∫
∞

a

dz
（z +a ）2

=
q 2

4πε0

1
z +a

∞

a
=- q 2

8πε0a
（2 .45 .8）
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这时q 在z =a 和z =∞两处与-q 之间的电势能分别为

W′a =- q 2

8πε0a
（2 .45 .9）

W′∞ =0 （2 .45 .10）

可见这时有

W′a -W′∞ =W′ （2 .45 .11）

　 　（3）将一个电子从距离导体表面为1 �!处移到无穷远处，外力所需做的功.由
（2 .45 .3）式得

W 外 ≥
e2

16πε0a =
（1 .602 ×10 -19 ）2

16π ×8 .854 ×10 -12 ×1 ×10 -10 =5 .77 ×10 -19（J）

= 5 .77 ×10 -19J
1 .602 ×10 -19J／eV =3 .6eV （2 .45 .12）

即外力至少要做3 .6eV 的功.

　 图21 46

2 .46 　 一无穷大导体平面上有一半径

为a 的半球形鼓包，这导体不带电.现将一
电荷量为q 的点电荷放在鼓包的正上方离
球心为b（＞ a ）处，这时导体电势为零.试
求这鼓包上的感应电荷量q i 和导体平面

上的感应电荷量q c .
【解】　 为了求感应电荷，须先求导体

外的电势φ.我们用电像法求φ.如图

21 46 ，为了使导体平面 A B 的电势为零，应
在半球心正下方距离为b 处有一电荷量为

-q 的像电荷；为了使半球面电势为零，应在球心正上方距离为c 处有一电荷量为

q′的像电荷

c =a 2

b
（2 .46 .1）

q′=-a
b q （2 .46 .2）

为了保持 A B 面的电势为零，应在球心正下方距离为c 处有一像电荷-q′.这四个
点电荷q 、-q 、q′和-q′便满足了边界条件：A B 平面和半球面的电势均为零.

以球心O 为原点，取球坐标系，由于对称性，所求的电势φ与方位角�无关.
于是得导体外一点P（r ，θ，�）处的电势为

φ= 1
4πε0

q
r 2 +b 2 -2brcos寶 θ

+
-q

r 2 +b 2 +2brcos寶［ θ
+
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q′

r 2 + a 2

（ ）b
2

-2 a 2

b r cos寶 θ

+
-q′

r 2 + a 2

（ ）b
2

+2 a 2

b rcos寶

燄

燅
θ

= q
4πε0

1
r 2 +b 2 -2brcos寶 θ

- 1
r 2 +b 2 +2brcos寶 θ［ -

　

1
b 2

a 2r
2 +a 2 -2brcos寶 θ

+ 1
b 2

a 2r
2 +a 2 +2brcos寶

燄

燅
θ

（2 .46 .3）

　 　 设n 为导体外法线方向上的单位矢量，便得鼓包上电荷量的面密度为

σi =n ·D =er·D =er·ε0E =-ε0er·

Δ

φ=-ε0
矪φ
矪r r =a

= q
4π

a -bcosθ
（a 2 +b2 -2abcosθ）3／2

- a +bcosθ
（a 2 +b 2 +2abcosθ）3／［ 2 -

　

b 2

a -bcosθ
（b 2 +a 2 -2abcosθ）3／2

+

b 2

a +bcosθ
（b 2 +a 2 +2abcosθ）3／

燄

燅
2

=
（b 2 -a 2）q

4πa
1

（a 2 +b2 +2abcosθ）3／2
- 1
（a 2 +b2 -2abcosθ）3／［ ］2 　（2 .46 .4）

鼓包上的感应电荷量为

q i =∫δ
σidS =∫

π／2

0
σi·2πa 2sinθdθ

=
a（b 2 -a 2）q

2 ∫
π／2

0

sinθdθ
（a 2 +b 2 +2ab cosθ）3／2

-∫
π／2

0

sinθdθ
（a 2 +b 2 -2abcosθ）3／［ ］2

=
a（b 2 -a 2）q

2
1
ab

1
a 2 +b寶

2
- 1
a +（ ）b + 1

ab
1

a 2 +b寶
2
- 1
b -（ ）［ ］a

=-q 1 - b 2 -a 2

b a 2 +b寶（ ）2
（2 .46 .5）

再计算导体平面上的感应电荷量q c .先计算导体平面上电荷量的面密度

σc =n ·D =-eθ·D =-ε0eθ·E =ε0eθ·

Δ

φ=ε0
1
r

矪φ

矪θ θ=π／2

= q
4πr

- br
（r 2 +b 2）3／2 - br

（r 2 +b 2）3／2 + br
b 2

a 2r
2 +a（ ）2

3／2 + br
b 2

a 2r
2 +a（ ）2

3／
熿

燀

燄

燅

2

=-
bq
2π

1
（r 2 +b 2）3／2 - 1

b 2

a 2r
2 +a（ ）2

3／
熿

燀

燄

燅

2 （2 .46 .6）

于是得
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q c =∫
∞

a
σc·2πrdr =-bq∫

∞

a

r dr
（r 2 +b 2 ）3／2 -∫

∞

a

r dr
b 2

a 2r 2 +a（ ）2
3／

熿

燀

燄

燅

2

=-bq
- 1

r 2 +b寶
2
+a 2

b 2
1

b 2

a 2r 2 +a寶

熿

燀

燄

燅

2

r =∞

r =a

=-
（b 2 -a 2）q
b b 2 +a寶

2
（2 .46 .7）

由（2 .46 .5）、（2 .46 .7）两式得

q i +q c =-q （2 .46 .8）

即整个导体面上的感应电荷量等于q 的负值，正应如此.

【讨论】　 在（2 .46 .5）式的计算过程中， a 2 +b2 -2寶 ab =b -a ，而不是a -b .这是

　 图2147

因为 a 2 +b2 -2寶 ab 代表距离，其值为正，今b ＞ a ，故开方
后取b -a ，而不能取a -b .

2 .47 　 一无穷大导体平面外有一电偶极矩为 p 的
电偶极子，p 与导体平面平行，到导体表面的距离为a ，
如图2 .47 所示.已知导体的电势为零.试求：（1 ）导体外
的电场强度；（2 ）p 受导体上电荷的作用力；（3）p 与导体
的相互作用能.

　 图21 47（1）

【解】　（1）以导体表面为x2y 平面，穿过p 中心的
导体表面外法线为z 轴取笛卡儿坐标系，使p 平行于x
轴，如图2 .47（1 ）所示.根据电像法，设想导体不存在，
而在z =-a 处有一个电偶极矩为p′=-p 的电偶极
子，即可满足题给的边界条件：z =0 处电势为零.p′便
是p 的电像.因此，根据唯一性定理，z ＞ 0 空间的电场
便等于p 和它的电像p′所产生的电场的叠加.

根据电偶极子p 所产生的电场强度的矢量公式

E p =
3（p ·r ）r -r 2p

4πε0r 5
（2 .47 .1）

得出图2 .47（1）中P 点的电场强度为

E =E p +E p′ =
3［p ·（r -a ）］（r -a ）-|r -a |2p

4πε0 |r -a |5 +

　
3［p′·（r +a ）］（r +a ）-|r +a |2p′

4πε0 |r +a |5

式中a =ae z .因
p′=-p ，　 p ·a =0，　 p′·a =0 （2 .47 .2）

故上式可写成
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E = 1
4πε0

3（p ·r ）（r -a ）-|r -a |2p
|r -a |5 -

3（p ·r）（r +a ）-|r +a |2p
|r +a |｛ ｝5

（2 .47 .3）

这便是所要求的导体外r 处（P 点）的电场强度.
（2）p 受导体上电荷的作用力等于它受像电偶极距p′的作用力.根据p 在外

电场中受力的公式（参见前面1 .36 题），p 所受的力为

F =（p ·

Δ

）E p′

=p 矪

矪x
3［p′·（r +a ）］（r +a ）-|r +a |2p′

4πε0 |r +a |｛ ｝5 r =a

=-p 矪

矪x
3（p ·r）（r +a ）-|r +a |2p

4πε0 |r +a |｛ ｝5 r =a
（2 .47 .4）

式中右端的符号表示，在对x 求导后再取r =a（p 的位矢）.因

p ·r =px ，　 矪

矪x
1

|r +a |（ ）5
r =a

=0 ，　 矪

矪x
p

|r +a |（ ）3 r =a
=0

故得

F =-p 矪

矪x
3px（r +a ）

4πε0 |r +a |｛ ｝5 r =a
=-

3p 2

4πε0

r +a
|r +a |5 r =a

=-
3p 2a

64πε0a 5 =-
3p 2

64πε0a 4n （2 .47 .5）

式中n 代表导体表面外法线方向上的单位矢量.负号表明，p 所受的力F 指向导体
表面.
（3）p 与导体的相互作用能等于p 与它的电像p′的相互作用能，即p 在p′的

电场中的电势能.p′在p 处产生的电场强度为

E p′=
3［p′·（a +a ）］（a +a ）-|a +a |2p′

4πε0 |a +a |5

=- p′
4πε0 |2a |3 =- p′

32πε0a 3
（2 .47 .6）

p 在这电场中的电势能为

W =-p ·E p′ = p ·p′
32πε0a 3 =- p 2

32πε0a 3
（2 .47 .7）

　 　【别解】　 由于p 与导体的相互作用力和相互作用能分别等于p 与它的像电
偶极矩p′的相互作用力和相互作用能，故可由两个电偶极子间相互作用力和相互
作用能的公式（参见前面1 .38 题）直接算出如下：

F =
3

4πε0r 7
｛［（ p 1 ·r ）p 2 +（p 2 ·r）p 1 +（p 1 ·p 2 ）r ］r 2 -5（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）r ｝
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=
3

4πε0（2a ）7
｛［p′·（2a ）p +p ·（2a ）p′+（p ·p′）（2a ）］

　 ×（2a ）2 -5［p′·（2a ）］［p ·（2a ）］（2a ）｝

=
3［（ p ·p′）（2a ）］（2a ）2

4πε0（2a ）7
=-

3p 2

64πε0a 4n （2 .47 .8）

W = 1
4πε0r 5［r 2（p 1 ·p 2）-3（p 1 ·r ）（p 2 ·r ）］

=
（2a ）2（-p 2 ）

4πε0（2a ）5
=- p 2

32πε0a 3
（2 .47 .9）

　 图21 48

　 　 2 .48 　 一无穷大导体平面外有一电偶极矩为

p 的电偶极子，p 到导体表面的距离为a ，与导体
表面法线的夹角为α，如图2 .48 所示.已知导体
电势为零，试求p 受到导体表面电荷的作用力.
【解】　 本题用电像法求解.因为导体电势为

零，故由电像法知导体外的电场等于p 和它的电
像p′所产生的电场之和.具体计算方法有以下
几种：

　 图21 48（1）

【算法一】　 用原始方法计算，即用电荷之间的库仑

力计算p 所受的力.设p =ql ，导体表面外法线方向的单
位矢量为n ，则p 的电像p′便如图2 .48（1 ）所示.p 所受
导体表面电荷的作用力便等于它的正负电荷所受p′的
作用力之和.p 的正电荷q 所受的作用力有两个

F +- =- q 2

4πε0（2a +lcosα）2
n （2 .48 .1）

F ++ = q 2

4πε0［（ 2a ）2 +（lsinα）2］
e （2 .48 .2）

式中e 为从p′的正电荷到p 的正电荷方向上的单位矢
量.p 的负电荷所受的力也有两个

F -+ =- q 2

4πε0（2a -lcosα）2
n （2 .48 .3）

F -- = q 2

4πε0［（ 2a ）2 +（lsinα）2 ］
e′ （2 .48 .4）

式中e′为从p′的负电荷到p 的负电荷方向上的单位矢量.于是p 所受导体表面电
荷的作用力便为

F =F +- +F ++ +F -+ +F -- （2 .48 .5）
由于F + +和F - -大小相等，与n 的夹角相等（设此角为β），故它们之和便只有n 方
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向的分量，即

F ++ +F -- =2F ++cosβn （2 .48 .6）

由图2 .48（1）所示的几何关系可得

cosβ= 2a
（2a ）2 +（lsinα）寶

2
（2 .48 .7）

将（2 .48 .1）至（2 .48 .4）式和以上两式都代入（2 .48 .5）式，便得

F = q 2n
4πε0

- 1
（2a +lcosα）2

- 1
（2a -lcosα）2

+ 4a
（4a 2 +l2sin 2

α）
3／｛ ｝2

=- q 2n
16πε0a 2

1 + l
2acos（ ）α

-2

+ 1 - l
2acos（ ）α

-2

-2 1 + l2

4a 2sin
2（ ）α

-3／

｛ ｝
2

展开并取近似到 l
（ ）a

2
项，大括号中的值便为

　 1 -l
a cosα+3l2

4a 2cos
2
α+1 +l

a cosα+3l2

4a 2cos
2
α-2 1 -3l2

8a 2sin
2（ ）α

=3l2

2a 2cos
2
α+3l2

4a 2sin
2
α=3l2

4a 2（1 +cos2
α）

代入上式便得所求的力为

F =-
3q 2l 2

64πε0a 4
（1 +cos2

α）n

=-
3p 2（1 +cos2

α）

64πε0a 4 n （2 .48 .8）

　 　【算法二】　 由电偶极矩p 在外电场中受力的公式计算.　 p 在p′处所产生的
电场E′中所受的力由公式得

F =（p ·

Δ

）E′=（p ·

Δ

）
3（p′·r ）r -r 2p′

4πε0r［ ］5

= 3
4πε0r 5［（ p ·

Δ

）（p′·r ）］r +
3（p′·r ）（p ·

Δ

）r
4πε0r 5 +

　
3（p′·r）r

4πε0

（p ·

Δ

）1
r 5 - p′

4πε0

（p ·

Δ

）1
r 3

=
3（p ·p′）r
4πε0r 5 +

3（p′·r ）p
4πε0r 5 -

15（p′·r）（p ·r）
4πε0r 7 r +

3（p ·r）p′
4πε0r 5

=
3p 2cos2α
4πε0r 5 r +

3pcosα
4πε0r 4 p -

15p 2cos2
α

4πε0r 5 r +
3pcosα
4πε0r 4 p′

=
3p 2（2cos2

α-1）
4πε0r 5 r -

15p 2cos2
α

4πε0r 5 r +
3pcosα
4πε0r 4

（p +p′）
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因p +p′=2pcosαn ，令r =2a 代入上式即得

F =
3p 2（2cos2

α-1）
4πε0（2a ）4

n -
15p 2cos2

α

4πε0（2a ）4
n +

6p 2cos2
α

4πε0（2a ）4
n =-

3p 2（1 +cos2
α）

64πε0a 4 n

　 　【算法三】　 用两个电偶极子的相互作力公式计算.由前面 1 .38 题的公式
（11 381 9）得p 受到p′的作用力为

F = 3
4πε0r 7 ｛［（ p ·r）p′+（p′·r）p +（p ·p′）r］r 2 -5（p ·r）（p′·r ）r ｝

= 3
4πε0r 4 ｛pcosαp′+pcosαp +p 2cos2αe r -5p 2cos2

αe r｝

= 3
4πε0r 4 ｛2p

2cos2
αn +p 2cos2

αn -5p 2cos2
αn ｝

=- 3p 2

4πε0（2a ）4
｛2cos2

α+2cos2
α-1 -5cos2

α｝n

=-
3p 2（1 +cos2

α）

64πε0a 4 n

　 　【算法四】　 用力等于电偶极子相互作用能的负梯度计算.由前面1 .38 题两个
电偶极子相互作用能的公式（1 .38 .2）得：p 受到p′的作用力为

F =-

Δ

W =-

Δr 2（p ·p′）-3（p ·r ）（p′·r ）
4πε0r［ ］5

=-p ·p′
4πε0

Δ1
r 3 + 3

4πε0

Δ（p ·r）（p′·r ）
r［ ］5

=
3p 2cos2

α

4πε0r 5 r + 3
4πε0

（p ·r）
r 5

Δ

（p′·r［ ）+

　
（p′·r）

r 5

Δ

（p ·r）+（p ·r ）（p′·r ）

Δ1
r ］5

=
3p 2cos2

α

4πε0r 5 r + 3
4πε0

p cosα
r 4
（p +p′）-

5p 2cos2
α

r 5［ ］r

=
3p 2

4πε0r 5
［cos2

α+2cos2
α-5cos2

α］r

=
3p 2

4πε0（2a ）4
［2cos2

α-1 +2cos2
α-5cos2

α］n

=-
3p 2（1 +cos2

α）

64πε0a 4 n

　 　 2 .49 　 真空中两条圆柱形无穷长平行直导线，横截面的半径分别为R 1 和R 2 ，

中心线相距为d（d ＞ R 1 +R 2）.试求它们间单位长度的电容.
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【解】　 我们用电像法求本题的准确解.
设这两条导线都带电，单位长度的电荷量分别为λ和-λ.由于静电感应作用，

电荷在导线表面的分布是内侧密度大，外侧密度小.所以由电荷直接计算电场颇非
易事.但由于在静电情况下，导线是等势体，因而我们可设想用偶极线（两条无穷长
的均匀带电平行直线，单位长度的电荷量分别为λ和-λ）来取代这两条圆柱形带
电导线，适当地选择偶极线的位置，使它们所产生的两个等势面恰好与原来两导线

的表面重合.这样就满足了边界条件.这偶极线便是原来两带电导线的电像，于是
就可以计算电势，从而求出电容来.为此，先求偶极线的等势面.

以偶极线所在的平面为z2x 平面，取笛卡儿坐标系，使偶极线对称地处在z 轴
的两侧，它们到z 轴的距离都是a ，如图2 .49 所示.这偶极线所产生的电势便为

φ=φ1 +φ2 =
λ

2πε0
ln r′1

r 1
-
λ

2πε0
ln r′2

r 2

=
λ

2πε0
ln r 2

r 1

r′1

r′（ ）2
（2 .49 .1）

图21 49

式中r′1 和r′2 分别是偶极线λ和-λ到某个电势参考点的距离.为方便起见，我们

取z 轴上的电势为零.这样，r′1 =r′2 =a .于是（2 .49 .1）式便化为

φ= λ
2πε0

ln r 2

r 1
（2 .49 .2）

　 　 由于对称性，平行于z 轴的任何一条直线都是偶极线的等势线.所以我们只需
考虑x2y 平面内任意一点P（x ，y ）的电势即可.于是

φ= λ
2πε0

ln r 2

r 1
= λ

4πε0
ln
（x +a ）2 +y 2

（x -a ）2 +y 2
（2 .49 .3）

故偶极线的等势面方程便为

（x +a ）2 +y 2

（x -a ）2 +y 2 =k 2 （2 .49 .4）
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式中

k 2 =e
4πε0φ

λ （2 .49 .5）

令 c =k 2 +1
k 2 -1

a （2 .49 .6）

则（2 .49 .4）式可化为

（x -c）2 +y 2 = 4k 2

（k 2 -1）2
a 2 （2 .49 .7）

这表明，偶极线的等势面都是轴线平行于z 轴的圆柱面，它们的轴线都在x 轴上

x =c 处，其横截面的半径为

R =
2k

k 2 -1 a （2 .49 .8）

这个结果表明，我们可以找到偶极线的两个等势面，使它们分别与原来两导线的表

面重合.这只要下列等式成立就可以了：

a 1 = c 1 =
k 2

1 +1
k 2

1 -1 a （2 .49 .9）

R 1 =
2k 1

k 2
1 -1 a （2 .49 .10）

a 2 =|c2 |=
k 2

2 +1
k 2

2 -1 a （2 .49 .11）

R 2 =
2k 2

k 2
2 -1 a （2 .49 .12）

d =a 1 +a 2 （2 .49 .13）

　 　 由（2 .49 .9）式至（2 .49 .12）式得

a 2
1 -R 2

1 =a 2 =a 2
2 -R 2

2 （2 .49 .14）
原来两导线表面的方程分别为

R 1 ∶ （x -a 1）
2 +y 2 =R 2

1 （2 .49 .15）

R 2 ∶ （x +a 2）
2 +y 2 =R 2

2 （2 .49 .16）
利用（2 .49 .14）式，可以把（2 .49 .15）和（2 .49 .16）两式分别化为

R 1 ∶ x 2 +y 2 +a 2 =2a 1x （2 .49 .17）

R 2 ∶ x 2 +y 2 +a 2 =-2a 2x （2 .49 .18）
利用（2 .49 .17）和（2 .49 .18）两式，由（2 .49 .3 ）式得出：半径为 R 1 和 R 2 的两导线

的电势分别为

φ1 =
λ

4πε0
ln
（x +a ）2 +y 2

（x -a ）2 +y 2 = λ
4πε0

ln a 1 +a
a 1 -a

（2 .49 .19）

φ2 =
λ

4πε0
ln
（x +a ）2 +y 2

（x -a ）2 +y 2 = λ
4πε0

ln a 2 -a
a 2 +a

（2 .49 .20）
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于是两导线的电势差便为

U =φ1 -φ2 = λ
4πε0

ln
（a 1 +a ）（a 2 +a ）
（a 1 -a ）（a 2 -a ）

= λ
4πε0

ln
（a 1 +a ）2（a 2 +a ）2
（a 2

1 -a 2）（a 2
2 -a 2）=

λ
4πε0

ln
（a 1 +a ）2（a 2 +a ）2

R 2
1R 2

2

= λ
2πε0

ln
（a 1 +a ）（a 2 +a ）

R 1R 2
（2 .49 .21）

　 　 下面要消去未知数a 1 、a 2 和a ，用已知数 R 1 、R 2 和d 来表示U .也就是用 R 1 、

R 2 和d 来表示（a 1 +a ）（a 2 +a ）.因

（a 1 +a ）（a 2 +a ）=a 1a 2 +（a 1 +a 2）a +a 2

=a 2 +a 1a 2 +ad （2 .49 .22）

先求a 2 +a 1a 2 .由（2 .49 .14）式有

2a 2 =a 2
1 -R 2

1 +a 2
2 -R 2

2 =（a 1 +a 2）
2 -2a 1a 2 -R 2

1 -R 2
2

=d 2 -2a 1a 2 -R 2
1 -R 2

2

所以

a 2 +a 1a 2 = 1
2
（d 2 -R 2

1 -R 2
2 ） （2 .49 .23）

再求ad .由（2 .49 .13）式有

a 2d 2 =a 2（a 1 +a 2 ）
2 =a 2（a 2

1 +a 2
2）+2a 2a 1a 2 （2 .49 .24）

其中

a 2（a 2
1 +a 2

2）=a 2（a 2 +R 2
1 +a 2

2）=a 4 +a 2（R 2
1 +a 2

2 ）

=a 4 +（a 2
1 -R 2

1）（R 2
1 +a 2

2）

=a 4 +a 2
1a 2

2 -R 2
1（R 2

1 -a 2
1 +a 2

2 ）

=a 4 +a 2
1a 2

2 -R 2
1（-a 2 +a 2

2）

=a 4 +a 2
1a 2

2 -R 2
1R 2

2

把这个关系代入（2 .49 .24）式便得

a 2d 2 =a 4 +a 2
1a 2

2 -R 2
1R 2

2 +2a 2a 1a 2

=（a 2 +a 1a 2）
2 -R 2

1R 2
2 （2 .49 .25）

开方并利用（2 .49 .23）式便得

ad = 1
4
（d 2 -R 2

1 -R 2
2）

2 -R 2
1R寶

2
2 （2 .49 .26）

把（2 .49 .23）和（2 .49 .26）两式代入（2 .49 .22）式便得

（a 1 +a ）（a 2 +a ）= 1
2
（d 2 -R 2

1 -R 2
2）+ 1

4
（d 2 -R 2

1 -R 2
2）

2 -R 2
1R寶

2
2

（2 .49 .27）
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把上式代入（2 .49 .21）式，便得出用已知量R 1 、R 2 和d 表示的两导线的电势差为

U = λ
2πε0

ln d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R 2
+ d 2 -R 2

1 -R 2
2

2R 1R（ ）2

2

-寶［ ］1 （2 .49 .28）

最后得出，原来两导线长为l 一段的电容为

C = Q
U =λlU

= 2πε0l

ln d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R 2
+

d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R（ ）2

2

-寶［ ］1

（2 .49 .29）

单位长度的电容为

c = 2πε0

ln d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R 2
+

d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R（ ）2

2

-寶［ ］1

（2 .49 .30）

这就是本题的准确解.
为简洁起见，通常用反双曲余弦来表示c .反双曲余弦的公式为

arcoshx =ln（x + x 2 -寶 1 ） （2 .49 .31）
故（2 .49 .30）式可化为

c = 2πε0

arcosh d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R（ ）2

（2 .49 .32）

这便是一般手册上的公式.
【讨论】　（1）半径相等的两条长直导线间的电容.把它们当作无穷长，这时 R 1

=R 2 =R ，（2 .49 .32）式便化为

c = 2πε0

arcosh d 2

2R 2 -（ ）1
= πε0

arcosh d
2（ ）R

（2 .49 .33）

　 　（2）平行于地面的导线与大地间的电容.

　 图2 .49（1）

设导线的半径为R ，其轴线到地面的高度
为h ，如图2 .49（1）所示.把导线当作无穷长直
导线，地面当作无穷大导体平面.在图 21 49
中，令R 1 = R ，d =h +R 2 ，则

d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R 2
=h 2 -R 2

2R R 2
+h

R
（2 .49 .34）

当R 2 → ∞时，图2 .49 便变成图2 .49（1）.这时
由（3 .49 .34）式得
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lim
R 2 → ∞

d 2 -R 2
1 -R 2

2

2R 1R 2
= h

R
（2 .49 .35）

把（2 .49 .35）式代入（2 .49 .32）式，便得单位长度的电容为

c = 2πε0

arcosh h
（ ）R

（2 .49 .36）

　 　 例如，直径为1 .0 m m 的长直导线平行于地面，离地面的高度为10 m 时，它与
大地间单位长度的电容为

c = 2πε0

arcosh h
（ ）R

= 2πε0

ln h
R + h

（ ）R
2

-寶［ ］1

= 2π ×8 .854 ×10 -12

ln 10 ×10 3

0 .5 + 10 ×10 3

0 .（ ）5
2

-寶［ ］1
=5 .2（pF／m ） （2 .49 .37）

　 　（3）当d 冲 R 1 ，R 2 时，

d 2 -R 2
1 -R 2

2 ≈ d 2 （2 .49 .38）
令

R = R 1R寶 2 （2 .49 .39）
则由（2 .49 .30）式得

c = 2πε0

ln d 2

R（ ）2

= πε0

ln d
（ ）R

（2 .49 .40）

　 　 2 .50 　 一无穷长直细导线与一无限大导体平面平行，导线到导体平面的距离

为a .已知导体的电势为零，导线均匀带电，单位长度的电荷量为λ.试求：（1 ）导体
表面上电荷量的面密度；（2）在沿导线方向上，导体表面上单位长度的电荷量；（3 ）
导线单位长度所受的库仑力.
【解】　（1）以导体平面为y2z 平面，取笛卡儿坐标系，使x 轴指向导体内部，

导线在z2x 平面内，如图2 .50 所示.根据电像法可知，如果导体不存在，而在x =

图2 .50
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a 处有一条-λ的线电荷（像电荷），便可满足导体表面电势φc =0 的边界条件.因
此，导体外的电场便等于λ和-λ所产生的电场之和.

无穷长的均匀线电荷λ在距离该线为r 处所产生的电场强度由高斯定理得出
为

E = λr
2πε0r 2 （2 .50 .1）

式中r 是从该线到场点的位矢，r 与该线垂直.r 2 和r 1 两处的电势差为

φ2 -φ1 =∫
1

2
E ·dl = λ

2πε0∫
1

2

dr
r = λ

2πε0
ln r 1

r 2
（2 .50 .2）

因题给图 2 .50 中 x =0 处电势为零，即 r =a 处电势为零，故令 r 2 =r′=

（x +a ）2 +y寶
2 ，便得r′处的电势为

φ′= λ
2πε0

ln a
r′

（2 .50 .3）

　 　 同样可得，-λ线电荷在r″= （x -a ）2 +y寶
2 处产生的电势为

φ″=- λ
2πε0

ln a
r″ = λ

2πε0
ln r″

a
（2 .50 .4）

于是得λ和-λ在x 、y 点产生的电势便为

φ=φ′+φ″= λ
2πε0

ln r″
r′

（2 .50 .5）

　 　 导体表面上电荷量的面密度为

σ=n ·D =-e x ·ε0 -矪φ
矪（ ）x 0

=ε0
矪φ
矪（ ）x 0

= λ2π
矪

矪x
ln r″

r′ x =0

= λ
2πr′r″

r′矪r″
矪x -r″矪r′

矪（ ）x x =0

= λ
2πr′2r″2 r′2（x +a ）-r″2（x -a［ ］）x =0

= λa
πr′2r″2（x

2 -y 2 -a 2 ）x =0

=- λa
π（y 2 +a 2）

（2 .50 .6）

　 　（2）沿导线方向，导体表面上单位长度的电荷量为

λc =∫
∞

-∞
σdy =-λa

π∫
∞

-∞

dy
y 2 +a 2 =-λ （2 .50 .7）

　 　（3）像电荷-λ在导线处产生的电场强度为

E″=- λ
2πε0

r″
r″2 x =-a

y =0
= λ

4πε0a
e x （2 .50 .8）

故导线单位长度所受的库仑力为
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F =λE″= λ
2

4πε0a
e x （2 .50 .9）

式中e x 是沿x 轴方向的单位矢量.
2 .51 　 一无穷长直线均匀带电，单位长度的电荷量为λ，这直线与一半径为 R

的无穷长直导体圆柱的轴线平行，相距为a（＞ R ）；导体圆柱保持固定的电势，使得
离导体圆柱无穷远处的电势为零.试求：（1 ）圆柱外的电势φ；（2 ）离圆柱很远处φ

　 图2 .51

的渐近式；（3 ）圆柱表面上电荷量的面密度σ；
（4）导线单位长度所受的力.

【解】　（1）用电像法求解.设在带电线与
圆柱轴线构成的平面内，有一与轴线平行的像

电荷，单位长度的电荷量为-λ′，到轴线的距
离为b ，它们的横截面如图2 .51 所示.假定像
电荷为-λ′，是为了使-λ′λ＜ 0，即像电荷必须
与λ异号，才能满足圆柱面为等势面的边界条

件.
以轴线上一点O 为原点，取平面极坐标系.空间任一点 P（r ，θ）到λ和-λ′的

距离分别为s 和s′，则 P 点的电势为

φ（r ，θ）=
1

2πε0
ln s′λ′

s（ ）λ = 1
2πε0

ln
（r 2 +b 2 -2brcosθ）λ′／2
（r 2 +a 2 -2arcosθ）λ／［ ］2

= 1
4πε0

ln
（r 2 +b 2 -2br cosθ）λ′
（r 2 +a 2 -2arcosθ）［ ］λ （2 .51 .1）

当r =R 时，φ（R ，θ）=U 便是导体圆柱的电势，它是常量.由（2 .51 .1）式得
（R 2 +b 2 -2bR cosθ）λ′
（R 2 +a 2 -2aR cosθ）λ

=e4πε0 U （2 .51 .2）

因U 与θ无关，故由（2 .51 .2）式得出

λ′=λ （2 .51 .3）

b =ae
4πε0 U
λ =R 2

a
（2 .51 .4）

　 　 将（2 .51 .3）、（2 .51 .4）两式代入（2 .51 .1）式，便得所求的电势为

φ（r ，θ）=
λ

4πε0
ln r 2 +R 4／a 2 -2R 2rcosθ／a

r 2 +a 2 -2arcos（ ）θ
（2 .51 .5）

　 　（2）离圆柱很远处，r／a → ∞，根据展开公式

ln（1 +x ）=x - 1
2 x 2 + 1

3 x 3 - 1
4 x 4 +⋯　 　（x 2

＜ 1） （2 .51 .6）

由（2 .51 .5）式得

φ（r ，θ）=
λ

4πε0
ln 1 +R 4／a 2 -2R 2rcosθ／a -a 2 +2arcosθ

r 2 +a 2 -2arcos（ ）θ
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≈
λ

4πε0
ln 1 +2（a 2 -R 2）cosθ
［ ］ar

≈
λ

4πε0

2（a 2 -R 2）cosθ
ar = λ

2πε0

a 2 -R 2

a
cosθ
r

（2 .51 .7）

　 　（3 ）设n 为圆柱表面外法线方向上的单位矢量，则圆柱表面上电荷量的面密
度为

σ=n ·D =er ·D =-ε0
矪φ
矪r r =R

=-λ4π
r 2 +a 2 -2arcosθ

r 2 +R 4／a 2 -2R 2rcosθ／a
1

（r 2 +a 2 -2ar cosθ）2
×

　［（ r 2 +a 2 -2arcosθ）（2r -2R 2cosθ／a ）-

　（r 2 +R 4／a 2 -2R 2rcosθ／a ）（2r -2acosθ）］
r =R

=-λ2π
a 2 -R 2

R（a 2 +R 2 -2aR cosθ）
（2 .51 .8）

　 　（4）导线单位长度所受的力等于像电荷对它的单位长度电荷的作用力，即

f =λE′=λ -λ
2πε0（a -b ）e［ ］r =- aλ2

2πε0（a 2 -R 2）
e r （2 .51 .9）

　 　 2 .52 　 真空中有一半径为R 的导体球，球外有一电荷量为q 的点电荷，q 到球
心的距离为a（a ＞ R ），如图2 .52 所示.已知球的电势为零，试求：（1）球外的电势分

　 图2 .52

布；（2）球面上电荷量的面密度；（3 ）q 受球
上电荷的作用力.
【解】　 本题是电像法的典型题之一，

除求解外，我们还在后面作一些讨论.
（1）设导体球不存在，而在原来球内有

一电荷量为q′的点电荷（像电荷），q′在q 与
原球心O 的连线上离O 为a′处，如图2 .52
所示.利用边界条件求出q′和a′，问题就解

决了.边界条件是球面上电势为零.由图2 .52 得q 和q′在球面上产生的电势为

φS = 1
4πε0

q
r

+ 1
4πε0

q′
r′

（2 .52 .1）

令φS =0 便得

r′q =-rq′ （2 .52 .2）
即

R 2 +a′2 -2Ra′cos寶 θq =- R 2 +a 2 -2Ra cos寶 θq′ （2 .52 .3）

所以
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（R 2 +a′2 -2Ra′cosθ）q 2 =（R 2 +a 2 -2Ra cosθ）q′2 （2 .52 .4）
要上式对任何θ都成立，它两边cosθ的系数必须相等，即

a′q 2 =aq′2 （2 .52 .5）

　 图2 .52（1）

把（2 .52 .5）式代入（2 .52 .4）式便得

a′=R 2

a
（2 .52 .6）

由（2 .52 .5）和（2 .52 .6）两式得

q′=-R
a q （2 .52 .7）

本来q′= R 2

a 2q寶
2 =±R

a q ，这里只能取负

号，否则球面电势不能为零.
于是得球外任意一点P（r ，θ）的电势便

为［参见图2 .52（1）］

φ（r ，θ）=
1

4πε0

q
s

+ 1
4πε0

q′
s′

= 1
4πε0

q
r 2 +a 2 -2arcos寶 θ

+ q′

r 2 +a′2 -2a′rcos寶［ ］θ （2 .52 .8）

把上面求出的a′和q′值代入，便得所求的电势为

φ（r ，θ）=
q

4πε0

1
r 2 +a 2 -2arcos寶 θ

- 1

R 2 + ar
（ ）R

2

-2arcos寶

熿

燀

燄

燅
θ
，　 　 r ≥ R

（2 .52 .9）

　 　（2）球面上电荷量的面密度为

σ（θ）=n ·D =ε0E n =-ε0
矪φ
矪（ ）r r =R

=- q
4π

a 2 -R 2

R（R 2 +a 2 -2aR cosθ）3／2
（2 .52 .10）

由此式得

σ（π）=-q
4π

a -R
R（a +R ）2 ＜ 0 （2 .52 .11）

这表明，球面上离q 最远处也是负电荷.球面上的总电荷量为

q t =∫
π

0
σ（θ）·2πR sinθ·R dθ

=-q
2
R（a 2 -R 2）∫

π

0

sinθdθ
（R 2 +a 2 -2aR cosθ）3／2
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=-R
a q =q′ （2 .52 .12）

即球面上的总电荷量等于像电荷的电荷量.
（3）q 受球上电荷的作用力等于像电荷q′作用在q 上的力，即

F = 1
4πε0

qq′
（a -a′）2

n =-
aRq 2

4πε0（a 2 -R 2）2
n （2 .52 .13）

式中n 为球面通过q 的法线方向上的单位矢量.负号表示q 被球上电荷吸引.
【讨论】　（1）若题不是给球的电势为零，而是给球上的电荷量为 Q .
由前面的分析可知，在距离球心为a（a ＞ R ）处放一电荷量为q 的点电荷，如

果球上带有电荷量为q′=-R
a q 的电荷，则球的电势便为零.这时，如果再把电荷

量Q +R
a q 放到球上，则球上的电荷量便为Q 了.根据叠加原理，这加上去的电荷量

Q +R
q
应均匀分布在球面上.因此，对于球外任一点P（r ，θ），这电荷所产生的电势

便等于它集中在球心所产生的电势.
由此可见，若题不是给球的电势为零，而是给球上的电荷量为Q 时，则所求的

电势便为

φ（r ，θ）=
1

4πε0

q
s

+q′
s′

+
Q +Rq／a（ ）r

= q
4πε0

1
r 2 +a 2 -2arcos寶 θ

- 1

R 2 + ar
（ ）R

2

-2arcos寶

熿

燀

燄

燅
θ

+
Q +Rq／a
4πε0r

（2 .52 .14）

　 　 这时q 所受的力为

F = 1
4πε0

qq′
（a -a′）2

n + 1
4πε0

q（Q +Rq／a ）
a 2 n

= q
4πε0a 2

Q -R 3（2a 2 -R 2）

a（a 2 -R 2）2［ ］q n （2 .52 .15）

当Q ＜
R 3（2a 2 -R 2 ）

a（a 2 -R 2）2 q
时，为吸引力.可见只要Q 足够小，或a -R 足够小（即q 很

靠近球），q 受到的便是吸引力.
（2）若题不是给球的电势为零，而是给球的电势为φS .

由前面的分析可知，当球上的电荷量为 Q + R
a q 时，由（2 .52 .14 ）式和

（21 521 1）式得出：球的电势为
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φS =
Q +Rq／a
4πε0R

（2 .52 .16）

这是q 存在时，球上的电荷量与球的电势之间的关系式.由这个关系得出：在已知

φS
时，只需将（2 .52 .14）式中的Q +Rq／a 换成4πε0RφS

，便可得出所求的电势来.
结果为

φ（r ，θ）=
q

4πε0

1
r 2 +a 2 -2arcos寶 θ

- 1

R 2 + ar
（ ）R

2

-2arcos寶

熿

燀

燄

燅
θ

+
RφS

r

（2 .52 .17）

　 　 这时q 所受的力只需将（2 .52 .15）式中的Q +
Rq
a
换成4πε0RφS 即得.

2 .53 　 导体内有一半径为R 的球形空腔，腔内充满电容率为ε的均匀电介质.
现将电荷量为q 的点电荷放在腔内离球心为a（a ＜ R ）处，如图2 .53 所示.已知导
体的电势为零.试求：（1）腔内任一点P（r ，θ）的电势φ；（2）腔壁上感应电荷量的面
密度；（3）介质极化电荷量的密度和面密度.
【解】　 用电像法求解.
（1）设导体不存在，整个空间都充满了电容率为ε的均匀介质；在从球心O 到

q 的延长线上离O 为b 处，有一电荷量为q′的点电荷（像电荷），使腔壁的电势为零，
如图2 .53（1）所示，即

φc = 1
4πε

q
s

+q′（ ）s′ =0 （2 .53 .1）

s′q =-sq′，　 　 s′2q 2 =s 2q′2

（b 2 +R 2 -2bR cosθ）q 2 =（a 2 +R 2 -2aR cosθ）q′2 （2 .53 .2）

图2 .53 图2 .53（1）

要使上式对任何θ都成立，上式两边cosθ的系数必须相等，于是得

bq 2 =aq′2 （2 .53 .3）
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把（2 .53 .3）式代入（2 .53 .2）式得

b =R 2

a
（2 .53 .4）

q′=-R
a q （2 .53 .5）

　 　 由此得介质内任一点P（r ，θ）的电势为

φ= 1
4πε

q
r 2 +a 2 -2arcos寶 θ

+ q′

r 2 +b 2 -2brcos寶［ ］θ

= q
4πε

1
r 2 +a 2 -2arcos寶 θ

- 1

R 2 + ar
（ ）R

2

-2arcos寶

熿

燀

燄

燅
θ

（2 .53 .6）

　 　（2）腔壁上感应电荷量的面密度为

σ=n ·D =-er·（εE ）=εe r·

Δ

φ=ε
矪φ
矪（ ）r R

=-
（R 2 -a 2）q

4πR（R 2 +a 2 -2aR cosθ）3／2
（2 .53 .7）

　 　（3）介质内极化电荷量的密度为

ρP =-
Δ

·P =-
Δ

·（ε-ε0）E =（ε-ε0）
Δ

2
φ

=（ε-ε0）-ρ（ ）ε =- 1 -ε0（ ）ε ρ （2 .53 .8）

式中ρ是自由电荷量密度.当r =a ，θ=0 时，有自由点电荷q ，故这点有极化点电
荷，其电荷量为

q P =- 1 -ε0（ ）ε q （2 .53 .9）

在腔内其他点，无自由电荷（即ρ=0），故

ρP =0 （2 .53 .10）

　 　 介质表面极化电荷量的面密度为

σP =n ·P =er·（ε-ε0）E =-（ε-ε0）
矪φ
矪（ ）r R

=
（ε-ε0）（R 2 -a 2）q

4πεR（R 2 +a 2 -2aR cosθ）3／2
（2 .53 .11）

　 　【讨论】　 腔壁上感应电荷的总量为

q i =∫
π

0
σ·2πR 2sinθdθ

=-R（R 2 -a 2 ）

2 ∫
π

0

sinθdθ
（R 2 +a 2 -2aR sinθ）3／2

=-q （2 .53 .12）

这个结果由高斯定理也很容易得出.
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介质表面极化电荷的总量为

q′P =∫
π

0
σP ·2πR

2sinθdθ= 1 -ε0（ ）ε q （2 .53 .13）

这个结果也可以由（2 .53 .9）式和电荷守恒定律

q P +q′P =0 （2 .53 .14）
得出.

　 图2 .54

2 .54 　 一金属球壳的内外半径分别为 R 1 和

R 2 ，在壳内离球心 O 为a 处有一点电荷，其电荷量
为q 1 ；在球壳外离球心为b 处有另一点电荷，其电荷
量为q 2 ，如图2 .54 所示.已知球壳上总电荷量为零.
试求q 1 、q 2 和球壳三者各自所受的库仑力.
【解】　 由于球壳是封闭导体，故壳外所有电荷

（包括壳的外表面上的电荷）在壳内产生的电场强度

之和为零，壳内所有电荷（包括壳的内表面上的电

荷）在壳外产生的电场强度之和为零（静电屏蔽）.因此，壳内q 1 所受的库仑力 F 1

便等于壳内壁上所有电荷对它的作用力之和，壳外q 2 所受的库仑力 F 2 便等于壳

外表面上所有电荷对它的作用力之和，而壳所受的库仑力 F 便等于q 1 和q 2 对它

的作用力之和.

　 图2 .54（1）

根据电像法，q 1 的电像（参见2 .53 题）为

q′1 =-R 1

a q 1 （2 .54 .1）

它到球心O 的距离［如图2 .54（1）所示］为

a′=R 2
1

a
（2 .54 .2）

q 2 的电像q′2 及其到球心的距离分别为

q′2 =-R 2

b q 2 （2 .54 .3）

b′=R 2
2

b
（2 .54 .4）

　 　 q 1 所受的库仑力F 1 便等于它的像电荷q′1 对它的作用力，即

F 1 =
q 1q′1

4πε0（a′-a ）2
（-n 1 ）=

q 1 -
R 1q 1（ ）a

4πε0
R 2

1

a -（ ）a
2
（-n 1）

=
aR 1q 2

1

4πε0（R 2
1 -a 2）2

n 1 （2 .54 .5）
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式中n 1 为从球心到q 1 方向上的单位矢量.

q 2 所受的库仑力等于壳的外表面上所有电荷对它的作用力之和.壳的外表面
上有以下几种电荷：因壳的内表面上出现-q 1 而在壳的外表面上出现的电荷q 1 ；

因q 2 而产生的感应电荷（像电荷）-R 2

b q 2 ；因壳内外的总电荷量为零，故外表面上

除q 1 和-R 2

b q 2 外，还有
R 2

b q 2 .其中-R 2

b q 2 是根据静电感应规律分布在外表面上，

而q 1 和
R 2

b q 2 则均匀地分布在外表面上.因此，q 2 所受的库仑力便为

F 2 =
q 2

4πε0

q′2

（b -b′）2
n 2 +

q 2

4πε0

q 1 +R 2

b q 2

b 2 n 2

=
q 2

4πε0

-R 2q 2／b
（b -R 2

2／b ）2
n 2 +

q 2（bq 1 +R 2q 2）

4πε0b 3 n 2

=
q 2

4πε0

bq 1 +R 2q 2

b 3 -
bR 2q 2

（b 2 -R 2
2 ）［ ］2 n 2 （2 .54 .6）

式中n 2 为从球心到q 2 方向上的单位矢量.
因静电的库仑力遵守牛顿第三定律，故球壳所受的库仑力便为

F =-F 1 -F 2

=-
aR 1q 2

1

4πε0（R 2
1 -a 2）2

n 1 -
q 2

4πε0

bq 1 +R 2q 2

b 3 -
bR 2q 2

（b 2 -R 2
2）［ ］2 n 2

=-
aR 1q 2

1

4πε0（R 2
1 -a 2）2

n 1 +
q 2

4πε0

bR 2q 2

（b 2 -R 2
2）

2 -
bq 1 +R 2q 2

b［ ］3 n 2 （2 .54 .7）

　 　 2 .55 　 一球形放电器由两个相同的金属球构成，球的半径都是2 .0c m ，两球中
心相距为10 .0cm .已知空气的介电强度为30k V／cm ，问这放电器放在空气中时，
两球间的电压达到什么值时空气便会击穿？试估算到一级近似.
【解】　 先考虑零级近似，即把两个球当做都在球心的两个点电荷，电荷量分别

为q 和-q ，求它们所产生的电场强度和电势差.设两球的电荷量分别为q 和-q ，
电势分别为φ+和φ-，则

φ-=-φ+
（2 .55 .1）

两球的电势差为

U =φ+-φ-=2φ+
（2 .55 .2）

　 　 因两球内侧的电场强度最大，设其值为 E m ，则在两球内侧，q 和-q（都在球
心）所产生的E m 和电势分别为（参见图2 .55）

E m =
q

4πε0a 2 -
-q

4πε0（l -a ）2
= q

4πε0

1
a 2 + 1

（l -a ）［ ］2
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= q
4πε0

1
2 .0 2 + 1

（10 .0 -2 .0）［ ］2 =17
64

q
4πε0

（2 .55 .3）

φ+=
q

4πε0a
+

-q
4πε0（l -a ）

= q
4πε0

1
a + 1

l -（ ）a

= q
4πε0

1
2 .0 - 1

8 .（ ）0 = 3
8

q
4πε0

（2 .55 .4）

图2 .55

用以上两式消去 q
4πε0

，并取E m =30k V／cm（题给的值），便得

φ+=
64
17 × 3

8 E m =24
17 ×30 =42 .4（k V ） （2 .55 .5）

于是由（2 .55 .2）式得零级近似为

U 0 =2φ+=85k V （2 .55 .6）

　 　 再考虑一级近似，即考虑q 和-q 所产生的第一级电像.由电像法得出，这两
个电像的电荷量和位置（到最近球心的距离b ，参见图2 .55）分别为（参见2 .52 题）

q′=-a
l q ，　 　 q″=-a

l
（-q ）= a

l q （2 .55 .7）

b =a 2

l = 4 .0
10 .0 =0 .40（cm ） （2 .55 .8）

　 　 在两球内侧处，四个点电荷（q 、-q 、q′和q″）所产生的电场强度的值E m 和电势

分别为

E m =
q

4πε0a 2 + q″
4πε0（a -b ）2

-
-q

4πε0（l -a ）2
- q′
4πε0（l -a -b ）2

= q
4πε0

1
a 2 + a

l（a -b ）2 + 1
（l -a ）2 + a

l（l -a -b ）［ ］2

= q
4πε0

1
2 .0 2 + 2 .0

10（2 .0 -0 .4）2 + 1
（10 -2 .0）2 + 2 .0

10（10 -2 .0 -0 .4）［ ］2

=0 .347 q
4πε（ ）0

（2 .55 .9）

φ+=
q

4πε0

1
a + a

l（a -b ）-
1

l -a - a
l（l -a -b［ ］）
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= q
4πε0

1
2 .0 + 2 .0

10（2 -0 .4）-
1

10 -2 .0 - 2 .0
10（10 -2 .0 -0 .4［ ］）

=0 .474 q
4πε（ ）0

（2 .55 .10）

消去 q
4πε0

，便得一级近似为

U 1 =2φ+=2 ×0 .474 E m

0 .（ ）347 =2 ×0 .474 × 30
0 .347

=82（k V ） （2 .55 .11）

　 　 2 .56 　 电容率分别为ε1 和ε2 的两无穷大均匀介质的交界面是一无穷大平面.
在介质ε1 中，离交界面为a 处，有一电荷量为q 的点电荷（自由电荷）.试求：（1）两
介质中的电势；（2）交界面上极化电荷量的面密度和极化电荷量；（3）q 所受的库
仑力.

　 图2 .56

【解】　 用电像法求解.
（1）以两介质的交界面为 x2y 平面取笛

卡儿坐标系，使ε1 在z ＞ 0 处，ε2 在z ＜ 0 处，
且q 在z =a 处，如图2 .56 所示.

先考虑介质ε1 中的电势φ1 .设z ＜ 0 空
间的介质ε2 全部换为介质ε1 ，并在 z 轴上

z =-a 处有q 的像电荷q′，则z ≥ 0 空间里任
一点 P（x ，y ，z ）的电势便为

　 　 　φ1 = 1
4πε1

q
x 2 +y 2 +（z -a ）寶

2
+ 1
4πε1

q′

x 2 +y 2 +（z +a ）寶
2
（2 .56 .1）

　 　 再考虑介质ε2 中的电势φ2 .这时我们不能用上面的像电荷q′来计算ε2 区域

内的电势.这是因为，按照电像法，像电荷必须在所考虑的区域之外.所以，我们现

在把在ε2 区域外的电荷q 及其引起的极化电荷合起来，用ε2 区域外的一个像电荷

q″来统一考虑.设z ＞ 0 空间的介质ε1 全部换为介质ε2 ，并在z 轴上z =b 处有一电
荷q″，则z ≤ 0 空间里任一点P（x ，y ，z ）的电势便为

φ2 = 1
4πε2

q″

x 2 +y 2 +（z -b ）寶
2

（2 .56 .2）

　 　 下面由边界条件定q′、q″和b .边界条件为

（φ1
）z =0 =（φ2

）z =0 （2 .56 .3）

ε1
矪φ1

矪（ ）z z =0
=ε2

矪φ2

矪（ ）z z =0

（2 .56 .4）
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E 1t =E 2t，　 　 即
矪φ1

矪（ ）x z =0
=

矪φ2

矪（ ）x z =0

（2 .56 .5）

将（2 .56 .1）和（2 .56 .2）两式的φ1 和φ2 代入（2 .56 .3）式并取x =y =0，便得

q
ε1a

+q′
ε1a

= q″
ε2b

（2 .56 .6）

将φ1
和φ2

代入（2 .56 .4）式并取x =y =0 ，便得

-q
a 2 +q′

a 2 =-q″
b 2

（2 .56 .7）

将φ1
和φ2

代入（2 .56 .5）式，消去分子中的x 后，再取x =y =z =0，便得

q
ε1a 3 + q′

ε1a 3 = q″
ε2b 3

（2 .56 .8）

由以上三式解得

a =b （2 .56 .9）

q′=ε1 -ε2

ε1 +ε2
q （2 .56 .10）

q″= 2ε2

ε1 +ε2
q （2 .56 .11）

将这些值分别代入（2 .56 .1）和（2 .56 .2）两式，便得所求的电势为

φ1 =
q

4πε1

1
x 2 +y 2 +（z -a ）寶

2
+ε1 -ε2

ε1 +ε2

1
x 2 +y 2 +（z +a ）寶［ ］2

，　 　 z ≥ 0

（2 .56 .12）

φ2 =
q

2π（ε1 +ε2）
1

x 2 +y 2 +（z -a ）寶
2
，　 　 z ≤ 0 （2 .56 .13）

　 　（2）交界面上极化电荷量的面密度为

σp =σP1
+σP2

=n 1 ·P 1 +n 2 ·P 2

=-e z ·（ε1 -ε0）E 1 +e z ·（ε2 -ε0 ）E 2

=（ε1 -ε0 ）e z

·Δ

φ1 -（ε2 -ε0 ）e z ·

Δ

φ2

=（ε1 -ε0 ）
矪φ1

矪（ ）z z =0
-（ε2 -ε0）

矪φ2

矪（ ）z z =0

=
（ε1 -ε2 ）ε0qa

2πε1（ε1 +ε2）（x 2 +y 2 +a 2）3／2
（2 .56 .14）

交界面上的极化电荷量为

q P =∫
∞

0
σP·2πrdr =

（ε1 -ε2）ε0qa
ε1（ε1 +ε2 ）∫

∞

0

rdr
（r 2 +a 2）3／2

=
（ε1 -ε2）ε0

（ε1 +ε2）ε1
q （2 .56 .15）
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　 　（3）q 所受的库仑力等于它的像电荷q′对它的作用力，即

F = qq′
4πε1（2a ）2

e z =
（ε1 -ε2）q 2

16πε1（ε1 +ε2）a 2e z （2 .56 .16）

　 　【讨论】　 上述结果表明，当ε1 ＞ε2 时，q′与q 同号，q 受的是排斥力；当ε1 ＜ε2

时，q′与q 异号，q 受的是吸引力.
2 .57 　 考虑z ≥ 0 的半空间里的电势问题，附带的条件是在z =0 平面上和无

穷远处满足第一类边界条件（Dirichlet 边界条件）.（1 ）写出合适的格林函数

G（r ，r′）；（2）如果对z =0 平面上的电势规定如下：在以原点为圆心、a 为半径的圆
内，φ=U ，而在圆外则φ=0 .试求以柱坐标（r ，�，z ）标明的点上电势φ的积分表达

式；（3）证明在z 轴上的电势为φ=U 1 - z
a 2 +z寶（ ）2

；（4）证明在r 2 +z 2
冲 a 2 处，φ

可以展成（r 2 +z 2）-1 的幂级数，前几项为

φ=Ua 2

2
z

（r 2 +z 2）3／2
1 - 3a 2

4（r 2 +z 2）+
5a 2（3r 2 +a 2 ）

8（r 2 +z 2）2 -［ ］⋯
（5）验证前面的（3）和（4）在它们共同有效的区域内，彼此是一致的.

【解】　（1）在笛卡儿坐标系里，上半空间的格林函数为

G（r ，r′）= 1
4πε0

1
（x -x′）2 +（y -y′）2 +（z -z′）寶［ 2

-
1

（x -x′）2 +（y -y′）2 +（z +z′）寶 ］2
（2 .57 .1）

由笛卡儿坐标系到柱坐标系的变换式得

　（x -x′）2 +（y -y′）2 +（z ±z′）2

=（rcos�-r′cos�′）2 +（rsin�-r′sin�′）2 +（z ±z′）2

=r 2 +r′2 -2rr′cos（�-�′）+（z ±z′）2 （2 .57 .2）
将（2 .57 .2）式代入（2 .57 .1）式，便得所要求的格林函数为

G（r ，r′）= 1
4πε0

1
r 2 +r′2 -2rr′cos（�-�′）+（z -z′）寶［ 2 -

1
r 2 +r′2 -2rr′cos（�-�′）+（z +z′）寶 ］2

（2 .57 .3）

　 　（2）题给出了电势φ在边界上的值，这时由格林函数（2 .57 .3 ）式，得所求的电
势φ的积分表达式为

φ=∫V
ρ（r′）G（r ，r′）dV′-ε0∮S

φ（r′）
矪G
矪n′

dS′ （2 .57 .4）

因ρ（r′）=0 和在无穷远处φ=0，故得

φ=-ε0∮S
φ（r′）

矪G
矪n′

dS′=ε0∫S

矪G
矪z′ z′=0

dS′=ε0∫
a

0∫
2π

0

矪G
矪z′ z′=0

r′dr′d�′

（2 .57 .5）
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　 　 式中用到了
矪G
矪n′=-矪G

矪z′
，这是因为，n′是空间V 的边界面的外法线方向，与z

轴方向相反.由（2 .57 .3）式得

矪G
矪z′ z′=0

= z
2πε0

1
r 2 +r′2 -2rr′cos（�-�′）+z［ ］

2 3／2 （2 .57 .6）

将（2 .57 .6）式代入（2 .57 .5）式，便得所求的电势的积分表达式为

φ=Uz
2π∫

a

0∫
2π

0

r′dr′d�′
r 2 +r′2 -2rr′cos（�-�′）+z［ ］

2 3／2
（2 .57 .7）

因

r 2 +r′2 +z 2
＞ 2rr′ （2 .57 .8）

故（2 .57 .7）式的积分一般是椭圆积分，不能用有限项的初等函数表示.
（3）在轴线上z 处，r =0 ，在这种特殊情况下，（2 .57 .7）式的积分可以用初等

函数表示.这时

φ=Uz
2π∫

a

0∫
2π

0

r′dr′d�′
（r′2 +z 2）3／2 =U z∫

a

0

r′dr′
（r′2 +z 2）3／2

=U z - 1
r′2 +z寶［ ］2

a

0
=U 1 - z

a 2 +z寶（ ）2
（2 .57 .9）

　 　（4）在r 2 +z 2
冲 a 2 处，r 2 +z 2

＞ r′2 -2rr′cos（�-�′），故（2 .57 .7 ）式中被积函
数可以展开，由展开公式

（1 +x ）-3／2 =1 - 3
2 x +15

8 x 2 -35
16x

3 +⋯ （2 .57 .10）

得

　 r 2 +r′2 -2rr′cos（�-�′）+z［ ］
2 -3／2

=（r 2 +z 2）-3／2 1 +r′2 -2rr′cos（�-�′）
r 2 +z［ ］2

-3／2

=（r 2 +z 2）-3／2 1 - 3
2

r′2 -2rr′cos（�-�′）
r 2 +z 2 +15

8
r′2 -2rr′cos（�-�′）

r 2 +z［ ］2

2

-｛ ｝⋯
（2 .57 .11）

将（2 .57 .11）式代入（2 .57 .7）式得

φ=Uz
2π

1
（r 2 +z 2）3／2∫

a

0∫
2π

0
1 - 3

2
r′2 -2rr′cos（�-�′）

r 2 +z｛ 2 +

　
15
8

r′2 -2rr′cos（�-�′）
r 2 +z［ ］2

2

- ｝⋯ r′dr′d�′

=Uz
2π

1
（r 2 +z 2）3／2

πa 2 - 3
2

1
r 2 +z 2

πa 4

2 +15
8

1
（r 2 +z 2）2

πa 4（a 2 +3r 2）

3 -［ ］⋯

=Ua 2

2
z

（r 2 +z 2 ）3／2
1 - 3a 2

4（r 2 +z 2）+
5a 2（a 2 +3r 2）

8（r 2 +z 2）2 -［ ］⋯ （2 .57 .12）
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　 　（5）r =0 和z 2
冲 a 2 是（3）和（4）共同有效的区域，这时（2 .57 .12）式化为

φ=Ua 2

2
1
z 2 1 -3a 2

4z 2 +（ ）⋯ ≈
U
2

a 2

z 2 （2 .57 .13）

这时（2 .57 .9 ）式可化为

φ=U 1 - 1 +a 2

z（ ）2

-1／

［ ］
2

=U 1 - 1 - 1
2

a 2

z 2 + 3
8

a 4

z 4 -（ ）［ ］⋯

≈
U
2

a 2

z 2 （2 .57 .14）

可见两者是一致的.
2 .58 　 试证明：球对称分布的电荷系，对于球心的电偶极矩和电四极矩均为零.
【证】　 依定义，电荷系的分布ρ（r ），即电荷量密度，对球心r c =0 的电偶极矩

p 和电四极矩Q 分别为

p =∫V
rρ（r ）dV （2 .58 .1）

和

Q =∫V
（3rr -r 2I ）ρ（r）dV （2 .58 .2）

式中I 为单位张量，用笛卡儿坐标表示为
I =e 1e 1 +e 2e 2 +e 3e 3 （2 .58 .3）

　 　 由于球对称分布，故ρ（-r）=ρ（r），于是
rρ（r）dV +（-r）ρ（-r）dV =0 （2 .58 .4）

由（2 .58 .4）式可知，这时由（2 .58 .1）式定义的p 为零.
电四极矩Q 在笛卡儿坐标系的分量式为

Q ij =∫V
（3x ix j -r 2

δij ）ρ（r ）dV （2 .58 .5）

当i ≠ j 时

Q ij =3∫V
x ix jρ（r ）dV （2 .58 .6）

　 　 由于球对称分布，故有

x ix jρ（r）dV +（-x i）x jρ（r ）dV =0
x ix jρ（r ）dV +x i（-x j）ρ（r ）dV = ｝0 （2 .58 .7）

所以

Q ij =0 （2 .58 .8）
当i =j 时，

Q ii =∫（3x ix i -r 2）ρ（r ）dV （2 .58 .9）

因球对称，故有

Q 11 =Q 22 =Q 33 （2 .58 .10）
又由（2 .58 .9 ）式有
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Q 11 +Q 22 +Q 33 =0 （2 .58 .11）
所以

Q 11 =Q 22 =Q 33 =0 （2 .58 .12）
于是得

Q =0 （2 .58 .13）
　 　 2 .59 　 设电荷分布在有限区域V 内，并且是轴对称分布的，则取对称轴上任

一点为原点，以对称轴为z 轴时，电荷量密度ρ便只是r 和θ的函数.（1 ）试证明这
电荷分布对原点的电偶极矩为p =pe z ，式中e z 为z 轴方向上的单位矢量，并求p
的表达式；（2 ）试证明这电荷分布对原点的电四极矩 Q 的分量式为：当i ≠ j 时，

Q ij =0 ；当i =j 时，Q 11 =Q 22 =-1
2 Q 33 ，并求Q 33 的积分表达式.

【解】　（1）由电偶极矩的定义

p =∫V
rρ（r ）dV （2 .59 .1）

得

p =∫V
ρ（r ，θ）rdV

=∫
r

0∫
π

0∫
2π

0
ρ（r ，θ）（rsinθcos�e x +rsinθsin�e y +rcosθe z）r 2sinθdrdθd�

=2π∫
r

0∫
π

0
r 3
ρ（r ，θ）sinθcosθdrdθe z （2 .59 .2）

p =pe z （2 .59 .3）
其中

p =2π∫
r

0∫
π

0
r 3
ρ（r ，θ）sinθcosθdrdθ （2 .59 .4）

　 　（2）由电四极矩的定义式

Q =∫V
（3rr -r 2I ）ρ（r）dV （2 .59 .5）

得它的分量式为

Q ij =∫V
（3x ix j -r 2

δij ）ρ（r）dV （2 .59 .6）

当i ≠ j 时

Q ij =3∫V
x ix jρ（r ，θ）dV

=3∫
r

0∫
π

0∫
2π

0
x ix jr 2

ρ（r ，θ）sinθdrdθd�

=Q ji （2 .59 .7）
因i ≠ j ，故x i 和x j 有一个是z 时，由于

∫
2π

0
sin�d�=0，　 　∫

2π

0
cos�d�=0
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故得

Q 13 =Q 31 =Q 23 =Q 32 =0 （2 .59 .8）

当x i 和x j 全不是z 时，由于

∫
2π

0
sin�cos�d�=0

故得

Q 12 =Q 21 =0 （2 .59 .9）

　 　 又由（2 .59 .6）式得

Q 11 =∫V
（3x 2

1 -r 2）ρ（r ，θ）dV

=∫
r

0∫
π

0∫
2π

0
（3sin 2

θcos2
�-1）ρ（r ，θ）r

4sinθdrdθd�

=2π∫
r

0∫
π

0
ρ（r ，θ）r

4 3
2 sin 2

θ-（ ）1 sinθdrdθ （2 .59 .10）

Q 22 =∫V
（3x 2

2 -r 2）ρ（r ，θ）dV

=∫
r

0∫
π

0∫
2π

0
（3sin 2

θsin 2
�-1）ρ（r ，θ）r

4sinθdrdθd�

=2π∫
r

0∫
π

0
ρ（r ，θ）r

4 3
2 sin 2

θ-（ ）1 sinθdrdθ=Q 11 （2 .59 .11）

Q 11 +Q 22 +Q 33 =0 （2 .59 .12）

故得

Q 11 =Q 22 =- 1
2 Q 33 （2 .59 .13）

Q 33 的表达式为

Q 33 =∫V
（3z 2 -r 2）ρ（r ，θ）dV

=∫
r

0∫
π

0∫
2π

0
（3cos2

θ-1）ρ（r ，θ）r
4sinθdrdθd�

　 图2 .60

=2π∫
r

0∫
π

0
ρ（r，θ）r

4（3cos2
θ-1）sinθdrdθ （2 .59 .14）

　 　 2 .60 　 如图2 .60 所示，在z 轴上-l ≤ z ≤ l 区域内
有任意线电荷分布λ（z ），线电荷外是真空.试利用勒让
德多项式的生成函数导出这线电荷外r ＞ l 空间内任意
一点P（r ，θ）的电势φ（r ，θ），并讨论前三项的物理意义.
【解】　 如图2 .60 ，z′处的电荷元dq =λ（z′）dz′在

P（r ，θ）点产生的电势为
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dφ（r ，θ）=
1

4πε0

λ（z′）dz′
r 2 +z′2 -2rz′cos寶 θ

= 1
4πε0r

λ（z′）dz′

1 + z′
（ ）r

2

-2 z′
r cos寶 θ

（2 .60 .1）

整个电荷在P（r ，θ）点产生的电势为

φ（r ，θ）=
1

4πε0r∫
l

-l

λ（z′）dz′

1 + z′
（ ）r

2

-2 z′
r cos寶 θ

（2 .60 .2）

　 　 勒让德多项式｛P n（x ）｝0 ≤ n ≤ ∞的生成函数为

1
1 -2sx +x寶

2
= ∑

∞

n =0
P n（x ）s n ，　 　 |s |＜ 1 （2 .60 .3）

故得

φ（r ，θ）=
1

4πε0r∫
l

-l ∑
∞

n =0
P n（cosθ）

z′
（ ）r

n

λ（z′）dz′

= 1
4πε0 ∑

∞

n =0

P n（cosθ）
r n+1 ∫

l

-l
z′n
λ（z′）dz′ （2 .60 .4）

　 　 前三项的物理意义如下：

第一项，n =0 .

φ0
（r ，θ）= 1

4πε0

1
r∫

l

-l
λ（z′）dz′= Q

4πε0r
（2 .60 .5）

它等于整个电荷都集中在原点时所产生的电势.
第二项，n =1 .

φ1（r ，θ）=
1

4πε0

cosθ
r 2∫

l

-l
z′λ（z′）dz′= pcosθ

4πε0r 2
（2 .60 .6）

式中p =∫
l

-l
z′λ（z′）dz′是电荷分布λ（z ）对原点的电偶极矩.这个结果表明，第二

项φ1
（r ，θ）等于原点有一电偶极矩为p =pe z 的电偶极子所产生的电势.
第三项，n =2 .

φ2
（r ，θ）=3cos2

θ-1
8πε0r 3 ∫

l

-l
z′2
λ（z′）dz′

=3z 2 -r 2

8πε0r 5∫
l

-l
z′2
λ（z′）dz′ （2 .60 .7）

此式可化为

φ2
（r ，θ）=

∑
ij
x iQ ijx j

8πε0r 5 =r ·Q ·r
8πε0r 5

（2 .60 .8）
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式中Q ij 是电四极矩张量Q 的分量，它的表示式为

Q ij =∫
l

-l
（3x′ix′j -r′2

δij ）λ（z′）dz′ （2 .60 .9）

这个结果表明，第三项φ2
（r，θ）等于原点有一电四极矩为Q 的电四极子所产生的电势.

　 图2 .61

2 .61 　 电荷量q 均匀地分布在长为l 的一
段直线上，以这线段为z 轴取笛卡儿坐标系，试
求下列两种情况下这段线电荷对原点的电偶极

矩和电四极矩：（1 ）原点在线段中点，如图 2 .61
所示；（2）原点在线段的一端.
【解】　（1）原点在线段中点.令λ=q／l 为电

荷量的线密度.对原点的电偶极矩为

p =∫q
r′dq =∫

l／2

-l／2
z′e zλdz′=λe z∫

l／2

-l／2
z′dz′=0

（2 .61 .1）
对原点的电四极矩分量为

Q ij =∫q
（3x′ix′j -r′2

δij ）dq

=∫
l／2

-l／2
（3x′ix′j -r′2

δij ）λdz′

=0 ，　 　 当i ≠ j （2 .61 .2）

Q 33 =∫q
（3z′2 -z′2 ）λdz′= 2

3λz′
3

l／2

-l／2
= 1

6λl
3 = 1

6 ql
2 （2 .61 .3）

Q 11 =∫q
（3x′2 -r′2）λdz′=-λ∫

l／2

-l／2
z′2dz′

=- 1
12λl

3 =- 1
12ql

2 （2 .61 .4）

Q 22 =∫q
（3y′2 -r′2 ）λdz′=-λ∫

l／2

-l／2
z′2dz′

=Q 11 =- 1
12ql

2 （2 .61 .5）

故所求的电四极矩Q 用矩阵表示为

Q = 1
12ql

2

-1 0 0
0 -1 0

烄

烆

烌

烎0 0 2

（2 .61 .6）

　 　（2）原点在一端.　 设带电线段在z ≥ 0 处.对原点的电偶极矩为

p =∫q
r′dq =∫

l

0
z′e zλdz′=λe z∫

l

0
z′dz′= 1

2 qle z （2 .61 .7）

对原点的电四极矩分量为
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Q ij =∫q
（3x′ix′j -r′2

δij ）dq =∫
l

0
（3x′ix′j -r′2

δij ）λdz′

=0 ，　 　 当i ≠ j （2 .61 .8）

Q 33 =∫q
（3z′2 -r′2）dq =∫

l

0
（3z′2 -z′2）λdz′= 2

3 ql
2 （2 .61 .9）

Q 11 =∫q
（3x′2 -r′2）dq =-∫

l

0
z′2
λdz′=-1

3 ql
2 （2 .61 .10）

Q 22 =∫q
（3y′2 -r′2）dq =-∫

l

0
z′2
λdz′=-1

3 ql
2 （2 .61 .11）

故所求的电四极矩Q 用矩阵表示为

Q = 1
3 ql

2

-1 0 0
0 -1 0

烄

烆

烌

烎0 0 2

（2 .61 .12）

　 　 设带电线在z ≤ 0 处，则仍有Q ij =0 ，当i ≠ j .这时

Q 33 =∫q
（3z′2 -r′2）dq =∫

0

-l
2z′2
λdz′= 2

3 ql
2 （2 .61 .13）

Q 11 =Q 22 =∫
0

-l
（-z′2）dq =-λ∫

0

-l
z′2dz′=-1

3 ql
2 （2 .61 .14）

可见结果Q 与带电线在z ≥ 0 处相同.这时电偶极矩为

p =∫q
r′dq =∫

0

-l
z′e zλdz′

=- 1
2 l

2e z =- 1
2 qle z （2 .61 .15）

可见p 与带电线在z ≥ 0 处时大小相等而方向相反.
【讨论】　 设带电线上端在z =a ，下端在z =b 处，则对原点的电偶极矩为

p =∫q
r′dq =∫

a

b
z′e zλdz′= 1

2λ
（a 2 -b 2 ）e z = 1

2 q
（a +b ）e z （2 .61 .16）

　 　 电四极矩的分量为

Q ij =∫
a

b
（3x′ix′j -r′2

δij ）λdz′=0 ，　 　 当i ≠ j （2 .61 .17）

Q 33 =∫
a

b
（3z′2 -z′2）λdz′= 2

3λ
（a 3 -b 3）= 2

3 q
（a 2 +ab +b2）　 　（2 .61 .18）

Q 11 =Q 22 =-∫
a

b
z′2
λdz′=-1

3 q
（a 2 +ab +b 2 ） （2 .61 .19）

Q = 1
3 q
（a 2 +ab +b 2）

-1 0 0
0 -1 0

烄

烆

烌

烎0 0 2

（2 .61 .20）
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　 图2 .62

　 　 2 .62 　 一均匀带电圆环，电荷量为q ，半径
为a .环外为真空.试求它在离环心为r（r 冲 a ）
处产生的电势（到二级近似），并与2 .26 题的结
果比较.
【解】　 以环心 O 为原点，环的轴线为 z

轴，取坐标系如图2 .62 所示.
所求电势的零级近似为

φ
（0 ）（r ，θ）= q

4πε0r
（2 .62 .1）

　 　 一级近似为

φ
（1）（r ，θ）= p ·r

4πε0r 3
（2 .62 .2）

式中p 为环上电荷对环心的电偶极矩，由定义得

p =∫q
r dq =λa∫

2π

0
rd�=0 （2 .62 .3）

所以

φ
（1）（r ，θ）=0 （2 .62 .4）

　 　 二级近似为

φ
（2）（r ，θ）= 1

8πε0

∑
ij
x iQ ijx j

r 5
（2 .62 .5）

为此，先求环上电荷对环心的电四极矩分量Q ij ，

Q ij =∫q
（3x′ix′j -r′2

δij ）dq （2 .62 .6）

因电荷都在x2y 平面上，故由上式得x′3 =z′=0 ，于是

Q 13 =Q 31 =Q 23 =Q 32 =0 （2 .62 .7）

Q 12 =Q 21 =3∫
2π

0
x′y′λa d�=3a 3

λ∫
2π

0
sin�cos�d�=0 （2 .62 .8）

Q 11 =∫q
（3x′2 -a 2）dq =3λa 3

∫
2π

0
cos2
�d�-a 2q = 1

2 qa
2 （2 .62 .9）

Q 22 =∫q
（3y′2 -a 2）dq =3λa 3

∫
2π

0
sin 2
�d�-a 2q = 1

2 qa
2 （2 .62 .10）

Q 33 =-∫q
r′2dq =-a 2q （2 .62 .11）

将以上诸式代入（2 .62 .5）式，便得二级近似为

φ
（2）（r ，θ）= 1

8πε0r 5（Q 11x 2 +Q 22y 2 +Q 33z 2）
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= 1
8πε0r 5

1
2
qa 2x 2 + 1

2 qa
2y 2 -qa 2z（ ）2

= qa 2

16πε0r 5
（x 2 +y 2 -2z 2）

= qa 2

16πε0r 3
（1 -3cos2

θ） （2 .62 .12）

　 　 于是得所求电势为

φ（r ，θ）=φ
（0）（r ，θ）+φ

（1）（r ，θ）+φ
（2 ）（r ，θ）

= q
4πε0r

+qa 2（1 -3cos2
θ）

16πε0r 3
（2 .62 .13）

　 　 与2 .26 题的结果比较.2 .26 题的（2 .26 .23）式是r ＞ a 时的准确解，该式的前
两项分别为

φ1 = q
4πε0a

a
（ ）r P 0 = q

4πε0r
（2 .62 .14）

φ2 = q
4πε0a

-（ ）
1
2

a
（ ）r

3

P 2（cosθ）=qa 2（1 -3cos2
θ）

16πε0r 3
（2 .62 .15）

　 图2 .63

比较以上三式可见，两种方法所得结果相同.
2 .63 　 一半径为a 的带电圆环，总电荷

量为q ，以环心O 为原点，环的几何轴为z 轴
（如图2 .63 所示），环上单位长度的电荷量为

λ= q
2πa
（1 +sin�）

试求这环上电荷对环心的电偶极矩 p 和电
四极矩Q .
【解】　 根据定义，所求的电偶极矩为

　 　 　 p =∫q
r dq =∮（xe x +ye y ）λdl

= q
2πa∫

2π

0
（acos�e x +asin�e y ）（1 +sin�）ad�

=
qae x

2π∫
2π

0
（1 +sin�）cos�d�+

qae y

2π∫
2π

0
（1 +sin�）sin�d�

=
qae y

2π∫
2π

0
sin 2
�d�= 1

2 qae y （2 .63 .1）

根据定义，所求的电四极矩Q 的分量为

Q ij =∫q
（3x′ix′j -r′2

δij ）dq =3∫q
x′ix′jdq ，　 　 i ≠ j （2 .63 .2）

现在电荷都在z =0 平面上，故由上式知
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Q 13 =Q 31 =Q 23 =Q 32 =0 （2 .63 .3）

Q 12 =Q 21 =3∫q
x′1x′2dq

=3∫
2π

0
acos�·asin�· q

2πa
（1 +sin�）ad�=0 （2 .63 .4）

Q 11 =∫q
（3x′2

1 -a 2 ）dq

=∫
2π

0
（3a 2cos2

�-a 2）·
q

2πa
（1 +sin�）ad�

= 1
2 qa

2 （2 .63 .5）

Q 22 =∫q
（3x′2

2 -a 2 ）dq

=∫
2π

0
（3a 2sin 2

�-a 2）·
q

2πa
（1 +sin�）ad�

= 1
2 qa 2

Q 33 =∫q
（3x′2

3 -a 2 ）dq =-a 2

∫q
dq =-qa 2 （2 .63 .6）

故所求的电四极矩用矩阵表示为

Q = 1
2 qa

2

1 0 0
0 1 0
0 0 -

烄

烆

烌

烎2

（2 .63 .7）

　 　 2 .64 　 已知电四极矩Q 在r 处产生的电势为

φ（r ）=
1

4πε0

r ·Q ·r
2r 5

试求它在r 处产生的电场强度.
【解】　 根据电场强度与电势的关系得

E =-

Δ

φ（r ）=- 1
8πε0

Δr ·Q ·r
r（ ）5

=- 1
8πε0

（r ·Q ·r）

Δ 1
r（ ）5 + 1

r 5

Δ

（r ·Q ·r［ ］） （2 .64 .1）

式中

Δ

（r ·Q ·r）=

Δ

∑
ij
Q ijx ix（ ）j = ∑

k
e k

矪

矪x k ∑
ij
Q ijx ix（ ）j

= ∑
k
e k ∑

ij
Q ijδkix j +∑

ij
Q ijx iδk（ ）j

= ∑
k
e k ∑

j
Q kjx j +∑

i
Q ikx（ ）i
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= ∑
k
e k ∑

j
Q kjx j +∑

j
Q jkx（ ）j

= ∑
k
e k ∑

j
Q kj +Q j（ ）k x j

=2 ∑
jk
Q jkx je k =2 ∑

jk
x jQ jke k

=2r ·Q =2Q ·r （2 .64 .2）

在上面计算过程中，利用了电四极矩张Q 是对称张量的特性

Q ij =Q ji 　 和 　 r ·Q =Q ·r

　 　 最后得出所求的电场强度为

E = 1
8πε0r 7 5（r ·Q ·r ）r -2r 2Q ·［ ］r （2 .64 .3）

　 图2 .65

或

　 E = 1
8πε0r 4 5（e r·Q ·er）er -2Q ·e［ ］r 　（2 .64 .4）

式中er =r／r 为r 方向上的单位矢量.
2 .65 　 真空中有电荷量分别为-q 、2q 和-q 的三

个点电荷在同一直线上，其间距离都是a ，如图2 .65 所
示.对于r 冲 a 的区域来说，这三个点电荷构成 一个线性
电四极子.试求这线性电四极子在P 点产生的电势φ.
【解法一】　 由点电荷的电势叠加求φ.
如图2 .65 ，所求的电势为

φ= 1
4πε0

-q
r 1

+
2q
r

+
-q
r（ ）2

= q
4πε（0

2
r - 1

r 2 +a 2 -2arcos寶 θ
- 1

r 2 +a 2 +2arcos寶 ）θ （2 .65 .1）

根据展开式

（1 ±x ）-1／2 =1 碢
1
2 x + 3

8 x 2
碢

5
16x

3 +⋯，　 　 x 2
＜ 1 （2 .65 .2）

在r 冲 a 处，展开（2 .65 .1）式中的两个根号，并保留1
r 3 项，即

1
r 2 +a 2 ±2arcos寶 θ

= 1
r

1 - 1
2

a 2

r 2 ±2acosθ
（ ）r + 3

8
a 2

r 2 ±2acosθ
（ ）r［ ］

2

= 1
r

1 碢
acosθ
r -a 2

2r 2 +3a 2cos2
θ

2r（ ）2 （2 .65 .3）

代入（2 .65 .1 ）式便得P 点的电势为
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φ= q
4πε0r

a 2

r 2 -3a 2cos2
θ

r［ ］2 =-qa 2（3cos2
θ-1）

4πε0r 3
（2 .65 .4）

　 图2 .65（1）

　 　【解法二】　 由两个电偶极子的电势叠加求φ.
在r 冲 a 的条件下，我们可以把这三个点电荷当

作方向相反的两个电偶极子p 1 和p 2 ，如图2 .65（1）
所示.于是所求的电势便为

φ=φ1 +φ2 =p 1 ·r′1

4πε0r′3
1
+p 2 ·r′2

4πε0r′3
2

= qa
4πε0

e z ·r′1

r′3
1

-e z ·r′2

r′3（ ）2
（2 .65 .5）

式中

e z ·r′1 =rcosθ+1
2 a ，e z ·r′2 =rcosθ-a

2
（2 .65 .6）

1
r′3

1
= 1

r 2 + a
（ ）2

2

+arcos［ ］θ
3／2 ≈

1
r 3 1 +a

r cos（ ）θ
-3／2

≈
1
r 3 1 - 3

2
a
r cos（ ）θ （2 .65 .7）

1
r′3

2
= 1

r 2 + a
（ ）2

2

-arcos［ ］θ
3／2 ≈

1

r 3 1 -a
r cos（ ）θ

3／2

≈
1
r 3 1 + 3

2
a
r cos（ ）θ （2 .65 .8）

将以上三式代入（2 .65 .5）式便得

φ= qa
4πε0r ［3 rcosθ+1

2（ ）a 1 - 3
2

a
r cos（ ）θ - rcosθ-1

2（ ）a 1 + 3
2

a
r cos（ ）］θ

=-qa 2（3cos2
θ-1）

4πε0r 3
（2 .65 .9）

　 　【解法三】　 由电四极子产生电势的公式求φ.
根据对称性，这个电荷系的总电荷量为零，电偶极矩之和也为零，因此，它在

r 冲 a 处产生的电势便等于它的电四极矩Q 所产生的电势，即

φ= 1
4πε0

∑
ij
x iQ ijx j

2r 5
（2 .65 .10）

式中

Q ij = ∑
4

n =1

（3x′nix′nj -r′2
nδij ）q n （2 .65 .11）
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因x′n =0 ，y′n =0 ，故

Q ij =0，　 　 当i ≠ j （2 .65 .12）

Q 11 = ∑
4

n =1

（3x′2
n -r′2

n ）q n =-∑
4

n =1
r′2

n q n =2qa 2 （2 .65 .13）

Q 22 = ∑
4

n =1

（3y′2
n -r′2

n ）q n =-∑
4

n =1
r′2

n q n =2qa 2 （2 .65 .14）

Q 33 =-（Q 11 +Q 22）=-4qa 2 （2 .65 .15）
将Q ij 值代入（2 .65 .10）式，便得所求电势为

φ=Q 11x 2 +Q 22y 2 +Q 33z 2

8πε0r 5 =qa 2（x 2 +y 2 -2z 2）

4πε0r 5

=-qa 2（3cos2
θ-1）

4πε0r 3
（2 .65 .16）

　 　 2 .66 　 长为a 的正方形的四个顶点上各有一个点电荷，它们的电荷量依次为

q ，-q ，q 和-q ，如图2 .66 所示.对于r 冲 a 的区域来说，这四个点电荷构成一个平
面电四极子.试求这平面电四极子在 P 点（P 点与平面电四极子在同一平面内）产
生的电势φ.
【解法一】　 由点电荷的电势叠加求φ.
如图2 .66（1），所求的电势为

φ= q
4πε0

1
r 1

- 1
r 2

+ 1
r 3

- 1
4（ ）4

（2 .66 .1）

式中

r 1 = r 2 +
a
寶（ ）2

2

-2r a
寶2
cos（135°-θ

寶
）

=r 1 + 1
2

a
（ ）r

2

+寶2 a
r cos（θ+45°寶 ）

图2 .66 图2 .66（1）
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即得

r
r 1

= 1 + 1
2

a
（ ）r

2

+寶2 a
r cos（θ+45°［ ］）

-1／2

（2 .66 .2）

与此类似得

r
r 2

= 1 + 1
2

a
（ ）r

2

-寶2 a
r cos（θ-45°［ ］）

-1／2

（2 .66 .3）

r
r 3

= 1 + 1
2

a
（ ）r

2

-寶2 a
r cos（θ+45°［ ］）

-1／2

（2 .66 .4）

r
r 4

= 1 + 1
2

a
（ ）r

2

+寶2 a
r cos（θ-45°［ ］）

-1／2

（2 .66 .5）

用公式

（1 ±x ）-1／2 =1 碢
1
2 x +1 ·3

2 ·4x
2
碢
1 ·3 ·5
2 ·4 ·6x

3 +⋯，　 　 x 2
＜ 1 （2 .66 .6）

将以上四式展开，取到 a
（ ）r

2

项得

　 　
r
r 1

=1 -1
4

a
（ ）r

2

-寶2
2

a
r cos（θ+45°）+3

4
a

（ ）r
2

cos2（θ+45°） 　（2 .66 .7）

　 　
r
r 2

=1 -1
4

a
（ ）r

2

+寶2
2

a
r cos（θ-45°）+3

4
a

（ ）r
2

cos2（θ-45°）　 （2 .66 .8）

　 　
r
r 3

=1 -1
4

a
（ ）r

2

+寶2
2

a
r cos（θ+45°）+3

4
a

（ ）r
2

cos2（θ+45°）　 （2 .66 .9）

　 　
r
r 4

=1 - 1
4

a
（ ）r

2

-寶2
2

a
r cos（θ-45°）+3

4
a

（ ）r
2

cos2（θ-45°）（2 .66 .10）

所以

r
r 1

-r
r 2

+r
r 3

-r
r 4

= 3
2

a
（ ）r

2

cos2（θ+45°）-cos2（θ-45°［ ］）

=-3 a
（ ）r

2

sinθcosθ （2 .66 .11）

代入（2 .66 .1 ）式便得所求电势为

φ=-
3qa 2sinθcosθ

4πε0r 3
（2 .66 .12）

　 　【解法二】　 由电偶极子的电势叠加求φ.

根据图2 .66 ，我们把这四个点电荷看作是两个电偶极子，位于r′1 =a
2 e y 处的

p 1 =-qae x ，和位于r′2 =-a
2 e y 处的p 2 =qae x .

由1 .53 题的（1 .53 .11）式，它们产生的电势分别为
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φ1 =
p 1 ·（r -r′1）

4πε0 |r -r′1 |3 =
-qae x · r -a

2 e（ ）y

4πε0 r -a
2 e y

3 =-qa cosθ
4πε0r 2

1 -a
r sin（ ）θ

-3／2

（2 .66 .13）

其中略去了 a
（ ）r

2

项.同样得

φ2 =
p 2（r -r′2）

4πε0 |r -r′2 |3 =
qa cosθ
4πε0r 2

1 +a
r sin（ ）θ

-3／2

（2 .66 .14）

于是得所求的电势为

φ=φ1 +φ2

=qa cosθ
4πε0r 2 - 1 -a

r sin（ ）θ
-3／2

+ 1 +a
2 rsin（ ）θ

-3／

［ ］
2

≈
qa cosθ
4πε0r 2 -1 - 3

2
a
r sinθ+1 -3

2
a
r sin［ ］θ

=-
3qa 2sinθcosθ

4πε0r 3
（2 .66 .15）

　 　【解法三】　 由电四极子产生电势的公式求φ.
这个电荷系的总电荷量为零，电偶极矩之和也为零.因此，它在r 冲 a 处产生的

电势便等于它的电四极矩Q 所产生的电势，即

φ= 1
4πε0

∑
ij
x iQ ijx j

2r 5
（2 .66 .16）

式中Q ij 是Q 的分量

Q ij = ∑
4

n =1

（3x′nix′nj -r′2
nδij ）q n （2 .66 .17）

其值为

Q 11 = ∑
4

n =1

（3x′2
n -r′2

n ）q n

= 3 -a
（ ）2

2

-（寶2a ）［ ］2 q + 3 -a
（ ）2

2

-（寶2a ）［ ］2 （-q ）+

　 3 a
（ ）2

2

-（寶2a ）［ ］2 q + 3 a
（ ）2

2

-（寶2a ）［ ］2 （-q ）=0

（2 .66 .18）

同样可得

Q 22 =Q 33 =0 （2 .66 .19）
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Q 12 =Q 21 = ∑
4

n =1
3x′ny′nq n

=3 -a
（ ）2

a
2 q +3 -a

（ ）2 -a
（ ）2

（-q ）+

　 3 a
（ ）2 -a

（ ）2 q +3 a
2
·a

2
（-q ）

=-3qa 2 （2 .66 .20）

Q 13 =Q 31 =Q 23 =Q 32 =-∑
4

n =1
r′2

n q n =0 （2 .66 .21）

　 图2 .67

代入（2 .48 .16）式便得所求电势为

φ=Q 12xy +Q 21yx
8πε0r 5 =-

3qa 2xy
4πε0r 5

=-
3qa 2sinθcosθ

4πε0r 3
（2 .66 .22）

　 　 2 .67 　 一正方形的平面电四极子，边长为

a ，电荷量依次为q 、-q 、q 和-q ，如图2 .67 所
示.以中心 O 为原点取笛卡儿坐标系，使四个
电荷都在x2y 平面内，两正电荷的对角线与x
轴夹角为θ.试求这电四极子对中心 O 的电四
极矩.
【解】　 这四个点电荷的坐标如下

q 1 =q∶　 x 1 = a
寶2
cosθ，　 y 1 = a

寶2
sinθ

q 2 =-q∶　 x 2 =- a
寶2
sinθ，　 y 2 = a

寶2
cosθ

q 3 =q∶　 x 3 =- a
寶2
cosθ，　 y 3 =- a

寶2
sinθ

q 4 =-q∶　 x 4 = a
寶2
sinθ，　 y 4 =- a

寶2
cos

烍

烌

烎

θ

（2 .67 .1）

把这些值代入电四极矩Q 的分量公式

Q ij = ∑
4

n =1

（3x nix nj -r 2
nδij ）q n （2 .67 .2）

并利用r 2
n =

a
寶（ ）2

2

=a 2

2
，便得
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Q 11 = ∑
4

n =1

（3x 2
n -r 2

n ）q n =3qa 2cos2θ

Q 12 =Q 21 =3 ∑
4

n =1
x ny nq n =3qa 2sin2θ

Q 22 = ∑
4

n =1

（3y 2
n -r 2

n ）q n =-3qa 2cos2θ

Q 13 =Q 31 =Q 23 =Q 32 =0

Q 33 =-∑
4

n =1
r 2

nq n =

烍

烌

烎
0

（2 .67 .3）

于是得所求的电四极矩Q 用矩阵表示为

Q =3qa 2

cos2θ sin2θ 0
sin2θ -cos2θ 0

烄

烆

烌

烎0 0 0

（2 .67 .4）

用并矢表示为

Q =3qa 2（cos2θe xe x +sin2θe xe y +sin2θe ye x -cos2θe ye y ）（2 .67 .5）

　 　 2 .68 　 真空中有一半径为 R 的导体球，带有电荷量 Q ，并以匀角速度ω绕它
的一个固定的直径旋转.设球内外的磁导率都是μ0 ，试求球内外的磁场.
【解法一】　 磁标势法.
以球心为原点，ω为极轴，取球坐标系.把空间划分为球面内和球面外两个区

域.磁标势在这两个区域里都满足拉普拉斯方程.设球面内的磁标势为φ1
，球面外

的磁标势为φ2 .应用r → ∞时φ2 → 0 和r → 0 时，φ1
为有限值这两个边界条件，便得

φ1 = ∑
∞

l =0
a lr lP l（cosθ），　 　 r ＜ R （2 .68 .1）

φ2 = ∑
∞

l =0

bl

r l+1 P l（cosθ），　 　 r ＞ R （2 .68 .2）

　 　 旋转的球面电荷构成球面电流，其面电流密度为

K =σv = Q
4πR 2ωR sinθe � = Qω

4πR
sinθe � （2 .68 .3）

　 　 在r =R 处（球面上），边值关系为

er·（B 2 -B 1）=0 （2 .68 .4）

e r ×（H 2 -H 1）=K （2 .68 .5）
式中下标1 表示球面内，下标2 表示球面外.由（2 .68 .4）式得

矪φ1

矪（ ）r R
=

矪φ2

矪（ ）r R
（2 .68 .6）

用e� 点乘（2 .68 .5）式两边，
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　 e�· e r ×（H 2 -H 1［ ］）

=（H 2 -H 1）·（e�×er）=（H 2 -H 1）·eθ

=（-

Δ

φ2 +

Δ

φ1）·eθ =-1
R

矪φ2

矪（ ）θ R
+ 1

R
矪φ1

矪（ ）θ R

= Qω
4πR

sinθ

所以

矪φ1

矪（ ）θ R
-

矪φ2

矪（ ）θ R
= Qω

4π
sinθ （2 .68 .7）

　 　 把（2 .68 .1）和（2 .68 .2）两式代入（2 .68 .6）式，然后比较两边 Pl（cosθ）的系数，
便得

bl =- l
l +1R

2l+1a l （2 .68 .8）

　 　 把（2 .68 .1）和（2 .68 .2 ）两式代入（2 .68 .7 ）式，然后比较 d
dθPl（cosθ）的系数，便

得

bl =R 2l+1a l，　 　 l ≠ 1 （2 .68 .9）

b 1 =R 3a 1 +Qω
4π

R 2 （2 .68 .10）

由（2 .68 .7）、（2 .68 .8）和（2 .68 .9）三式得

a l =0，　 bl =0 ，　 l ≠ 1 （2 .68 .11）

a l =- Qω
6πR

，　 　 bl = QωR 2

12π
（2 .68 .12）

于是所求的磁标势为

φ1 =- Qω
6πR

r cosθ=- Q
6πRω

·r ，　 　 r ＜ R （2 .68 .13）

φ2 = QωR 2

12π
cosθ
r 2 =QR 2

12π
ω·r
r 3 ，　 　 r ＞ R （2 .68 .14）

所求的磁感强度为

B 1 =-μ0

Δ

φ1 =μ
0Q

6πR

Δ

（ω·r ）=μ
0Q

6πR
ω，　 　 r ＜ R （2 .68 .15）

B 2 =-μ0

Δ

φ2 =-μ
0Q R 2

12π
1
r 3

Δ

（ω·r）+（ω·r ）

Δ1
r［ ］3

=μ
0Q R 2

12πr 3

3（ω·r ）r
r 2 -［ ］ω ，　 　 r ＞ R （2 .68 .16）

或者写成
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B 2 = μ0

4πr 3

3（m ·r ）r
r 2 -［ ］m ，　 　 r ＞ R （2 .68 .17）

式中

m =∫（dI ）S =∫
π

0
K R dθ·π（R sinθ）2 ·ω

ω
=QR 2

ω
4 ∫

π

0
sin 3
θdθ= 1

3 Q R 2
ω

（2 .68 .18）
是球上电荷在旋转时的磁矩.

由以上结果可见，球内磁场B 1 是一个均匀磁场；球外磁场则是一个磁矩为 m
的磁偶极子的磁场.
【解法二】　 矢势法.
球面上的面电流密度K 在r 处产生的矢势为

A（r ）=μ
0

4π∫ V

j（r′）dV′
|r -r′|

=μ
0

4π∫S

K dS
|r -r′|

（2 .68 .19）

式中K 沿e � 方向.由于轴对称性，由此式可见，A（r）仅有e� 方向的分量，并且与方
位角�无关，即

A（r）=A �（r ，θ）e� （2 .68 .20）

　 　 下面我们就根据题给的条件求 A � .由上式得磁场为

B =

Δ

×A = 1
rsinθ

矪

矪θ
（sinθA �［ ］）e r - 1

r
矪

矪r
（rA �［ ］）eθ （2 .68 .21）

球面上的边界条件为前面的（2 .68 .4 ）和（2 .68 .5 ）两式.把（2 .68 .21 ）式代入
（21 681 4）式得

矪

矪θ
（sinθA �1）= 矪

矪θ
（sinθA �2） （2 .68 .22）

因此式要对任何θ都成立，故得

A �1（R ，θ）=A �2（R ，θ） （2 .68 .23）
把（2 .68 .21）式代入（2 .68 .5）式并利用关系式B =μ0 H 得

1
μ0R

矪

矪r
（rA �1［ ］）r =R

- 1
μ0R

矪

矪r
（rA �2［ ］）r =R

= Qω
4πR

sinθ （6 .68 .24）

再利用（2 .68 .23）式便得

矪A �1
矪（ ）r r =R

- 矪A �2
矪（ ）r r =R

=μ0Qω
4πR

sinθ （2 .68 .25）

由此可见，A � 的形式为

A �（r ，θ）=F（r ）sinθ （2 .68 .26）
式中F（r ）仅是r 的函数.下面便来求F（r ）.

因本题的磁场是稳定磁场，且在球面内和球面外都没有自由电流，故

Δ

×H =0，
即
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Δ

×B =

Δ

×（

Δ

×A ）=0 （2 .68 .27）
由于A 只有�分量A �，而 A � 又与�无关，故由（2 .68 .26）式得

Δ

×A = 1
rsinθ

矪

矪θ
（F sin 2

θ［ ］）e r - 1
r

矪

矪r
（rF sinθ［ ］）eθ

=2 F
r cosθe r -sinθ

r
d
dr
（rF［ ］）eθ （2 .68 .28）

由此式得

Δ

×（

Δ

×A ）= 1
r

矪

矪r
-sinθd

dr
（rF［ ］｛ ｝） e�-1

r
矪

矪θ
2 F
r cos（ ）［ ］θ e �

=sinθ
r 3 2rF -r 2 d 2

dr 2
（rF［ ］）e� （2 .68 .29）

由（2 .68 .27）和（2 .68 .29）两式得

r 2 d 2

dr 2（rF ）-2rF =0 （2 .68 .30）

这个微分方程的解为

F（r ）=c 1r +c 2

r 2
（2 .68 .31）

因为在r → 0 时 F 1 应为有限值，故得

F 1（r ）=c1r ，　 　 r ＜ R （2 .68 .32）
因为在r → ∞时 F 2（r ）应为零，故得

F 2（r ）=c2

r 2
，　 　 r ＞ R （2 .68 .33）

代入（2 .68 .26）式便得

A �1（r ，θ）=c1rsinθ，　 　 r ＜ R （2 .68 .34）

A �2（r ，θ）=
c2

r 2sinθ，　 　 r ＞ R （2 .68 .35）

把这两式代入（2 .68 .23）式得

c 2 =R 3c 1 （2 .68 .36）
把（2 .68 .34）和（2 .68 .35）两式代入（2 .68 .25）式得

c 1 +2c 2

R 3 =μ
0Qω
4πR

（2 .68 .37）

由以上两式解得

c 1 =μ
0Qω

12πR
，　 　 c 2 =μ

0QωR 2

12π
（2 .68 .38）

分别代入（2 .68 .34）和（2 .68 .35）两式，便得所求的矢势为

A 1（r ，θ）=μ
0Qω

12πR
rsinθe � = μ0Q

12πR
ω×r ，　 　 r ＜ R （2 .68 .39）
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A 2（r ，θ）=μ
0QωR 2sinθ
12πr 2 e� =μ

0

4π
m ×r
r 3 ，　 　 r ＞ R （2 .68 .40）

式中 m =1
3 Q R 2

ω.

有了矢势A ，就可以求出磁场.

B 1 =

Δ

×A 1 = μ0Q
12πR

Δ

×（ω×r ）=μ
0Q

6πR
ω，　 　 r ＜ R （2 .68 .41）

B 2 =

Δ

×A 2 =μ
0

4π

Δ

× m ×r
r（ ）3

=μ
0

4π
1
r 3

Δ

×（m ×r）+

Δ1
r（ ）3 ×（m ×r［ ］）

=μ
0

4π
2m
r 3 -3r ×（m ×r ）

r［ ］5

= μ0

4πr 3

3（m ·r）r
r 2 -［ ］m ，　 　 r ＞ R （2 .68 .42）

　 　【讨论】　 关于电子自旋的经典模型.
假定电子电荷-e 均匀分布在半径为a 的球面上，这球面以匀角速度ω绕通

过球心的轴旋转，则由前面的（2 .68 .18）式，电子自旋的磁矩应为

m =- 1
3 ea

2
ω （2 .68 .43）

　 　 假定电子电荷-e 均匀分布在半径为a 的球体内，这球体以匀角速度ω′绕通
过球心的轴旋转，则由前面1 .61 题的（1 .61 .11）式，电子自旋的磁矩应为

m′=-1
5 ea

2
ω′ （2 .68 .44）

　 　 实验测出，电子自旋磁矩的大小为

m s =9 .28 ×10 -24J·T -1 （2 .68 .45）

已知经典电子半径为

re = e 2

4πε0 m ec 2 =2 .8 ×10 -15 m （2 .68 .46）

　 　 如果电子电荷均匀分布在半径为re 的球面上，则由（2 .68 .43 ）、（2 .68 .45 ）和

（2 .68 .46）三式，电子自旋在赤道上的线速度大小为

v =ωre =3m s

ere
= 3 ×9 .28 ×10 -24

1 .6 ×10 -19 ×2 .8 ×10 -15

=6 .2 ×10 10 m／s ＞ c（=3 ×10 8 m／s） （2 .68 .47）

　 　 如果电子电荷均匀分布在半径为re 的球体内，则由（2 .68 .44 ）、（2 .68 .45 ）和

（2 .68 .46）三式，电子自旋在赤道上的线速度大小为
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v′=ω′re =5m s

ere
= 5 ×9 .28 ×10 -24

1 .6 ×10 -19 ×2 .8 ×10 -15

=1 .0 ×10 11 m／s ＞ c （2 .68 .48）

　 　 可见无论是（2 .68 .43）式还是（2 .68 .44）式，所给出的电子自旋在赤道上的线
速度大小都超过真空中的光速c ，这都违反了狭义相对论.由此可见，经典电动力
学所描述的电子自旋的模型是不正确的.量子力学得出，电子自旋是一种相对论性
的量子效应，它不具有经典形象，换句话说，电子自旋不存在经典模型.

2 .69 　 真空中有磁场强度为 H 0 的均匀磁场，将半径为 R 的一个均匀介质球
放到这个磁场里.已知球的磁导率为μ.试求：（1）球内外的磁感强度B ；（2）球的磁
矩 M ；（3）球内的磁化电流密度j M 和球面上的磁化面电流密度K M .
【解】　 因为没有自由电流，故本题用磁标势求解较简单.
（1）以球心为原点，H 0 方向为极轴，取球坐标系.因磁标势φm

满足拉普拉斯

方程，且φm 在极轴上应为有限值，故得

φm = ∑
∞

l =0
a lr l + bl

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .69 .1）

在球外，当r → ∞时，φm → -H 0rcosθ，故

φm2 = ∑
∞

l =0

bl

r l+1 Pl（cosθ）-H 0rcosθ，　 　 r ≥ R （2 .69 .2）

在球内，当r → 0 时，φm 为有限，故

φm 1 = ∑
∞

l =0
a lr lP l（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .69 .3）

　 　 下面用边值关系定系数a l 和b l .当r =R 时，φm 2 =φm1
，故

∑
∞

l =0

b l

R l+1 Pl（cosθ）-H 0R cosθ= ∑
∞

l =0
a lR lP l（cosθ） （2 .69 .4）

又当r =R 时，μ0
矪φm 2

矪r
=μ

矪φm 1

矪r
，故

-∑
∞

l =0

μ0（l +1）bl

R l+2 P l（cosθ）-μ0 H 0cosθ=μ∑
∞

l =0
la lR l-1P l（cosθ） （2 .69 .5）

由以上两式得出：当l ≠ 1 时，

bl =R 2l+1a l，　 　 bl =- μl
μ0（l +1）

R 2l+1a l （2 .69 .6）

当l =1 时

b 1 =R 3（a 1 +H 0），　 　 b 1 =- R 3

2μ0
（μa 1 +μ0 H 0） （2 .69 .7）

解得

a l =0，　 bl =0 ，　 l ≠ 1 （2 .69 .8）
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a 1 =-
3μ0

μ+2μ0
H 0 ，　 　 b 1 = μ

-μ0

μ+2μ0
R 3 H 0 （2 .69 .9）

于是得磁标势为

φm 1 =-
3μ0

μ+2μ0
H 0rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .69 .10）

φm 2 = μ
-μ0

μ+2μ0

R 3

r 2 H 0cosθ-H 0rcosθ，　 　 r ≥ R （2 .69 .11）

磁场强度为

H 1 =-

Δ

φm 1 =
3μ0

μ+2μ0
H 0（cosθe r -sinθe θ）

=
3μ0

μ+2μ0
H 0 ，　 　 r ＜ R （2 .69 .12）

H 2 =-

Δ

φm 2 =-μ
-μ0

μ+2μ0
R 3 H 0

Δcosθ
r（ ）2 -H 0

Δ

（rcosθ）

= μ-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3

H 0（2cosθe r +sinθe θ）+H 0

= μ
-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3 3（H 0 ·r）r
r 2 -H［ ］0 +H 0 ，　 　 r ＞ R （2 .69 .13）

磁感强度为

B 1 =μH 1 =
3μμ0

μ+2μ0
H 0 ，　 　 r ＜ R 　 　

B 2 =μ0 H 2 =
（μ-μ0）μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3 3（H 0 ·r）r
r 2 -H［ ］0 +μ0 H 0 ，　 　 r ＞ R

（2 .69 .14）

　 　（2）球的磁化强度为

M =χm H 1 =μ
-μ0

μ0
H 1 =

3（μ-μ0）

μ+2μ0
H 0 （2 .69 .15）

由于球的磁化是均匀的，故得球的磁矩为

m =4π
3 R 3 M =

4π（μ-μ0 ）

μ+2μ0
R 3 H 0 （2 .69 .16）

　 　（3）球内磁化电流密度为

j M =

Δ

×M =
4π（μ-μ0）

μ+2μ0
R 3

Δ

×H 0 =0 （2 .69 .17）

球面上磁化电流的面密度为

K M =-n ×M =-
3（μ-μ0 ）

μ+2μ0
n ×H 0 （2 .69 .18）
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式中n 为球面的外法线方向上的单位矢量.K M 又可写作

K M =
3（μ-μ0）

μ+2μ0
H 0sinθe � （2 .69 .19）

式中e� 为H 0 的右旋方向的单位矢量.
【讨论】　 将本题与2 .13 题比较，便可看出，只要把2 .13 题里介质球内外的电

势和电场强度公式中的E 0 、ε0 和ε，分别换成 H 0 、μ0 和μ，便可得出本题介质球内

外的磁标势和磁场强度来.这是因为，这两题的势满足相同的微分方程和边界条
件，故它们的结果在形式上必然是相同的.

2 .70 　 把磁导率为μ、半径为R 的均匀介质球放入不随时间变化的均匀磁场

B 0 =B 0e z 中.球内外的介电常数εr 都等于1 .（a）求空间各处的磁感强度B（应用磁
标势法）；（b）简要地叙述球外（r ＞ R ）B 场的性质.［本题系中国赴美物理研究生考
试（C U SP E A ）1986 年试题.］
【解】　（a）因为自由电荷量密度ρ（r ）=0 ，自由电流密度j（r ）=0 ，且磁场B 不

随时间变化，所以麦克斯韦方程组便为

Δ

·E =0

Δ

×E =0

Δ
·B =0

Δ

×H =

烍

烌

烎
0

（2 .70 .1）

　 　 在球内的磁场为B =μH ，在球外，磁场为B =μ0 H ；而电场在球内处处都等于
零，即E ≡ 0 .当r → ∞时，B → B 0 .

由

Δ

×H =0 可知，有磁标势φm 存在，它满足

H =-

Δ

φm
（2 .70 .2）

又由

Δ

·B =0 得

Δ

2
φm =0 （2 .70 .3）

这表示磁标势φm
处处满足拉普拉斯方程.

以球心为原点，B 0 的方向为极轴取球坐标系.由于φm
具有轴对称性，且在极

轴上应为有限值，故φm 的通解形式为

φm
（r ）= ∑

∞

l =0
a lr l + bl

r l+（ ）1 P l（cosθ） （2 .70 .4）

在球内原点处，即r → 0 处，φm
应为有限值，故

φm 1 = ∑
∞

l =0
a lr lP l（cosθ），　 　 r ≤ R （2 .70 .5）

在球外，当r → ∞时，φm → -H 0rcosθ，故

φm 2 =∑
∞

l =0

bl

r l+1 P l（cosθ）-H 0rcosθ，　 　 r ≥ R （2 .70 .6）
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-

Δ

（-H 0rcosθ）= H 0e z （2 .70 .7）
故磁标势φm2

中的-H 0rcosθ项所对应的是H 0 =H 0e z ，即原来的磁场.
由于在（2 .70 .5 ）和（2 .70 .6 ）两式中，-H 0rcosθ是仅有的策动项（driving

term ），故当l ≠ 1 时，可令

a l =0 ，　 　 bl =0 （2 .70 .8）
于是（2 .70 .5 ）和（2 .70 .6）两式便化为

φm1 =a 1rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .70 .9）

φm 2 =
b 1

r 2 -H 0（ ）r cosθ，　 　 r ≥ R （2 .70 .10）

　 　 在r =R 处，H 的切向分量连续，即

-1
r

矪

矪θ
（a 1rcosθ）

r =R
=- 1

r
矪

矪θ

b 1

r 2 -H 0（ ）r cosθ
r =R

由此得

a 1 =b 1

R 3 -H 0 （2 .70 .11）

在r =R 处，B 的法向分量连续，即

-μ
矪

矪r
（a 1rcosθ）

r =R
=-μ0

矪

矪r
b 1

r 2 -H 0（ ）r cosθ
r =R

由此得

μa 1 =-μ0
2b 1

R 3 +H（ ）0 （2 .70 .12）

由（2 .70 .11）和（2 .70 .12）两式解出

a 1 =-
3μ0

μ+2μ0
H 0 ，　 　 b 1 = μ

-μ0

μ+2μ0
R 3 H 0 （2 .70 .13）

代入（2 .70 .5 ）和（2 .70 .6）两式便得

φm 1 =-
3μ0

μ+2μ0
H 0rcosθ，　 　 r ≤ R （2 .70 .14）

φm 2 = μ
-μ0

μ+2μ0

R 3

r 2 H 0cosθ-H 0rcosθ，　 　 r ≥ R （2 .70 .15）

这就是所求的磁标势.下面用它们来求磁场.
在球内，由（2 .70 .14）式得磁场强度为

　 　 　 H 1 =-

Δ

φm 1 =
3μ0

μ+2μ0
H 0

Δ

（rcosθ）=
3μ0

μ+2μ0
H 0 ，　 　 r ＜ R 　（2 .70 .16）

这个结果表明，球内的磁场是均匀磁场.
在球外，由（2 .70 .15）式得磁场强度为

H 2 =-

Δ

φm 2 =-μ
-μ0

μ+2μ0
R 3 H 0

Δcosθ
r（ ）2 +H 0

Δ

（rcosθ）
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= μ
-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3

H 0（2cosθe r +sinθe θ）+H 0

= μ
-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3

［3（H 0 ·e r）e r -H 0 ］+H 0 ，　 　 r ＞ R （2 .70 .17）

最后得所求的磁感强度为

B 1 =μH 1 =
3μ0μ

μ+2μ0
H 0 =

3μ
μ+2μ0

B 0 ，　 　 r ＜ R （2 .70 .18）

B 2 =μ0 H 2 = μ
-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3

［3（B 0 ·er）er -B 0］+B 0 ，　 　 r ＞ R

（2 .70 .19）

　 　 作为对上述解的一种检验，可令介质球的磁导率μ → μ0 .这时，由（2 .70 .18 ）
和（2 .70 .19）两式可见，磁感强度处处等于B 0 ，即

B =B 0 ，　 　 r ＜ R 　 和 　 r ＞ R
这与实际物理情况符合.
（b）磁矩为 m 的磁偶极子处在原点，所产生的磁标势为

φm（r）=
1
4π

m ·r
r 3 （2 .70 .20）

若 m 沿z 轴方向，上式可化为

φm（r ）= 1
4π

m cosθ
r 2 （21 701 21）

与（21 701 15）式对比可见，球外（r ＞ R ）的磁标势φm 2 是策动场（driving field ）B 0 =

μ0 H 0 的磁标势和感生偶极子（induced dipole）

m =4π μ
-μ0

μ+2μ0
R 3 H 0 （21 701 22）

产生的磁标势叠加而成，即

φm2 = 1
4π

m cosθ
r 2 -H 0rcosθ （21 701 23）

式中m 由（21 701 22）式表示，m 是放在均匀外磁场B 0 中的介质球因磁化而具有的

磁矩.这磁矩也可以用下面的方法求出：介质球的磁化强度为

M =χm H 1 =（μr -1）H 1

=μ
-μ0

μ0
H 1 =μ

-μ0

μ0

3μ0

μ+2μ0
H 0 =

3（μ-μ0）

μ+2μ0
H 0 （21 701 24）

这个结果表明，介质球是均匀磁化的.故球的磁矩为

m =4π
3 R 3 M =

4π（μ-μ0 ）

μ+2μ0
R 3 H 0

这正是（21 701 22）式.
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于是我们得出结论：球外的磁场 B 2 是策动磁场（B 0 ）与介质磁化后所产生的

磁场之和.
【讨论】　 关于磁场能量的增量.
磁场的能量由下式给出：

W = 1
2∫ V

H ·B dV （21 701 25）

在没有介质时，磁场B 0 是均匀的.介质球出现后，为使介质球磁化，外界所做的功

Δ W 应等于磁场能量的增量.由（21 701 25）式得

2 Δ W =∫ V
（H ·B -H 0 ·B 0）dV =∫ V

（μH
2 -μ0 H 2

0）dV （21 701 26）

此式适用于球内（r ＜ R ）；对于球外（r ＞ R ），因磁导率为μ0 ，故上式中的μ应换为

μ0 .于是得磁场能量的增量 Δ W 满足

2 Δ W =∫ V 1（r ＜ R ）

（μH
2
1 -μ0 H 2

0 ）dV +∫ V 2（r ＞ R ）
μ0（H 2

2 -H 2
0）dV （21 701 27）

把（21 701 16）和（21 701 17）两式代入上式，便得

2 Δ W =∫ V 1（r ＜ R ）
μ

3μ0

μ+2μ0
H（ ）0

2

-μ0 H［ ］2
0 dV +

　∫ V 2（v ＞ R ）
μ0

μ-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3

（3H 0 ·e re r -H 0）+H［ ］0

2

-H｛ ｝2
0 dV

=I 1 +I 2 （21 701 28）
式中球内积分为

I 1 = μ
3μ0

μ+2μ0
H（ ）0

2

-μ0 H［ ］2
0∫ V 1（r ＜ R ）

dV

=4π
3 R 3

μ0 H 2
0

9μμ0

（μ+2μ0）
2 -［ ］1 （21 701 29）

球外积分为

I 2 =∫ V 2（r ＞ R ）
μ ｛［0

μ-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3

H 0（2cosθe r +sinθe θ）+

　 H 0（cosθe r -sinθe θ ］）
2

-H ｝2
0 dV

=μ0 H 2
0∫ V 2（r ＞ R

｛［
）

μ-μ0

μ+2μ0

R
（ ）r

3
（2cosθe r +sinθe θ）+

　（cosθe r -sinθe θ ］）
2

- ｝1 dV

=2πμ0 H 2
0∫

∞

R∫
π

｛（0

μ-μ0

μ+2μ ）0

2 R 6

r 6（3cos
2
θ+1）+

　 2 μ
-μ0

μ+2μ0

R 3

r 3（3cos
2
θ-1 ｝）r 2sinθdrdθ
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其中

∫
π

0
（3cos2

θ-1）sinθdθ=0

I 2 =2πμ0 H 2
0R 6 μ-μ0

μ+2μ（ ）0

2

∫
∞

R

dr
r 4∫

π

0
（3cos2

θ+1）sinθdθ

=8π
3 R 3

μ0 H 2
0
μ-μ0

μ+2μ（ ）0

2

（21 701 30）

将I 1 和I 2 代入（21 701 28 ）式，最后得出磁场能量的增量为

Δ W = 1
2
（I 1 +I 2）=2π

3
μ-μ0

μ0（μ+2μ0）
R 3B 2

0 （21 701 31）

　 　 由上式可见，当μ=μ0 时，Δ W =0 ，即磁场的能量不变，外力做的功为零.当

μ＞μ0 时，Δ W ＞ 0 ，这时放入介质球后，磁场的能量增加，外力做的功为正.当μ＜μ0

时，Δ W ＜ 0 ，这时放入介质球后，磁场的能量减少，外力做的功为负.

　 图21 71

21 71 　 真空中有一半径为a 的均匀磁化球，
磁化强度为 M .试求它的磁标势和磁感强度.
【解】　 以球心 O 为原点，M 方向为极轴，取

球坐标系如图21 71 所示.因为没有自由电流，故
Δ

×H =0 ，所以存在磁标势φm ，使得 H =-
Δ

φm .
又因

Δ

·B =0 ，故知球内外的φm 都满足拉普拉斯

方程

Δ

2
φm =0 （21 711 1）

因φm 在极轴上应有确定值，故得上式的通解为

φm = ∑
∞

l =0
clr l + bl

r l+（ ）1 P l（cosθ） （21 711 2）

在球内，r → 0 时，φm 有限，故

φm 1 = ∑
∞

l =0
clr lPl（cosθ），　 　 r ≤ a （21 711 3）

在球外，r → ∞时，φm → 0，故

φm 2 = ∑
∞

l =0

bl

r l+1 P l（cosθ），　 　 r ≥ a （21 711 4）

　 　 下面用边界条件定系数.当r =a 时，φm 1 =φm2 ，故得

bl =a 2l+1cl （21 711 5）
当r =a 时，B n1 =B n2 ，即 H n1 +M n =H n2 ，故有

-
矪φm 1

矪r r =a
+M cosθ=-

矪φm

矪r r =a

-∑
∞

l=0
lc la l-1 P l（cosθ）+M cosθ= ∑

∞

l =0

（l +1）bl

a l+2 Pl（cosθ）
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比较两边 Pl（cosθ）的系数得

bl =- l
l +1a

2l+1cl，　 　 l ≠ 1 （21 711 6）

b 1 =- 1
2 a 3c 1 + 1

2 a 3 M （21 711 7）

解（21 711 5）、（21 711 6）和（21 711 7）三式得

cl =0 ，　 bl =0 ，　 当l ≠ 1 时

c 1 = 1
3 M ，　 　 b 1 = 1

3 a 3 烍

烌

烎
M

（21 711 8）

于是得所求的磁标势为

φm1 = 1
3 Mrcosθ，　 　 r ≤ a （21 711 9）

φm2 = 1
3

a 3

r 3 M cosθ，　 　 r ≥ a （21 711 10）

　 　 所求的磁感强度为

B 1 =μ0 H 1 +μ0 M =-μ0

Δ

φm 1 +μ0 M

=-μ0

Δ 1
3 Mrcos（ ）θ +μ0 M

= 2
3μ0 M ，　 　 r ＜ a （21 711 11）

B 2 =μ0 H 2 =-μ0

Δ

φm 2 =-μ0

Δ 1
3

a 3

r 3 M cos（ ）θ

=μ
0

3
a 3

r 3 2 M cosθe r +M sinθe（ ）θ

=μ
0

3
a 3

r 3
3（M ·r）r

r 2 -［ ］M ，　 　 r ＞ a （21 711 12）

21 72 　 真空中有一半径为a 的均匀磁化球，磁化强度为 M .试求它的矢势和
磁感强度.
【解】　 由

Δ

×H =j 和B =

Δ

×A 导出矢势A 的微分方程如下：

Δ

×H =

Δ

× B
（ ）μ =

Δ1
（ ）μ ×B + 1

μ

Δ

×B

=-1
μ

2（

Δ

μ）×（

Δ

×A ）+1
μ

Δ

×（

Δ

×A ）=j （21 721 1）

因为

Δ

×（

Δ

×A ）=

Δ

（

Δ

·A ）-

Δ

2A （21 721 2）
所以

Δ

2A -

Δ

（

Δ

·A ）+1
μ

2（

Δ

μ）×（

Δ

×A ）=-μj （21 721 3）
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　 图21 72

这就是静磁场的矢势A 所满足的微分方程.取库
仑规范

Δ

·A =0 （21 721 4）

　 　 在本题中，介质球是均匀的，球外是真空，故

Δ

μ=0 ；没有自由电流，故j =0 .于是矢势的微分
方程（21 721 3）式便化为

Δ

2A =0 （21 721 5）

　 　 以球心为原点，M 的方向为极轴，取球坐标系
如图21 72 所示.A 的分量式为

A =A re r +A θe θ+A �e � （21 721 6）
因轴对称性，故A 与方位角�无关，即

A =A（r ，θ） （21 721 7）
在球坐标系中，

Δ

2A 的公式为

Δ

2A =

Δ

2 A r - 2
r 2 A r + 1

sinθ
矪

矪θ
（sinθA θ）+ 1

sinθ
矪A �
矪［ ］｛ ｝�

e r +

　

Δ

2 A θ+2
r 2

矪A r

矪θ
- A θ
2sin 2

θ
-cosθ
sin 2
θ

矪A �
矪（ ）［ ］�

e θ+

　

Δ

2 A �+ 2
r 2sinθ

矪A r

矪�
+cosθ

sinθ
矪A θ
矪�

- A �
2sin（ ）［ ］θ

e � （21 721 8）

　 　 另一方面，可以把 M 看成是球面上的一层磁化面电流产生的；根据电流产生

矢势的公式

A =μ
0

4π∫ V

j（r′）dV
|r -r′|

（21 721 9）

知dA 平行于j（r′）dV .现在磁化面电流密度为K m =-n ×M =M ×n =M sinθe �，故
由（21 721 9）式知

A =A �e � =A（r ，θ）e�，　 A r =0 ，　 A θ =0 （21 721 10）
代入（21 721 8）式便得

Δ

2A - A
r 2sin 2

θ
=0 （21 721 11）

　 　 球坐标系中有

Δ

2 A = 1
r 2

矪

矪r
r 2 矪A

矪（ ）r + 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ矪A

矪（ ）θ + 1
r 2sin 2

θ
矪

2 A
矪�

2 （21 721 12）

代入（21 721 11）式并利用矪A
矪�

=0 ，便得

1
r 2

矪

矪r
r 2 矪A

矪（ ）r + 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ矪A

矪（ ）θ - A
r 2sin 2

θ
=0 （21 721 13）
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　 　 下面用分离变数法求解.令

A（r ，θ）=R（r ）Θ（θ） （21 721 14）
代入（21 721 13）式得

1
R

d
dr

r 2 dR
d（ ）r + 1

Θsinθ
d
dθ

sinθdΘ
d（ ）θ - 1

sin 2
θ

=0 （21 721 15）

令

1
R

d
dr

r 2 dR
d（ ）r =C （21 721 16）

r 2 d 2R
dr 2 +2r dR

dr -CR =0 （21 721 17）

这是二阶欧拉方程，它的解为

R =c 1r
1+4寶 C -1

2 +c 2r - 1+4寶 C +1
2 （21 721 18）

当r → ∞时，球是一个磁偶极子，它的A 应具有

A →
1
r 2 （21 721 19）

的性质.由此得（21 721 16）式中的常数C =2 .于是（21 721 18）式便为

R =c 1r +c 2

r 2 （21 721 20）

　 　 再求Θ.由（21 721 15）式得

1
Θsinθ

d
dθ

sinθdΘ
d（ ）θ + 2 - 1

sin 2（ ）θ =0 （21 721 21）

作变换x =cosθ，y =Θ，上式便化为

d
dx
（1 -x 2）

dy
d［ ］x

+ 2 - 1
1 -x（ ）2 y =0 （21 721 22）

与连带勒让德方程

d
dx
（1 -x 2）

dy
d［ ］x

+ l（l +1）- m 2

1 -x［ ］2 y =0 （21 721 23）

比较，可见（21 721 22 ）是l =1，m =1 的连带勒让德方程.（21 721 23）式的有界解为

P m
l（x ）=（1 -x 2）

m
2 d m

dx m P l（x ），　 　 0 ≤ m ≤ l （21 721 24）

由此得（21 721 23）式的解为

Θ=（1 -cos2
θ）

1
2 =sinθ （21 721 25）

结合（21 721 10）、（21 721 14）、（21 721 20 ）和（21 721 25 ）四式以及边界条件（21 721 19 ）
式和r → 0 时A 为有限，便得

A 1 =c 1rsinθe �，　 　 r ＜ a （21 721 26）

A 2 =c 2

r 2sinθe �，　 　 r ＞ a （21 721 27）
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于是得所求的磁感强度为

B 1 =

Δ

×A 1

=c 1

Δ

×（rsinθe �）=c1

Δ

（rsinθ）×e�+c1rsinθ

Δ

×e�

=c1
矪

矪r
（rsinθ）e r + 1

r
矪

矪θ
（rsinθ）e［ ］θ ×e�+c1rsinθ 1

rsinθ
cosθe r - 1

r e（ ）θ
=2c 1（cosθe r -sinθe θ），　 　 r ＜ a （21 721 28）

B 2 =

Δ

×A 2 =c 2

Δ

× sinθ
r 2 e（ ）�

=c2

Δsinθ
r（ ）2 ×e�+c 2

sinθ
r 2

Δ

×e�

=c 2
矪

矪r
sinθ
r（ ）2 e r + 1

r
矪

矪θ

sinθ
r（ ）2 e［ ］θ ×e�+c2

sinθ
r 2

cosθ
rsinθ

e r - 1
r e（ ）θ

=c 2

r 3（2cosθe r +sinθe θ），　 　 r ＞ a （21 721 29）

或者，直接由球坐标系的旋度公式计算B 1 和B 2 ，还要简单些.
现在由边界条件定系数c 1 和c 2 .边界条件为r =a 时，

B 1n =B 2n （21 721 30）

H 1t = H 2t （21 721 31）
由（21 721 28）、（21 721 29）和（21 721 30）三式得

c 2 =a 3c 1 （21 721 32）
由（21 721 28）、（21 721 29）两式得

H 1 =
B 1

μ0
-M =2c 1

μ0
（cosθe r -sinθe θ）-M（cosθe r -sinθe θ）

=
2c 1

μ0
-（ ）M （cosθe r -sinθe θ） （21 721 33）

H 2 =
B 2

μ0
= c 2

μ0r 3（2cosθe r +sinθe θ） （21 721 34）

代入（21 721 31）式便得

c 2 =μ0a 3 M -2c 1

μ（ ）0
（21 721 35）

解（21 721 32）和（21 721 35）两式得

c 1 = 1
3μ0 M ，　 　 c 2 = 1

3μ0a 3 M （21 721 36）

于是最后得所求的矢势为

A 1 = 1
3μ0 Mr sinθe �，　 　 r ＜ a （21 721 37）

A 2 = 1
3
μ0 M a 3

r 2 sinθe �，　 　 r ＞ a （21 721 38）
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或者写成

A 1 = 1
3μ0 M ×r ，　 　 r ＜ a （21 721 39）

A 2 = 1
3μ0

a
（ ）r

3

M ×r ，　 　 r ＞ a （21 721 40）

所求的磁感强度为

B 1 = 2
3μ0 M（cosθe r -sinθe θ）= 2

3μ0 M ，　 　 r ＜ a （21 721 41）

B 2 = 1
3 μ0 M a 3

r 3（2cosθe r +sinθe θ）

= 1
3μ0

a
（ ）r

3 3（M ·r ）r
r 2 -［ ］M ，　 　 r ＞ a （21 721 42）

【讨论】　（1）上题（21 71 题）与本题是同一题，上题是由磁标势φm 求 B ，本题
则是由矢势A 求B .两题的结果为

球内：　 　φm1 =
1
3 M ·r ，　 　 A 1 =μ

0

3
M ×r

球外：　 　φm2 =
1
3

a
（ ）r

3

M ·r ，　 　 A 2 =μ
0

3
a

（ ）r
3

M ×r

由前面的解可见，求A 比求φm 复杂.因此，知道了A 与φm 的上述关系，便可

先求φm ，求出φm 后，利用上述关系直接写出A 来.这样比直接求A 简单些.
（2）φm 的梯度与A 的旋度的关系，参见前面第一章的11 14 题.
21 73 　 中子星是超新星爆发所产生的一种天体，具有很强的磁场.假设中子星

是由中子密集构成的球体，它的磁场来自中子的磁矩μ，μ都沿同一方向排列.已
知中子的半径为a =8 ×10 -16 m ，中子磁矩的大小为μ=91 65 ×10 -27 A ·m 2 .试求
中子星表面磁场最强处磁感强度的值.
【解】　 中子的体积为

v =4π
3 a 3 =4π

3 ×（8 ×10 -16 ）3 =2 ×10 -45（m 3 ） （21 731 1）

在中子星里，中子是密集的，故单位体积（一立方米）内的中子数便为

n = 1
v =5 ×10 44 个／m 3 （21 731 2）

于是得中子星的磁化强度 M =nμ的大小为

M =nμ=5 ×10 44 ×91 65 ×10 -27 =5 ×10 18（A／m ） （21 731 3）

　 　 我们把中子星的磁场看作是磁化电流产生的，磁化电流与磁化强度的关系为

　 　 磁化电流密度 　 j M =

Δ

×M （21 731 4）
磁化面电流密度 　 K M = M ×n （21 731 5）
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　 图21 73

由于中子星内的中子是密集的，故磁化是均匀的，

j M =0 ，因而只有一层面电流 K M ，如图21 73 所示.
中子星表面磁场最强处在 N 、S 两极.下面我们就
由面电流K M 求 N 极的磁感强度B max .

半径为r 的圆环电流 dI 在轴线上离环心为x
处产生的磁感强度dB 的大小为

dB = μ0r 2dI
2（r 2 +x 2）3／2

（21 731 6）

如图 21 73（1 ），中子星表面θ处的圆电流 dI =

　 图21 73（1）

K M R dθ=M R sinθdθ在N 点产生的磁感强度的

大小依上式为

dB max = μ0（R sinθ）2 M R sinθdθ
2［（ R sinθ）2 +（R -R cosθ）2］3／2

=
寶2μ0 M

8
sin 3
θdθ

（1 -cosθ）3／2
（21 731 7）

积分便得整个中子星在 N 点产生的磁感强度

的大小为

B max =
寶2μ0 M

8 ∫
π

0

sin 3
θdθ

（1 -cosθ）3／2
（21 731 8）

令y =cosθ，则（21 731 8）式中的积分结果如下：

　 　∫
π

0

sin 3
θdθ

（1 -cosθ）3／2
=-∫

-1

1

（1 -y 2）dy
（1 -y ）3／2

=∫
1

-1

1 +y
1 -寶 y

dy

= -2 1 -寶 y - 2
3
（2 +y ） 1 -寶［ ］y

1

-1
= 寶8 2

3 　（21 731 9）

代入（21 731 8）式便得所求的值为

B max = 2
3μ0 M （21 731 10）

把（21 731 3）式的 M 值代入上式便得

B max = 2
3 ×4π ×10 -7 ×5 ×10 18 =4 ×10 12（T ） （21 731 11）

这就是由上述简单模型得出的中子星磁感强度的极限值.
【别解】　 由已知的磁化强度，用磁标势计算，具体算法见前面21 71 题，得出

（21 711 12）式后，令其中r =a ，即得B max =2
3μ0 M .
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或者，用矢势计算，具体算法见前面21 72 题，得出（21 721 42 ）式后，令其中r =
a ，亦得到同样结果.

比较可以看出，三种算法，以本题算法为最简单，磁标势算法次之，矢势算法最

复杂.

　 图21 74

21 74 　 设理想铁磁体的磁化规律为

B =μH +μ0 M 0 ，M 0 是与 H 无关的恒量.
现将这种理想铁磁体做成的半径为 R 的
磁化球，放入磁导率为μ′的无限大均匀介
质中，试求各处的磁感强度和磁化电流.
【解】　 用磁标势求解.以球心 O 为原

点，M 0 的方向为极轴，取球坐标系如图

21 74 所示.因为整个空间没有自由电流，
故存在磁标势φm 且φm 满足拉普拉斯方

程.由于轴对称性和φm 在极轴上应为有

限值，故磁标势的形式为

φm = ∑
∞

l =0
a lr l + bl

r l+（ ）1 P l（cosθ） （21 741 1）

在球内，r → 0 时，φm 为有限值，因此有

φm 1 = ∑
∞

l =0
a lr lP l（cosθ），　 　 r ≤ R （21 741 2）

在球外，r → ∞时，φm → 0，因此有

φm 2 = ∑
∞

l =0

bl

r l+1 Pl（cosθ），　 　 r ≥ R （21 741 3）

　 　 下面由边界条件定系数a l 和b l .因在球面上有φm1 =φm 2 ，故由（21 741 2 ）和
（21 741 3）两式得

bl =R 2l+1a l （21 741 4）

又在球面上B 的法向分量是连续的，即

-μ
矪φm 1

矪r r =R
+μ0 M 0cosθ=-μ′

矪φm2

矪r r =R
（21 741 5）

把（21 741 2）和（21 741 3）两式代入上式，然后比较两边 Pl（cosθ）的系数，便得

b 1 = R 3

2μ′
（-μa 1 +μ0 M 0） （21 741 6）

bl =- μlR
2l+1

μ′（l +1）
a l，　 　 l ≠ 1 （21 741 7）
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由（21 741 4）、（21 741 6）和（21 741 7）三式解得

a 1 = μ0

μ+2μ′
M 0 ，　 　 b 1 = μ0

μ+2μ′
R 3 M 0 （21 741 8）

a l =0，　 bl =0 ，　 l ≠ 1 （21 741 9）

于是得所求的磁标势为

φm 1 = μ0

μ+2μ′
M 0rcosθ= μ0

μ+2μ′
M 0 ·r ，　 　 r ≤ R （21 741 10）

φm 2 = μ0

μ+2μ′
R 3

r 2 M cosθ= μ0

μ+2μ′
R

（ ）r
3

M ·r ，　 　 r ≥ R （21 741 11）

故得球内的磁感强度为

B 1 =μH 1 +μ0 M 0 =-μ

Δ

φm 1 +μ0 M 0

=- μμ0

μ+2μ′
M 0 +μ0 M 0 =

2μ′μ0

μ+2μ′
M 0 ，　 　 r ＜ R （21 741 12）

球外的磁感强度为

B 2 =μ′H =-μ′

Δ

φm 2 =-μ′
μ0

μ+2μ′

Δ R
（ ）r

3

M 0 ·［ ］r

= μ′μ0R 3

（μ+2μ′）r
3

3（M 0 ·r）r
r 2 -M［ ］0 ，　 　 r ＞ R （21 741 13）

　 　 下面求磁化电流，为此，先求磁化强度.在球内，磁感强度为

B 1 =μ0（H 1 +M 1）=μH 1 +μ0 M 0 （21 741 14）

故得球的磁化强度为

M 1 = M 0 +μ
-μ0

μ0
H 1 = M 0 +μ

-μ0

μ0

B 1 -μ0 M 0

μ

= M 0 -μ
-μ0

μ
M 0 +μ

-μ0

μμ0
B 1

=μ
0

μ
M 0 +μ

-μ0

μμ0

2μ′μ0

μ+2μ′
M 0

=μ
0 +2μ′

μ+2μ′
M 0 （21 741 15）

球外介质的磁化强度为

M 2 =B 2

μ0
-H 2 =B 2

μ0
-B 2

μ′
=μ

′-μ0

μ′μ0
B 2

=μ
′-μ0

μ+2μ′
R

（ ）r
3 3（M 0 ·r）r

r 2 -M［ ］0 （21 741 16）
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最后得磁化电流密度如下：

球内 j M 1 =

Δ

×M 1 =μ
0 +2μ′

μ+2μ′

Δ

×M 0 =0 （21 741 17）

球外 j M 2 =

Δ

×M 2 =μ
′-μ0

μ+2μ′
R 3

Δ

×
3（M 0 ·r）r

r 5 -M 0

r［ ］3

=0 （21 741 18）
在球与介质的交界面上有一层面电流，这层面电流密度为

K M =er ×（M 2 -M 1）=er ×M 2
r =R

-er ×M 1

=μ
′-μ0

μ+2μ′
M 0 ×er +μ

0 +2μ′

μ+2μ′
M 0 ×er

=
3μ′

μ+2μ′
M 0sinθe � （21 741 19）

　 图21 75

21 75 　 半径为a 的无穷长介质圆柱被均匀磁化，磁
化强度为 M 0 ，M 0 与圆柱的轴线垂直.圆柱外是真空.试
求这圆柱产生的磁场强度.
【解】　 用磁标势求解.以圆柱轴线上任一点 O 为原

点，圆柱轴线为z 轴，M 0 的方向为�=0 的方向，取柱坐
标系.圆柱的横截面如图21 75 所示.因无自由电流，故
存在磁标势φm ，且φm 满足拉普拉斯方程.由于轴对称
性，φm 与z 无关.于是得

Δ

2
φm = 1

r
矪

矪r
r
矪φm

矪（ ）r
+ 1
r 2

矪φm

矪�
=0 （21 751 1）

用分离变量法求解.令

φm =R（r ）Φ（�） （21 751 2）
代入（21 751 1）式便得

1
R r

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

Φ
d 2
Φ

d�2 =0 （21 751 3）

因Φ应是�的以2π 为周期的函数，故取

1
Φ

=d2
Φ

d�2 =-m 2 （21 751 4）

式中 m 为整数，解得

Φ=A mcosm�+B msinm� （21 751 5）
将（21 751 4）式代入（21 751 3）式得

r 2 d 2R
dr 2 +r dR

dr -m 2R =0 （21 751 6）
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这是二阶欧拉方程，其解为

R =C mr m +D mr -m （21 751 7）
于是得（21 751 1）式的通解为

φm =C 0lnr +D 0 +∑
∞

m =1

（C mr m +D mr -m ）（A mcosm�+B msinm�）

（21 751 8）

　 　 在柱内，r → 0 时，φm 有限，故可写作

φm 1 = D 0 +∑
∞

m =1
r m（A mcosm�+B msinm�），　 　 r ≤ a （21 751 9）

在柱外，r → ∞时，φm → 0 ，故

φm 2 = ∑
∞

m =1
r -m（A′mcosm�+B′msinm�），　 　 r ≥ a （21 751 10）

r =a 时，φm 1 =φm 2 ，故得

A′m =a 2mA m ，　 　 B′m =a 2mB m （21 751 11）

r =a 时，B 的法向分量连续，B 1n =B 2n ，故得

-
矪φm 1

矪r r =a
+M 0cos�=-

矪φm2

矪r r =a

将（21 751 9）和（21 751 10）式代入上式，然后比较cosm�和sinm�的系数，便得

A′m =-a 2mA m ，　 B′m =-a 2mB m ，　 m ≠ 1 （21 751 12）

-A 1 +M 0 = 1
a 2 A′1 ，　 -B 1 = 1

a 2 B′1 （21 751 13）

由（21 751 11）、（21 751 12）和（21 751 13）解得

A m =0 ，　 A′m =0 ，　 B m =0，　 B′m =0 ，　 m ≠ 1 （21 751 14）

A 1 = 1
2 M 0 ，　 A′1 = 1

2 a 2 M 0 ，　 B 1 =0 ，　 B′1 =0 （21 751 15）

于是得所求的磁标势为

φm1 = 1
2 M 0rcos�，　 　 r ≤ a （21 751 16）

φm2 = 1
2

a 2

r M 0cos�，　 　 r ≥ a （21 751 17）

最后得出所求的磁场强度为

H 1 =-

Δ

φm 1 =- 1
2 M 0

Δ

（rcos�）=-1
2 M 0 ，　 　 r ＜ a （21 751 18）

H 2 =-

Δ

φm 2 =- 1
2 M 0a 2

Δcos�
（ ）r

= 1
2 M 0

a
（ ）r

2
（cos�e r +sin�e �），　 　 r ＞ a （21 751 19）
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　 图21 76

21 76 　 一长度为L 、半径为a 的长磁棒已被均匀磁
化，磁化强度为 M 0 ，M 0 与轴线平行.以棒的中心为原
点，M 0 的方向为极轴，取球坐标系如图21 76 所示.试求

r 冲 L 处的磁感强度.
【解】　 在r 冲 L 处，这磁棒可当作一个磁偶极子，

它的磁矩为

m =V M 0 =πa 2L M 0 （21 761 1）
磁标势为

φm = m ·r
4πr 3 =a 2L M 0 ·r

4r 3
（21 761 2）

于是得所求的磁感强度为

B =μ0 H =-μ0

Δa 2L M 0 ·r
4r（ ）3

=-μ
0a 2L
4

Δ M 0 ·r
r（ ）3

=-μ
0a 2L
4

Δ1
r（ ）3 （M 0 ·r ）+1

r 3

Δ

（M 0 ·r［ ］）

=μ
0a 2L
4

3（M 0 ·r ）r
r 5 - 1

r 3 M［ ］0

=μ
0a 2L
4r 3

3（M 0 ·r）r
r 2 -M［ ］0 （21 761 3）

或写成

B =μ
0a 2L M 0

4r 3 2cosθe r +sinθe（ ）θ （21 761 4）

　 图21 77

21 77 　 一螺线管由表面绝缘的细导线密绕而成，管长为 L ，横截面的半径为

a ，单位长度的匝数为n ，导线中载有电流I .以
管的中心为原点，轴线为极轴，取球坐标系，管

外一点P 到原点的距离为r ，如图21 77 所示，
试求r 冲 L 、a 处的磁感强度.
【解】　 用磁标势法求解.在螺线管外，没

有自由电流，故存在磁标势φm ，且φm 满足拉

普拉斯方程.当r → ∞时，φm → 0 ，故拉普拉斯
方程的解为

φm = ∑
∞

l =0

b l

r l+1 P l（cosθ），　 　 r ＞ L

（21 771 1）
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下面用边界条件定系数.圆环电流I 在轴线上离圆环心为z 处产生的磁场强度的
大小为

H = Ia 2

2（z 2 +a 2）3／2
（21 771 2）

用这式子求轴线上离线圈很远处的 H 得

H =∫d H =∫
z +L

2

z -L
2

nIa 2dz
2（z 2 +a 2）3／2 =nIa 2

2∫
z+L

2

z-L
2

dz
（z 2 +a 2）3／2

=nI
2

z +L
2

z +L
（ ）2

2

+a寶
2

-
z -L

2

z -L
（ ）2

2

+a寶

熿

燀

燄

燅

2

（21 771 3）

下面展开上式求近似：

H =nI
2 1 +

a

z +L
烄

烆

烌

烎2

熿

燀

燄

燅

2 -1
2

- 1 +
a

z -L
烄

烆

烌

烎2

熿

燀

燄

燅

2 -

烅
烄

烆
烍
烌

烎

1
2

=nI
2 1 - 1

2

a

z +L
烄

烆

烌

烎2

2

+⋯- 1 - 1
2

a

z -L
烄

烆

烌

烎2

2

+熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎

⋯

≈
nI
2

a 2

2

1

z -L
（ ）2

2 + 1

z +L
（ ）2

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎

2
≈

nIa 2L
2z 3

（21 771 4）

由（21 771 1）式得磁场强度 H 在r 方向上的分量为

H r =-
矪φm

矪r
= ∑

∞

l =0

（l +1）bl

r l+2 Pl（cosθ） （21 771 5）

在轴线上，θ=0 ，cosθ=1 ，Pl（1）=1，故上式化为

H r = ∑
∞

l =0

（l +1）bl

z l+2
（21 771 6）

比较（21 771 4）和（21 771 6）两式得

b 1 =nIa 2L
4
；　 bl =0，　 l ≠ 1 （21 771 7）

于是得

φm =nIa 2L
4

cosθ
r 2 （21 771 8）

由此得出所求的磁感强度为

B =μ0 H =-μ0

Δ

φm =-μ
0nIa 2L
4

Δcosθ
r（ ）2

=μ
0nIa 2L
4r 3

（2cosθe r +sinθe θ） （21 771 9）
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【别解】　 在r 冲 L 处，这螺线管可看做一个磁偶极子，其磁矩为

m =nIL ·πa 2e z =nπIa 2Le z （21 771 10）
它所产生的磁标势为

φm = m ·r
4πr 3 =nIa 2L

4
cosθ
r 2

这就是（21 771 8）式.故所求的磁感强度即为（21 771 9）式.
或者，直接由磁偶极子的磁场公式计算如下：

B = μ0

4πr 3

3（m ·r ）r
r 2 -［ ］m

=μ
0nIa 2L
4r 3 3（e z ·e r）e r -（cosθe r -sinθe θ［ ］）

=μ
0nIa 2L
4r 3 2cosθe r +sinθe（ ）θ

21 78 　 真空中有磁感强度为B 0 的均匀磁场，现将一无穷长的均匀介质圆柱放

　 图21 78

入这磁场中，圆柱的半径为a ，磁导率为μ，轴线
与B 0 垂直.试求各处的磁感强度.
【解】　 以圆柱轴线上任一点 O 为原点，圆柱

轴线为z 轴，B 0 的方向为�=0 的方向，取柱坐标
系，如图 21 78 所示.因无自由电流，故存在磁标
势φ，且φ满足拉普拉斯方程.由于轴对称性，φ
与z 无关.于是得

　

Δ

2
φ= 1

r
矪

矪r
r 矪φ

矪（ ）r
+ 1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 =0 　（21 781 1）

　 　 用分离变量法求解.令

φ=R（r ）Φ（�） （21 781 2）

代入（21 781 1）式便得

r
R

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

Φ

d 2
Φ

d�2 =0 （21 781 3）

因Φ应是�的以2π 为周期的函数，故取

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-n 2 （21 781 4）

式中n 为整数.解得

Φ=A ncosn�+B nsinn� （21 781 5）

由于对称性，Φ（-�）=Φ（�），故B n =0 .所以

Φ=A ncosn� （21 781 6）
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将（21 781 4）式代入（21 781 3）式得

r 2 d 2R
dr 2 +r dR

dr -n 2R =0 （21 781 7）

这是二阶欧拉方程，其解为

R =C nr n +D nr -n （21 781 8）
于是得（21 781 1）式的通解为

φ=C 0lnr +D 0 +∑
∞

n =1

（C nr n +D nr -n）cosn� （21 781 9）

式中C 0lnr +D 0 是n =0 时的解.在柱内，r → 0 时，φ有限，故可写作

φ1 =D 0 +∑
∞

n =1
C nr ncosn�，　 　 r ≤ a （21 781 10）

在柱外，r → ∞时，φ→ -B 0

μ0
rcos�（B 0 的磁标势），故

φ2 = ∑
∞

n =1

D n

r n cosn�-B 0

μ0
rcos�，　 　 r ≥ a （21 781 11）

　 　 r =a 时，φ1 =φ2 ，比较两边cosn�的系数得

D 0 =0 ；D n =a 2nC n ，　 　 n ≠ 1

D 1 =a 2C 1 +a 2 B 0

μ

烍

烌

烎0

（21 781 12）

又r =a 时，B 的法向分量连续，B 1n =B 2n ，即

-μ
矪φ1

矪r r =a
=-μ0

矪φ2

矪r r =a
（21 781 13）

将φ1 和φ2 代入上式计算，然后比较cosn�的系数得

D n =-μ
μ0

a 2nC n ，　 　 n ≠ 1

-μC 1 =μ0a -2 D 1 +B
烍

烌

烎0

（21 781 14）

解（21 781 12）和（21 781 14）两式，得

C n =0 ，　 D n =0 ，　 n ≠ 1

C 1 =- 2
μ+μ0

B 0 ，　 D 1 = μ-μ0

（μ+μ0）μ0
a 2B 烍

烌

烎
0

（21 781 15）

于是得

φ1 = -
2

μ+μ0
B 0rcos�，　 　 r ≤ a （21 781 16）

φ2 = μ-μ0

（μ+μ0 ）μ0

a 2B 0

r cos�-B 0

μ0
rcos�

= μ-μ0

μ+μ0

a
（ ）r

2

-［ ］1 B 0

μ0
rcos�，　 　 r ≥ a （21 781 17）
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最后得所求的磁感强度为

B 1 =μH 1 =-μ

Δ

φ1 =
2μ

μ+μ0
B 0

Δ

（rcos�）

=
2μ

μ+μ0
B 0 ，　 　 r ＜ a （21 781 18）

B 2 =μ0 H 2 =-μ0

Δ

φ2

=-μ
-μ0

μ+μ0
a 2B 0

Δcos�
（ ）r +B 0

Δ

（rcos�）

=μ
-μ0

μ+μ0
B 0

a
（ ）r

2

（cos�e r +sin�e �）+B 0 ，　 　 r ＞ a （21 781 19）

　 图21 79

21 79 　 两个磁偶极子 m 1 和 m 2 位于同一平面内，

m 1 固定不动，m 2 则可以在该平面内绕自己的中心自

由转动；从 m 1 到 m 2 的位矢为r ，m 1 与r 的夹角为α1 .
设 m 2 在平衡时与r 的夹角为α2 ，试求α2 与α1 的关系

（图21 79）.
【解】　 设 m 1 和 m 2 分别代表两磁偶极子的磁矩，

则它们间的相互作用能量为

W i =m 2 ·B 1 =m 2 · -μ0

Δm 1 ·r
4πr（ ）3

=-μ
0 m 1

4π
m 2 ·

Δcosθ
r（ ）2

=μ
0 m 1

4πr 3 2cosθm 2 ·er +sinθm 2 ·e（ ）θ

=μ
0 m 1

4πr 3 2cosθ·m 2cosα2 +sinθ·m 2cos π

2 +α（ ）［ ］2

=μ
0 m 1 m 2

4πr 3
（2cosα1cosα2 -sinα1sinα2

） （21 791 1）

当 m 2 达到平衡时，

矪W i

矪α2
=0 （21 791 2）

即

矪

矪α2
2cosα1cosα2 -sinα1sinα（ ）2 =2cosα1

（-sinα2
）-sinα1cosα2 =0

tanα2 =- 1
2 tanα1

（21 791 3）

这便是所求的关系.
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第三章　 电磁波的传播

31 1 　 设在电容率为ε、磁导率为μ的各向同性的均匀线性介质中，既无自由

电荷，亦无自由电流，取笛卡儿坐标系，试证明：在这介质中，麦克斯韦方程组的解

如果只与坐标z 和时间t 有关，则这个解便是由（E x ，H y ）和（E y ，H x ）两组互相独

立的解组成的.
【证】　 因为所有的场量都只与z 和t 有关，故麦克斯韦方程组便简化为

-
矪E y

矪z
e x +矪E x

矪z
e y =-μ

矪 H
矪t

（31 11 1）

-
矪 H y

矪z
e x +矪 H x

矪z
e y =ε矪E

矪t
（31 11 2）

矪E z

矪z =0 （31 11 3）

矪 H z

矪z =0 （31 11 4）

由（31 11 1）和（31 11 2）两式可得，矪 H z

矪t =0 ，矪E z

矪t =0 .这表明，E z 和 H z 都与时间t 无

关.（31 11 3）和（31 11 4）两式表明，E z 和 H z 都与z 无关.因此，E z 和 H z 都是常量.
因为它们与其他量不相关，在无源存在时，可令其为零，即 E z =0 ，H z =0 .于是由
（31 11 1）和（31 11 2）两式得出

矪E x

矪z =-μ
矪 H y

矪t
矪 H y

矪z
=-ε矪E x

矪

烍

烌

烎t

（31 11 5）

矪E y

矪z
=μ

矪 H x

矪t

矪 H x

矪z =ε
矪E y

矪

烍

烌

烎t

（31 11 6）

这是两组互相独立的方程组.
消去（31 11 5）式中的 H y 便得

矪
2E x

矪z 2 -
1
v 2

矪
2E x

矪t 2 =0 （31 11 7）

式中



v = 1
ε寶μ

（3 .1 .8）

是波速.由（31 11 7）式解出 E x ，它只是z 和t 的函数.把它代回（31 11 5）式便可求出
相应的 H y 来，这样求出的 H y 也只是z 和t 的函数.这是一组解.

消去（31 11 6）式中的 H x 便得

矪
2E y

矪z 2 - 1
v 2

矪
2E y

矪t2 =0 （31 11 9）

由此式解出E y ，它只是z 和t 的函数.把它代回（31 11 6）式便可求出相应的 H x 来，

这样求出的 H x 也只是z 和t 的函数.这又是一组解.
以上两组解是互相独立的，都只与z 和t 有关.
【讨论】　 上述结果表明，如果麦克斯韦方程组的解是沿z 方向传播的平面波

解，则这个解便由两个互相独立的平面波（E x ，H y ）和（E y ，H x ）叠加而成.
这个结论说明了我们在光学里所观测到的事实：在各向同性的均匀线性介质

中，沿任何一个方向传播的平面光波都可以有两个互相独立的偏振态.
31 2 　 在电容率为ε、磁导率为μ的均匀介质中，有一个沿x 轴传播的单色平

面电磁波.已知它的电场强度为E =E 0cos（kx -ωt ），式中E 0 、k 和ω都与x ，y ，z ，t
无关.试求它的：（1）磁场强度 H ；（2）场能密度的瞬时值和平均值；（3 ）坡印亭矢量

S 的瞬时值和平均值.
【解】　（1）求 H .

-矪B
矪t =-μ

矪 H
矪t =

Δ

×E =

Δ

× E 0cos（kx -ωt［ ］）

=

Δ

cos（kx -ωt ）×E 0 +cos（kx -ωt ）

Δ

×E 0

=-ksin（kx -ωt ）e x ×E 0

所以

H = k
μ∫sin（kx -ωt ）dte x ×E 0

= k
ωμ

e x ×E 0cos（kx -ωt ） （31 21 1）

式中积分常数是与t 无关的量，不属于电磁波，故略去.又ke x =k 是传播矢量，故
得

H = 1
ωμ

k ×E 0cos（kx -ωt ） （31 21 2）

或者，直接由单色平面电磁波的公式

H = 1
ωμ

k ×E （31 21 3）

直接写出上式亦可.
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（2）场能密度的瞬时值为

w = 1
2
（E ·D +H ·B ）=εE 2 =εE 2

0cos2（kx -ωt ） （31 21 4）

场能密度的平均值为

珡w = 1
T∫

T

0
w dt =εE

2
0

T∫
T

0
cos2（kx -ωt ）dt

= 1
2εE

2
0

（31 21 5）

（3）坡印亭矢量（能流密度）的瞬时值为

S = ReE ×ReH =E 0cos（kx -ωt ）× k ×E 0

ωμ
cos（kx -ωt［ ］）

= k
ωμ

E 2
0cos2（kx -ωt ） （31 21 6）

坡印亭矢量的平均值为

珔S = 1
T∫

T

0
S dt = E 2

0k
ωμT∫

T

0
cos2（kx -ωt ）dt

= E 2
0

2ωμ
k

（31 21 7）

或由公式计算

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）= 1

2 E ×H 倡 = 1
2 E × k ×E

ω（ ）μ

= E 2
0

2ωμ
k （31 21 8）

　 　 31 3 　 有两个互相独立的单色平面电磁波，在真空中沿同一方向传播，它们的

频率和振幅都相同.以它们的传播方向为z 轴方向，取笛卡儿坐标系，它们的场量
分别为（E x ，H y ）和（E y ，H x ）.假定这两个波的相位差为�，试以电场为例，说明下

列三种情况下合成的电磁波的偏振（极化）状态：（1 ）�为某一确定的值；（2）�=0 ；

（3）�=±π

2 .

【解】　（1）依题意，在空间任一点，这两个波的电场强度随时间变化的关系可
表示为

E x =E x 0cosωt （31 31 1）

E y =E y 0cos（ωt +�） （31 31 2）

式中ω是它们的角频率，E x 0 和 E y 0 分别是它们的振幅.于是在这一点的合成电场
便为

E =E x 0cosωte x +E y 0cos（ωt +�）e y （31 31 3）

由（31 31 1）和（31 31 2）两式得
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cosωt =E x／E x 0 （31 31 4）

sinωt =
cosωtcos�-E y／E y 0

sin�
（31 31 5）

由以上两式消去t 得

sin 2
ωt +cos2

ωt =
E x

E x（ ）0

2

+ 1
sin 2
�

E x

E x 0
cos�-

E y

E y
［ ］0

2

=1

所以

E x

E x（ ）0

2

+
E y

E y
（ ）0

2

-2
E xE y

E x 0E y 0
cos�=sin 2

� （31 31 6）

　 图31 3

　 　 这是一个椭圆方程，它的图形如图

31 3 所示.由此可见，具有确定相位差�
的两个互相独立的线偏振波（或称线极

化波）叠加而成的波是一个椭圆偏振波.
当时间经过一个周期，其电场矢量 E 的
尖端便在椭圆上扫描一圈.
（2）�=0 ，即E x 和E y 的相位相同，

这时（31 31 6）式便化为

E x／E x 0 =E y／E y 0 （31 31 7 ）
这时椭圆蜕化为一条直线，即电场矢量 E 沿着一条固定的直线段随时间振荡.这
条直线段与x 轴的夹角θ满足

tanθ=
E y

E x
=

E y 0

E x 0

（31 31 8）

（3）�=±π

2 .这时（31 31 6）式化为

E x

E x（ ）0

2

+
E y

E y
（ ）0

2

=1 （31 31 9）

这是一个正椭圆，其长短轴分别在x 和y 方向上.

当�=±π

2
，且E x0 =E y 0 =E 0 时，（31 31 9）式便成为一个圆的方程

E 2
x +E 2

y =E 2
0 （31 31 10）

在这种情况下，当时间经历一个周期，电场矢量E 的尖端便在这圆上描画一圈，如

图31 3（1）所示.当�=π

2
时，电场矢量E 沿顺时针方向转动，如图中的（a）所示，这

种波称为右旋圆偏振（极化）波.当�=-π

2
时，电场矢量E 沿逆时针方向转动，如

图中的（b）所示，这种波称为左旋圆偏振（极化）波.
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图31 3（1）

　 　 31 4 　 平面电磁波的能量传播速度u 定义为
u =S／w

式中S 是波印亭矢量，w 是电磁场的能量密度.试证明：在无色散介质中，能量速
度u 等于相速度v .
【证】　 电磁波的相速度v 定义为

v = 1
ε寶μ

n （31 41 1）

式中ε和μ分别为介质的电容率和磁导率，n 是电磁波的传播方向上的单位矢量.
平面电磁波的波印亭矢量为

S =E ×H =E × 1
ωμ
（k ×E ）= 1

ωμ
E 2k

= 1
ωμ

E 2kn = 1
ωμ

E 2 ·ω ω寶μn =εE 2 v

=w v （31 41 2）
所以

u =S／w =v （31 41 3）

31 5 　 在电容率为ε、电导率为σ、磁导率为μ的导电介质中，有一沿z 方向传
播的电磁波

E =E（z ）e -iωte x ，　 　 H = H（z ）e -iωte y

已知这介质中无净电荷（即ρ=0）.试证明：这介质的波阻抗为

η= E
H = ωμ

ωε+i寶 σ
【证】　 由麦克斯韦方程得

Δ

×E =-矪B
矪t =-μ

矪H
矪t =iωμH （31 51 1）

Δ

×H = 矪D
矪t +j =-iωεE +σE
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=-iωε+i σ（ ）ω E （31 51 2）

又

Δ

×（

Δ

×E ）=iωμ

Δ

×H =ω2 ε+i σ（ ）ω μE
=

Δ

（

Δ

·E ）-

Δ

2E =-

Δ

2E
所以

Δ

2E +ω2 ε+i σ（ ）ω μE =0 （31 51 3）

同样可得

Δ

2 H +ω2 ε+i σ（ ）ω μH =0 （31 51 4）

解（31 51 3）和（31 51 4）两式得

E =E 0ei（k′z -ωt）e x （31 51 5）

H = H 0ei（k′z -ωt ）e y （31 51 6）
式中

k′=ω με+i σ（ ）寶 ω
（31 51 7）

由（31 51 5）式得
Δ

×E =E 0［
Δ

ei（k′z -ωt ）］×ex =ik′E 0ei（k′z -ωt ）e y

=ik′Ee y （31 51 8）
由（31 51 1）和（31 51 8）两式得

E
H =

ωμ
k′

=
ωμ

ω με+i σ（ ）寶 ω

=
ωμ

ωε+i寶 σ
（31 51 9）

所以

η=
E
H =

ωμ

ωε+i寶 σ
（31 51 10）

31 6 　 电磁场的赫兹矢量Π 由A =εμ
矪Π

矪t
定义，式中ε和μ分别是介质的电容

率和磁导率，A 是电磁场的矢势.在没有自由电荷和电流的均匀介质内，试由麦克
斯韦方程导出Π 的波动方程，并证明对于单色电磁波来说，Π 满足亥姆霍兹方程.
【解】　 电磁场的电场强度E 和磁感强度B 与矢势A 和标势φ的关系为

E =-

Δ

φ-矪A
矪t

（31 61 1）

B =

Δ

×A （31 61 2）
现在

A =εμ
矪Π
矪t

（31 61 3）
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故

E =-

Δ

φ-εμ
矪

2
Π

矪t2 （31 61 4）

B =

Δ

× εμ
矪Π
矪（ ）t = 矪

矪t
（εμ

Δ

×Π） （31 61 5）

　 　 在没有自由电荷和电流的均匀介质内，由麦克斯韦方程得

Δ

×Π = 矪D
矪t

（31 61 6）

Δ

×B =εμ
矪E
矪t

（31 61 7）

将（31 61 4）、（31 61 5）两式代入（31 61 7）式得

εμ
矪

矪t

Δ

×（

Δ

×Π）+

Δ

φ+εμ
矪

2
Π

矪t［ ］2 =0 （31 61 8）

　 　 因为没有自由电荷，故φ可以任意选择，现在令它为

φ=-

Δ

·Π （31 61 9）
于是由（31 61 8）式得

Δ

×（

Δ

×Π）-

Δ

（

Δ

·Π）+εμ
矪

2
Π

矪t2 =C （31 61 10）

式中C 是积分常数，它与时间无关，故不属于随时间变化的电磁场，可取C =0 .于
是得

Δ

×（

Δ

×Π）-

Δ

（

Δ

·Π）+εμ
矪

2
Π

矪t2 =0 （31 61 11）

因

Δ

×（

Δ

×Π）=

Δ

（

Δ

·Π）-

Δ

2
Π （31 61 12）

故得

Δ

2
Π-1

v 2
矪

2
Π

矪t2 =0 （31 61 13）

这便是Π 的波动方程，式中

v = 1
ε寶μ

（31 61 14）

是电磁波在介质中的传播速率.
对于单色电磁波来说，磁感强度为

B =B（r ）e-iωt （31 51 15）

式中ω是角频率，由（31 61 2）、（31 61 3）两式可知，这时Π必定含有e -iωt 因子，即

Π =Π（r ）e -iωt （31 61 16）

所以
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矪
2
Π

矪t 2 =-ω2
Π （31 61 17）

代入（31 61 13）式即得亥姆霍兹方程

Δ

2
Π+k 2

Π =0 （31 61 18）
式中

k =ω ε寶μ =ωv
（31 61 19）

是单色电磁波的传播常数.
31 7 　 在各向异性的均匀介质（例如，除等轴晶系外的各种晶体）中，麦克斯韦

方程组最简单的解是平面波解，其场量为

E =E 0ei（k·r-ωt ），　 　 D =D 0ei（k·r-ωt）

H = H 0ei（k·r-ωt ），　 　 B =μH
式中E 0 、D 0 和 H 0 都是常矢量，k 是波矢量（传播矢量），它的方向便是波面法线的
方向；ω是角频率，μ是磁导率（一般地μ=μ0）.在一般情况下，电位移D 和电场强
度E 是不同方向的.令n =k／k 代表波法线方向上的单位矢量，v =ω／k 表示相速度
（波的相位沿n 的传播速度）.（1）试由麦克斯韦方程组和上述平面波解导出晶体光
学的第一基本方程

v 2
μD =E -（n ·E ）n

（2）说明晶体的离散角（D 与E 之间的夹角）等于波矢量k 与坡印亭矢量S 之
间的夹角.
【解】　（1）根据矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×E ）=

Δ

（

Δ

·E ）-

Δ

2E （31 71 1）
由麦克斯韦方程组和题给的平面波解求出其中各项如下：

Δ

×（

Δ

×E ）=

Δ

× -矪B
矪（ ）t =-μ

Δ

× 矪 H
矪（ ）t

　 　 　 　 　 =-μ
矪

矪t
（

Δ

×H ）=-μ
矪

矪t
矪D
矪t

　 　 　 　 　 =-μ
矪

2 D
矪t2 =ω2

μD （31 71 2）

Δ

·E =

Δ

· E 0ei（k·r-ωt
［ ］

） =ik ·E （31 71 3）

Δ

（

Δ

·E ）=i

Δ

（k ·E ）=i

Δ

k ·E 0ei（k·r-ωt
［ ］

）

　 　 　 　　 =-（k ·E ）k （31 71 4）

Δ

2E =

Δ

2 E 0ei（k·r-ωt
［ ］

） =-k 2E （31 71 5）
将（31 71 2），（31 71 5）各式代入（31 71 1）式便得

ω
2
μD =-（k ·E ）k +k 2E （31 71 6）

以k 2 除上式便得
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v 2
μD =E -（n ·E ）n （31 71 7）

（2）根据B =μH 知B 与H 同方向.由S =E ×H 知坡印亭矢量S 与E 和H 都

垂直.由麦克斯韦方程组和题给的平面波解得

Δ

·D =ik ·D =0 （31 71 8）

Δ

·B =iμk ·H =0 （31 71 9）

Δ

×E =ik ×E =-矪B
矪t =iωμH （31 71 10）

　 图31 7

可见k 与D 垂直，H 与k 和E 都垂直.故得 H
与S 、k 、E 都垂直.又由晶体光学的第一基本
方程（31 71 7）式知 D 、E 、k 三者在同一平面内.
于是得出：E 、D 、S 和k 四个矢量都在同一平面
内，H 则垂直于这个平面，如图 31 7 所示.因

S ⊥ E ，k ⊥ D ，故得D 与E 之间的夹角δ等于k
与S 之间的夹角.

31 8 　 在各向异性介质中传播的单色平面

电磁波的电磁场为

E =E 0ei（k·r-ωt ），　 　 D =D 0ei（k·r-ωt）

H = H 0ei（k·r-ωt ），　 　 B =μ0 H
式中电位移D 与电场强度E 的关系为D =ε·E ，这里的电容率ε是对称张量，取
主轴坐标系，ε=ε1e 1e 1 +ε2e 2e 2 +ε3e 3e 3 ，式中ε1 、ε2 、ε3 为主电容率，e 1 、e 2 、e 3 为主轴

坐标系的基矢.电磁场的能量密度为 w =1
2
（E ·D +H ·B ）=E ·D ，电磁波的能

流密度为S =E ×H =w u ，u 是电磁波能量传播的速度.（1 ）试导出E 、D 、S 之间的
关系（也称为晶体光学的第二基本方程）

1
u 2
μ0

E =D -（s ·D ）s

式中s 是S 方向上的单位矢量；（2）试论证：这种介质中的电磁波都是线偏振的.
【解】　（1）在这种介质中，由于电容率ε是张量，故同一点的 D 和E 一般是不

同方向的.根据麦克斯韦方程，有

Δ

×H =

Δ

× H 0ei（k·r-ωt
［ ］

） =ik ×H = 矪D
矪t =-iωD （31 81 1）

可见D 与H 垂直.又有

Δ

×E =

Δ

× E 0ei（k·r-ωt
［ ］

） =ik ×E =-矪B
矪t =iωμ0 H （31 81 2）

可见E 与H 垂直.
由矢量分析公式得
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s ×（D ×s）=D -（s ·D ）s （31 81 3）
因为

s ×（D ×s ）= S
S × D ×S

（ ）S = 1
S 2S ×（D ×S ）

= 1
w 2u 2S ×（D ×S ） （31 81 4）

式中

D ×S =D ×（E ×H ）=（D ·H ）E -（E ·D ）H =-（E ·D ）H
=-w H （31 81 5）

所以

S ×（D ×S ）=S ×（-w H ）=-w S ×H =-w（E ×H ）×H

=-w （E ·H ）H -H 2
［ ］E =w H 2E = w

μ0
H B E

= w 2

μ0
E （31 81 6）

代入（31 81 4）式便得

s ×（D ×s）= 1
u 2
μ0

E （31 81 7）

由（31 81 7）、（31 81 3）两式得

1
u 2
μ0

E =D -（s ·D ）s （31 81 8）

（2）在主轴坐标系里，D 与E 的关系为

D =ε·E =ε1E 1e 1 +ε2E 2e 2 +ε3E 3e 3 （31 81 9）
这时（31 81 8）式的分量式为

1
u 2
μ0

E i =εiE i -（s ·D ）si，　 　 i =1，2 ，3 （31 81 10）

令

v i = 1
εiμ寶 0

，　 　 i =1 ，2，3 （31 81 11）

v 1 、v 2 、v 3 通常叫做主速度，它们分别是电磁波沿三个主方向传播时的速度.将
（31 81 11）式代入（31 81 10）式得

E i =u 2
μ0（s ·D ） v 2

is i

u 2 -v 2
i
，　 　 i =1 ，2，3 （31 81 12）

　 　 因为E 与S 垂直，故由上式得

v 2
1s 2

1

u 2 -v 2
1
+ v 2

2s 2
2

u 2 -v 2
2
+ v 2

3s 2
3

u 2 -v 2
3
=0 （31 81 13）

由（31 81 13）式得
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（v 2
1s 2

1 +v 2
2s 2

2 +v 2
3s 2

3）（u 2）2- （v 2
2 +v 2

3）v 2
1s 2

1 +（v 2
3 +v 2

1）v 2
2s 2

2 +（v 2
1 +v 2

2）v 2
3s［ ］

2
3 u 2

+v 2
1v 2

2v 2
3（s 2

1 +s 2
2 +s 2

3）=0 （31 81 14）
这是u 2 的二次代数方程，它有两个实根，而且都是正值［参见后面的讨论］.设这两
个根分别为u 2

1 和 u 2
2 ，则（31 81 14 ）式的 u 共有四个实根，分别为 u 1 ，u 2 和-u 1 ，

-u 2 ，其中u 1 和u 2 代表电磁波的能量沿s 方向传播的速度，而-u 1 ，-u 2 则代表

沿-s 方向传播的速度.这个结果表明：在各向异性介质中，电磁波的能量传播速
度u 的值由传播方向s 和介质的特性ε决定.

另一方面，在各向异性介质中，当电磁波沿s =s1e 1 +s2e 2 +s 3e 3 的方向传播

时，它的电场强度E =Ee 1 +E 2e 2 +E 3e 3 的方向由三个分量 E 1 、E 2 、E 3 之比给出.
由（31 81 12）式得

E 1 ∶E 2 ∶E 3 = v 2
1s 1

u 2 -v 2
1
∶ v 2

2s 2

u 2 -v 2
2
∶ v 2

3s 3

u 2 -v 2
3

（3 .8 .15）

可见E 的方向由传播速度u 和传播方向s 确定.上面已指出，传播速度u 由传播方
向s 决定.因此，传播方向给定后，E 的方向也就确定了.于是得出结论：在各向异
性介质中传播的电磁波都是线偏振的，它的电场强度 E 的方向由介质的特性ε和
传播方向s 确定.
【讨论】　（1）关于（31 81 14）式的根.（31 81 14）式的两个根为

　（u 2）1 ，2 = 1
2（v 2

1s2
1 +v 2

2s2
2 +v 2

3s2
3）

×

［］± ［］2 -4（v 2
1s2

1 +v 2
2s2

2 +v 2
3s2

3）v 2
1v 2

2v 2
3（s2

1 +s2
2 +s2

3寶｛ ｝） （318116）

式中

［］ =［（ v 2
2 +v 2

3）v 2
1s 2

1 +（v 2
3 +v 2

1）v 2
2s 2

2 +（v 2
1 +v 2

2）v 2
3s 2

3］ （31 81 17）
假定v 1 ＞ v 2 ＞ v 3（这样做并不失去普遍性），将（31 81 16）式中根号内两项化为

　［（ v 2
2 +v 2

3）v 2
1s 2

1 +（v 2
3 +v 2

1）v 2
2s 2

2 +（v 2
1 +v 2

2 ）v 2
3s 2

3］
2 -

　 4（v 2
1s 2

1 +v 2
2s 2

2 +v 2
3s 2

3）v 2
1v 2

2v 2
3（s 2

1 +s 2
2 +s 2

3）

=［（ v 2
2 -v 2

3）v 2
1s 2

1 +（v 2
3 -v 2

1）v 2
2s 2

2 -（v 2
1 -v 2

2）v 2
3s 2

3］
2 - 　

　 4（v 2
2 -v 2

3）（v 2
3 -v 2

1）v 2
1v 2

2s 2
1s 2

2 （31 81 18）
因v 1 ＞ v 2 ＞ v 3 ，故

-4（v 2
2 -v 2

3）（v 2
3 -v 2

1 ）v 2
1v 2

2s 2
1s 2

2 ＞ 0 （31 81 19）
可见（31 81 16）式的根号内为正，故u 2 的两个根u 2

1 和u 2
2 都是实根.又因

［］ ＞ ［］2 -4（v 2
1s 2

1 +v 2
2s 2

2 +v 2
3s 2

3）v 2
1v 2

2v 2
3（s 2

1 +s2
2 +s2

3寶 ） （31 81 20）
故知（31 81 16）式的u 2

1 和u 2
2 都有两个实根，分别为u 1 ，-u 1 和u 2 ，-u 2 .

（2）沿同一方向传播的两种线偏振波它们的电场强度互相垂直.由于传播方
向s 给定后，能量传播速度u 有两个值u 1 和u 2 ，与之相应的E 也就有两个方向E′
和E″.这两个方向是互相垂直的，现证明如下：由（31 81 15）式得
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E′·E″=C v 2
1s 1

u 2
1 -v 2

1

v 2
1s 1

u 2
2 -v 2

1
+ v 2

2s 2

u 2
1 -v 2

2

v 2
2s 2

u 2
2 -v 2

2
+ v 2

3s 3

u 2
1 -v 2

3

v 2
3s 3

u 2
2 -v（ ）2

3

（31 81 21）
式中C 是比例常数.因

v 2
is i

u 2
1 -v 2

i

v 2
is i

u 2
2 -v 2

i
= 1

u 2
1 -u 2

2
-u 2

1
v 2

is 2
i

u 2
1 -v 2

i
+u 2

2
v 2

is 2
i

u 2
2 -v 2（ ）i

（31 81 22）

故（31 81 21）式可化为

E′·E″=C - u 2
1

u 2
1 -u 2

2

v 2
1s 2

1

u 2
1 -v 2

1
+ v 2

2s 2
2

u 2
1 -v 2

2
+ v 2

3s 2
3

u 2
1 -v（ ）［ 2

3
+

u 2
2

u 2
1 -u 2

2

v 2
1s 2

1

u 2
2 -v 2

1
+ v 2

2s 2
2

u 2
2 -v 2

2
+ v 2

3s 2
3

u 2
2 -v（ ）］2

3
（31 81 23）

因u 1 和u 2 都满足（31 81 13）式，故得

E′·E″=0 （31 81 24）

　 　 因此，在各向异性介质中传播的电磁波都是线偏振波；沿任一方向s 传播的电
磁波有两种，它们的速度一般不相同，而电场强度则互相垂直.

31 9 　 各向异性介质（例如，除等轴晶系外的各种晶体）的磁导率为μ0 ，电容率

为对称张量ε，取主轴坐标系，电容率可写成ε=ε1e 1e 1 +ε2e 2e 2 +ε3e 3e 3 ，式中ε1 、ε2 、

ε3 为主电容率，e 1 、e 2 、e 3 为主轴坐标系的基矢.试证明：（1）角频率为ω的单色平面
电磁波在这种介质中传播时，对于给定的波矢k =kn 来说，可以有两种不同的传
播模式，它们的相速度v =ω／k 都满足菲涅耳方程

n 2
1

v 2 -v 2
1
+ n 2

2

v 2 -v 2
2
+ n 2

3

v 2 -v 2
3
=0

式中v i =1／ εiμ寶 0（i =1，2 ，3 ）称为主速度，n i 则是n 在第i 个主轴方向上的分量；
（2）这两种模式的电位移互相垂直.

【证】　（1）根据矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×E ）=

Δ

（

Δ

·E ）-

Δ

2E （31 91 1）
由麦克斯韦方程组和单色平面电磁波的解，得上式各项如下：

Δ

×（

Δ

×E ）=

Δ

× -矪B
矪（ ）t =iωμ0

Δ

×H =iωμ0
矪D
矪t

=-ω2
μ0D （31 91 2）

Δ

（

Δ

·E ）=

Δ

（ik ·E ）=-（k ·E ）k （31 91 3）

Δ

2E =

Δ

2 E 0ei（k·r-ωt
［ ］

） =-k 2E （31 91 4）
由以上四式得

ω
2
μ0 D =k 2E -（k ·E ）k （31 91 5）

除以k 2 得

v 2
μ0D =E -（n ·E ）n （31 91 6）
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其第i 个分量为

v 2
μ0 D i =E i -（n ·E ）n i，　 　 i =1，2 ，3 （31 91 7）

因μ0εi =1／v 2
i ，故得

v 2

v 2
i
-（ ）1 E i =-（n ·E ）n i （31 91 8）

所以

n iv 2
i

v 2 -v 2
i
=- E i

n ·E
（31 91 9）

以n i 乘上式，然后对i 求和，便得

n 2
1v 2

1

v 2 -v 2
1
+ n 2

2v 2
2

v 2 -v 2
2
+ n 2

3v 2
3

v 2 -v 2
3
=-1 =-（n 2

1 +n 2
2 +n 2

3） （31 91 10）

因为

n 2
iv 2

i

v 2 -v 2
i
+n 2

i = n 2
iv 2

v 2 -v 2
i

（31 91 11）

于是得

n 2
1

v 2 -v 2
1
+ n 2

2

v 2 -v 2
2
+ n 2

3

v 2 -v 2
3
=0 （31 91 12）

这便是菲涅耳方程.它是v 2 的二次方程，对给定的传播方向来说，v 2 有两个根：v′2

和v″2 ；它们的平方根 v′寶
2 =±v′和 v″寶

2 =±v″分别代表电磁波沿n 和-n 方向传
播的两种相速度.
（2）由（31 91 7）式得

v 2
μ0 D i = D i

εi
-（n ·E ）n i =v 2

iμ0 D i -（n ·E ）n i （31 91 13）

所以

D i =-n ·E
μ0

n i

v 2 -v 2
i

（31 91 14）

于是得电位移D 的三个分量之比为

D 1 ∶D 2 ∶D 3 = n 1

v 2 -v 2
1
∶ n 2

v 2 -v 2
2
∶ n 3

v 2 -v 2
3

（31 91 15）

　 　 对给定的各向异性介质来说，它的主速度v 1 、v 2 、v 3 都是一定的，所以 D 1 ∶

D 2 ∶D 3 仅由传播方向n（n 1 ，n 2 ，n 3 ）决定.前面已指出，对给定的n ，一般有两种相
速度v′和v″，它们都满足（31 91 12）式，因而也都满足（31 91 15）式.设与v′和v″相对
应的电位移分别为D′和D″，则由（31 91 15）式得

D′·D″=C n 2
1

（v′2 -v 2
1）（v″2 -v 2

1）
+ n 2

2

（v′2 -v 2
2）（v″2 -v 2

2）
+ n 2

2

（v′2 -v 2
3）（v″2 -v 2

3［ ］）
（31 91 16）

·672· 电动力学题解（第二版）



式中C 是比例常数.因为

n 2
i

（v′2 -v 2
i ）（v″2 -v 2

i ）
= 1

v″2 -v′2
n 2

i

v′2 -v 2
i
- n 2

i

v″2 -v 2（ ）i
，　 　 i =1，2 ，3

（31 91 17）

故（31 91 16）式可化为

D′·D″=C 1
v″2 -v′2

n 2
i

v′2 -v 2
1
+ n 2

2

v′2 -v 2
2
+ n 2

3

v′2 -v（ ）2
3［ -

　
1

v″2 -v′2
n 2

1

v″2 -v 2
1
+ n 2

2

v″2 -v 2
2
+ n 2

3

v″2 -v（ ）］2
3

（31 91 18）

因为v′和v″都满足（31 91 12）式，故得

D′·D″=0 （31 91 19）

即D′⊥ D″.
31 10 　 试证明：（1）单色平面电磁波从一个介质进入另一个介质时频率不变；

（2）在两种各向同性介质的交界面上同一点，交界面的法线、入射线、反射线和折射
线四者都在同一平面内（这平面就是入射面）.
【证】　（1）设入射波、反射波和折射波的电场强度分别为

入射波 　 　 　 　 E i =E 10ei（k1·r-ω1t） （31 101 1）

反射波 　 　 　 　 E r =E′10ei（k′1·r-ω′1t） （31 101 2）
折射波 　 　 　 　 E t =E 20ei（k2·r-ω2t） （31 101 3）

设n 12 为交界面法线方向上的单位矢量，从介质1 指向介质2 ；ε1 和ε2 分别为介质

1 和2 的电容率，则由边值关系得

n 12 ·（D 2 -D 1 ）=n 12 ·（ε2E 2 -ε1E 1）=0 （31 101 4）
因

E 1 =E i +E r （31 101 5）

E 2 =E t （31 101 6）

故由以上三式得

ε2n 12 ·E t =ε1n 12 ·（E i +E r） （31 101 7）

将（31 101 1）至（31 101 3）式代入上式便得

ε2n 12 ·E 20eik2·r =ε1n 12 ·［E′10eik′1·rei（ω2 -ω′1 ）t +E 10eik1·rei（ω2 -ω1 ）t］（31 101 8）

式（31 101 8）右边是时间t 的两个指数函数之和，而左边却与t 无关；由于t 是独立
变量，故要上式成立，右边也必须与t 无关.唯一的可能就是

ω2 =ω′1 =ω （31 101 9）
这个结果表明：折射波的频率等于入射波的频率，即电磁波从一个介质进入另一个

介质时频率不变.
（2）将（31 101 9）式代入（31 101 8）式得
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ε2n 12 ·E 20eik2·r -ε1n 12 ·E′10eik′1·r =ε1n 12 ·E 10eik1·r （31 101 10）

取笛卡儿坐标系，使交界面为x2y 平面，入射面为y2z 平面，如图31 10 所示.这时
入射波的k 1 的x 分量为零，即k 1x =0 .又因交界面上z =0 ，故（31 101 10）式便化为

ε2n 12 ·E 20ei（k2xx +k2y y ）-ε1n 12 ·E′10ei（k′1xx +k′1yy ）=ε1n 12 ·E 10eik1yy （31 101 11）

这个等式在交界面上任何地方都应成立，在y =0 处也必定成立.故得

ε2n 12 ·E 20eik2xx -ε1n 12 ·E′10eik′1xx =ε1n 12 ·E 10 （31 101 12）

这个等式要在x 为任何值时都成立，唯一的可能是

k 2x =k′1x =0 （31 101 13）

　 图31 10

这个结果表明：k′1 和k 2 都在入射面内.这就证明
了交界面的法线（图31 10 中的z 轴）、入射线、反
射线和折射线四者都在同一平面内.
【讨论】　 从 理 论 上 讲，给 定 入 射 波 为

（31 101 1）式的单色平面波时，反射波和折射波究
竟是什么形式的波，还不知道.但根据傅里叶
（Fourier）分析，任何形式的波都可以由各种单色
平面波叠加而成，这里的（31 101 2 ）式和（31 101 3 ）
式，便是其中的一个傅里叶分量.由于所有的傅
里叶分量都必须满足边值关系，结果反射波和折射波就都只能是单色平面波.所以
为方便起见，对于反射波和折射波，我们就都只取它们的一个傅里叶分量［即

（31 101 2）式和（31 101 3）式］作计算.

　 图31 11

31 11 　 如图31 11 所示，在z ＞ 0 区域内充满了电容率
为ε2 、磁导率为μ2 的介质，在z ＜ 0 区域内充满了电容率
为ε1 、磁导率为μ1 的介质.有一沿z 轴正方向传播的单色
平面电磁波，从z ＜ 0 区域正入射到这两介质的交界面
（z =0）上.已知入射波的电场为

E i（z ，t）= E i0ei（k1 z-ωt［ ］
） e x

试证明：（1）这单色平面波的反射波和透射波的电场在z =0
处的振幅E r0 和E t0 与入射波电场振幅E i0 的比值分别为

E r0

E i0
=η

2 -η1

η2 +η1
　 和 　

E t0

E i0
=

2η2

η2 +η1

式中η1 =
μ1

ε寶1

，η2 =
μ2

ε寶2

；

（2）在z ＜ 0 区域内，电磁波的能流密度对时间的平均值珔S 1 等于z ＞ 0 区域内
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电磁波的能流密度对时间的平均值珔S 2 .
【证】　（1）设在z ＜ 0 区域内的入射波（E i，H i）和反射波（E r，H r）以及在z ＞ 0

区域内的透射波（E t，H t）分别表示为

　 　 入射波 　 　 　 　 　 　 　

E i（z ，t）=E i0ei（k1 z -ωt）e x

H i（z ，t）=E i0

η1
ei（k1z -ωt）e烅

烄

烆
y

（31 111 1）

　 　 反射波

E r（z ，t）=E r0e -i（k1z +ωt ）e x

H r（z ，t）=-E r0

η1
e -i（k1z +ωt ）e烅

烄

烆
y
　 　 　 　 　 　（31 111 2）

式中k 1 =ω ε1μ寶 1 ，η1 =
μ1

ε寶1

，z ＜ 0 .

　 　 透射波

E t（z ，t）=E t0ei（k2 z -ωt）e x

H t（z ，t）=E t0

η2
ei（k2z -ωt）e烅

烄

烆
y
　 　 　 　 　 　 　（31 111 3）

式中k 2 =ω ε2μ寶 2 ，η2 =
μ2

ε寶2

，z ＞ 0 .

在写出上述表示式时，利用了电场与磁场的振幅关系式寶εE 0 =寶μH 0 以及电

磁波在反射和透射时频率不变.在（31 111 2）式中反射波的磁场强度的表示式里，等
号右边加了负号，是为了满足能流条件：使反射波的能流密度S r =E r ×H r 沿z 轴
的负方向，与入射波的能流密度S i =E i ×H i 的方向相反.

下面用边值关系求E r0 和E t0 .在交界面上（z =0 ）没有自由电流，因此E 和H
的切向分量都是连续的，于是由图31 11 得

E i0 +E r0 =E t0

H i0 -H r0 = H ｝t0

（31 111 4）

因η=
E
H = μ／寶 ε，故上式可化为

E i0 +E r0 =E t0

1
η1

（E i0 -E r0）= 1
η2

E 烍

烌

烎
t0

（31 111 5）

解得

E r0

E i0
=η

2 -η1

η2 +η1

（31 111 6）

E t0

E i0
=

2η2

η2 +η1

（31 111 7）

（2）在z ＜ 0 区域内，能流密度S 1 对时间的平均值为

珔S 1 = 1
2 Re（E 1 ×H 倡

1 ）
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= 1
2 Re［（ E i +E r）×（H i +H r）

倡 ］

= 1
2 Re［E i ×H 倡

i +E i ×H 倡
r +E r ×H 倡

i +E r ×H 倡
r ］

= 1
2η1

Re［|E i0 |2 -E i0E 倡
r0e2ik1 z +E r0E 倡

i0 e -2ik1z -|E r0 |2］e z

=
1
2η1

［|E i0 |2 -|E r0 |2］e z （31 111 8）

　 　 在z ＞ 0 区域内，能流密度S 2 对时间的平均值为

珔S 2 = 1
2 Re［E 2 ×H 倡

2 ］= 1
2 Re E t0 ×E 倡

t0

η［ ］2

= 1
2η2

|E t0 |2e z = 1
2η2

2η2

η2 +η（ ）1

2

|E i0 |2e z

=
2η2

（η2 +η1 ）
2 |E i0 |2e z （31 111 9）

将（31 111 6）式代入（31 111 8）式得

珔S 1 = 1
2η1

|E i0 |2 - η2 -η1

η2 +η（ ）1

2

|E i0 |［ ］2 e z

=
2η2

（η2 +η1）
2 |E i0 |2e z =珔S 2 （31 111 10）

　 　【讨论】　 介质的波阻抗.　 量η= μ／寶 ε的量纲与电阻的量纲相同，通常称之

为介质的波阻抗.在真空中，其值为

η0 = μ0

ε寶0
= 4π ×10 -7

81 854188 ×10 -寶 12 =3761 731 Ω ≈ 120π Ω

这个值通常称为真空的本性阻抗，是电磁波传播中的一个重要常量.
由（31 111 6）式可见，如果交界面两边的介质有相同的波阻抗（η1 =η2 ），就不会

　 图31 12

有反射波.
31 12 　 试用菲涅耳公式证明：在两

介质交界面上，反射波的能量与折射波

的能量之和等于入射波的能量.
【证】　 设入射角为θ1 ，折射角为

θ2 ，交界面上的面积为 A =An 12（图

31 12），则入射波射到A 上的功率为

S 1 ·A =（E 1 ×H 1 ）·A
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= E 1 ×
k ×E 1

ωμ（ ）［ ］1
·A = E 2

1

ωμ1
k ·A = E 2

1

ωμ1
kA cosθ1

= E 2
1

ωμ1
·ω ε1μ寶 1 A cosθ1 = n 1

μ1c
E 2

1A cosθ1 （31 121 1）

式中ε1 和μ1 分别为介质1 的电容率和磁导率，n 1 =c
v 1
为介质1 的折射率，v 1 为电

磁波在介质1 中的相速度，θ1 为入射角（参见图31 12）.
从A 上射出的反射波的功率和折射波的功率之和为

　 S′1·A +S 2 ·A = n 1

μ1c
E′2

1 A cosθ1 +n 2

μ2c
E 2

2 A cosθ2

= n 1

μ1c
（E′2

1 ⊥ +E′2
1 ‖ ）A cosθ1 + n 2

μ2c
（E 2

2 ⊥ +E 2
2 ‖ ）A cosθ2 （31 121 2）

式中E′1 ⊥
和E′1 ‖

分别是E′1 垂直于和平行于入射面的分量，E 2 ⊥
和E 2 ‖

则分别是E 2

垂直于和平行于入射面的分量.菲涅耳公式为

E′1 ⊥ =-sin（θ1 -θ2）

sin（θ1 +θ2）
E 1 ⊥

（31 121 3）

E′1 ‖ =tan（θ1 -θ2 ）

tan（θ1 +θ2 ）
E 1 ‖ （31 121 4）

E 2 ⊥ = 2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）
E 1 ⊥

（31 121 5）

E 2 ‖ = 2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）cos（θ1 -θ2）
E 1 ‖

（31 121 6）

对于电介质来说，一般有μ1 =μ2 =μ0 .将这个关系和菲涅耳公式代入（31 121 2）式得

S′1·A +S 2 ·A = A
μ0c

n 1（E′2
1 ⊥ +E′2

1 ‖ ）cosθ1 +n 2（E 2
2 ⊥ +E 2

2 ‖ ）cosθ［ ］2

=n 1A
μ0c

sin 2（θ1 -θ2 ）

sin 2（θ1 +θ2 ）
E 2

1 ⊥ cosθ1 +tan 2（θ1 -θ2）

tan 2（θ1 +θ2）
E 2

1 ‖ cosθ［ 1+

　
4sin 2

θ2cos2
θ1

sin 2（θ1 +θ2）
E 2

1 ⊥

sinθ1cosθ2

sinθ（ ）2
+

　
4sin 2

θ2cos2
θ1

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2）
E 2

1 ‖

sinθ1cosθ2

sinθ（ ）］2

=n 1A
μ0c

sin 2（θ1 -θ2）

sin 2（θ1 +θ2）
cosθ1 +4sinθ1cos2

θ1sinθ2cosθ2

sin 2（θ1 +θ2｛ ｝） E 2
1［ ⊥ +

　
tan 2（θ1 -θ2 ）

tan 2（θ1 +θ2 ）
cosθ1 + 4sinθ1cos2

θ1sinθ2cosθ2

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2｛ ｝）E 2
1 ］‖

（31 121 7）
其中
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sin 2（θ1 -θ2）

sin 2（θ1 +θ2）
cosθ1 +4sinθ1cos2

θ1sinθ2cosθ2

sin 2（θ1 +θ2）

= cosθ1

sin 2（θ1 +θ2）
sin 2（θ1 -θ2）+4sinθ1cosθ1sinθ2cosθ［ ］2

= cosθ1

sin 2（θ1 +θ2）
（sinθ1cosθ2 -cosθ1sinθ2）

2 +4sinθ1cosθ1sinθ2cosθ［ ］2

=cosθ1 （31 121 8）

tan 2（θ1 -θ2）

tan 2（θ1 +θ2）
cosθ1 + 4sinθ1cos2

θ1sinθ2cosθ2

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2）

= cosθ1

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2）
sin 2（θ1 -θ2）cos2（θ1 +θ2）+4sinθ1cosθ1sinθ2cosθ［ ］2

= cosθ1

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2）
sin2θ1 -sin2θ2（ ）2

2

+sin2θ1sin2θ［ ］2

= cosθ1

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2）
sin2θ1 +sin2θ2（ ）2［ ］

2

= cosθ1

sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2）
sin 2（θ1 +θ2）cos2（θ1 -θ2［ ］）

=cosθ1 （31 121 9）
将（31 121 8）和（31 121 9）两式代入（31 121 7）式便得

S′1·A +S 2 ·A =n 1A
μ0c

（E 2
1 ⊥ +E 2

1 ‖
）cosθ［ ］1

=n 1A
μ0c

E 2
1cosθ1 （31 121 10）

比较（31 121 1）和（31 121 10）两式，并取μ1 =μ0 便得

S′1·A +S 2 ·A =S 1 ·A （31 121 11）

这就证明了反射波的能量与折射波的能量之和等于入射波的能量.
【讨论】　 光是频率很高（ν≈ 10 14

， 10 15 H z）的电磁波，光射到两种介质的交界

面上发生反射和折射时，反射光的能量与折射光的能量之和，应等于入射光的能

量，这是能量守恒定律所要求的.但是，在具体问题的计算中，一不小心，就容易出
错，把这时的能量守恒定律写成

I′1+I 2 =I 1 （31 121 12）

式中I′1 、I 2 和I 1 分别是反射光、折射光和入射光的强度.光的强度I 通常定义为坡
印亭矢量S 的大小对时间的平均值，即

I =|珔S |= 1
2

n
μ0c

E 2
0 （31 121 13）

式中n = ε寶r是介质的折射率，E 0 是光的电场强度E 的振幅.
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由本题的（31 121 11）式可见，这时的能量守恒定律应为

S′1A cosθ1 +S 2A cosθ2 =S 1A cosθ1 （31 121 14）

即

n 1I′1cosθ1 +n 2I 2cosθ2 =n 1I 1cosθ1 （31 121 15）

因

n 1sinθ1 =n 2sinθ2 （31 121 16）

故得

I′1+
sinθ1cosθ2

cosθ1sinθ2
I 2 =I 1 （31 121 17）

可见（31 121 12）式是错误的.［参见《大学物理》，1983 年第12 期第29 页.］

　 图31 13

31 13 　 有一单色平面电磁波，其电场强度为 E =
E 0cosω（t -z／v ）；它从介质1 正入射到介质2 ，两介质

的交界面为平面，它们的电容率分别为ε1 和ε2 ，磁导

率都是μ0 ，如图31 13 中的θ=0 .试求反射率R 和透射
率 T ，以及这电磁波在交界面上作用于介质2 的辐射
压强.R 和T 的定义分别为

R =
|S′·n 12 |
|珔S 1 ·n 12 |

T =
|珔S 2 ·n 12 |
|珔S 1 ·n 12 |

式中珔S 1 、S′1 和珔S 2 分别为入射波、反射波和透射波的平均能流密度，n 12 是交界面法

线方向上的单位矢量，从1 指向2 .
【解】　 设入射波电场强度的值为E 1 ，则由菲涅耳公式，正入射（θ1 =θ2 =0 ）时，

反射波电场强度的值为

E′1 =

ε1

ε寶2
cosθ1 -cosθ2

ε1

ε寶2
cosθ1 +cosθ2

θ1 =θ2 =0

E 1 =

ε1

ε寶2
-1

ε1

ε寶2
+1

E 1

=1 -n 21

1 +n 21
E 1 （31 131 1）

式中

n 21 = ε2

ε寶1
（31 131 2）
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为介质2 相对于介质1 的折射率.透射波电场强度的值为

E 2 =
2 ε1

ε寶2
cosθ1

ε1

ε寶2
cosθ1 +cosθ2

θ1 =θ2 =0

E 1 =
2 ε1

ε寶2

ε1

ε寶2
+1

E 1

= 2
1 +n 21

E 1 （31 131 3）

|珔S 1 ·n 12 |=E 1 H 1 = ε1

μ寶0

E 2
0

T∫
T

0
cos2
ωt -z
（ ）v dt

= 1
2

ε1

μ寶0
E 2

0 （31 131 4）

|珔S′1·n 12 |=E′1 H′1 = ε1

μ寶0

1 -n 21

1 +n（ ）21

2

E 2
0
1
T∫

T

0
cos2
ωt -z
（ ）v dt

= 1
2

ε1

μ寶0

1 -n 21

1 +n（ ）21

2

E 2
0 （31 131 5）

|珔S 2 ·n 12 |=E 2 H 2 = ε2

μ寶0

2
1 +n（ ）21

2

E 2
0
1
T∫

T

0
cos2
ωt -z
（ ）v dt

= 1
2

ε2

μ寶0

2
1 +n（ ）21

2

E 2
0 （31 131 6）

于是得正入射时，反射率为

R =
|S′1·n 12 |
|珔S 1 ·n 12 |

=
1 -n 21

1 +n（ ）21

2

（31 131 7）

透射率为

T =
|珔S 2 ·n 12 |
|珔S 1 ·n 12 |

=n 21
2

1 +n（ ）21

2

= 4n 21

（1 +n 21）
2

（31 131 8）

　 　 下面求辐射压强.电磁场的动量密度为

g =S／c 2 （31 131 9）
它的平均值为

珔g =
珔S
c 2 = 1

c 珡w n （31 131 10）

式中 珡w 为电磁波能量密度的平均值，n 是波法线方向上的单位矢量.如图31 13 ，体
积V =ctA cosθ内电磁波的动量为

珔gV = 珡w tA cosθn （31 131 11）
式中t 为时间.这动量在n 12 方向上的分量为

（珔gV ）·n 12 = 珡w tA cosθn ·n 12 = 珡w tA cos2
θ （31 131 12）

　 　 设入射波和反射波能量密度的平均值分别为 珡w 1 和 珡w′1 ，则由于反射而产生的
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动量变化为

2（珔gV ）·n 12 =2 珡w′1tA cos2
θ （31 131 13）

透射部分的动量为（珡w 1 -珡w′1）tA cos2
θ，假定这部分动量全部被介质2 吸收，则总的

动量变化便为

2 珡w′1tA cos2
θ+（珡w 1 -珡w′1）tA cos2

θ=（珡w 1 +珡w′1）tA cos2
θ （31 131 14）

单位时间内单位面积上的动量变化便是作用在该面上的压强，于是得电磁波的辐

射压强为

p =
（珡w 1 +珡w′1）tA cos2

θ
tA =（珡w 1 +珡w′1）cos2

θ （31 131 15）

这是辐射压强的普遍公式.
正入射时，θ=0 ，cosθ=1，这时电磁波在交界面上作用于介质2 的辐射压强便

为

p = 珡w 1 +珡w′1 = 1
2ε1 |E 1 |2 + 1

2ε1 |E′1|2

= 1
2ε1E 2

0 + 1
2ε1

ε寶1 - ε寶2

ε寶1 + ε寶

烄

烆

烌

烎2

2

E 2
0

= ε1（ε1 +ε2）

ε寶1 + ε寶（ ）2
2 E 2

0 （31 131 16）

　 　 31 14 　 介质1 和2 的电容率分别为ε1 和ε2 ，磁导率都是μ0 ，它们的交界面为

无限大平面；一线偏振的平面电磁波从介质1 射到交界面上，入射角为θ，偏振方
向（电矢量E 的方向）与入射面的夹角为α.试求反射率和反射波的偏振状态.（反
射率R 定义为R =｜S′·n 12｜／｜珔S ·n 12｜，式中S′和珔S 分别是反射波和入射波的平均
能流密度，n 12 是交界面法线方向上的单位矢量，从1 指向2 .）
【解】　 根据平面电磁波的电矢量E 、磁矢量 H 和波矢量k 的关系式

H = ε
寶μ

k
k ×E （31 141 1）

得出入射波的平均能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）= 1

2 Re（E 倡 ×H ）

= 1
2 Re ε1

μ寶0
E 倡 × k

k ×（ ）［ ］E

= 1
2

ε1

μ寶0
（E 倡 ·E ）kk = 1

2
ε1

μ寶0
|E |2 k

k
（31 141 2）

同样，反射波的平均能流密度为

S′= 1
2

ε1

μ寶0
|E′|2 k′

k′
（31 141 3）
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式中E′和k′分别为反射波的电矢量和波矢量.
因为入射波的电矢量E 与入射面的夹角为α，故E 的平行于入射面的分量E ‖

和垂直于入射面的分量E ⊥ 便分别为

E ‖ =E cosα，　 　 E ⊥ =E sinα （31 141 4）
根据菲涅耳公式，反射波的电矢量E′的相应分量为

E′‖ =tan（θ1 -θ2）

tan（θ1 +θ2）
E ‖
，　 　 E′⊥ =-sin（θ1 -θ2）

sin（θ1 +θ2）
E ⊥

（31 141 5）

式中θ1 =θ为入射角，θ2 为折射角.于是得

|E′|2 =（E′倡
‖ +E′倡

⊥
）·（E′‖ +E′⊥

）

=|E′‖ |2 +|E′⊥ |2

=tan 2（θ1 -θ2 ）

tan 2（θ1 +θ2 ）
|E ‖ |2 +sin 2（θ1 -θ2）

sin 2（θ1 +θ2）
|E ⊥ |2

=
tan 2（θ1 -θ2）

tan 2（θ1 +θ2）
cos2
α+sin 2（θ1 -θ2）

sin 2（θ1 +θ2）
sin 2

［ ］α|E |2 （31 141 6）

代入（31 141 3）式得

S′= 1
2

ε1

μ寶0

tan 2（θ1 -θ2）

tan 2（θ1 +θ2）
cos2
α+sin 2（θ1 -θ2）

sin 2（θ1 +θ2）
sin 2

［ ］α|E |2 k′
k′
（31 141 7）

于是根据定义，反射率为

R =
|S′·n 12 |
|珔S ·n 12 |

=
|S′|
|珔S |

=|E′|2

|E |2

=tan 2（θ1 -θ2）

tan 2（θ1 +θ2）
cos2
α+sin 2（θ1 -θ2）

sin 2（θ1 +θ2）
sin 2
α （31 141 8）

式中θ2 由下式决定：

sinθ2 = ε1

ε寶2
sinθ1 = ε1

ε寶2
sinθ （31 141 9）

　 　 再考虑反射波的偏振状态.因为反射波的电矢量E′=E′‖ +E′⊥
，故由（31 141 4）

和（31 141 5）两式得出，反射波的电矢量E′与入射面的夹角β满足

tanβ=
E′⊥

E′‖

=-cos（θ1 -θ2 ）

cos（θ1 +θ2 ）
tanα （31 141 10）

由于θ1 、θ2 和α都是固定值，故β也是固定值，因而反射波也是线偏振波.
31 15 　 太阳光经雨点折射、反射再折射后，每种波长的光都比较集中在各自的

最小偏向角的方向上；由于雨点对各种波长的光的折射率不同，使得各种波长的光

的最小偏向角都不同，因而形成色散.虹就是这样形成的.设雨点都是球形，它对太
阳光的折射率为n（n 是波长的函数），太阳光射到雨点上的入射角为θ1 ，在雨点内

的折射角为θ2 ，偏向角为�，如图31 15 所示；太阳光的电矢量E 垂直于入射面的分
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量E ⊥
的光强为I ⊥

，平行于入射面的分量E ‖
的光强为I ‖

，虹的偏振度定义为P =
（I ⊥ -I ‖ ）／（I ⊥ +I ‖ ）.试求：（1 ）与最小偏向角对应的入射角θ1 ；（2 ）虹的光强比

I ⊥
／I ‖

；（3）对于λ=5891 3n m 的黄光，雨点的折射率为11 333 ，这时θ1 和P 的值.

图31 15

【解】　（1）太阳光在雨点上的入射角为θ1 时，在雨点内的折射角θ2 满足折射

定律

sinθ1 =nsinθ2 （31 151 1）
由于球对称性，光线在雨点内的入射角和反射角便都是θ2（参见图 31 15 ）；由
（31 151 1）式可知，光线射出雨点时，折射角也是θ1 .由图31 15 可见，光线在 A 点第
一次折射时，偏向角为θ1 -θ2 ；在 B 点反射时，偏向角为 π -2θ2 ；在 C 点第二次折
射时，偏向角为θ1 -θ2 .故光线经过雨点后，总的偏向角便为

�=θ1 -θ2 +π -2θ2 +θ1 -θ2 =2θ1 -4θ2 +π （31 151 2）
将�对θ1 求导数，最小偏向角应满足

d�
dθ1

=2 -4
dθ2

dθ1
=0 （31 151 3）

dθ2

dθ1
= 1

2
（31 151 4）

由（31 151 1）式得

cosθ1 =ncosθ2
dθ2

dθ1

（31 151 5）

所以
ncosθ2 =2cosθ1 （31 151 6）
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由（31 151 1）和（31 151 6）两式消去θ2 便得

sinθ1 = 4 -n 2

寶3
（31 151 7）

θ1 =arcsin 4 -n 2

寶3
（31 151 8）

这便是与最小偏向角对应的入射角θ1 .
（2）太阳光是自然光，故射到雨点上时，入射光的电矢量垂直于入射面的分量

和平行于入射面的分量，其振幅彼此相等，用E 0 表示，即

E ⊥ 0 =E ‖ 0 =E 0 （31 151 9）
在图31 15 中的A 、B 、C 三点，依次用菲涅耳公式，便得到：射出雨点的光，其电矢量
垂直于入射面的分量的振幅为

E ⊥ = 2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）
-sin（θ2 -θ1 ）

sin（θ2 +θ1［ ］）
2sinθ1cosθ2

sin（θ2 +θ1）
E 0

=4sinθ1sinθ2cosθ1cosθ2sin（θ1 -θ2）

sin 3（θ1 +θ2）
E 0 （31 151 10）

电矢量平行于入射面的分量的振幅为

E ‖ = 2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）cos（θ1 -θ2）
|tan（θ2 -θ1）|
tan（θ2 +θ1［ ］）

2sinθ1cosθ2

sin（θ2 +θ1）cos（θ2 -θ1）
E 0

=4sinθ1sinθ2cosθ1cosθ2sin（θ1 -θ2）cos（θ1 +θ2 ）

sin 3（θ1 +θ2 ）cos3（θ1 -θ2）
E 0 （31 151 11）

由以上两式得

E ⊥

E ‖

=cos3（θ1 -θ2）

cos（θ1 +θ2）
（31 151 12）

因此，所求的光强比为

I ⊥

I ‖

=
E ⊥

E（ ）‖

2

=cos6（θ1 -θ2 ）

cos2（θ1 +θ2 ）
（31 151 13）

（3）所求的θ1 值为

θ1 =arcsin 4 -11 333 2

寶 3 =59°25′ （31 151 14）

相应的θ2 值为

θ2 =arcsin 1
11 333sin59°25（ ）′ =40°13′ （31 151 15）

光强比为

I ⊥

I ‖

=cos6（θ1 -θ2）

cos2（θ1 +θ2）
=cos6（59°25′-40°13′）

cos2（59°25′+40°13′）=251 33 （31 151 16）

偏振度为
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P =
I ⊥ -I ‖

I ⊥ +I ‖

=

I ⊥

I ‖

-1

I ⊥

I ‖

+1
=251 33 -1

251 33 +1 =921 40 % （31 151 17）

　 图31 15（1）

　 　【附】　 霓的偏振度　 霓是由射在雨

点下部的太阳光，在 A′点折射进入雨
点，在雨点内反射两次（B′点和C′点各
一次），再在 D′点折射出雨点形成的，如
图31 15（1 ）所示.设太阳光在雨点上的
入射角为θ′1 ，则在雨点内的折射角θ′2 便
由斯涅耳定律决定.由于球具有对称性，
光线在雨点内的折射角和反射角也都是

θ′2 .由斯涅耳定律可知，光线射出雨点的
折射角为θ′1 .故经过雨点后，光线的总偏
向角便为

φ′=2θ′1-6θ′2+2π （31 151 18）
将φ′对θ′1 求导数，最小偏向角应满足

dφ′
dθ′1

=2 -6 dθ′2

dθ′1 =0 （31 151 19）

所以

dθ′2
dθ′1 = 1

3
（31 151 20）

由斯涅耳定律

sinθ′1 =nsinθ′2 （31 151 21）
对θ′1 求导数得

cosθ′1 =ncosθ′2 =dθ′2
dθ′1 = n

3 cosθ′2 （31 151 22）

由（31 151 21）、（31 151 22）两式消去θ′2 ，便得

sinθ′1 = 9 -n 2

寶8
（31 151 23）

所以

θ′1 =arcsin 9 -n 2

寶8
（31 151 24）

这便是与最小偏向角对应的入射角θ′1 .
太阳光是自然光，故射到雨点上时，入射光的电矢量垂直于入射面的分量和平

行于入射面的分量，其振幅彼此相等，用E′0 表示，即
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E′⊥ 0 =E′‖ 0 =E′0 （31 151 25）
在图31 15（1）中的 A′、B′、C′、D′四点，依次用菲涅耳公式，便得到：射出雨点的光，
其电矢量垂直于入射面的分量的振幅为

E′⊥ =2sinθ′2cosθ′1
sin（θ′1+θ′2）

-sin（θ′2-θ′1）
sin（θ′2+θ′1［ ］）

2 2sinθ′1cosθ′2
sin（θ′2 +θ′1）

E 10

=4sinθ′1sinθ′2cosθ′1cosθ′2sin 2（θ′1-θ′2 ）
sin 4（θ′1+θ′2）

E 10 （31 151 26）

电矢量平行于入射面的分量的振幅为

E′‖ = 2sinθ′2cosθ′1
sin（θ′1+θ′2 ）cos（θ′1-θ′2）

tan（θ′2-θ′1）
tan（θ′2+θ′1［ ］）

2 2sinθ′1cosθ′2
sin（θ′2+θ′1）cos（θ′2-θ′1）

E 10

=4sinθ′1sinθ′2cosθ′1cosθ′2sin 2（θ′1-θ′2）cos2（θ′1+θ′2）
sin 4（θ′1+θ′2）cos4（θ′1-θ′2）

E 10 （31 151 27）

由（31 151 26）和（31 151 27）两式得

E′1
E′‖

=cos4（θ′1-θ′2）
cos2（θ′1+θ′2）

（31 151 28）

因此，所求的光强比为

I′⊥

I′‖

=
E′⊥

E′（ ）‖

2

=cos8（θ′1-θ′2）

cos4（θ′1+θ′2）
（31 151 29）

　 　 由（31 151 24）式得θ′1 的值为

θ′1 =arcsin 9 -11 333 2

寶 8 =71°51′ （31 151 30）

相应的θ′2 值为

θ′2 =arcsin sin71°51′
（ ）11 333 =45°28′ （31 151 31）

光强之比为

I′⊥

I′‖

=cos8（θ′1-θ′2）
cos4（θ′1+θ′2）

=cos8（71°51′-45°28′）
cos4（71°51′+45°28′）=91 367 （31 151 32）

于是得霓的偏振度为

P′=
I′⊥ -I′‖

I′⊥ +I′‖

=

I′⊥

I′‖

-1

I′⊥

I′‖

+1
=91 367 -1

91 367 +1 =801 71 % （31 151 33）

　 　 可见虹霓都是偏振度很高的部分偏振光，霓的偏振度比虹的低一些.
31 16 　 介质1 和介质2 的电容率和磁导率分别为ε1 、μ1 和ε2 、μ2 ，它们的交界

面是无限大平面.线偏振的平面电磁波从介质1 入射到交界面上，入射角θ1 ＞θc

（临界角），发生全反射，如图31 16 所示.试问（1）在什么条件下，反射波也是线偏振
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　 图31 16

的？（2）在什么条件下，反射波将是圆偏振的？
【解】　（1）由斯涅耳定律

ε1μ寶 1sinθ1 = ε2μ寶 2sinθ2 （31 161 1）
可知，当ε1μ1 ＞ε2μ2 时，θ1 ＜θ2 .如果入射角

θ1 ≥ θc =arcsin ε2μ2

ε1μ寶 1
（31 161 2）

便发生全反射，如图31 16 所示.
在发生全反射时，斯涅耳定律和菲涅耳公式仍然成立.这是因为，这些关系式

都是由麦克斯韦方程组和边值关系推导出来的，是普遍成立的.但这时由斯涅耳定
律（31 161 1）式得出的θ2 不是实数，所以θ2 便失去了“折射角”这个直观的几何

意义.
反射波的菲涅耳公式为

E′⊥ =-sinθ1cosθ2 -cosθ1sinθ2

sinθ1cosθ2 +cosθ1sinθ2
E ⊥

（31 161 3）

E′‖ =sinθ1cosθ1 -sinθ2cosθ2

sinθ1cosθ1 +sinθ2cosθ2
E ‖ （31 161 4）

为方便起见，令

n =
ε2μ2

ε1μ寶 1

（31 161 5）

n 代表介质2 对于介质1 的相对折射率，把n 代入（31 161 1）式得

sinθ2 = 1
n sinθ1 （31 161 6）

cosθ2 = 1 - 1
n 2sin

2
θ寶 1 （31 161 7）

由（31 161 2）式知发生全反射时

sinθ1 ≥ n （31 161 8）
所以

cosθ2 =i 1
n 2sin

2
θ1 -寶 1 （31 161 9）

把（31 161 6）和（31 161 9）两式分别代入（31 161 3）和（31 161 4）两式以消去θ2 ，便得

E′⊥ =cosθ1 -i sin 2
θ1 -n寶

2

cosθ1 +i sin 2
θ1 -n寶

2
E ⊥

（31 161 10）

E′‖ =n 2cosθ1 -i sin 2
θ1 -n寶

2

n 2cosθ1 +i sin 2
θ1 -n寶

2
E ‖

（31 161 11）

这便是全反射时的菲涅耳公式，下面我们便从它出发讨论问题.

·192·第三章　 电磁波的传播



由（31 161 10）和（31 161 11）两式得

|E′⊥ |=|E ⊥ | （31 161 12）

|E′‖ |=|E ‖ | （31 161 13）
这个结果表明，反射波的电场强度E′的两个分量E′⊥ 和 E′‖ ，它们的振幅分别等于

入射波的两个相应分量E ⊥
和E ‖

的振幅.换句话说，在全反射时，电场强度的两个
分量的振幅都不变.

再看相位.令

E′⊥ =E ⊥ eiδ
⊥ （31 161 14）

E′‖ =E ‖ eiδ
‖ （31 161 15）

由（31 161 10）和（31 161 11）两式得

δ⊥ =arctan 2cosθ1 sin 2
θ1 -n寶

2

sin 2
θ1 -n 2 -cos2

θ1
（31 161 16）

δ‖ =arctan 2n 2cosθ1 sin 2
θ1 -n寶

2

sin 2
θ1 -n 2 -n 4cos2

θ1
（31 161 17）

由这两式可见，在全反射时，电场强度垂直于入射面的分量的相位变化δ⊥ ，与平行

于入射面的分量的相位变化δ‖
，是不相等的.

当入射波是线偏振波时，它的两个分量 E ⊥
和 E ‖

的相位是相同的.经全反射
后，反射波的两个分量E′⊥ 和E′‖ 的相位便不相同，它们的相位差为

δ=δ⊥ -δ‖
（31 161 18）

把（31 161 16）和（31 161 17）两式代入（3 .16 .18）式得

δ=arctan 2cosθ1 sin 2
θ1 -n寶

2

sin 2
θ1 -n 2 -cos2

θ（ ）1
-arctan 2n 2cosθ1 sin 2

θ1 -n寶
2

sin 2
θ1 -n 2 -n 4cos2

θ1

=arctan

2cosθ1 sin 2
θ1 -n寶

2

sin 2
θ1 -n 2 -cos2

θ1
-2n 2cosθ1 sin 2

θ1 -n寶
2

sin 2
θ1 -n 2 -n 4cos2

θ1

1 + 2cosθ1 sin 2
θ1 -n寶

2

sin 2
θ1 -n 2 -cos2

θ（ ）1

2n 2cosθ1 sin 2
θ1 -n寶

2

sin 2
θ1 -n 2 -n 4cos2

θ（ ）

熿

燀

燄

燅1

=arctan 2sin 2
θ1cosθ1 sin 2

θ1 -n寶
2

sin 4
θ1 -cos2

θ1（sin 2
θ1 -n 2［ ］） （31 161 19）

　 　 当δ为 π 的整数倍时，E′⊥
与E′‖

合成为线偏振波.把这个条件代入（31 161 19 ）
式得出

sin 2
θ1cosθ1 sin 2

θ1 -n寶
2 =0 （31 161 20）

由（31 161 8）式得出（31 161 20）式的解为

sinθ1 =n （31 161 21）
或

cosθ1 =0 　 即 　θ1 = π

2
（31 161 22）
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由此得出结论：只有在刚发生全反射（sinθ1 =n ）时或掠入射（θ1 =π／2）时，反射波才
是线偏振的.
（2）在入射波电场强度 E 的两个分量的振幅相等（即｜ E ⊥ ｜ =｜ E ‖ ｜ ）时，由

（31 161 12）和（31 161 13）两式知反射波电场强度E′的两个分量的振幅也是相等的，
即｜E′⊥ ｜ =｜E′‖ ｜ .这时，如果相位差

δ=（2m +1）π2
，　 　 m =0，1 ，2，⋯ （31 161 23）

则反射波便是圆偏振波.把（31 161 23）式代入（31 161 19）式，得出所需条件为

sin 4
θ1 -cos2

θ1（sin 2
θ1 -n 2）=0 （31 161 24）

2sin 4
θ1 -（n 2 +1）sin 2

θ1 +n 2 =0 （31 161 25）
解得

sinθ1 = 1
2 n 2 +1 ± n 4 -6n 2 +寶寶 1 （31 161 26）

　 　 最后我们得出结论，当入射波电矢量的两个分量 E ⊥
和 E ‖

的振幅相等，并且

入射角θ1 和相对折射率n 满足（31 161 26）式时，反射波便是圆偏振波.
【讨论】　（1）在光学波段由全反射产生圆偏振的可能性问题.
因为sin 2

θ1 是实数，故由（31 161 26）式得

n 4 -6n 2 +1 ≥ 0 （31 161 27）
解得

n ≥ 3 +寶寶 8

n ≤ 3 -寶寶
烍

烌

烎8
（31 161 28）

由（31 161 6）式知发生全反射的条件是n ＜ 1 ，故得所求的相对折射率为

n ≤ 3 -寶寶 8 ≈ 01 4142 （31 161 29）

　 　 设介质1 是透明物体（如玻璃等），介质2 是空气，则要使光从透明物体到空气
发生全反射而产生圆偏振光，该物体的折射率便应为

1
n ≥

1
01 4142 =21 414 （31 161 30）

除了金刚石的折射率能达到这个值以外，一般透明物体的折射率都比这个值小.因
此我们得出结论：线偏振光从一般透明物质到空气的全反射不可能产生圆偏振光.

　 图31 16（1）

注意，上述结论是指一次全反射说

的.它的意义是，在一次这样的全反射

中，相位差δ达不到
π

2 .但是，在适当条

件下，接连两次全反射，它们各自的δ
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之和，可以达到π

2 .菲涅耳就是根据这个道理创造出菲涅耳棱体，使光在其中接

连发生两次全反射而产生圆偏振光的，如图31 16（1 ）所示.
（2）在无线电波段，物质的折射率n 可以有较大的值.例如，对于波长λ=

250cm 的无线电波来说，水对空气的折射率可达n =9 .这时入射角θ1 =441 6°，可

以满足tan δ2 =1 ，线偏振的入射波经一次全反射就可以产生圆偏振波，这已被实

验证实.［参见J1 A1 S T R A T T O N ，Electro m agnetic T heory（1941），500 .］

31 17 　 线偏振的单色平行光自空气入射到折射率为n =11 500 的玻璃平面上，

　 图31 17

入射光的电矢量 E 在入射面内.当入射角等于
布儒斯特角时，反射光的强度为零.现在要求反
射光的强度小于入射光的强度的百分之一，问入

射角与布儒斯特角之差不能超过多少？

【解】　 设入射角为θ1 ，折射角为θ2 ，则当入

射角等于布儒斯特角

θb =arctan n 2

n 1
=arctan 11 500

11 000 =561 31° （31 171 1）

时，折射角为

θ2b =901 00°-561 31°=331 69° （31 171 2）

根据菲涅耳公式，这时反射光强与入射光强之比为

R p =
tan（θ1 -θ2）

tan（θ1 +θ2）

2

=
tan（θb -θ2b）

tan（θb +θ2b）

2

=0 （31 171 3）

　 　 设入射角偏离θb 为 Δθ时，折射角θ2 偏离θ2b 为 Δθ2 .现在要求 R p ＜ 01 01 ，求

Δθ.
由斯涅耳定律n 1sinθ1 =n 2sinθ2 得

n 1cosθ1 Δθ=n 2cosθ2 Δθ2 （31 171 4）

当θ1 =θb，θ2 =θ2b时，cosθb =cos π

2 -θ（ ）2b =sinθ2b；又有tanθ2b =n 1／n 2 .于是，当θ1

在θb 附近时，由（31 141 4）式便有

Δθ2 = n 1cosθb

n 2cosθ2b
Δθ=n 1sinθ2b

n 2cosθ2b
Δθ=

n 1

n（ ）2

2

Δθ （31 171 5）

　 　 为便于计算，我们把R p 写成下列形式：

R p =
tan（θ1 -θ2）

tan（θ1 +θ2）

2

=
n 2cosθ1 -n 1cosθ2

n 2cosθ1 +n 1cosθ2

2

（31 171 6）

当入射角为θ1 =θb +Δθ，折射角为θ2 =θ2b +Δθ2 =θ2b +
n 1

n（ ）2

2

Δθ时，（31 171 6 ）式的
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分子中，

n 2cosθ1 -n 1cosθ2 =n 2cos（θb +Δθ）-n 1cos θ2b + n 1

n（ ）2

2

Δ［ ］θ 　 　

=n 2 cosθbcosΔθ-sinθbsin Δ［ ］θ

　 -n 1 cosθ2bcos
n 2

1

n 2
2
Δ（ ）θ -sinθ2bsin

n 2
1

n 2
2
Δ（ ）［ ］θ （31 171 7）

当 Δθ很小时，cosΔθ≈ 1，sin Δθ≈ Δθ，故上式化为

n 2cosθ1 -n 1cosθ2 =n 2cosθb -n 2sinθbΔθ-n 1cosθ2b +n 3
1

n 2
2
sinθ2bΔθ

由斯涅耳定律得n 2sinθ2b =n 2cosθb =n 1sinθb =n 1cosθ2b，故上式化为

n 2cosθ1 -n 1cosθ2 =
n 3

1

n 2
2
sinθ2b -n 2sinθ（ ）b Δθ

=n 4
1 -n 4

2

n 3
2

sinθbΔθ （31 171 8）

　 　 同样，（31 171 6）式分母中可化为

n 2cosθ1 +n 1cosθ2 =n 2cosθb -n 2sinθbΔθ+n 1cosθ2b -n 3
1

n 2
2
sinθ2bΔθ

=2n 2cosθb -n 4
1 -n 4

2

n 3
2

sinθbΔθ （31 171 9）

将（31 171 8）和（31 171 9）两式代入（31 171 6）式，便得

R p =

n 4
1 -n 4

2

n 3
2

sinθbΔθ

2n 2cosθb -n 4
1 +n 4

2

n 3
2

sinθbΔθ

2

=
（n 4

1 -n 4
2）tanθbΔθ

2n 4
2 -（n 4

1 +n 4
2）tanθbΔθ

2

=
（n 4

1 -n 4
2）Δθ

2n 1n 3
2 -（n 4

1 +n 4
2）Δθ

2

＜ 01 01 （31 171 10）

因n 1 ＜ n 2 ，故得

10（n 4
2 -n 4

1）Δθ＜ 2n 1n 3
2 -（n 4

1 +n 4
2 ）Δθ （31 171 11）

于是得

Δθ＜
2n 1n 3

2

11n 4
2 -9n 2

1
= 2 ×1 ×11 5 3

11 ×11 5 4 -9 ×1 =01 1446 弧度 （31 171 12）

或

Δθ＜ 81 28° （31 171 13）
由（31 171 5）式得

Δθ2 =81 28°
11 5 2 =31 68° （3 .17 .14）

　 　 令θ1 =θb -Δθ，θ2 =θ2b -Δθ2 代入（31 171 6 ）式计算，得出 R -
p ＜ 10 -2 ，满足要
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求.但令θ1 =θb +Δθ，θ2 =θ2b +Δθ2 代入（31 171 6 ）式计算，得出 R +
p =11 187 ×

10 -2
＞ 10 -2 ，不合要求.其原因是，在本题中，Δθ较大，故（31 171 5 ）式和（31 171 8 ）式

都是过于粗糙的近似.
我们用斯涅耳定律代入（31 171 6 ）式验算，经试验，入射角θ1 与θb 之差为

Δθ- ≤ 121 64°时，即θ1 ≥θb -Δθ- =431 67°时，R -
p ＜ 10 -2 ；Δθ+ ≤ 71 81°时，即θ1 =

θb +Δθ+ =641 12°时，R +
p ＜ 10 -2 .由此得出，若要R p ＜ 10 -2 ，入射角的范围应为

431 67°≤ θ1 ≤ 641 12° （31 171 15）

　 　 31 18 　 电容率分别为ε1 和ε2 的两介质的交界面为平面，一平面电磁波以入射

角θ1 自介质ε1 射到交界面上并被反射和折射.用n = ε1／ε寶 2 表示相对折射率，r 表
示反射波与入射波的电场强度的振幅之比.试证明：当电场强度 E 垂直于入射面
时，比值为

r ⊥ =ncosθ1 - 1 -n 2sin 2
θ寶 1

ncosθ1 + 1 -n 2sin 2
θ寶 1

　 图31 18

当电场强度E 平行于入射面时，比值为

r ‖ =cosθ1 -n 1 -n 2sin 2
θ寶 1

cosθ1 +n 1 -n 2sin 2
θ寶 1

　 　【证】　 设在介质ε1 中，入射波和反射波的电场强

度的边值分别为E 1 、H 1 和E′1 、H′1 ，在介质ε2 中，折射

波的电场强度和磁场强度的边值为E 2 、H 2 ，则当电场

强度垂直于入射面时，根据电磁场的边值关系，由图

31 18 可见，

　 　 　 　 　 　 E 2 =E 1 +E′1 （31 181 1）

　 　 　 H 2cosθ2 = H 1cosθ1 - H′cosθ1 　 　（31 181 2）

电磁波的E 和H 的振幅关系为

寶εE =寶μH （31 181 3）

在一般情况下，两介质的μ1 =μ2 =μ0 ，故由（31 181 2）、（31 181 3）两式得

ε寶2 E 2cosθ2 = ε寶1（E 1 -E′1）cosθ1 （31 181 4）
将（31 181 1）、（31 181 4）两式联立，解得

E′1
E 1

=

ε1

ε寶2
cosθ1 -cosθ2

ε1

ε寶2
cosθ1 +cosθ2

=ncosθ1 -cosθ2

ncosθ1 +cosθ2
（31 181 5）

根据折射定律 nsinθ1 =sinθ2 （31 181 6）
得
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cosθ2 = 1 -sin 2
θ寶 2 = 1 -n 2sin 2

θ寶 1 （31 181 7）
将（31 181 7）式代入（31 181 5）式便得

r ⊥ =E′1
E 1

=ncosθ1 - 1 -n 2sin 2
θ寶 1

ncosθ1 + 1 -n 2sin 2
θ寶 1

（31 181 8）

　 图31 18（1）

　 　 当电场强度平行于入射面时，根据电磁场的边值

关系，由图31 18（1）可见，

H 2 = H 1 +H′1 （31 181 9）

E 2cosθ2 =E 1cosθ1 -E′1cosθ1 （31 181 10）
由（31 181 3）式和（31 181 9）式得

ε寶2 E 2 = ε寶1（E 1 +E′1 ） （31 181 11）
（31 181 10）和（31 181 11）两式联立，解得这时

E′1
E 1

=

ε2

ε寶1
cosθ1 -cosθ2

ε2

ε寶1
cosθ1 +cosθ2

=cosθ1 -ncosθ2

cosθ1 +ncosθ2
　（31 181 12）

将（31 181 7）式代入（31 181 12）式，便得

r ‖ =E′1
E 1

=cosθ1 -n 1 -n 2sin 2
θ寶 1

cosθ1 +n 1 -n 2sin 2
θ寶 1

（31 181 13）

　 　 31 19 　 一左旋圆偏振的单色平面电磁波自空气入射到电介质平面上，入射角

为θ1 ，电介质的电容率为ε，磁导率为μ0 ；入射波的电场强度为

E（r ，t）=E 0（e 1 +ie 2）ei（k·r -ωt ）

　 图31 19

式中e1 和e2 是垂直于波矢k 的两个单位
矢量，且e 1 ⊥ e 2 ，e 1 ×e2 =k／k ；k =｜k ｜ =

ω ε0μ寶 0 =ω／c .（1）试求反射波和折射波
的电场强度；（2 ）由所得出的电场强度分
析反射波和折射波的偏振状态.
【解】　（1 ）为方便，取笛卡儿坐标

系，使空气与介质的交界面为x2y 平面，
入射面为z2x 平面，并使e 1 垂直于入射

面向外，如图31 19 所示.这样，入射波的
波矢便为

k =ksinθ1e x +kcosθ1e z = ωc
（sinθ1e x +cosθ1e z） （31 191 1）

　 　 将入射波的电场强度E（r ，t）分解为垂直于入射面的分量E ⊥
（r ，t）和平行于入

射面的分量E ‖
（r ，t）
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E ⊥
（r ，t）=E 0ei（k·r-ωt）e ⊥

（31 191 2）

E ‖
（r ，t）=E 0ei（k·r-ωt+π／2）e ‖

（31 191 3）

式中e ⊥
和e ‖

分别为垂直于和平行于入射面的单位矢量，e ⊥ =e 1 ，e ‖ =e 2 .
先求反射波的波矢k′和折射波的波矢k″.根据电磁场的边值关系，知k′和k″

都在入射面内（参见前面31 10 题），由图31 19 可见，

k′=k′sinθ1e x -k′cosθ1e z = ωc
（sinθ1e x -cosθ1e z ） （31 191 4）

k″=k″sinθ2e x +k″cosθ2e z （31 191 5）

由电磁场的边值关系得

k″sinθ2 =ksinθ1 （31 191 6）
因

k″=ω εμ寶 0 =ωc
ε
ε寶0

=ωc n （31 191 7）

式中n = ε／ε寶 0 是介质的折射率，所以

sinθ2 = 1
n sinθ1 （31 191 8）

于是k″可用已知量表示为

k″= ωc
（sinθ1e x + n 2 -sin 2

θ寶 1e z ） （31 191 9）

　 　 再求反射波的电场强度E′（r ，t）和折射波的电场强度 E″（r ，t）.由（31 191 2 ）、
（31 191 3）两式和菲涅耳公式得

E′（r ，t）=E′⊥
（r ，t）+E′‖

（r ，t）

=E 0 -sin（θ1 -θ2）

sin（θ1 +θ2［ ］）e ⊥ ei（k′·r-ωt ）+iE 0
tan（θ1 -θ2）

tan（θ1 +θ2［ ］）e ‖ ei（k′·r-ωt ）

=E 0
sin（θ1 -θ2）

sin（θ1 +θ2）
-e ⊥ +i cos

（θ1 +θ2 ）

cos（θ1 -θ2 ）
e［ ］‖ ei（k′·r-ωt ）

=E 0
sin（θ1 -θ2）

sin（θ1 +θ2）
eiπe ⊥ +ei π

2
cos（θ1 +θ2 ）

cos（θ1 -θ2 ）
e［ ］‖ ei（k′·r-ωt ） （31 191 10）

E″（r ，t）=E″⊥
（r ，t）+E″‖

（r ，t）

=E 0
2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2［ ］）e ⊥ ei（k″·r-ωt）+iE 0
2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）cos（θ1 -θ2［ ］）e ‖ ei（k″·r-ωt）

=E 0
2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）
e ⊥ + i

cos（θ1 -θ2）
e［ ］‖ ei（k″·r-ωt ）

=E 0
2sinθ2cosθ1

sin（θ1 +θ2）
e ⊥ +

ei π
2

cos（θ1 -θ2）
e［ ］‖ ei（k″·r-ωt） （31 191 11）

（2）反射波和折射波的偏振状态，分别由它们垂直于和平行于入射面的两个分
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量的振幅和相位差决定.

对反射波来说，由于E′⊥
（r，t）和E′‖

（r，t）的相位差为π

2
，故它们合成的E′（r，t）是

一个正椭圆偏振波；因｜cos（θ1 +θ2 ）｜ ≤ cos（θ1 -θ2 ），故椭圆的长轴垂直于入射面.在
正入射时，θ1 =θ2 =0，E′⊥

（r，t）和E′‖
（r，t）的振幅相等，这时E′（r，t）为圆偏振波.

关于旋转方向，由（31 191 10）式和图31 19 可见，当θ1 +θ2 ＜ 90°时，E′⊥
（r ，t）比

E′‖
（r ，t）落后π／2 ，故E′（r ，t）为右旋椭圆偏振波.当θ1 +θ2 =90°时，E′‖

（r ，t）=0 ，

E′（r ，t）是垂直于入射面的线偏振波.当θ1 +θ2 ＞ 90°时，E′‖（r ，t）比 E′⊥（r ，t）落后

π／2 ，故E′（r ，t）为左旋椭圆偏振波.
对折射波来说，由（31 191 11）式和图31 19 可见，E″‖（r ，t）比E″⊥（r ，t）落后 π／2 ，

所以E″（r ，t）是左旋椭圆偏振波.当θ1 =θ2 =0 时，E″⊥
（r ，t）与E″‖

（r ，t）振幅相等，这
时E″（r ，t）是左旋椭圆偏振波.当θ1 ＞ 0 时，因cos（θ1 -θ2 ）＜ 1 ，故E″（r ，t）为长轴平
行于入射面的左旋椭圆偏振波.
【讨论】　 若入射波是右旋椭圆偏振波，电场强度为 E（r ，t）=E 0（e 1 -ie 2 ）×

ei（k ·r -ωt），则反射波和折射波的偏振状态除旋转方向与上面所说的相反以外，其余

的都与上面所说的相同.
31 20 　 频率为ω的单色平面电磁波在一均匀介质中传播，这介质的电容率为

ε、磁导率为μ、电导率为σ.（1）试证明，这电磁波的相速为

v =
εμ
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +（ ）［ ］1
-1／2

　 　（2）试证明，这电磁波的磁场强度在相位上比电场强度落后

γ=arctan

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 -1

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +

熿

燀

燄

燅
1

1／2

　 　（3）对于良导体和绝缘体来说，v 和γ各如何？
【解】　（1）频率为ω的单色平面电磁波的电磁场可写作

E =E（r ，t）=E（r ）e-iωt （31 201 1）

H = H（r ，t）=H（r ）e -iωt （31 201 2）
由麦克斯韦方程得

Δ

×E =-矪B
矪t =-μ

矪 H
矪t =iωμH （31 201 3）

Δ

×H = 矪D
矪t +j =ε矪E

矪t +σE =（σ-iωε）E （31 201 4）

Δ

·E =0 （31 201 5）

Δ

·H =0 （31 201 6）
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　 　 由矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×f ）=

Δ

（

Δ

·f ）-

Δ

2f （31 201 7）
和（31 201 3）、（31 201 4）、（31 201 5）三式得

Δ

×（

Δ

×E ）=-

Δ

2E =

Δ

× -矪B
�（ ）t =iωμ

Δ

×H

=iωμ
矪D
�t +（ ）j =iωμ（σ-iωε）

=ω2
μ（ε+i σ

ω
）E （31 201 8）

由（31 201 8）式得出E 的亥姆霍兹方程

Δ

2E +ω2
με+i σ（ ）ε E =0 （31 201 9）

　 　 引入复电容率ε′、复传播常量k′和复传播矢量k′

ε′=ε+i σ
ω

（31 201 10）

k′=ω ε′寶μ=ω με+i σ（ ）寶 ω
（31 201 11）

k′=β+iα （31 201 12）
则得（31 201 9）式的平面波解为

E =E（r ，t）=E 0ei（k′·r-ωt ）=E 0e-α·rei（β·r-ωt） （31 201 13）
同样可得

H =H（r ，t）=H 0ei（k′·r-ωt ）=H 0e -α·rei（β·r-ωt ） （31 201 14）

式中E 0 和 H 0 都是常矢量.
由（31 201 12）式得

k′2 =（β+iα）2 =β
2 -α2 +2iα·β （31 201 15）

　 　 为简便，考虑α与β同方向的情况.例如，单色平面电磁波自空气正入射到上
述介质中便是这种情况.这时由（31 201 11）、（31 201 15）两式得

β
2 -α2 =ω2

εμ （31 201 16）

αβ=
ωμσ

2
（31 201 17）

联立解得

α=ω ε寶μ
1
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 -（ ）寶 1 （31 201 18）

β=ω ε寶μ
1
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +（ ）寶 1 （31 201 19）

　 　 取笛卡儿坐标系，使这单色平面电磁波沿z 轴传播.这时
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α
α

=β
β

=ez （31 201 20）

由（31 201 13）式，电场强度E 的相位为

�=βz -ωt （31 201 21）
相速就是�等于常量的传播速度.于是得

d�
dt

=β
dz
dt

-ω=0 （31 201 22）

故所求的相速为

v =
dz
dt

= ω
β

=
εμ
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +（ ）［ ］1
-1

2

（31 201 23）

（2）由（31 201 3）式得，这电磁波的磁场强度为

H =- i
ωμ

Δ

×E （31 201 24）

由（31 201 13）式得

Δ

×E =ik′×E （31 201 25）
代入（31 201 24）式得

H = 1
ωμ

k′×E = 1
ωμ
（β+iα）×E 0ei（k′·r-ωt）

= 1
ωμ
（β+iα）e z ×E 0e-αzei（βz -ωt ）

=
α

2 +β寶
2

ωμ
eiarctanα

βe z ×E 0e -αzei（βz -ωt ）

=
α

2 +β寶
2

ωμ
e z ×E 0e -αzei（βz -ωt+arctan

α

β
） （31 201 26）

于是得出：在相位上，磁场强度 H 比电场强度E 落后为

γ=arctan α
β

=arctan

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 -1

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +1

1／2

（31 201 27）

　 　（3）对于良导体来说，
σ

ωε
冲 1，由（31 201 18）、（31 201 19）两式得

α≈ β≈
ωμσ

寶2
（31 201 28）

于是由（31 201 23）和（31 201 27）两式得

v =ω
μ

≈
2ω
μ寶σ

（31 201 29）
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γ=arctan α
β

≈ arctan1 =45° （31 201 30）

　 　 对于绝缘体来说，
σ

ωε
≈ 0 ，由（31 201 18）、（31 201 19）两式得

α≈ 0 （31 201 31）

β≈ ω ε寶μ （31 201 32）
于是由（31 201 23）和（31 201 27）两式得

v ≈
1

ε寶μ

（31 201 33）

γ=arctan α
β

≈ arctan0 =0 （31 201 34）

　 　 31 21 　 角频率为ω的单色平面电磁波自空气入射到导电介质的平面上，入射

角为θ，已知这导电介质的电容率为ε、磁导率为μ、电导率为σ，电磁波进入导电介

质时电场强度的振幅为 E 0 .（1 ）试求折射波的电场强度，并说明折射波的传播情

况；（2）试求这电磁波对良导体的穿透深度δ（导体表面到电场强度减小为E 0／e 处
的距离）；（3）铜的σ=51 7 ×10 7S／m ，μ=4π ×10 -7 H／m ，试计算ν=50 H z、10 6 H z、

10 8 H z、3 ×10 10 H z 和10 14 H z 时δ的值.
【解】　（1）在导电介质内，单色平面电磁波的电磁场可写作

E（r ，t）=E（r）e -iωt ，　 　 H（r ，t）=H（r ）e -iωt （31 211 1）

D（r ，t）=εE（r ，t），　 　 B（r ，t）=μH（r ，t） （31 211 2）
将以上两式代入麦克斯韦方程得

Δ

×E =-矪B
矪t =iωμH （31 211 3）

Δ

×H =j +矪D
矪t =（σ-iωε）E （31 211 4）

由矢量分析公式有

Δ

×（

Δ

×E ）=

Δ

（

Δ

·E ）-

Δ

2E

= 1
ε

Δ

（

Δ

·D ）-

Δ

2E =-

Δ

2E （31 211 5）

由（31 211 3）、（31 211 4）两式得

Δ

×（

Δ

×E ）=iωμ

Δ

×H =iωμ（σ-iωε）E

=ω2
εμ 1 +i σ（ ）ωε

E （31 211 6）

由（31 211 5）、（31 211 6）两式得

Δ

2E +k′2E =0 （31 211 7）
式中
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k′= ω
2
εμ 1 +i σ（ ）寶 ωε

（31 211 8）

是电磁波在导电介质里的传播常数.（31 211 7）式是导电介质内的亥姆霍兹方程，它
的平面波的解为

E（r ，t）=E 0ei（k′·r -ωt ） （31 211 9）
式中

k′=β+iα （31 211 10）

　 图31 21

是传播矢量，其值为｜k′｜ =k′.于是得导
电介质内折射波的电场强度为

E（r ，t）=E 0e-α·rei（β·r-ωt ）

（31 211 11）

　 　 下面求α和β的值.以空气和导电
介质的交界面为 z =0 平面，入射面为

y =0 平面，取笛卡儿坐标系如图 31 21，
则入射波的传播矢量为

k =k xe x +k ze z =ksinθe x +kcosθe z

（31 211 12）

导电介质内的传播矢量为

k′=β+iα=（βx +iαx ）e x +（βy +iαy ）e y +（βz +iαz ）e z （31 211 13）
传播矢量的边值关系要求

k′x =k x ，　 　 k′y =k y （31 211 14）
由（31 211 12）、（31 211 13）和（31 211 14）三式得

αx =0，　 　αy =0 （31 211 15）

βx =ksinθ，　 　βy =0 （3 .211 16）
于是得

α=αe z ，　 　β=ksinθe x +βze z （31 211 17）
由（31 211 10）式和（31 211 8）式有

k′2 =（β+iα）2 =β
2 -α2 +2iα·β=ω2

εμ+iωμσ （31 211 18）
将（31 211 17）式代入（31 211 18）式，令实部和虚部分别相等，便得

k 2sin 2
θ+β

2
z -α2 =ω2

εμ （31 211 19）

αβz = 1
2ωμσ

（31 211 20）

以上两式联立求解得

α=ω ε寶μ
1
2 a 2 +b寶

2 -（ ）寶 a （31 211 21）
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βz =ω ε寶μ
1
2 a 2 +b寶

2 +（ ）寶 a （31 211 22）

式中

a =1 -k 2sin 2
θ

ω
2
εμ

=1 -
ε0μ0

εμ
sin 2
θ （31 211 23）

b = σ
ωε

（31 211 24）

最后得导电介质中折射波的电场强度为

E（r ，t）=E 0e-αzei（ksinθ·x +βzz -ωt） （31 211 25）
这个结果表明：折射波沿β=ksinθe x +βze z 的方向传播，其振幅则随深入导电介质

的深度z 作指数衰减.
（2）良导体的定义是

σ
ωε

冲 1 （31 211 26）

由（31 211 23）、（31 211 24）两式可见，这时

b 冲 a ≈ 1 （31 211 27）
于是由（31 211 21）、（31 211 22）两式得

α≈ βz ≈
ωμσ

寶2
（31 211 28）

这时

βx

βz
=ksinθ
βz

=
ω ε0μ寶 0sinθ

ωμσ／寶 2
≈

2ωε
寶σ sinθ虫 1 （31 211 29）

这个结果表明：对于良导体来说，不论入射角θ取什么值，折射波总是很接近于沿

z 轴（导电介质表面的内法线）向导体内传播.
根据穿透深度δ的定义得

δ= 1
α

= 2
ωμ寶σ

（31 211 30）

可见频率ν（=ω／2π）越高，电导率σ越大，穿透深度就越小.对于σ→ ∞的理想导体

来说，δ→ 0 .
将铜的数据代入（31 211 30）式得

δ= 2
2πν×4π ×10 -7 ×51 7 ×10寶 7 =61 7 ×10 -2

寶ν
（m ） （31 211 31）

由此式算出的结果列于表3 .21（1）.

表3 .21（1）　 电磁波对铜的穿透深度

频率ν（H z） 50 10 6 10 8 3 ×10 10 10 14

穿透深度δ（m ） 91 4 ×10 -3 61 7 ×10 -5 61 7 ×10 -6 31 8 ×10 -7 61 7 ×10 -9
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　 　 31 22 　 电场强度的大小为E =100 m V／m 的单色平面电磁波自空气正入射到
海水面上.已知海水的εr =80 ，μr =1 ，σ=31 0S／m .假定不考虑色散，试求频率为
（1）10k H z，（2）1 M H z，（3 ）100 M H z 时，海水中电场强度的大小为 E 2 =11 0μ V／m
的深度.
【解】　 由菲涅耳公式，进入第二介质的电场强度两个分量的大小分别为

E 2 ⊥ = 2 ε寶1cosθ1

ε寶1cosθ1 + ε寶2cosθ2

E ⊥
（31 221 1）

E 2 ‖ = 2 ε寶1cosθ1

ε寶1cosθ2 + ε寶2cosθ1

E ‖ （31 221 2）

今θ1 =0，θ2 =0 ，两者相同，故得

E 2 = 2 ε寶1

ε寶1 + ε寶2

E = 2E
ε2／ε寶 1 +1

= 2E

80 +i σ
ωε寶 0

+1
（31 221 3）

其中

σ
ωε（ ）0 min

= σ
2πνm axε0

= 31 0
2π ×10 8 ×81 854 ×10 -12

=539 ＞ 80
（31 221 4）

故作为近似，可取

80 +i σ
ωε寶 0

≈ i σ
ωε寶 0

= σ
ωε寶0

i +1
寶2

= σ
ωε寶0

ei π
4

所以

80 +i σ
ωε寶 0

+1 ≈
σ
ωε寶0

ei π
4 （31 221 5）

于是得

E 2

E = 2

80 +i σ寶 ωε
+1

= 4ωε0

寶σ
e-i π

4 （31 221 6）

E 2 =E 4ωε0

寶σ
e-αzei k2z -ωt- π

（ ）4 （31 221 7）

|E 2 |=|E | 4ωε0

寶σ
e-αz （31 221 8）

由此得

z = 1
α
ln 4ωε0

寶σ

|E |
|E 2（ ）|

= 2
ωμ寶σ

ln 4ωε0

寶σ

|E |
|E 2（ ）|

　 　 　 　 　 　

= 1
πσμ寶 ν

ln 8πε0ν

寶3
|E |
|E 2（ ）|
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= 1
2π 寶ν 3 ×10 -

寶
7
ln 8πν×81 854 ×10 -12

寶 3
100 ×10 -3

1 ×10 -（ ）6 　 　

=21 91 ×10 2

寶ν
ln（01 861 寶ν） （31 221 9）

ν=10k H z 时，z =21 91 ×10 2

10寶
4

ln（01 861 × 10寶
4 ）=13（m ）　 　 　（31 221 10）

ν=1 M H z 时，z =21 91 ×10 2

10寶
6

ln（01 861 × 10寶
6 ）=21 0（m ） （31 221 11）

ν=108 Hz 时，z =21 91 ×10 2

10寶
8

ln（01 861 × 10寶
8 ）=01 26（m ） （31 221 12）

　 　【讨论】　 通常说海水的εr =80 ，应该是静电情况.本题将它用于高频电磁波，
是不合理的.根据实验，对高频电磁波，海水的εr 小于80 .尽管本题取εr =80 是不
合理的，但由（31 221 4）和（31 221 5）两式可以看出，在以后的计算里，已经去掉了这
种不合理性.所以结果还是合理的.

31 23 　 一平面单色电磁波从海水射入空气，它的电场强度垂直于入射面，在海

水面上，其大小为11 0 V／m .对于这电磁波来说，海水的介电常数为εr =81 0 ，相对
磁导率为μr =11 0 .试求：（1）临界角θc；（2 ）当入射角为45°时，空气中离海水面为

　 图31 23

一个波长处电场强度的大小.
　 　【解】　（1）临界角为

θc =arcsin n 2

n 1
=arcsin εr2

ε寶r1
=arcsin 寶

1
8

=arcsin01 3536 =201 7° （31 231 1）
（2）入射角θ1 =45°＞θc =201 7°，故发

生全反射.取海水与空气的交界面为 x2y
平面，入射面为 z2x 平面，则对入射波来

说，电矢量E 1 只有y 分量，而波矢量（传播
矢量）k 1 的y 分量为零，如图31 23 所示.设空气中电磁波的波矢量为k 2 ，则根据电

场的边值关系得它的分量为

k 2x =k 1x ，即k 2sinθ2 =k 1sinθ1 （31 231 2）

k 2y =k 1y =0 （31 231 3）

k 2z = k 2
2 -k 2

2x -k 2
2寶 y = k 1

sinθ1

sinθ（ ）2

2

-（k 1sinθ1）寶
2

=k 1
εr2

εr1
-sin 2

θ寶 1 =k 1
1

81 0 -
1
寶（ ）2寶

2
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= -寶
3
8 k 1 =寶

3
8 ik 1 （31 231 4）

　 　 由菲涅耳公式，与水面接触的空气中电场强度的大小为

E 2 =
2 ε1

ε寶2
cosθ1

ε1

ε寶2
cosθ1 +cosθ2

E 1 = 寶2 8cosθ1

寶8cosθ1 +cosθ2

E 1 （31 231 5）

式中cosθ1 =cos45°=1
寶2

cosθ2 = 1 -sin2
θ寶 2 = 1 -

n 1

n 2
sinθ（ ）1寶

2

= 1 -ε1

ε2
sin2
θ寶 1 = 1 -810 ×寶

1
2 =寶3i

E 2 = 寶2 8／寶2
寶8／寶2 +寶3i

E 1 = 4
2 +寶3i

E 1 = 4
7
（2 -寶3i）E 1 （31 231 6）

　 　 于是得空气中的电磁波为

E 2 = 4
7
（2 -寶3i）E 1ei（k2·r -ωt ）e y = 4

7
（2 -寶3i）E 1ei（k2x x +k2zz -ωt ）e y

= 4
7
（2 -寶3i）E 1ei（k1 sinθ1 x +寶

3
8 ik1z -ωt ）e y = 4

7
（2 -寶3i）E 1e -寶

3
8 k1 zei 1

寶2
k1 x -ω（ ）t e y

（31 231 7）
这个式子表明，这时空气中的电磁波是沿x 轴方向（海面）传播的，其电矢量的振
幅随离海面的高度z 成指数下降.这种波有时称为衰逝波（隐失波）.

由（31 231 7）式得空气中电场强度的大小为

|E 2 |= 4
7
（2 -寶3i）E 1e -寶

3
8 k1z = 4

寶7
|E 1 |e-寶

3
8

ε1
ε寶2

k2 z

= 4
寶7

|E 1 |e-寶
3
8 ·寶8

2π
λ2

z = 4
寶7

|E 1 |e-2π寶3
z
λ2 （31 231 8）

当z =λ2 时，便得

|E 2 |= 4
寶7

×11 0e-2π 寶3 =21 8 ×10 -5（V／m ） （31 231 9）

　 　 31 24 　 一平面电磁波正入射到金属表面上.设金属很厚，试证明：透入金属内
部的电磁波能量全部变为焦耳热.
【证】　 设z ＞ 0 的半无界空间中充满金属导体，电磁波自z ＜ 0 处正入射到金

属表面上，金属中电磁波的电场为

E =E 0e -αzei（βz -ωt ） （31 241 1）
式中E 0 是实数矢量.于是进入金属的平均能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）= 1

2 Re E × k
ωμ

×（ ）E［ ］
倡
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= 1
2 Re |E 0 |2 k 倡

ω（ ）μ = 1
2ωμ

|E 0 |2
β （31 241 2）

式中β是复传播矢量k 的实部，即

k =β+iα （31 241 3）
金属单位体积内消耗的焦耳热的平均值为

1
2 Re（E ·j 倡 ）= 1

2 Re（E ·σE 倡 ）= 1
2σ|E |2

= 1
2σ|E 0 |2e-2αz （31 241 4）

因此，以金属表面单位面积为底的无穷长柱体所消耗的焦耳热便为

∫
∞

0

1
2σ|E 0 |2e-2αz dz = σ4α|E 0 |2 （31 241 5）

因为

αβ= 1
2ωμσ

（31 241 6）

故得

σ
4α|E 0 |2 =

2β
4ωμ

|E 0 |2 = β
2ωμ

|E 0 |2 （31 241 7）

比较（31 241 7）和（31 241 2）式可见，透入金属内的电磁波的能量全部变为焦耳热.
31 25 　 沿z 轴正方向传播的单色平面电磁波，其电场强度为 E i =E i0cos（kz -

ωt ）e x .这电磁波从真空中正入射到一无限大的理想导体平面上；设导体平面为

z =0 平面，试求导体外的电磁场以及导体表面单位面积上所受的力.
【解】　 对于真空中的单色平面电磁波来说，有

ε寶0 E = μ寶 0 H （31 251 1）
故沿z 方向传播的入射波可表示为

E i（z ，t）= Re E i0ei（kz -ωt
［ ］

） e x

H i（z ，t）=Re ε0

μ寶0
E i0ei（kz -ωt［ ］） e 烍

烌

烎
y

（31 251 2）

式中k =ω ε0μ寶 0 .
理想导体表面产生的反射波沿z 轴的负方向传播，可表示为

E r（z ，t）= Re E r0ei（-kz -ωt
［ ］

） e x

H r（z ，t）=-Re ε0

μ寶0
E r0ei（-kz -ωt［ ］） e 烍

烌

烎
y

（31 251 3）

式中 H 右边的负号是考虑到反射波的能流密度S r =E r ×H r 是沿z 轴的负方向而
加的.

导体外的总场等于入射波的场和反射波的场的叠加.在z =0 处，总场的切向
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分量应连续；因理想导体内电场为零，故得

E i0 +E r0 =0 ，　 　 即E r0 =-E i0 （31 251 4）

于是所求的导体外的总电场为

E x（z ，t）=E i（z ，t）+E r（z ，t）= Re E i0（eikz -e-ikz ）e -iω
［ ］

t

=2E i0sinkz sinωt （31 251 5）

总磁场为

H y（z ，t）= H i（z ，t）+H r（z ，t）= Re ε0

μ寶0
E i0（eikz +e-ikz ）e-iω［ ］t

=2 ε0

μ寶0
E i0coskz cosωt （31 251 6）

　 　 由（31 251 5）和（31 251 6）两式可以看到，无论是在时间上，还是在空间上，电场

E x 与磁场H y 之间都有
π

2
的相位差.还可以看到，在导体外，传播方向相反的两个

行波叠加成为一个驻波.空间各点的电场E 随时间同步地做正弦振动，其振幅与z
成正弦关系.

理想导体内 H =0 .而由（31 251 6 ）式，在z =0 处 H ≠ 0 .这表明，在z =0 处 H
的切向分量是不连续的.由 H 的边值关系

n 12 ×（H 2 -H 1）=K （31 251 7）
可知，这时理想导体表面上有一层面电流K =Ke x ，其值为

K = H y（0 ，t）= ε0

μ寶0
2E i0cosωt （31 251 8）

　 　 作用在理想导体单位面积上的力为

f =K ×B =μ0K ×H = 1
2μ0 H 2

y（0 ，t）e z

=2ε0E 2
i0cos2

ωte z （31 251 9）
这也就是作用在理想导体表面上的辐射压强.（31 251 9 ）式中第三个等号右边的系

数1
2
是考虑到，面电流所在处的磁场强度等于面电流两边磁场强度极限值的平

均① ，即

H = 1
2 H（z =0 +）+H（z =0 -［ ］） （31 251 10）

在这里，当z =0 +时（理想导体内），磁场为零，所以

H = 1
2 H（z =0 -）= 1

2 H ye y （31 251 11）
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　 　 31 26 　 一线偏振的单色平面电磁波自真空中正入射到介质平面上，已知入射

波的电场强度为E =E 0ei（k ·r -ωt ），介质的电容率为ε、磁导率为μ0 、电导率为σ.（1 ）
试求反射波的电场强度的振幅和相位差（与 E 的相位差）；（2 ）分别讨论当介质为
良导体和不良导体时，反射波电场强度的振幅和相位差；（3 ）试证明良导体的反射

率为R ≈ 1 -2 ωcδ
，式中δ为趋肤深度，c 为真空中光速.

　 图31 26

【解】　（1 ）设e =E 0／E 0 为 E 的振动方
向上的单位矢量，则入射波、反射波和透射

波的电矢量分别为（参见图31 26）

E =E 0ei（k·r -ωt）e （31 261 1）

E′=E′0ei（k′·r -ωt ）e （31 261 2）

E″=E″0ei（k″·r -ωt）e （31 261 3）
为方便起见，取垂直于e 的平面为入射面，
如图31 26 所示.根据E 的边值关系，有

E″0 =E 0 +E′0 （31 261 4）

　 　 根据 H 的边值关系，有

H″0cosθ2 = H 0cosθ1 -H′0cosθ1 （31 261 5）

因为

寶εE =寶μH （31 261 6）

现在ε1 =ε0 ，μ1 =μ2 =μ0 ，故由（31 261 5）、（31 261 6）两式得

ε寶2 E″0cosθ2 = ε寶0（E 0 -E′0）cosθ1 （31 261 7）

由（31 261 4）、（31 261 7）两式消去E″0 得

E′0 = ε0／ε寶 2cosθ1 -cosθ2

ε0／ε寶 2cosθ1 +cosθ2

E 0 （31 261 8）

　 　 在正入射情况下，θ1 =θ2 =0 ，故得

E′0 = ε0／ε寶 2 -1
ε0／ε寶 2 +1

E 0 =1 - ε2／ε寶 0

1 + ε2／ε寶 0

E 0 （31 261 9）

式中

ε2 =ε+i σ
ω

（31 261 10）

所以

ε2

ε寶0
= ε
ε0

+i σ
ωε寶 0

=n +ik （31 261 11）
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式中

n = ε
ε寶0

1
2

σ
（ ）ωε

2

+寶 1 +［ ］寶 1 （31 261 12）

k = ε
ε寶0

1
2

σ
（ ）ωε

2

+寶 1 -［ ］寶 1 （31 261 13）

将（31 261 11）式代入（31 261 9）式得

E′0 =1 -n -ik
1 +n +ikE 0 =-n +ik -1

n +ik +1E 0 =-n 2 +k 2 -1 +2ik
（n +1）2 +k 2 E 0

=n 2 +k 2 -1 +2ik
（n +1 ）2 +k 2 eiπE 0 =

（n -1）2 +k 2

（n +1）2 +k寶 2 E 0ei π +arctan
2k

n 2 +k2 -（ ）［ ］1

（31 261 14）

于是得反射波的电场强度的振幅为

E′0 =
（n -1）2 +k 2

（n +1）2 +k寶 2 E 0 （31 261 15）

反射波落后于入射波的相位差为

δ⊥ =π +arctan 2k
n 2 +k 2 -（ ）1

（31 261 16）

　 　（2）对于良导体来说，σ／ωε0 冲 1 .这时由（31 261 12）、（31 261 13）两式得

n ≈ k ≈
σ

2ωε寶 0
（31 261 17）

故有

（n -1 ）2 +k 2

（n +1 ）2 +k寶 2 = 1 - 4n
（n +1）2 +k寶 2 ≈ 1 - 2n

（n +1）2 +k 2

≈ 1 - 1
n =1 - 2ωε0

寶σ
（31 261 18）

所以

E′0 = 1 - 2ωε0

寶（ ）σ
E 0 （31 261 19）

δ⊥ =π +arctan 2k
n 2 +k 2 -（ ）1 ≈ π +arctan 1

n

=π +arctan 2ωε0

寶σ
（31 261 20）

　 　 对于不良导体来说，σ／ωε0 虫 1 .这时由（31 261 12）、（31 261 13）两式得

n ≈
ε
ε寶0
，　 　 k ≈ 0 （31 261 21）
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故有

E′0 ≈
n -1
n +1E 0 = ε／ε寶 0 -1

ε／ε寶 0 +1
E 0 （31 261 22）

δ⊥ ≈ π （31 261 23）

　 　（3）证明良导体的反射率.　 由反射率的定义和（31 261 19 ）式得，这时的反射
率为

|E′0|2

|E 0 |2 = 1 - 2ωε0

寶（ ）σ

2

≈ 1 -2 2ωε0

寶σ
（31 261 24）

因

δ= 2
ωμ0寶 σ

（31 261 25）

故

2ωε0

寶σ
= ω

2
ε0μ寶 0δ=ωcδ

（31 261 26）

所以

|E′0|2

|E 0 |2 ≈ 1 -2 ωcδ
（31 261 27）

　 　 31 27 　 角频率为ω的单色平面电磁波从空气入射到金属平面上，入射角为θ，

已知金属的电容率为ε、磁导率为μ、电导率为σ.试求反射波的电场强度与入射波
的电场强度之间的相位差.
【解】　 对于金属中的电磁波来说，传导电流的作用不能略去，这时麦克斯韦方

程组中磁场强度 H 的旋度方程为

Δ

×H =j +矪 H
矪t =σE +ε矪E

矪t =-iωε+i σ（ ）ω E （31 271 1）

麦克斯韦方程组的其他三个方程都与绝缘介质中的形式完全相同.由此可见，只要
引入复电容率

ε′=ε+i σ
ω

（31 271 2）

则描述金属中电磁波的所有方程，在形式上便与描述绝缘介质中的相应方程完全

相同.由此得出，只要把对绝缘介质得出的公式中的电容率ε换成复电容率ε′，则
结果便都适用于金属.这在数学上很简单，但在物理上就出现了与绝缘介质不同的
一些现象.

由（31 271 2）式得，金属的折射率为

n′= ε′rμ寶 r = ε′μ
ε0μ寶 0

=c ε′寶μ =c ε+i σ（ ）ω寶 μ （31 271 3）
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由上式可见，n′是复数，可以写成

n′=n +iκ （31 271 4）

式中

n =c ε寶μ
1
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +（ ）寶 1 （31 271 5）

κ=c ε寶μ
1
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 -（ ）寶 1 （31 271 6）

对于一般金属来说，σ／ωε冲 1，这时

n ≈ κ≈ c μσ

2寶ω
（31 271 7）

　 　 当电磁波以入射角θ从空气入射到金属平面上时，斯涅耳定律为

sinθ=n′sinθ′ （31 271 8）

因n′是复数，故sinθ′也是复数，所以这时θ′就不再具有折射角的简单几何意义.
设入射波和反射波的电场强度分别为

E 入 =E iei（ki·r -ωt ） （31 271 9）

E 反 =E rei（kr·r -ωt） （31 271 10）

则E i 和E r 垂直于入射面的分量E i⊥ 和E r ⊥ 以及平行于入射面的分量E i‖ 和E r ‖ 分

别满足下列菲涅耳公式：

E r ⊥ =-sin（θ-θ′）
sin（θ+θ′）

E i⊥ （31 271 11）

n r ×E r ‖ =tan（θ-θ′）
tan（θ+θ′）

n i ×E i‖ （31 271 12）

式中n i =k i／k i 和n r =k r／k r 分别是入射波和反射波传播方向上的单位矢量.由于

sinθ′是复数，故（31 271 11 ）和（31 271 12 ）两式等号右边的分式便都是复数.在
（31 271 9）、（31 271 10 ）两式中，复数表示一定的相位差，所以 E r ⊥ 与E i⊥ 之间便有相

位差，E r ‖ 与E i‖ 之间也有相位差.设这两个相位差分别为δ⊥ 和δ‖ ，则有

-sin（θ-θ′）
sin（θ+θ′）=ρ⊥ eiδ

⊥ （31 271 13）

tan（θ-θ′）
tan（θ+θ′）=ρ‖ eiδ

‖ （31 271 14）

式中ρ⊥ 和ρ‖ 分别是两个复数的模.下面就来计算δ⊥ 和δ‖ .由（31 271 13）式得

ρ⊥ eiδ
⊥ =-sin（θ-θ′）

sin（θ+θ′）=-sinθcosθ′-cosθsinθ′
sinθcosθ′+cosθsinθ′

=cosθsinθ／n′-sinθcosθ′
cosθsinθ／n′+sinθcosθ′=cosθ-n′cosθ′

cosθ+n′cosθ′
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=cosθ-n′ 1 -sinθ寶 ′
cosθ+n′ 1 -sinθ寶 ′

=cosθ- n′2 -sin 2
寶 θ

cosθ+ n′2 -sin 2
寶 θ

=cosθ- （n +iκ）2 -sin 2
寶 θ

cosθ+ （n +iκ）2 -sin 2
寶 θ

（31 271 15）

令其中

（n +iκ）2 -sin 2
寶 θ= n 2 -κ2 -sin 2

θ+2in寶 κ=A +iB （31 271 16）
由公式

a +i寶 b = a 2 +b寶
2 +a

寶 2 +i a 2 +b寶
2 -a

寶 2
（31 271 17）

得

A = 1
2 （n 2 +κ2）2 +（2κ2 -2n 2 +sin 2

θ）sin 2
寶 θ+n 2 -κ2 -sin 2［ ］寶 θ

（31 271 18）

B = 1
2 （n 2 +κ2）2 +（2κ2 -2n 2 +sin 2

θ）sin 2
寶 θ-n 2 +κ2 +sin 2［ ］寶 θ

（31 271 19）
于是（31 271 15）式可化为

ρ⊥
eiδ

⊥ =cosθ-A -iB
cosθ+A +iB =cos2

θ-（A 2 +B 2）-2iB cosθ
（cosθ+A ）2 +B 2

=-A 2 +B 2 -cos2
θ+2iBcosθ

（cosθ+A ）2 +B 2 =eiπ A 2 +B 2 -cos2
θ+2iBcosθ

（cosθ+A ）2 +B 2 （31 271 20）

于是求得E r ⊥ 与E i⊥ 的相位差为

δ⊥ =π +arctan 2B cosθ
A 2 +B 2 -cos2

θ
（31 271 21）

　 　 再计算δ‖ .由（31 271 14）式得

ρ‖
eiδ

‖ =tan（θ-θ′）
tan（θ+θ′）=

sin（θ-θ′）cos（θ+θ′）
sin（θ+θ′）cos（θ-θ′）

=sin2θ-sin2θ′
sin2θ+sin2θ′=sinθcosθ-sinθ′cosθ′

sinθcosθ+sinθ′cosθ′

=n′cosθ-cosθ′
n′cosθ+cosθ′=n′cosθ- 1 -sin 2

θ寶 ′
n′cosθ+ 1 -sinθ寶 ′

=n′2cosθ- n′2 -sin 2
寶 θ

n′2cosθ+ n′2 -sin 2
寶 θ

（31 271 22）

将（31 271 16）式代入上式得

ρ‖
eiδ

‖ =n′2cosθ-A -iB
n′2cosθ+A +iB =

（n 2 -κ2）cosθ-A +i（2nκcosθ-B ）
（n 2 -κ2）cosθ+A +i（2nκcosθ+B ）

（31 271 23）
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由公式

a +ib
c +id =ac +bd +i（bc -ad ）

c 2 +d 2
（31 271 24）

得

δ‖ =arctan
（2nκcosθ-B ）［（ n 2 -κ2）cosθ+A ］-［（ n 2 -κ2）cosθ-A ］（2nκcosθ+B ）
［（ n 2 -κ2）cosθ-A ］［（ n 2 -κ2）cosθ+A ］+（2nκcosθ-B ）（2nκcosθ+B ）

=arctan
2［2nκA -（n 2 -κ2）B ］cosθ
（n 2 +κ2 ）2cos2

θ-A 2 -B 2
（31 271 25）

　 　【讨论】　 超前或落后的问题.由于我们在（31 271 9）、（31 271 10）两式中，取相角
的形式为

φ=k ·r -ωt （31 271 26）

E r ⊥ =-sin（θ-θ′）
sin（θ+θ′）

E i⊥ =ρ⊥ eiδ
⊥ E i⊥ （31 271 27）

故E r ⊥ 的相角为

φr ⊥ =k r·r -ωt +δ⊥ =k r·r -ωt -
δ⊥（ ）ω （31 271 28）

这表明φr ⊥ 要过一段时间δ⊥
／ω，才等于t 时刻的φi⊥ ，所以E r ⊥ 在相位上比E i⊥ 落后

δ⊥ .同样，E r ‖ 在相位上比E i‖ 落后δ‖ .
由于δ⊥

与δ‖
不相等，故线偏振光经金属表面反射后，由 E r ⊥ 和 E r ‖ 合成的反

射光一般就不是线偏振光，而是椭圆偏振光.
31 28 　 一无限长直圆柱形导线载有交变电流I =I 0e -iωt ，已知导线横截面的半

径为R ，电容率为ε0 ，磁导率为μ0 ，电导率为σ，电流沿轴线方向流动.设导线内的
位移电流可略去不计，试求电流在导线横截面上的分布（趋肤效应）.
【解】　 本题只需求导线内的电场强度E ，便可由欧姆定律

j =σE （31 281 1）

求出电流密度j 来.由于电流是沿轴线方向流动，故E 的方向也是沿轴线方向.因
电流为I =I 0e -iωt ，故E 的大小可写作E e -iωt ，j 和D 、H 、B 等的大小可分别写作

j e -iωt 、D e -iωt 、H e -iωt 、B e -iωt .这时麦克斯韦方程为

Δ

×E =-μ0
矪 H
矪t =iωμ0 H （31 281 2）

Δ

×H =j 　 　 略去了位移电流矪D
矪（ ）t

（31 281 3）

Δ

·D =ε0

Δ

·E =0 （31 281 4）

由矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×A ）=

Δ

（

Δ

·A ）-

Δ

2A （31 281 5）
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得

Δ

×（

Δ

×E ）=

Δ

（

Δ

·E ）-

Δ

2E =-

Δ

2E （31 281 6）

又由（31 281 2）、（31 281 3）两式得

Δ

×（

Δ

×E ）=iωμ0

Δ

×H =iωμ0j （31 281 7）

所以

Δ

2E =-iωμ0j （31 281 8）

将（31 281 1）式代入（31 281 8）式得

Δ

2j +iωμ0σj =0 （31 281 9）

　 　 下面便来求这个方程的解.以导线的轴线为z 轴取柱坐标系（r ，�，z ），因j 只
有z 分量，故可写作

j =je z （31 281 10）

根据轴对称性，知j 仅是r 的函数，即

j =j（r） （31 281 11）

于是由（31 281 9）式得j 的微分方程为

d 2j
dr 2 + 1

r
dj
dr

+α2j =0 （31 281 12）

式中

α= iωμ0寶 σ （31 281 13）

（31 281 12）式是零阶贝塞耳方程，它的通解为

j（r）=A J0（αr ）+B N 0（αr ） （31 281 14）

式中A 和B 是两个积分常数，J0（αr ）是第一类零阶贝塞耳函数，N 0（αr ）是第二类
零阶贝塞耳函数，它们的表达式如下：

　 　 　 J0（αr ）= ∑
∞

l =0

（-1）l
（l！）2

αr
（ ）2

2l
（31 281 15）

N 0（αr ）= 2
π

ln αr（ ）2 +［ ］γ J0（αr ）-2
π ∑

∞

l =0

（-1）l
（l！）2

αr
（ ）2

2l

∑
l

m =1

1
m 　（31 281 16）

式中γ是欧拉常数，其值为γ=01 577215649 .
下面由边界条件定（31 281 14）式中的积分常数 A 和B .在本题中，r =0 时j 为

有限值，而 N 0（αr ）因含有ln αr（ ）2
，在r → 0 时 N 0（αr ）→ ∞.故必须取B =0 .于是得

所求的解为

j（r）=A J0（αr ） （31 281 17）

　 　 再定常数A .因E =Ee z ，故由对称性，知 E 仅是r 的函数，于是由（31 281 2 ）式
得
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Δ

×E =-dE
dre � =iωμ0 H e � （31 281 18）

因j =σE ，故由上式得：在导线表面上

dj
dr r =R

=A dJ0（αr ）
dr r =R

=-iωμ0σH
r =R

=-iωμ0σ
I 0

2πR
（31 281 19）

根据贝塞耳函数的导数公式

dJ0（x ）
dx =-J1（x ） （31 281 20）

得

dJ0（αr ）
dr =-αJ1（αR ） （31 281 21）

这里J1（x ）是一阶贝塞耳函数，J1（αR ）是J1（αr ）在导线表面上的值.由（31 281 19）和

（31 281 21）两式得

A =
iωμ0σI 0

2παR J1（αR ）
= I 0

2πR
α

J1（αR ）
（31 281 22）

于是得所求的解（电流在导线横截面上的分布）为

j（r ）= I 0

2πR
α

J1（αR ）
J0（αr ） （31 281 23）

　 　【讨论】　 为了看出j（r ）与r 和ν（频率）的关系，我们来计算相对电流密度

｜j（r ）｜／｜j（R ）｜ ，为此，用穿透深度δ（参见前面31 21 题）表示α，

δ= 2
ωμ0寶 σ

（31 281 24）

由（31 281 13）式有

α= iωμ0寶 σ=
2寶i
δ

（31 281 25）

于是（31 281 23）式可写作

j（r ）= I 0

2πR
寶2i

J1
寶2i
δ（ ）R δ

J0
寶2i
δ（ ）r （31 281 26）

由（31 281 26）式得

j（r ）
j（R ）

=
J0

寶2i
δ（ ）r

J0
寶2i
δ（ ）R

（31 281 27）
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由于J0（αr ）的宗量αr =寶2i
δ

r 是复数，故由（31 281 15 ）式可知，J0（αr ）也是复数.通

常把J0（寶ix ）的实部写作 Ber（x ），虚部写作 Bei（x ），即

J 0（寶ix ）=Ber（x ）+iBei（x ） （31 281 28）
由（31 281 15）式得

Ber（x ）=1 - 1
（2！）2

x
（ ）2

4

+ 1
（4 ！）2

x
（ ）2

8

-⋯ （31 281 29）

Bei（x ）=- x
（ ）2

2

+ 1
（3 ！）2

x
（ ）2

6

- 1
（5 ！）2

x
（ ）2

10

+⋯ （31 281 30）

根据复数绝对值的计算法得

|j（r ）|
|j（R ）|

=
J0

寶2i
δ（ ）r

J0
寶2i
δ（ ）R

=
Ber 寶2

δ（ ）［ ］r
2

+ Bei 寶2
δ（ ）［ ］r

2

Ber 寶2
δ（ ）［ ］R

2

+ Bei 寶2
δ（ ）［ ］R寶

2

（31 281 31）

　 图31 28

　 　 在几个给定频率ν的情况下，根据

（31 281 31）式画出的相对电流密度
｜j（r ）｜
｜j（R ）｜

与r 的关系曲线如图31 28 所示.由图可见，
频率ν越高，电流越趋向表面，所以叫做趋

肤效应.
当R 冲δ时，利用虚宗量的零阶贝塞耳

函数 J0（x ）在 x 冲 1 时 的 渐 近 性 质，

（31 281 31）式可化为

|j（r ）|
|j（R ）|

=e-R -r
δ （31 281 32）

由上式可见，当R -r =δ时（即导线内距离导线表面为δ处），有

|j（r ）|= 1
e |j（R ）| （31 281 33）

这表明，在R 冲δ的条件下，上述结果与平面导体的穿透深度一致.（参见前面31 21
题）

由（31 281 32）式可见，在R 冲δ的情况下，电流密度j（r ）是以指数形式随 R -r
衰减的，而且频率ν越高，衰减得越快；电导率σ越大，衰减得也越快.在理想导体
的情况下，电流就成为一层面电流了.所以在实际情况下，电流的频率越高、导线的
半径越大、电导率越高，趋肤效应就越显著.

31 29 　 厚度为d 的介质薄层夹在介质1 和介质2 之间，它们的电容率和磁导
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　 图31 29

率分别为ε、μ，ε1 、μ1 和ε2 、μ2 ，如图31 29 所示.现在要使从介
质1 正入射到介质薄层的电磁波的平均能流全部传输到介质

2 中去，试求所需的条件.［这样的介质薄层经常用在光学器件
（如透镜）上，以减少不必要的反射光，从而增大透射光的强度，

因而叫做增透膜.］
【解】　 设入射波为线偏振的单色平面波，以介质1 与介质

薄层的交界面Ⅰ 为x2y 平面，入射波的进行方向为z 轴方向，
取笛卡儿坐标系，使入射波的电场E 1 沿x 轴方向，磁场 H 1 沿

y 轴方向，则入射波的电磁场可写作

E 1 = Re E 10ei（k1z -ωt
［ ］

） e x

H 1 = Re E 10

η1
ei（k1z -ωt［ ］

） e 烍

烌

烎
y

（31 291 1）

式中k 1 =ω ε1μ寶 1 ，　η1 = μ1／ε寶 1 ，　 z ≤ 0 .
电磁波射入介质薄层后，会在它与介质2 的交界面 Ⅱ（图 31 29 ）上产生反射

波；这反射波射到交界面Ⅰ 上产生反射波，射到交界面Ⅱ 上又产生反射波；如此下

去，在介质薄层中，便有无穷多个向左和向右进行的电磁波.我们把向右进行的无
穷多个波合成的波写作

E += Re E +0ei（kz -ωt
［ ］

） e x

H += Re E +0

η
ei（kz -ωt［ ］

） e 烍

烌

烎
y

（31 291 2）

式中k =ω ε寶μ，　η= μ／寶 ε，　 0 ≤ z ≤ d .把向左进行的无穷多个波合成的波写作

E -= Re E -0ei（-kz -ωt
［ ］

） e x

H -=-Re E -0

η
ei（-kz -ωt［ ］

） e 烍

烌

烎
y

（31 291 3）

　 　 在介质2 中，只有向右进行的波，我们把它写作

E 2 = Re E 20ei（k2z -ωt
［ ］

） e x

H 2 = Re E 20

η2
ei（k2z -ωt［ ］

） e 烍

烌

烎
y

（31 291 4）

式中k 2 =ω ε2μ寶 2 ，η2 = μ2／ε寶 2 ，z ≥ d .
由于E +0 、E -0 和E 20 等都可以是复数，因此，凡是与z 和t 无关的固定相位差，

都已包含在它们里面.
下面用交界面上的边值关系来求我们所要求的条件.在z =0 处，E 和H 的切

向分量都是连续的，于是得

E 10 =E +0 +E -0

1
η1

E 10 = 1
η
（E +0 -E -0

烍

烌

烎
）

（31 291 5）
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在z =d 处，E 和H 的切向分量都是连续的，故得

E +0eikd +E -0e -ikd =E 20eik2 d

1
η
（E +0eikd -E -0e -ikd ）= 1

η2
E 20eik2 烍

烌

烎

d
（31 291 6）

由（31 291 5）的两式得出

E +0 = 1
2

1 +η
η（ ）

1
E 10

E -0 = 1
2

1 -η
η（ ）

1
E

烍

烌

烎
10

（31 291 7）

由（31 291 6）的两式消去E 20eik2 d 得

1 -η
2

（ ）η E +0eikd + 1 +η
2

（ ）η E -0e -ikd =0 （31 291 8）

把（31 291 7）式代入（31 291 8）式得

1 +η
η（ ）

1
1 -η

2

（ ）η e2ikd + 1 -η
η（ ）

1
1 +η

2

（ ）η =0 （31 291 9）

因为这个关系式中含有复数量，所以它的实部和虚部都应等于零.由于我们考虑的
是无损耗介质，故η、η1 和η2 都是实数量，所以上式的虚部为零，即

1 +η
η（ ）

1
1 -η

2

（ ）η sin2kd =0 （31 291 10）

因η2 ≠η，故得

2kd =n π ，　 　 n =0 ，1 ，2 ，⋯ （31 291 11）
于是得出介质薄层的厚度应为

d = 1
4 nλ，　 　 n =1，2 ，3，⋯ （31 291 12）

式中λ是电磁波在介质薄层中的波长.
由（31 291 9）式的实部为零并考虑（31 291 11）式得

± 1 +η
η（ ）

1
1 -η

2

（ ）η + 1 -η
η（ ）

1
1 +η

2

（ ）η =0 （31 291 13）

当n 为偶数时，上式取正号，即

1 +η
η（ ）

1
1 -η

2

（ ）η + 1 -η
η（ ）

1
1 +η

2

（ ）η =0 （31 291 14）

这个等式唯一的解是

η2 =η1 （31 291 15）

这时d =1
4 nλ，n =2 ，4 ，6 ，⋯.这个解要求介质1 和介质2 的波阻抗相等，介质薄层

的厚度d 为半波长的整数倍.有的雷达天线罩就是根据这个原理设计的.
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当n 为奇数时，（31 291 13）式取负号，即

- 1 +η
η（ ）

1
1 -η

2

（ ）η + 1 +η
2

（ ）η 1 -η
η（ ）

1
=0 （31 291 16）

这个等式唯一的解是

η= η1η寶 2 （31 291 17）

这时d =1
4 nλ，n =1 ，3 ，5 ，⋯.这个解要求介质薄层的波阻抗等于它两边介质波阻

抗的几何平均值，介质薄层的厚度d 为四分之一波长的奇数倍.一般光学透镜都
是在空气中使用，在光学波段，玻璃和它表面镀的增透膜的磁导率都等于μ0 .这时
由（31 291 17）式得出，膜的电容率ε与玻璃电容率ε2 之间的关系应为

ε= ε2ε寶 0 （31 291 18）

膜的厚度应为λ
4
的奇数倍，常用λ

4 .

　 图31 29（1）

【说明】　 λ射波射到交界面 Ⅰ 上，会产生反射波

① 和折射波，如图31 29（1）所示，这折射波射到交界面Ⅱ

上，也会产生反射波，这反射波射到交界面Ⅰ 上又产生

反射波和折射波② .如此下去，在介质薄层中便有无穷
多个向右和向左进行的波，从而在介质 1 中，除了向右
进行的入射波外，还有无穷多个向左进行的波 ① 、② 、

③ 、⋯.
题目要求，从介质1 正入射到介质薄层的电磁波的平均能流全部传输到介质

2 中去，这就是说，介质1 中向左进行的波① 、② 、③ 、⋯叠加起来为零（即由于干涉

而互相抵消），因而介质1 中的波便只有向右进行的入射波了.所以题解中就没有
提介质1 中向左进行的波.

31 30 　 一波矢量为k =ke k 的平面波入射到法布里2 珀罗干涉仪上，这干涉仪
是由间隔为d 的一对平行薄板构成，每个板表面的反射系数为r（r 是一个实数量，
它代表反射波的振幅与入射波的振幅之比）.
（a）假定波矢量k 的大小k 固定不变，而方向e k 变化，试计算透射波的最大强

　 图31 30

度与最小强度之比 Q .结果 Q 与入射波
的振幅无关，也与相邻的两条光线［如图

31 30 所示的光线（1 ）和（2）］之间的光程
差Δ无关；（b）试计算光程差Δ.［本题系
中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）

1986 年试题.］
【解】　（a）如图31 30（1），入射波射
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　 图31 30（1）

到两板间的间隙时，会在这间隙两边的交

界面上发生多次反射和透射.设第一次透
射出间隙的波（1）的振幅为

Re［A ei（�-ωt ）］ （31 301 1）
其中 A 和�都是实数，ω=kc .第二次透射
出间隙的波（2 ），与波（1 ）相比，在交界面
上多反射了两次，多走了一段路程Δ，故

波（2）的振幅应为

Re［A ei（�-ωt）r 2eikΔ］（31 301 2）
为方便起见，令

p =r 2eikΔ =R eikΔ （31 301 3）

则（2）的振幅可写作

Re［A ei（�-ωt ）p ］ （31 301 4）

仿此，第三、四、⋯次透射出间隙的波（3）、（4）、⋯的振幅依次为

Re［A ei（�-ωt）p 2 ］，Re［A ei（�-ωt ）p 3 ］，⋯ （31 301 5）

　 　 透射出间隙的总波是上述所有波（1）、（2）、（3）、（4）、⋯的叠加，因此，总波的振
幅Ψ 便为

Ψ =Re［A ei（�-ωt）（1 +p +p 2 +p 3 +⋯）］=Re A ei（�-ωt ）

1 -［ ］p
（31 301 6）

1
1 -p =

1 -p 倡

（1 -p ）（1 -p 倡 ）
=1 -R e-ikΔ

D
（31 301 7）

其中

D =（1 -p ）（1 -p 倡 ）=1 -2R cos（kΔ）+R 2 （31 301 8）
是实数，故

Ψ= A
D Re［ei（�-ωt ）-R ei（�-ωt-kΔ）］

= A
D
［cos（�-ωt ）-Rcos（�-ωt -kΔ）］

= A
D
［（ 1 -R coskΔ）cos（�-ωt ）-R sinkΔsin（�-ωt ）］ （31 301 9）

令

Ψ
2
≡ Ψ

2 对时间的平均值 = 1
T∫

T

0
Ψ

2dt （31 301 10）

则由（31 301 9）式得

Ψ
2 = 1

2
A 2

D 2
［（ 1 -R coskΔ）2 +R 2sin 2kΔ］
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= 1
2

A 2

D 2（1 +R 2 -2R coskΔ）= 1
2

A 2

D
（31 301 11）

由此得

（Ψ
2）m ax = A 2

2D min
= A 2

2（1 -R ）2
（31 301 12）

（Ψ
2）min = A 2

2D max
= A 2

2（1 +R ）2
（31 301 13）

于是

Q =
（Ψ

2 ）max

（Ψ
2）min

=
（1 +R ）2
（1 -R ）2

（31 301 14）

这个结果表明，Q 与A 、�和Δ都无关.
（b）设薄板的折射率为n ，间隙是空气，折射率为1 ；波自间隙射到薄板上的入

射角为θ，则因间隙两边是平行平面，故相邻的透射波之间的光程差都相等，都是

Δ.由图31 30（1）得出，相邻两波之间的光程差为

Δ=AB +BC -n A D =2 A B -n A C sinθ′

=2 A B -AC sinθ=2 A B -2 A B sin 2
θ

=2 A B cos2
θ=2 d

cos（ ）θ cos2
θ=2dcosθ （31 301 15）

　 图31 31

　 　 31 31 　 真空中有一厚度为 51 0μ m 的银
箔，振幅为 E 0 =100 V／m 的单色平面电磁波
正入射到这银箔上.银的电导率为σ=611 7 ×
10 6S／m ，磁导率为μ0 ，单色波的频率为 f =
200 M H z .试求透过银箔后电磁波的电场强度
的振幅E t0 .
【解】　 如图31 31 ，已知

k 1 =
2πf
c

=2π ×200 ×10 6

3 ×10 8

=41 189 m -1 （31 311 1）

设银箔中的传播常数为

k 2 =β+iα （31 311 2）

则因正入射，θ1 =0 ，故

α=ω ε寶μ
1
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 -（ ）寶 1 （31 311 3）

β=ω ε寶μ
1
2

σ
2

ω
2
ε

2 +寶 1 +（ ）寶 1 （31 311 4）
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其中ε可当作ε0 ，于是得

σ
ωε

= 61 17 ×10 7

2π ×200 ×10 6 ×81 854 ×10 -12 =51 545 ×10 9
冲 1 （31 311 5）

故α和β的值可很好地近似为

α=β=
ωμσ

寶2
= πfμ0寶 σ

= π ×200 ×10 6 ×4π ×10 -7 ×61 17 ×10寶
7

=21 21 ×10 5 m -1 （31 311 6）

于是得

k 2 =α（1 +i） （31 311 7）

　 　 由图31 31 可见，射出银箔的电磁波的电场强度为

E″=t′teik2 aE 0（1 +r 2e2ik2a +r 4e4ik2 a +r 6e6ik2a +⋯）

=t′teik2aE 0／（1 -r 2e2ik2a ） （31 311 8）

其中t 是交界面Ⅰ 处的透射系数，t′是交界面Ⅱ 处的透射系数，r 是银箔内的反射
系数.在正入射时，θ1 =0 ，由菲涅耳公式得

t = 2 ε寶1

ε寶1 + ε寶2

= 2k 1

k 1 +k 2
（31 311 9）

t′= 2 ε寶2

ε寶1 + ε寶2

= 2k 2

k 1 +k 2
（31 311 10）

r = ε寶2 - ε寶1

ε寶2 + ε寶1

=k 2 -k 1

k 2 +k 1
（31 311 11）

因k 1 虫α，故

t′t = 4k 1k 2

（k 1 +k 2）
2 = 4k 1α（1 +i）
（k 1 +α+iα）2 ≈

4k 1α（1 +i）
［α（1 +i）］2

=4k 1

α
1

1 +i = 4ω
cα（1 +i）

（31 311 12）

r =k 2 -k 1

k 2 +k 1
≈

k 2

k 2
=1 （31 311 13）

将以上两式代入（31 311 8）式得

E″=

4ω
cα（1 +i）e

iα（1+i）αE 0

1 -e2iα（1+i）α =

4ω
cα

E 0e -αa eiαa

1 +i
1 -e-2αae2iαa

（31 311 14）

所以

|E″|=4ω
cα

E 0e -αa eiαa

（1 -e-2αae2iαa ）
1

1 +i
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= 寶2 2ω
cα

E 0
e -αa

1 -2e -2αacos2αa +e-4α
寶

a
（31 311 15）

式中

αa =21 21 ×10 5 ×51 0 ×10 -6 =11 11
e -αa =e-11 11 =01 330 ，　 　 e -2αa =01 109
e-4αa =01 0119 ，　 　 cos2αa =cos21 22 =cos127°=-01 602

1 -2e-2αacos2αa +e-4α
寶

a =11 07 ；

寶2 2ω
cα

E 0e -αa = 寶2 2 ×2π ×200 ×10 6

3 ×10 8 ×21 21 ×10 5 ×100 ×01 330

　 　 　 　　 　 =11 77 ×10 -3

最后得所求的振幅为

E t0 =|E″|=11 77 ×10 -3

11 07 =11 7 ×10 -3 V／m （31 311 16）

　 　 31 32 　 在矩形波导管中传播的电磁波，其电磁场的横向分量（即垂直于管轴的

分量）都可以用纵向分量（即平行于管轴的分量）表示.试求出这种表达式.
【解】　 设矩形波导管中充满电容率为ε、磁导率为μ的均匀介质，其中传播的

电磁波的角频率为ω，则由麦克斯韦方程组得

Δ

×E =iωμH （31 321 1）

Δ

×H =-iωεE （31 321 2）

以管的轴线为z 轴取笛卡儿坐标系，则沿管轴方向传播的电磁波其电场和磁场可
写作

E（r ，t）=E（r ）ei（kzz -ωt） （31 321 3）

H（r ，t）=H（r）ei（kzz -ωt ） （31 321 4）

式中k z 是传播矢量k 的z 分量.
由以上四式得

矪E z

矪y
-

矪E y

矪z
= 矪E z

矪y
-ik zE y =iωμH x （31 321 5）

矪E x

矪z -矪E z

矪x =ik zE x -矪E z

矪x =iωμH y （31 321 6）

矪E y

矪x
-矪E x

矪y =iωμH z （31 321 7）

矪 H z

矪y -
矪 H y

矪z
= 矪 H z

矪y -ik zH y =-iωεE x （31 321 8）

矪 H x

矪z -矪 H z

矪x =ik zH x -矪 H z

矪x =-iωεE y （31 321 9）
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矪 H y

矪x
-矪 H x

矪y =-iωεE z （31 321 10）

由（31 321 6）和（31 321 8）两式消去 H y 得

E x = i
ω

2
εμ-k 2

z
k z

矪E z

矪x +ωμ
矪 H z

矪（ ）y
（31 321 11）

由（31 321 5）和（31 321 9）两式消去 H x 得

E y = i
ω

2
εμ-k 2

z
k z

矪E z

矪y -ωμ
矪 H z

矪（ ）x
（31 321 12）

由（31 321 5）和（31 321 9）两式消去E y 得

H x = i
ω

2
εμ-k 2

z
k z

矪 H z

矪x -ωε矪E z

矪（ ）y
（31 321 13）

由（31 321 6）和（31 321 8）两式消去E x 得

H y = i
ω

2
εμ-k 2

z
k z

矪 H z

矪y +ωε矪E z

矪（ ）x
（31 321 14）

以上四式便是所求的表达式.
31 33 　 在圆柱形波导管中传播的电磁波，其电磁场的横向分量（即垂直于管轴

的分量）都可以用纵向分量（即平行于管轴的分量）表示.试求出这种表达式.
【解】　 设圆柱形波导管中充满电容率为ε、磁导率为μ的均匀介质，其中传播

的电磁波的角频率为ω，则由麦克斯韦方程组得

Δ

×E =iωμH （31 331 1）

Δ

×H =-iωεE （31 331 2）

　 　 以管的轴线为z 轴取柱坐标系，则沿管轴方向传播的电磁波其电场和磁场可
写作

E（r ，t）=E（r ）ei（kzz -ωt） （31 331 3）

H（r ，t）=H（r ）ei（kzz -ωt ） （31 331 4）

式中k z 是传播矢量k 的z 分量.
由以上四式得

1
r

矪E z

矪�
-

矪E �
矪z

= 1
r

矪E z

矪�
-ik zE � =iωμH r （31 331 5）

矪E r

矪z -矪E z

矪r =ik zE r -矪E z

矪r =iωμH � （31 331 6）

1
r

矪

矪r
（rE �）-1

r
矪E r

矪�
=iωμH z （31 331 7）

1
r

矪 H z

矪�
-矪 H �

矪z = 1
r

矪 H z

矪�
-ik zH � =-iωεE r （31 331 8）
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矪 H r

矪z -矪 H z

矪r =ik zH r -矪 H z

矪r =-iωεE � （31 331 9）

1
r

矪

矪r
（rH �）-1

r
矪 H r

矪�
=-iωεE z （31 331 10）

由（31 331 6）和（31 331 8）两式消去 H � 得

E r = i
ω

2
εμ-k 2

z
k z

矪E z

矪r +
ωμ
r

矪 H z

矪（ ）� （31 331 11）

由（31 331 5）和（31 331 9）两式消去 H r 得

E � = i
ω

2
εμ-k 2

z

k z

r
矪E z

矪�
-ωμ

矪 H z

矪（ ）r
（31 331 12）

由（31 331 5）和（31 331 9）两式消去E � 得

H r = i
ω

2
εμ-k 2

z
k z

矪 H z

矪r -
ωε

r
矪E z

矪（ ）� （31 331 13）

由（31 331 6）和（31 331 8）两式消去E r 得

H � = i
ω

2
εμ-k 2

z

k z

r
矪 H z

矪�
+ωε矪E z

矪（ ）r
（31 331 14）

以上四式便是所求的表达式.
31 34 　 试论证矩形波导管和圆柱形波导管都不能传播 T E M 波.
【解】　 T E M 波是横电磁波，即电场强度E 和磁场强度H 都只有横向分量（垂

直于波进行方向的分量）而没有纵向分量（平行于波进行方向的分量）的电磁波.
前面的31 32 题和31 33 题根据麦克斯韦方程组，分别对矩形波导管和圆柱形

波导管中传播的电磁波作了分析，它们的电磁场的横向分量都可以用纵向分量表

示，并求出了相应的表达式.根据这些表达式，若 E 和H 的纵向分量均为零，则它

们的横向分量也必定均为零.也就是不存在这种电磁波.于是我们得出结论：矩形
波导管和圆柱形波导管都不能传播 T E M 波.

换句话说，这两种波导管中传播的电磁波必有纵向分量.
31 35 　 用理想导体作管壁的矩形波导管，管内横截面宽为a ，高为b ，取笛卡儿

坐标系如图31 35 所示，z 轴平行于管轴.试证明：

　 图31 35

（1）在这波导管中不能传播如下的单
色波：

E =E 0ei（k·r -ωt ）e x

式中k =k 0e z ，E 0 和ω以及k 0 都是常量；

（2）在管壁处，磁感强度B 的分量满足
矪B y

矪x
= 矪B z

矪x =0 ，　 　 x =0 ，a

矪B x

矪y
= 矪B z

矪y =0 ，　 　 y =0 ，b
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　 　【证】　（1）电场强度为

E =E 0ei（k·r -ωt ）e x （31 351 1）

的波，其相应的磁感强度为

B =- i
ω

Δ

×E =k 0

ω
E 0ei（k·r -ωt ）e y （31 351 2）

　 　 如果上述电磁场是矩形波导管内传播的电磁波，则应满足有关的边界条件.在

y =0 和y =b 两个边界面上，法线方向的单位矢量分别为n 0 =e y 和n a =-e y ，于是

由理想导体的边界条件

n ×E =0 ，　 　 n ·B =0 （31 351 3）
得出

E x =0，　 　 B y =0 （31 351 4）

于是管内的电磁场便为

E =E xe x =0，　 　 B =B ye y =0 （31 351 5）

这个结果表明，波导管内不存在由（31 351 1）式所表示的电磁波.
（2）管内沿z 方向传播的电磁波，其形式为

E（x ，y ，z ，t）=E（x ，y ）ei（kzz -ωt） （31 351 6）

B（x ，y ，z ，t）=B（x ，y ）ei（kzz -ωt ） （31 351 7）

代入

Δ

×H = 矪D
矪t

（31 351 8）

得

矪B z

矪y
-

矪B y

矪z
= 矪B z

矪y
-ik zB y =-iωεμE x （31 351 9）

矪B x

矪z -矪B z

矪x =ik zB x -矪B z

矪x =-iωεμE y （31 351 10）

矪B y

矪x
-矪B x

矪y =-iωεμE z （31 351 11）

　 　 根据边界条件（31 351 3）式，在x =0 和x =a 面上，有

E y =E z =0，　 　 B x =0 （31 351 12）

代入（31 351 10）式和（31 351 11）式得

矪B z

矪x =
矪B y

矪x
=0 （31 351 13）

在y =0 和y =b 面上，有

E x =E z =0 ，　 　 B y =0 （31 351 14）

代入（31 351 9）式和（31 351 11）式得
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矪B z

矪y = 矪B x

矪y =0 （31 351 15）

　 　 31 36 　 一矩形波导管的管壁可当作理想导体，管的横截面是长为a 、宽为b 的
矩形.管内有沿z 方向（管的轴线方向）传播的 T E 10 波，其纵向磁场为

H z = H 0cos πx
a ei（kzz -ωt）

试求：（1）管内 T E 10 波电磁场的其他分量和沿z 方向传输的平均功率P ；（2 ）管内

单位长度电场能量的平均值 W e 和磁场能量的平均值 W m ；（3 ）这 T E 10 波的相速度

v p 和群速度v g ，以及v p 与v g 的关系.
【解】　（1）根据矩形波导管中传播的电磁波电场强度分量的公式

E x =A 1cos m π

a x sin nπ
b y ei（kzz -ωt ）

E y =A 2sin m π

a x cos n πb y ei（kzz -ωt ）

E z =A 3sin m π

a x sin n π
b y ei（kzz -ωt

烍

烌

烎

）

（31 361 1）

T E 10 波的 m =1 ，n =0 ，故得

E x =E z =0 ，　 　 E y ≠ 0 （31 361 2）

由麦克斯韦方程

Δ

×E =-矪B
矪t =-μ

矪 H
矪t

（31 361 3）

的第三分量和（31 361 2）式得

矪E y

矪x
=-μ

矪 H z

矪t
（31 361 4）

E y =-μ∫
矪 H z

矪t
dx =

iωμa
π

H 0sin π

a x ei（kzz -ωt ） （31 361 5）

又由（31 361 3）式的第一分量和（31 361 2）式得

μ
矪 H x

矪t =
矪E y

矪z
（31 361 6）

H x = 1
μ∫

矪E y

矪z
dt =-

ik za
π

H 0sin π

a x ei（kzz -ωt ） （31 361 7）

再由（31 361 3）式的第二分量和（31 361 2）式得

矪 H y

矪t
=0 （31 361 8）

H y =0 （31 361 9）

于是得所求的电磁场的各分量为
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E x =0 ，E y =
iωμa
π

H 0sin π

a x ei（kzz -ωt），E z =0

H x =-ik za
π

H 0sin π

a x ei（kzz -ωt ）

H y =0 ，H z = H 0cos π

a x ei（kzz -ωt

烍

烌

烎

）

（31 361 10）

　 　 管内沿z 方向的平均功率为

P =∫
珔S ·dΣ= 1

2 Re∫
a

0∫
b

0
（E ×H 倡 ）·e zdx dy

= 1
2 Re∫

a

0∫
b

0
（-E yH 倡

x ）dx dy

=
ωμk za 2

2π 2 |H 0 |2

∫
a

0∫
b

0
sin 2 π

a x dx dy

=
ωμk za 3b

4π 2 |H 0 |2 （31 361 11）

（2）管内电场和磁场能量密度的平均值分别为

w e = 1
T∫

T

0

ε
2
（ReE ）·（ReE ）dt = 1

4ε|E |2 （31 361 12）

w m = 1
T∫

T

0

μ
2
（ReH ）·（ReH ）dt = 1

4μ|H |2 （31 361 13）

于是得管内单位长度电场能量的平均值为

W e =∫
a

0∫
b

0∫
1

0
w edx dy dz =ε4∫

a

0∫
b

0∫
1

0
|E y |2dx dy dz

=ε4
wμa（ ）π

2

|H 0 |2

∫
a

0∫
b

0∫
1

0
sin 2 π

a x dx dy dz

=
ω

2
εμ

2a 3b
8π 2 |H 0 |2 （31 361 14）

单位长度磁场能量的平均值为

W m =∫
a

0∫
b

0∫
1

0
w m dx dy dz =μ

4∫
a

0∫
b

0∫
1

0
（H x H 倡

x +H zH 倡
z ）dx dy dz

=μ
b
4∫

a

0

k za（ ）π

2

|H 0 |2sin 2 π

a x +|H 0 |2cos2 π

a［ ］x dx

=μ
a 3b
8π 2 |H 0 |2 k 2

z +π
2

a（ ）2 （31 361 15）

因为是 T E 10 波，k x =π

a
，k y =0，故

k 2 = π

（ ）a
2

+k 2
z =ω2

εμ （31 361 16）
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W m =μ
a 3b
8π 2 |H 0 |2

ω
2
εμ=W e （31 361 17）

这表明，管内单位长度磁场能量的平均值等于电场能量的平均值.
（3）这 T E 10 波的相速度由（31 361 10）式为

v p =ωk z
（31 361 18）

　 　 群速度v g 即能量沿z 方向传播的速度为

v g = P
W e +W m

= P
2W e

（31 361 19）

把（31 361 11）式和（31 361 14）两式代入上式，便得

v g = k z

ωεμ
（31 361 20）

v p 与v g 的关系为

v pv g = 1
εμ

（31 361 21）

　 　【讨论】　（1 ）T E 10 波的各分量也可以用（31 361 2 ）式和前面 31 32 题的
（31 321 11）至（31 321 14）等式算出.

（2）若波导管内是真空或空气，则相速度与群速度的关系为

v pv g =c 2 （31 361 22）
式中c 为真空中光速.

31 37 　 一矩形波导管横截面的边长分别是a =21 0cm ，b =11 0cm ，其中传输的
电磁波的频率为f =11 0 ×10 10 H z .如果管内是空气，试问它能够传输的 T E 10 波的

最大平均功率是多少？已知空气的击穿场强为31 0 M V／m .
【解】　 矩形波导管内传播的电磁波其电场强度分量的公式为

E x =A 1cos m π

a x sin nπ
b y ei（kzz -ωt）

E y =A 2sin m π

a x cos n πb y ei（kzz -ωt ）

E z =A 3sin m π

a x sin nπ
b y ei（kzz -ωt

烍

烌

烎

）

（31 371 1）

对于 T E 10 波，m =1，n =0 .由此得出它的表达式为

E x =0 ，E y =E 0sin π

a x ei（kzz -ωt ），E z =0

H x = k z

ωμ
E 0sin π

a x ei（kzz -ωt±π），H y =0

H z = π

ωμa
E 0cos π

a x ei（kzz -ωt -π
2

烍

烌

烎

）

（31 371 2）
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它的平均能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）= 1

2
k z

ωμ
E 2

0sin 2 π

a xe z （31 371 3）

由此得

|珔S |max = 1
2

k z

ωμ
E 2

0 （31 371 4）

今

k z = ω
2
εμ- π

（ ）a寶
2

= 4π 2f 2
ε0μ0 - π

（ ）a寶
2

= 4π 2 ×（11 0 ×10 10）2 ×81 854 ×10 -12 ×4π ×10 -7 - π

21 0 ×10 -（ ）2寶
2

=11 39 ×10 2（m -1） （31 371 5）
所以

|珔S |max = 1
2

11 39 ×10 2

2π ×11 0 ×10 10 ×4π ×10 -7 ×（31 0 ×10 6 ）2

=71 92 ×10 9（W／m 2 ） （31 371 6）

这是管中心 x =a
（ ）2

处的值.

这波导管中T E 10 波能传输的最大功率为

W max = 1
2∫

a

0∫
b

0
Re（E ×H 倡 ）·e zdx dy

= 1
2

k z

ωμ
E 2

0∫
a

0∫
b

0
sin 2 π

a x dx dy = 1
2 ab |珔S |max

= 1
2 ×21 0 ×10 -2 ×11 0 ×10 -2 ×71 92 ×10 9

=71 9 ×10 5（W ） （31 371 7）

　 　 31 38 　 一矩形波导管的管壁可看作理想导体，管内横截面是长为a 、宽为b 的
矩形.这管中有沿管轴（z 轴）方向传播的 T E 10 波，其磁场为

H x = Re -ik za
π

H 0sin π

a x ei（kzz -ωt［ ］
）

H y =0 ，H z = Re H 0cos π

a x ei（kzz -ωt［ ］
）

这磁场的磁力线分布如图31 28 所示.试说明：在图中z =z 0 处，波面上P 1 至P 9 各

点磁场的偏振状态.
【解】　 T E 10波的磁场有两个分量，即纵向分量 H z 和横向分量 H x .它们在z2x

平面内构成的磁力线是图3138 所示的虚线，介于长方形和椭圆形之间的闭合曲线.
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图31 38

在z =z 0 处的波面上，磁场的分量为

H z（z 0）=Re H 0cos π

a x ei（kzz 0 -ωt［ ］
）

= H 0cos π

a x cos（k zz 0 -ωt ） （31 381 1）

H x（z 0）=Re -ik za
π

H 0sin π

a x ei（kzz 0 -ωt［ ］
）

=k za
π

H 0sin π

a x sin（k zz 0 -ωt ） （31 381 2）

由以上两式消去时间t 便得

H 2
x

k za（ ）π

2

H 2
0sin 2 π

a x
+ H 2

z

H 2
0cos2 π

a x
=1 （31 381 3）

这是一个椭圆方程.它表明，管内的磁场是椭圆偏振的，椭圆的长短轴分别平行于

x 轴和z 轴；椭圆的两轴长度之比为

a x

a z
=

k za
π

sin π

a x

cos π

a x
=k za

π
tan π

a x （31 381 4）

它是x 的函数.当x =0 和x =a 时，a x

a z
=0 ，即a x =0 ，这时磁场是线偏振的（平行

于z 轴）；当x =a
2
时，a x

a z
=∞，即a z =0，这时磁场也是线偏振的（平行于x 轴）.由

（31 381 1）和（31 381 2 ）两式可见：当0 ＜ x ＜
a
2
时，磁场是右旋椭圆偏振的；当a

2 ＜

x ＜ a 时，磁场是左旋椭圆偏振的.
图31 38（1）给出了P 1 至P 9 各点磁场的偏振状态.可以看出，P 1 、P 5 和 P 9 三
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点的磁场是线偏振的，P 2 、P 3 和P 4 是右旋椭圆偏振的，而 P 6 、P 7 和 P 8 则是左旋

椭圆偏振的.

图31 38（1）

【讨论】　（1）在光学里，左（或右）旋椭圆偏振光是指光射向观察者时，观察者
观察到，光的电矢量E 的末端在椭圆上逆（或顺）时针方向旋转.本题解里所说的
左（或右）旋椭圆偏振与光学里的有些不同：（i）本题解里讲的是磁矢量 H 而不是
电矢量E ；（ii）本题解里的观察者不是迎着坡印亭矢量S 观察（即S 射向观察者），
而是从侧面观察，也就是往图31 38 中y 轴的负方向看时，所看到的现象；这时S 是
指向z 轴的正方向的.
（2）本题波导管里 T E 10 波电场的分量为

E x =0 ，　 E y = Re
iωμa
π

H 0sin π

a x ei（kzz -ωt［ ］） ，　 E z =0 （31 381 5）

按光学里的规定，这个波是线偏振波，它的电矢量E 平行于y 轴振动.
31 39 　 用黄铜制成一矩形波导管，管内横截面的边长分别为a =21 0c m 和b =

11 0c m .已知黄铜的电导率为σ=11 6 ×10 7S／m ，试求这波导管在传播频率为11 0 ×
10 10 H z 的 T E 10 波时功率的衰减情况.
【解】　 这波导管对 T E 10 波的截止频率为

f c，10 = 1
2

c
a = 1

2 × 3 ×10 8

21 0 ×10 -2 = 3
4 ×10 10

＜ 10 10 （31 391 1）

故f =11 0 ×10 10 H z 的 T E 10 波可以在其中传播.下面求传播时所产生的衰减.这衰
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减来自管壁电流所产生的焦耳热.为此，先求管壁电流.
管中传播 T E 10 波的电磁场为

E x =0 ，　 E y =E 0sin π

a x ei（kzz -ωt），　 E z =0

H x =-k z

ωμ
E 0sin π

a x ei（kzz -ωt），　 H y =0，

H z =-iπE 0

ωμa
cos π

a x ei（kzz -ωt

烍

烌

烎

）

（31 391 2）

由面电流密度与磁场的关系式

K =n ×H （31 391 3）
得图31 39 中x =0 和x =a 两面上的面电流密度为

K 1 =K 2 = iπ
ωμa

E 0ei（kzz -ωt ）e y （31 391 4）

图31 39

y =0 和y =b 两面上的面电流密度为

K 3 =-K 4 = H ze x -H xe z

=- iπ
ωμa

E 0cos π

a x ei（kzz -ωt ）e x +k z

ωμ
E 0sin π

a x ei（kzz -ωt ）e z （31 391 5）

　 　 我们可以把这面电流看作在管壁上厚为δ的一层内流动，如图31 39（1）所示，

　 图31 39（1）

δ是电磁波的穿透深度，其值为

δ= 2
ωμ寶σ

（31 391 6）

于是这层管壁内的电流密度便为

j = 1
δ
K （31 391 7）

这层管壁内相应的电场强度便为

E = 1
σ
j = 1

σδ
K （31 391 8）
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由此得出，管壁上单位面积所消耗的平均功率为

P 1 =P 2 = 1
2 Re（E ·K 倡

1 ）= 1
2σδ|K 1 |2

= 1
2σδ

πE 0

ωμ（ ）a

2

（3 .39 .9）

P 3 =P 4 = 1
2 Re（E 3 ·K 倡

3 ）= 1
2σδ|K 3 |2

= 1
2σδ
（|H x |2 +|H z |2）

= E 2
0

2ω2
μ

2
σδ

k 2
zsin 2 π

a x +π
2

a 2cos
2 π

a（ ）x （31 391 10）

单位长度的一段管壁所消耗的平均功率为

P d =∫
b

0
（P 1 +P 2）dy +∫

a

0
（P 3 +P 4）dx

=2∫
b

0
P 1dy +2∫

a

0
P 3dx

= b
σδ

πE 0

ωμ（ ）a

2

+ E 2
0

ω
2
μ

2
σδ

k 2
z +π

2

a（ ）2
a
2

（31 391 11）

k 2
z =ω2

εμ-π
2

a 2 =ω
2

c 2 -π
2

a 2 （31 391 12）

故得

P d = π
2E 2

0

ω
2
μ

2a 2
σδ

b +a
2
ωa
π（ ）c［ ］

2

（31 391 13）

　 　 波导管所传输的功率为

P =∫
珔S ·e zdA =∫

a

0∫
b

0

1
2 Re（E ×H 倡 ）·e zdx dy

=- 1
2∫

a

0∫
b

0
E y H 倡

x dx dy = 1
2

k z

ωμ
E 2

0∫
a

0∫
b

0
sin 2 π

a x dx dy

=abk z

4ωμ
E 2

0 （31 391 14）

由（31 391 13）和（31 391 14）两式消去E 0 得

P d = 4π 2

ωμa
3bk zσδ

b +a
2
ωa
π（ ）c［ ］

2

P =κP （31 391 15）

式中

κ= 4π 2

ωμa
3bk zσδ

b +a
2
ωa
π（ ）c［ ］

2

·633· 电动力学题解（第二版）



=
4π 2 b +a

2
ωa
π（ ）c［ ］

2

a 3b 2ωμσ
ω

（ ）c
2

- π

（ ）a［ ］寶
2

（31 391 16）

是一个常量，将题给的数值代入，经过计算得

κ=61 2 ×10 -2 m -1 （31 391 17）

　 　 由（31 391 15）式得：长为 dz 的一段管壁所消耗的功率为 dP d =κP dz ，它也就
是经过dz 段时电磁波的功率减少的值-dP ，即dP d =κP dz =-dP ，

dP =-κP dz （31 391 18）
积分得

P =P 0e -κz =P 0e -61 2×10 -2z （31 391 19）
式中P 0 是z =0 处电磁场所传输的功率.这个结果表明，电磁波的功率随传输距
离指数下降.每传播约11 米时，功率损失将近一半.

　 图31 40

31 40 　 真空中有一宽度为 w 、间距为s
的金属平行板传输线，它的两端：z =0 和

z =l处，都是金属平面，参见图31 40 .
（a）在这样一段传输线内，最低频率的

驻波是横电磁波（T E M ），它在z 轴方向上
没有E 和H 的分量.在开端x =0 和x =w
处可以略去边缘效应，还可以假定金属具

有理想的电导率.试求最低频率 T E M 模谐
振的频率f 1 .
（b）已知E 0 是电场 E 的峰值振幅（peak a m plitude），试写出在f 1 谐振情形

下，场E 和H 的笛卡儿坐标分量与空间的关系.
（c）实际金属具有很大、但是有限的电导率.用理想电导率的解作为电磁场和

面电流的一级（好的）近似，试计算在f 1 谐振时每个周期的欧姆能量损失（oh mic

energy loss）.用E 0 、δ、σ和线度等表示答案，这里δ是频率为f 1 的趋肤深度（skin
depth），σ是电导率.略去在两端平板中的欧姆损耗（因为l 冲 s），并且假定δ比板的
厚度小很多.平板的电阻就是厚度为δ且具有均匀电导率σ的薄层的电阻.［本题
系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1982 年试题.］
【解】　 在理想导体的器壁上，标准的边界条件是

E t =0 ，　 　 H n =0 （31 401 1）

其中E t 为电场强度在器壁切线方向上的分量，H n 为磁场强度在器壁法线方向上

的分量.显然，在本题中就是

E x =E z =0 ，　 　 H y =0 　（y =0 ，s） （31 401 2）
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最低频率的驻波是横电磁波，故它在z 方向上的分量为

E z =0，　 　 H z =0 （31 401 3）
（a）这时长度l 应是半个波长，故所求的频率为

f 1 = c
2l

（31 401 4）

（b）前面已得出电场强度为E =（0 ，E y ，0），其中

E y =E 0sin π

l z e
-iωt （31 401 5）

然后由

Δ

×E =-矪B
矪t =-μ0

矪 H
矪t
得

H x = iπ
ωμ0l

E 0cos π

l z e
-iωt

=i ε0

μ寶0
E 0cos π

l z e
-iωt （31 401 6）

可见 E 是z 的正弦函数，H 是z 的余弦函数.
（c）在电导率为σ的金属中，设电流密度为je -iωt ，则单位体积内一个周期里

的欧姆损耗是

P 1 = 1
2σ|j |2 （31 401 7）

在理想导体的零级近似下，面电流密度为

K =n ×H （31 401 8）

K 的振幅为

K = H = ε0

μ寶0
E 0cos π

l z
（31 401 9）

　 　 设想这面电流密度分布在厚度为δ的表面层内，则这层内电流密度的振幅便

为

j = K
δ

= 1
δ

ε0

μ寶0
E 0cos π

l z
（31 401 10）

将j 代入（31 401 7）式，然后对体积V =2w lδ积分（因子2 的出现是因为积分应在
上下两个板上进行），便得在f 1 谐振时，每个周期里欧姆能量损失为

P =∫ V
P 1dV = 1

2σ∫ V
|j |2dV = wδ

σ∫
l

0
j 2dz

=ε0 w E 2
0

μ0σδ∫
l

0
cos2 π

l z dz = 1
2
ε0

μ0

w l
σδ

E 2
0 （31 401 11）

　 　 31 41 　 一圆柱形波导由无穷长直圆柱形金属管构成，管内充满电容率为ε、磁

导率为μ的均匀介质，试求在其中传播的电磁场的纵向分量.
【解】　 设在这波导内传播的是角频率为ω的单色电磁波，其电场强度为 E =
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E（r ）e -iωt ，磁场强度为 H =H（r ）e -iωt ，则由麦克斯韦方程得

Δ

×E =iωμH （31 411 1）

Δ

×H =-iωεE （31 411 2）
两边取旋度并利用矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×A ）=

Δ

（

Δ

·A ）-

Δ

2A （31 411 3）
便得

Δ

2E +k 2E =0 （31 411 4）

Δ

2 H +k 2 H =0 （31 411 5）
式中

k 2 =ω2
εμ （31 411 6）

　 　 根据对称性，以圆管的轴线为z 轴取柱坐标系（r ，�，z ）.这时电磁波的电场强
度E 和磁场强度H 可写作

E =E re r +E �e �+E ze z （31 411 7）

H = H re r +H �e �+H ze z （31 411 8）
其中E z 和 H z 便是所要求的纵向分量.

下面先求 E z .根据柱坐标系的拉普拉斯算符公式［参见本书末数学附录的
（Ⅱ .17）式］，得

Δ

2E =

Δ

2E r - 1
r 2 E r - 2

r 2
矪E �
矪（ ）� e r +

Δ

2E �-1
r 2 E �+

2
r 2

矪E r

矪（ ）� e �+（

Δ

2E z）e z

（31 411 9）
于是得（31 411 4）式的z 分量为

（

Δ

2E ）z +k 2E z =

Δ

2E z +k 2E z =0 （31 411 10）
由本书末数学附录的（Ⅱ .16）式，上式即

矪
2E z

矪r 2 + 1
r

矪E z

矪r + 1
r 2

矪
2E z

矪�
2 +矪

2E z

矪z 2 +k 2E z =0 （31 411 11）

这便是E z 所满足的微分方程.下面用分离变数法求解.令

E z =R（r ）Φ（�）ei（kzz -ωt ） （31 411 12）

式中k z 是传播矢量k 的z 分量，k 2 =｜k｜ 2 .将（31 411 12）式代入（31 411 11）式得

1
R

d 2R
dr 2 + 1

rR
dR
dr + 1

r 2
Φ

d 2
Φ

d�2 +ω2
εμ-k 2

z =0 （31 411 13）

考虑到边界条件，令其中

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-m 2 （31 411 14）

式中 m 为一常数.（31 411 14）式的通解为

Φ（�）=A cosm�+Bsinm� （31 411 15）
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因Φ（�）应是�的以2π 为周期的函数，故 m 应为整数.
将（31 411 14）代入（31 411 11）式得

d 2R
dr 2 + 1

r
dR
dr + ω

2
εμ-k 2

z -m 2

r（ ）2 R =0 （31 411 16）

令

k 2
c =ω2

εμ-k 2
z （31 411 17）

有人称k c 为横向波数.以k 2
c 除（31 411 16）式，便得

d 2R
d（k cr ）2

+ 1
k cr

dR
d（k cr ）+

1 - m 2

（k cr ）［ ］2 R =0 （31 411 18）

　 　 这是 m 阶贝塞耳方程，它在r =0 处有界的解是 m 阶贝塞耳函数，即

R（r ）=Jm（k cr ）= ∑
∞

l =0

（-1）l
l ！（l +m ）！

k cr（ ）2

2l+m
（31 411 19）

最后得所求的电场强度E 的纵向分量为

E z =J m（k cr ）（A cosm�+B sinm�）ei（kzz -ωt ），　 　 m =0，1 ，2，⋯

（31 411 20）

　 　 用同样方法，可以求得磁场强度 H 的纵向分量为

H z =J m（k cr ）（C cosm�+D sinm�）ei（kzz -ωt ），　 　 m =0 ，1 ，2 ，⋯
（31 411 21）

式中 A 、B 、C 、D 都是积分常数，其值由输入波导的功率决定.
3142 　 用柱坐标表示，圆柱形波导中 T E 波（横电波）的纵向分量为 H z =

H 0Jm（kcr ）cosm�ei（kzz -ωt），式中Jm（k cr ）=∑
∞

l=0

（-1）l
l ！（l +m ）！

kcr（ ）2

2l+m

是以kcr 为宗量的m

阶贝塞耳函数，kc = ω
2
εμ-k2

寶 z .（1）试求这 T E 波的电磁场；（2）设圆柱形波导横截
面的半径为a ，管壁是理想导体，试求它能传播的 T E 波的最低模的电磁场和波长 .
【解】　（1）因为是沿z 方向传播的单色波，它的电磁场可写作

E =E（r ，�）ei（kzz -ωt） （31 421 1）

H =H（r ，�）ei（kzz -ωt ） （31 421 2）
于是由麦克斯韦方程得

Δ

×E =iωμH （31 421 3）

Δ

×H =-iωεE （31 421 4）
因为是 T E 波（横电波），故

E z =0 （31 421 5）
根据柱坐标系的旋度公式［参见本书末（Ⅱ .15 ）式］，由（31 421 3 ）、（31 421 4 ）、
（31 421 5）三式得

1
r

矪E z

矪�
-

矪E �
矪z

=-
矪E �
矪z

=-ik zE � =iωμH r （31 421 6）
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矪E r

矪z -矪E z

矪r = 矪E r

矪z =ik zE r =iωμH � （31 421 7）

1
r

矪 H z

矪�
-

矪 H �

矪z
= 1

r
矪 H z

矪�
-ik zH � =-iωεE r （31 421 8）

矪 H r

矪z -矪 H z

矪r =ik zH r -矪 H z

矪r =-iωεE � （31 421 9）

由（31 421 7）、（31 421 8）两式消去 H � 得

E r =
iωμ
k 2

cr
矪 H z

矪�
=-

im ωμ
k 2

cr
H 0J m（k cr ）sinm�ei（kzz -ωt ） （31 421 10）

由（31 421 6）、（31 421 9）两式消去 H r 得

E � =-
iωμ
k 2

c

矪 H z

矪r =-
iωμ
k c

H 0J′m（k cr ）cosm�ei（kzz -ωt ） （31 421 11）

由（31 421 6）、（31 421 11）两式得

H r =-k z

ωμ
E � =

ik z

k c
H 0J′m（k cr ）cosm�ei（kzz -ωt ） （31 421 12）

由（31 421 7）、（31 421 10）两式得

H � = k z

ωμ
E r =-

im k z

k 2
cr

H 0J m（k cr ）sinm�ei（kzz -ωt ） （31 421 13）

（31 421 5）、（31 421 10 ）、（31 421 11）、（31 421 12 ）、（31 421 13 ）诸式，便是所求的 T E 波
的电磁场.
（2）理想导体的边界条件是：导体外表面处电场强度E 的切向分量为零.在现

在的情况下就是

E � r =a =0 （31 421 14）

这时由（31 421 11）式得

J′m（k ca ）=0 （31 421 15）

这个方程的根x′mn 的最小值为［参见本书末数学附录Ⅶ 的表2］

x′11 =（k ca ）11 =11 8412 （31 421 16）

　 　 故知这圆柱形波导能传播 T E 波的最低模为 T E 11 ，它的电磁场为

E r =-
iωμ
k 2

cr
H 0J1（k cr ）sin�ei（kzz -ωt ） （31 421 17）

E �=-
iωμ
k c

H 0J′1（k cr ）cos�ei（kzz -ωt ） （31 421 18）

E z =0 （31 421 19）

H r =
ik z

k c
H 0J′1（k cr ）cos�ei（kzz -ωt） （31 421 20）
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H �=-
ik z

k 2
cr
H 0J1（k cr ）sin�ei（kzz -ωt） （31 421 21）

H z = H 0J1（k cr ）cos�ei（kzz -ωt ） （31 421 22）

　 　 它的波长为λ11 ，其值由（31 421 16）式为

λ11 = 2π
（k c）11

=2πa
x′11 = 2πa

11 8412 =31 4125a （31 421 23）

凡λ＞λ11 的 T E 波都不能在这圆柱形波导中传播.
【讨论】　 求 T E 波的电磁场，也可直接用前面31 33 题导出的公式计算.
31 43 　 用柱坐标表示，圆柱形波导中 T M 波（横磁波）的纵向分量为 E z =

E 0J m（k cr ）cosm�ei（kzz -ωt ），式中J m（k cr ）= ∑
∞

l =0

（-1）l

l ！（l +m ）！
k cr（ ）2

2l+m

是以k cr 为宗量

的m 阶贝塞耳函数，k c = ω
2
εμ-k 2

寶 z .（1）试求这T M 波的电磁场；（2）设圆柱形波
导横截面的半径为a ，管壁是理想导体，试求它能传播的 T M 波的最低模的电磁场
和波长.
【解】　（1）因为是沿z 方向传播的单色波，它的电磁场可写作

E =E（r ，�）ei（kzz -ωt ） （31 431 1）

H = H（r ，�）ei（kzz -ωt ） （31 431 2）
于是由麦克斯韦方程得

Δ

×E =iωμH （31 431 3）

Δ

×H =-iωεE （31 431 4）
因为是 T M 波（横磁波），故

H z =0 （31 431 5）
根据柱坐标的旋度公式［参见本书末（Ⅱ .15）式］，由（31 431 3）、（31 431 4）、（31 431 5）
三式得

1
r

矪E z

矪�
-

矪E �
矪z

= 1
r

矪E z

矪�
-ik zE � =iωμH r （31 431 6）

矪E r

矪z -矪E z

矪r =ik zE r -矪E z

矪r =iωμH � （31 431 7）

1
r

矪 H z

矪�
-

矪 H �

矪z
=-矪 H �

矪z =-ik zH � =-iωεE r （31 431 8）

矪 H r

矪z -矪 H z

矪r = 矪 H r

矪z =ik zH r =-iωεE � （31 431 9）

由（31 431 7）、（31 431 8）两式消去 H � 得

E r =ik z

k 2
c

矪E z

矪r =ik z

k c
E 0J′m（k cr ）cosm�ei（kzz -ωt ） （31 431 10）

由（31 431 6）、（31 431 9）两式消去 H r 得
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E � =ik z

k 2
cr

矪E z

矪�
=-imk z

k 2
cr

E 0J m（k cr ）sinm�ei（kzz -ωt） （31 431 11）

由（31 431 9）、（31 431 11）两式得

H r =-
ωε

k z
E � =

imωε
k 2

cr
E 0J m（k cr ）sinm�ei（kzz -ωt ） （31 431 12）

由（31 431 8）、（31 431 10）两式得

H � =ωεk z
E r =iωε

k c
E 0J′m（k cr ）cosm�ei（kzz -ωt ） （31 431 13）

（31 431 5）、（31 431 10 ）、（31 431 11 ）、（31 431 12 ）、（31 431 13 ）诸式便是所求的 T M 波
的电磁场.
（2）理想导体的边界条件是：导体外表面处电场强度E 的切向分量为零.在现

在的情况下就是

E z r =a =0 ，　 　 E � r =a =0 （31 431 14）
由题给的E z 和（31 431 11）式得

J m（k ca ）=0 （31 431 15）
这个方程的根x mn 的最小值为［参见本书末数学附录Ⅶ 的表1］

x 01 =21 4048 （31 431 16）
故知这圆柱形波导能传播 T M 波的最低模为 T M 01 模，它的电磁场为

E r =ik z

k c
E 0J′0（k cr ）ei（kzz -ωt ） （31 431 17）

E �=0 （31 431 18）

E z =E 0J0（k cr ）ei（kzz -ωt） （31 431 19）

H r =0 （31 431 20）

H �=iωε
k c

E 0J′0（k cr ）ei（kzz -ωt ） （31 431 21）

H z =0 （31 431 22）

　 　（31 431 17）式至（31 431 22）式表明：T M 01 模的电磁场与�无关，是一种轴对称

的电磁场.它的波长为λ01 ，其值由（31 431 16）式为

λ01 = 2π
（k c）01

=2πa
x 01

= 2πa
21 4048 =21 6128a （31 431 23）

凡λ＞λ01 的 T M 波都不能在这圆柱形波导中传播.
【讨论】　（1）求 T M 波的电磁场，也可直接用前面31 33 题的公式计算.
（2）比较本题与前一题的结果可见，圆柱形波导能传播的最长波长的电磁波

是 T E 11 波.
31 44 　 一同轴传输线由半径为a 的金属直线和套在它外面的金属圆筒构成，

圆筒的内半径为b ；金属的磁导率为μc，电导率为σ，趋肤深度为δ；导线与圆筒间充
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满电容率为ε、磁导率为μ的均匀介质.设这传输线中传播的是 T E M 型主波，它的

E 和H 都是轴对称的且都无纵向分量.（1）试求 T E M 型主波的电磁场；（2）试证明
对时间平均的功率流为

P =π
μ

寶ε|H 0|2a 2ln b
（ ）a

式中 H 0 是导线表面角向磁场的峰值；（3）传输功率沿线衰减的规律为

P（z ）=P 0e -2γz

试证明

γ= 1
2σδ寶

ε

μ

1
a + 1

（ ）b

ln b
（ ）a

　 　（4）这传输线的特征阻抗Z 0 定义为导线与圆筒间的电压与导线上轴向电流

之比.试证明

Z 0 = 1
2π

μ

寶εln b
（ ）a

　 　（5）试证明这传输线单位长度的串联电阻和自感分别为

R = 1
2πσδ

1
a + 1

（ ）b
，　 　 L = μ

2π
ln b
（ ）a +μ

cδ

4π
1
a + 1

（ ）b
自感的修正项来源于磁通量穿入导体的深度为δ.
【解】　（1）以轴线为z 轴取柱坐标系，T E M 型主波便是沿z 方向传播的横电

磁波，它的E z =0 ，H z =0 ，并且E 和H 都与方位角�无关.设它的角频率为ω，则
它的电磁场可写作

E =（E re r +E �e �）ei（kzz -ωt） （31 441 1）

H =（H re r +H �e �）ei（kzz -ωt ） （31 441 2）
式中E r，E �，H r，H � 都只是r 的函数.由麦克斯韦方程得

Δ

×E =iωμH （31 441 3）

Δ

×H =-iωεE （31 441 4）
（31 441 3）式的三个分量式为

-
矪E �
矪z

=-ik zE � =iωμH r （31 441 5）

矪E r

矪z =ik zE r =iωμH � （31 441 6）

矪

矪r
（rE �）= 矪E r

矪�
=0 （31 441 7）

（31 441 4）式的三个分量式为
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-
矪 H �

矪z
=-ik zH � =-iωεE r （31 441 8）

矪 H r

矪z =ik zH r =-iωεE � （31 441 9）

矪

矪r
（rH �）= 矪 H r

矪�
=0 （31 441 10）

由（31 441 5）、（31 441 9）两式，或由（31 441 6）、（31 441 8）两式，得

k 2
z =ω2

εμ=k 2 （31 441 11）
由（31 441 7）、（31 441 10）两式得

E �= A
r

（31 441 12）

H �= B
r = H 0

a
r

（31 441 13）

式中 A 、B 都是积分常数，由边界条件 r =a 和b 时，E �=0 ，得出 A =0 ；再由
（31 441 5）式或（31 441 9 ）式得 H r =0 .因题给导线表面角向磁场的峰值为 H 0 ，故

B =a H 0 .
由（31 441 6）式或（31 441 8）式得

E r = μ

寶εH � = μ

寶εH 0
a
r

（31 441 14）

　 　 最后便得所求的 T E M 型主波的电磁场为

E = μ

寶εH 0
a
r ei（kz -ωt ）er （31 441 15）

H = H 0
a
r ei（kz -ωt ）e� （31 441 16）

（2）对时间平均的能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）= 1

2
μ

寶ε|H 0|2 a 2

r 2e z （31 441 17）

所以对时间平均的功率流为

P =∫
b

a
珔S ·e z2πrdr =π

μ

寶ε|H 0|2a 2

∫
b

a

r dr
r 2 =π

μ

寶ε|H 0|2a 2ln b
（ ）a
（31 441 18）

（3）单位长度导线所消耗的功率为

dP a

dz = 1
2∫ V a

Re（E ·j 倡 ）dV = 1
2σ∫ V a

|j |2dV = 1
2σ∫ V a

n ×H
δ

2

dV

= 1
2σδ2 |H 0|2 ·2πaδ= πa |H 0|2

σδ
（31 441 19）
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单位长度圆筒所消耗的功率为

dP b

dz = 1
2∫ V b

Re（E ·j 倡 ）dV = 1
2σ∫ V b

|j |2dV = 1
2σ∫ V b

n ×H
δ

2

dV

= 1
2σδ2

H 0a
b

2

·2πbδ= πa |H 0|2

σδ
a
b

（31 441 20）

由

dP（z ）
dz =-2γP =-

dP a

dz +dP b

d（ ）z
（31 441 21）

得

γ=
dP a

dz +dP b

d（ ）z
／2P =

πa |H 0|2

σδ
1 +a
（ ）b

／2π μ

寶ε|H 0|2a 2ln b
（ ）a

= 1
2σδ寶

ε

μ

1
a + 1

（ ）b

ln b
（ ）a

（31 441 22）

（4）特性阻抗

Z 0 = U
I =∫

b

a
E rdr

2πa H |r =a
=

μ

寶εH 0a∫
b

a

dr
r

2πa H 0
= 1

2π
μ

寶εln b
（ ）a

（31 441 23）

（5）传输线单位长度的电阻为

R = 1
σA a

+ 1
σA b

= 1
σ·2πaδ+ 1

σ·2πbδ= 1
2πσδ

1
a + 1

（ ）b
（31 441 24）

　 　 下面由磁通量求传输线单位长度的自感.设Φa 、Φab 和Φb 分别代表导线内、导

线与圆筒间和圆筒内单位长度的磁通量，则有

Φa =∫ Sa
μcH dS =μc∫

a

a-δ
H dr =μc

H 0

2 δ= 1
2μcH 0δ （31 441 25）

上式中的积分是这样考虑的：自导线表面向内，H 实际上是指数下降的，我们把它

当作直线下降，在表面上为 H 0 ，到趋肤深度δ处下降到零，故积分的结果为
H 0

2 δ.

对于圆筒内，也作同样考虑，便得

Φb =∫ Sb
μcH dS =μc∫

b+δ

b
H dr =μc

1
2 H 0

a
（ ）b δ= 1

2μcH 0δ
a
b
（31 441 26）

而

Φab =∫ Sab
μH dS =μ∫

b

a
H dr =μH 0a∫

b

a

dr
r =μH 0aln b

（ ）a
（31 441 27）

通过的电流为
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I =2πa |n ×H |r =a =2πa H 0 （31 441 28）

　 　 于是得传输线单位长度的自感为

L = Φ
I

=Φab +Φa +Φb

I = μ
2π

ln b
（ ）a +μ

cδ

4π
1
a + 1

（ ）b
（31 441 29）

　 图31 45

　 　 31 45 　 如图3145 所示.边长为a 、b、

d 的长方体谐振腔，腔壁是用理想导体制
成的.腔内激发的是频率为ω的 T E 101 波，

其电场振幅的最大值为 E 0 .T E 101 波的

k x =π

a
，k y =0 ，k z =π

d .试求这腔内电场的

总能量和磁场的总能量对时间的平均值.
【解】　 由解亥姆霍兹方程

Δ

2E +
k 2E =0 得出，矩形谐振腔内的电场强度
为

E x =A 1cosk xx sink yy sink zz e -iωt

E y =A 2sink xx cosk yy sink zz e -iωt

E z =A 3sink xx sink yy cosk zz e -iω
烍

烌

烎
t

（31 451 1）

今k x =π

a
，k y =0 ，k z =π

d
，故得

E x =0

E y =E 0sin π

a x sin π

d z e
-iωt

E z =

烍

烌

烎0

（31 451 2）

由 H =- i
ωμ0

Δ

×E 得磁场强度为

H x = iπ
ωμ0d

E 0sin π

a x cos π

d z e
-iωt

H y =0

H z =- iπ
ωμ0a

E 0cos π

a x sin π

d z e
-iω

烍

烌

烎

t

（31 451 3）

　 　 电场能量密度对时间的平均值为

珡w e = 1
T∫

T

0
w edt = 1

T∫
T

0

1
2ε0（ReE ）2dt

=ε0

2T E
2
0sin 2 π

a x sin 2 π

d z∫
T

0
cos2
ωtdt

= 1
4ε0E 2

0sin 2 π

a x sin 2 π

d z
（31 451 4）

电场的总能量对时间的平均值为
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珨W e =∫
珡w edV

= 1
4ε0E 2

0∫
a

0∫
b

0∫
d

0
sin 2 π

a x sin 2 π

d z dx dy dz

= 1
16ε0E 2

0abd （31 451 5）

　 　 磁场能量密度对时间的平均值为

w m = 1
T∫

T

0
w m dt = 1

T∫
T

0

1
2μ0（ReH ）2dt

=μ
0

2T∫
T

0

πE 0

ωμ0（ ）d

2

sin 2 π

a x cos2 π

d z sin
2
ω［ t +

　
πE 0

ωμ0a（ ）2

2

cos2 π

a x sin 2 π

d z sin
2
ω ］t dt

= π
2E 2

0

4ω2
μ0

1
d 2sin

2 π

a x cos2 π

d z + 1
a 2cos

2 π

a x sin 2 π

d（ ）z （31 451 6）

磁场的总能量对时间的平均值为

珨W m =∫珡w m dV

= π
2E 2

0

4ω2
μ0∫

a

0∫
b

0∫
d

0

1
d 2sin

2 π

a x cos2 π

d z + 1
a 2cos

2 π

a x sin 2 π

d（ ）z dx dy dz

= π
2E 2

0b（a 2 +d 2）

16ω2
μ0ad

（31 451 7）

因

ω
2 =c 2k 2 =c 2 π

2

a 2 +π
2

d（ ）2 = π
2c 2（a 2 +d 2 ）

a 2d 2 （31 451 8）

所以

珨W m = 1
16μ0c 2E 2

0abd = 1
16ε0E 2

0abd （31 451 9）

珨W m = 珨W e = 1
16ε0E 2

0abd （31 451 10）

　 图31 46

　 　 31 46 　 由金属壁做成的矩形谐振腔，长

为a ，宽为b ，高为d .以一角 O 为原点，取坐
标如图31 46 所示1 当腔内存在频率为ω的

T E 101 波时，由于腔壁的损耗，腔内电磁场的

总能量 W 将随时间成指数衰减

W =W 0e -2αt

式中 W 0 是t =0 时刻电磁场的总能量，α是
衰减常数.谐振腔的品质因数定义为
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Q =2π
（腔内电磁场的总能量）
（一个周期内损耗的能量）

　 　（1）试求 Q 与α的关系；（2 ）设金属腔壁的电导率为σ，穿透深度为δ，试求 Q
的表达式.
【解】　（1）求 Q 与α的关系.由题给的 W 与时间的关系式得

dW =-2αW 0e -2αtdt =-2αW dt （31 461 1）
设 P d 为腔壁损耗的功率，则有

dW =-P ddt （31 461 2）
所以

α= P d

2W
（31 461 3）

依定义得

Q =2π W
P dT =ω W

P d
= ω2α

（31 461 4）

（2）求Q 的表达式.为了求Q ，先要计算腔壁电流所产生的损耗.T E 101 波的电

磁场为（参见前面31 45 题）

E x =0 ，E y =E 0sin π

a x sin π

d z e
-iωt ，E z =0

H x = iπE 0

ωμ0d
sin π

a x cos π

d z e
-iωt ，H y =0，

H z =-iπE 0

ωμ0a
cos π

a x sin π

d z e
-iω

烍

烌

烎

t

（31 461 5）

由此得各腔壁上的面电流密度如下

z =0 面：K 1 =e z ×H =（H x ）z =0e y

=iπE 0

ωμ0d sin
π

a x e -iωte y （31 461 6）

z =d 面：K 2 =-ez ×H =-（H x ）z =de y

=iπE 0

ωμ0d sin
π

a x e -iωte y =K 1 （31 461 7）

x =0 面：K 3 =e x ×H =-（H z）x =0e y

=iπE 0

ωμ0a
sin π

d z e
-iωte y （31 461 8）

x =a 面：K 4 =-e x ×H =（H z）x =ae y

=iπE 0

ωμ0a
sin π

d z e
-iωte y =K 3 （31 461 9）

y =0 面：K 5 =e y ×H =H ze x -H xe z

=-iπE 0

ωμ0

1
a cos π

a x sin π

d ze x +1
d sin π

a x cos π

d ze（ ）z e -iωt

（31 461 10）
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y =b 面：K 6 =-ey ×H =-H ze x +H xe z =-K 5

=iπE 0

ωμ0

1
a cos π

a x sin π

d ze x +1
d sin π

a x cos π

d ze（ ）z e -iωt （3146111）

设管壁内的电场强度为E ，电流密度为j ，则有

E = j
σ

= K
σδ

（31 461 12）

于是得腔壁上单位面积所消耗的平均功率为

P 2 =P 1 = 1
2 Re（E 1 ·j 倡

1 ）= 1
2σδ|K 1 |2

= 1
2σδ

π
2E 2

0

ω
2
μ

2
0d 2sin

2 π

a x （3 .46 .13）

P 4 =P 3 = 1
2 Re（E 3 ·j 倡

3 ）= 1
2σδ|K 3 |2

= 1
2σδ

π
2E 2

0

ω
2
μ

2
0a 2sin

2 π

d z
（3 .46 .14）

P 6 =P 5 = 1
2 Re（E 5 ·j 倡

5 ）= 1
2σδ|K 5 |2

= 1
2σδ

π
2E 2

0

ω
2
μ

2
0

1
a 2cos

2 π

a x sin 2 π

d z + 1
d 2sin

2 π

a x cos2 π

d（ ）z

（3 .46 .15）

整个腔壁所消耗的平均功率为

P d =∫
a

0∫
b

0
P 1dx dy +∫

a

0∫
b

0
P 2dx dy +∫

b

0∫
d

0
P 3dy dz

+∫
b

0∫
d

0
P 4dy dz +∫

a

0∫
d

0
P 5dx dz +∫

a

0∫
d

0
P 6dx dz

=2b∫
a

0
P 1dx +2b∫

d

0
P 3dz +2∫

a

0∫
d

0
P 5dx dz

=2b 1
2σδ

πΕ0

ωμ0（ ）d

2 a
2 +2b 1

2σδ
πE 0

ωμ0（ ）a

2 d
2 +

1
σδ

πE 0

ωμ（ ）0

2 1
a 2

ad
4 + 1

d 2
ad

（ ）4

= π
2E 2

0

4σδω2
μ

2
0a 2d 2［2b（a

3 +d 3 ）+ad（a 2 +d 2）］ （3 .46 .16）

　 　 腔内电磁场的能量密度为

ω= 1
2ε0（ReE ）2 + 1

2μ0（ReH ）2

= 1
2ε0E 2

0sin 2 π

a x sin 2 π

d z cos
2
ωt +
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1
2μ0

πE 0

ωμ0（ ）d

2

sin 2 π

a x cos2 π

d［ z +

　
πE 0

ωμ0（ ）a

2

cos2 π

a x sin 2 π

d ］z sin 2
ωt （3 .46 .17）

腔内电磁场的总能量为

W =∫ w dV = 1
2ε0E 2

0cos2
ωt∫

a

0∫
b

0∫
d

0
sin 2 π

a x sin 2 π

d z dx dy dz +

　
1
2

π
2E 2

0

ω
2
μ0

sin 2
ωt∫

a

0∫
b

0∫
d

0

1
d 2sin

2 π

a x cos2 π

d z［ +

　
1
a 2cos

2 π

a x sin 2 π

d ］z dx dy dz

= 1
8ε0E 2

0abd cos2
ωt + 1

8
π

2E 2
0

ω
2
μ0

abd 1
d 2 + 1

a（ ）2 sin 2
ωt （3 .46 .18）

因

π

d（ ）
2

+ π

（ ）a
2

=k 2 =ω
2

c 2
，　ε0μ0c 2 =1 （3 .46 .19）

所以

W = 1
8ε0E 2

0abd （3 .46 .20）

　 　 最后，由（3 .46 .4）、（3 .46 .16）和（3 .46 .20）三式得所求的Q 表达式为

Q =ωWP d
=

ε0μ
2
0（ωad ）3δbσ

2π 2［2b（a 3 +d 3）+ad（a 2 +d 2）］
（3 .46 .21）

　 　 3 .47 　 在以理想导体为器壁的矩形谐振腔内，电磁场做简谐振动.试证明：腔内单

位体积里频率在ν到ν+dν之间的场模（波模）数为dnν=
4π
c3ν

2dν，式中c 为真空中光速.

　 　【解】　 在以理想导体为器壁的矩形谐振腔里，电磁场的电场强度为

E 1 =E 01cosk 1x 1sink 2x 2sink 3x 3e -iωt （3 .47 .1）

E 2 =E 02sink 1x 1cosk 2x 2sink 3x 3e -iωt （3 .47 .2）

E 3 =E 03sink 1x 1sink 2x 2cosk 3x 3e -iωt （3 .47 .3）
其中k 1 、k 2 、k 3 满足

k 2
1 +k 2

2 +k 2
3 = ω
（ ）c

2

= 2πν
（ ）c

2

（3 .47 .4）

k 1 =n 1π

a 1
，　 k 2 =n 2π

a 2
，　 k 3 =n 3π

a 3
（3 .47 .5）

式中n 1 、n 2 、n 3 为整数，a 1 、a 2 、a 3 为矩形谐振腔三边的长度 .
　 　 由（3 .47 .4）、（3 .47 .5）两式得

n 2
1

2a 1ν（ ）c

2 + n 2
2

2a 2ν（ ）c

2 + n 2
3

2a 3ν（ ）c

2 =1
（3 .47 .6）
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　 图3 .47

这是n =（n 1 ，n 2 ，n 3 ）空间里的一个椭球面

方程，椭球的半轴分别为2a 1ν
c
、2a 2ν

c
和

2a 3ν
c
，如图3 .47 所示.椭球内n 1 、n 2 、n 3 为

三个整数的一个点便代表腔内电磁场的

一个场模（波模）.但负数与正数代表的是
同一个场模.这是因为，-n 1 、-n 2 、-n 3

代表与n 1 、n 2 、n 3 反方向进行的波，属于同

一场模；-n 1 、n 2 、n 3 代表n 1 、n 2 、n 3 在x 1 =

a 1 面上反射的波，两者也属于同一个场模.因此，计算腔内的场模数目时，只需取

n 1 、n 2 、n 3 都是正数的场模就够了；换句话说，只需计算图 3 .47 中一个卦限

椭球体的（ ）
1
8
内的n 1 、n 2 、n 3 为整数的点数即可.设腔内场模的总数为 N ，则得

N = 1
8

4π
3

2a 1ν（ ）c
2a 2ν（ ）c

2a 3ν（ ）c =4π
3
ν

（ ）c
3

a 1a 2a 3 （3 .47 .7）

腔内单位体积里的场模数便为

nν = N
a 1a 2a 3

=4π
3
ν

（ ）c
3

（3 .47 .8）

由此得腔内单位体积里ν到ν+dν之间的场模数为

dnν =4π
c 3ν

2dν （3 .47 .9）

　 　【讨论】　 本题只考虑腔内电磁场的场模数.如果从电磁场的量子态的角度考
虑，则由于沿每个方向进行的电磁波都可以有两个偏振态，因此，每个场模都有两

个偏振态，故腔内单位体积里ν到ν+dν之间电磁场的量子态数为

dn =2dnν =8π
c 3ν

2dν （3 .47 .10）

　 　 3 .48 　 一圆柱形谐振腔，长为l，半径为a ，两底面都是平面，腔壁是理想导体，
腔内是电容率为ε、磁导率为μ的均匀介质.试求腔内振荡的电磁场.

　 　【解】　 设腔内电磁场振荡的角频率为ω，则电场强度E 和磁场强度H 可写作

E =E（r ）e-iωt ，　 H = H（r ）e -iωt （3 .48 .1）

由麦克斯韦方程得出，这时

Δ

×E =iωμH ，　

Δ

×H =-iωμE （3 .48 .2）

E（r）和 H（r）都满足亥姆霍兹方程

Δ

2E（r）+k 2E（r）=0，　

Δ

2 H（r）+k 2 H（r）=0 （3 .48 .3）

式中
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　 图3 .48

k 2 =ω2
εμ （3 .48 .4）

　 　 以腔的一个底面中心 O 为原点，轴线为z 轴，取
柱坐标系如图3 .48 所示.腔内振荡的电磁场分两种，
一种是电场强度的 z 分量为零，叫做横电模（T E
模）；另一种是磁场强度的z 分量为零，叫做横磁模
（T M 模）.下面求 T E 模的电磁场.

对于 T E 模，有

E z =0 （3 .48 .5）
由（3 .48 .3）式得 H 的z 分量满足亥姆霍兹方程

Δ

2 H z +k 2 H z =0 （3 .48 .6）
即

1
r

矪

矪r
r 矪 H z

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2 H z

矪�
2 +矪

2 H z

矪z 2 +k 2 H z =0 （3 .48 .7）

因腔壁为理想导体，故边界条件为

H z |z =0 ，l =0 （3 .48 .8）
用分离变量法求解（3 .48 .7）式，令

H z =R（r ）Φ（�）Z（z ） （3 .48 .9）

代入（3 .48 .7 ）式并除以 H z 即得

1
rR

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

r 2
Φ

d 2
Φ

d�2 + 1
Z

d 2Z
dz 2 +k 2 =0 （3 .48 .10）

因 H z 应是�的以2π 为周期的函数，故令

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-m 2 （3 .48 .11）

解得

Φ=A mcosm�+B msinm� （3 .48 .12）

适当选取x 轴（参看图3 .48），可以使B m =0 ，于是得

Φ= H mcosm�，　 　 m =0 ，1 ，2 ，⋯ （3 .48 .13）

式中 H m =A m 是常量.

　 　 根据边界条件，令（3 .48 .10）式中

1
Z

d 2Z
dz 2 =-α2 （3 .48 .14）

这个方程满足边界条件（3 .48 .8）式的解为

Z =sinαz =sin p π
l
z ，　 　 p =1 ，2，3 ，⋯ （3 .481 15）

　 　 将（3 .48 .11）和（3 .48 .14）两式代入（3 .48 .10）式得
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d 2R
dr 2 + 1

r
dR
dr + k 2

c -m 2

r（ ）2 R =0 （3 .48 .16）

式中

k 2
c =k 2 -α2 =k 2 -

p π（ ）l

2

（3 .48 .17）

（3 .48 .16）式是 m 阶贝塞耳方程，它在r =0 处有界的解是 m 阶贝塞耳函数

R（r ）=Jm（k cr ） （3 .48 .18）

J m（x ）的表达式为

J m（x ）= ∑
∞

n =0

（-1）n 1
n ！·（m +n ）！

x
（ ）2

2n+m

（3 .48 .19）

　 　 综合（3 .48 .13）、（3 .48 .15）、（3 .48 .18）三式，再加上振荡因子e-iωt ，便得

H z = H mJ m（k cr ）cosm�sin p π
l
z e -iωt （3 .48 .20）

式中常量 H m 的值由激发电磁振荡的功率决定.

　 　 有了 H z ，便可以求出电磁场的其他分量.由（3 .48 .2）式得

1
r

矪E z

矪�
-矪E �

矪z =iωμH r （3 .48 .21）

矪E r

矪z -矪E z

矪r =iωμH � （3 .48 .22）

1
r

矪 H z

矪�
-矪 H �

矪z =-iωεE r （3 .48 .23）

矪 H r

矪z -矪 H z

矪r =-iωεE � （3 .48 .24）

　 　 令E z =0 ，由（3 .48 .22）、（3 .48 .23）两式消去 H �，便得

矪
2E r

矪z 2 +k 2E r =iωμ
1
r

矪 H z

矪�
=-

imωμ
r

H mJ m（k cr ）sinm�sin p π
l
z e-iωt

（3 .48 .25）
这个微分方程满足边界条件

E r z =0 ，l =0 （3 .48 .26）
的解为

E r =-
imωμ
k 2

cr
H mJ m（k cr ）sinm�sin p π

l
z e -iωt （3 .48 .27）

　 　 由（3 .48 .21）、（3 .48 .24）两式消去 H r 得

矪
2E �
矪z 2 +k 2E � =-iωμ

矪 H z

矪r =-iωμk cH mJ′（k cr ）cosm�sin p π
l
z e -iωt

（3 .48 .28）
式中
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J′m（x ）= d
dx J m（x ） （3 .48 .29）

（3 .48 .28）式满足边界条件

E �|z =0 ，l =0 （3 .48 .30）
的解为

E � =-
iωμ
k c

H mJ′m（k cr ）cosm�sin p π
l
z e-iωt （3 .48 .31）

　 　 由（3 .48 .21）式和（3 .48 .27）式得

H r = i
ωμ

矪E �
矪z =p π

lk c
H mJ′m（k cr ）cosm�cos p π

l
z e -iωt （3 .48 .32）

由（3 .48 .22）式和（3 .48 .32）式得

H � = 1
iωμ

矪E r

矪z =-
mp π

lk 2
cr

H mJ m（k cr ）sinm�cos p π
l
z e -iωt （3 .48 .33）

　 　 再求 T M 模的电磁场.对于 T M 模，有

H z =0 （3 .48 .34）
由（3 .48 .3）式得电场强度E 的z 分量满足亥姆霍兹方程

Δ

2E z +k 2E z =0 （3 .48 .35）
即 1

r
矪

矪r
r 矪E z

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2E z

矪�
2 +矪

2E z

矪z 2 +k 2E z =0 （3 .48 .36）

这时两底面的边界条件为

矪E z

矪z |z =0 ，l =0 （3 .48 .37）

　 　 用分离变法求解（3 .48 .36）式.前面（3 .48 .9）式至（3 .48 .13）式皆可用，只需将

H z 换成E z ，H m 换成E m .为满足边界条件（3 .48 .37）式，（3 .48 .14）式的解这时应为

Z =cosαz =cos p π
l
z ，　 　 p =0 ，1 ，2 ，⋯ （3 .48 .38）

前面（3 .48 .16）式至（3 .48 .19）式皆可用，最后便得

E z =E mJ m（k cr ）cosm�cos p π
l
z e-iωt （3 .48 .39）

式中常量E m 的值由激发电磁振荡的功率决定.
　 　 有了 E z ，便可由（3 .48 .21）式至（3 .48 .24）式求电磁场的其他分量.由
（31 481 22）、（31 481 23）两式消去 H �，便得

矪
2E r

矪z 2 +k 2E r = 矪
2E z

矪z 矪r =-kc
p π

l
E mJ′m（k cr ）cosm�sin p π

l
z e -iωt（3 .48 .40）

这个微分方程满足边界条件（3 .48 .26）式的解为

E r =-p π
lk c

E mJ′m（k cr ）cosm�sin p π
l
z e-iωt （3 .48 .41）
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　 　 由（3 .48 .21）、（3 .48 .24）两式消去 H r 得

矪
2E �
矪z 2 +k 2E � = 1

r
矪

2E z

矪z矪�=
mp π

lr
E mJ m（k cr ）sinm�sin p π

l
z e -iωt（3 .48 .42）

（3 .48 .42）式满足边界条件（3 .48 .30）式的解为

E � =
mp π

lk 2
cr
E mJ m（k cr ）sinm�sin p π

l
z e -iωt （3 .48 .43）

　 　 由（3 .48 .21）、（3 .48 .39）、（3 .48 .43）三式得

H r = 1
iωμ

1
r

矪E z

矪�
-矪E �

矪（ ）z =imωε
k 2

cr
E mJ m（k cr ）sinm�cos p π

l
z e-iωt

（3 .48 .44）

　 　 由（3 .48 .22）、（3 .48 .39）、（3 .48 .41）三式得

H � = 1
iωμ

矪E r

矪z -矪E z

矪（ ）r =iωε
k c

E mJ′m（k cr ）cosm�cos p π
l
z e-iωt （3 .48 .45）

现将所求得的振荡电磁场归纳如下.
　 　 T E 模：E 的三个分量分别为（3 .48 .27）式、（3 .48 .31）式、（3 .48 .5）式；

H 的三个分量分别为（3 .48 .32）式、（3 .48 .33）式、（3 .48 .20）式.

　 　 T M 模：E 的三个分量分别为（3 .48 .41）式、（3 .48 .43）式、（3 .48 .39）式；

H 的三个分量分别为（3 .48 .44）式、（3 .48 .45）式、（3 .48 .34）式.
　 　 3 .49 　 一圆柱形谐振腔，长为l，半径为a ，两底面都是平面，腔壁是理想导
体，腔内是电容率为ε、磁导率为μ的均匀介质.（1 ）以一个底面中心为原点，轴线
为z 轴，取柱坐标系，试分别写出 T E 111 、T E 011 和 T M 010 三种模的电磁场；（2 ）试
分别求 T E 模和 T M 模的谐振频率；（3 ）试证明：当2a／l ＜ 0 .9848 时，T E 111 模的

频率为最低；（4 ）若ε=ε0 ，μ=μ0 ，试计算a =2 .00cm ，l =3 .00cm 时，最低谐
振频率的值.
　 　【解】　（1）根据圆柱形谐振腔内振荡电磁场的 T E 模公式［参见前面3 .48 题
的（3 .48 .27）、（3 .48 .31）、（3 .48 .5）、（3 .48 .32）、（3 .48 .33）、（3 .48 .20）等6 式］，令

m =1 ，n =1 ，p =1 ，即得 T E 111 模的电磁场为

E r =-
iω111μ

k 2
cr

H 1J1（k cr ）sin�sin π

l z e
-iω111t （3 .49 .1）

E �=-
iω111μ

k c
H 1J′1（k cr ）cos�sin π

l z e
-iω111t （3 .49 .2）

E z =0 （3 .49 .3）

H r = π

lk c
H 1J′1（k cr ）cos�cos π

l z e
-iω111t （3 .49 .4）

H �=- π

lk 2
cr
H 1J1（k cr ）sin�cos π

l z e
-iω111t （3 .49 .5）
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H z = H 1J1（k cr ）cos�sin π

l z e
-iω111t （3 .49 .6）

式中

k 2
c =ω2

111εμ- π

（ ）l
2

（3 .49 .7 ）

　 　 再令 m =0 ，n =1 ，p =1，即得 T E 011 模的电磁场为

E r =0 （3 .49 .8）

E �=-
iω011μ

k c
H 0J′0（k cr ）sin π

l z e
-iω011t （3 .49 .9）

E z =0 （3 .49 .10）

H r = π

lk c
H 0J′0（k cr ）cos π

l z e
-iω011t （3 .49 .11）

H �=0 （3 .49 .12）

H z = H 0J0（k cr ）sin π

l z e
-iω011t （3 .49 .13）

式中

k 2
c =ω2

011εμ- π

（ ）l
2

（3 .49 .14）

　 　 根据圆柱形谐振腔振荡电磁场的T M 模公式［参见前面3 .48 题的（3 .48 .41）、
（3 .48 .43）、（3 .48 .39）、（3 .48 .44）、（3 .48 .45）、（3 .48 .34）等6 式］，令 m =0，n =
1 ，p =0 ，即得 T M 010 模的电磁场为

E r =0 （3 .49 .15）

E � =0 （3 .49 .16）

E z =E 0J0（k cr ）e-iω010t （3 .49 .17）

H r =0 （3 .49 .18）

H � =
iω010ε

k c
E 0J′0（k cr ）e -iω010t （3 .49 .19）

H z =0 （3 .49 .20）
式中 k 2

c =ω2
010εμ （3 .49 .21）

　 　（2）谐振频率.　 谐振腔内电磁场的谐振频率由腔壁处的边界条件决定.两底

面的边界条件已含在cos p π
l
z 或sin p π

l
z 中，侧面的边界条件则包含在J m（k cr ）或

J′m（k cr ）中.对 T E 模来说，边界条件要求
E �|r =a =0，　 　 H r |r =a =0 （3 .49 .22）

由前面3 .48 题的（3 .48 .31）和（3 .48 .32）两式得
J′m（k ca ）=0 （3 .49 .23）

即
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k ca =x′mn （3 .49 .24）
式中x′mn 是J′m（x ）=0 的第n 个根（零点）.由

k 2
c =ω2

εμ-
p π（ ）l

2

（3 .49 .25）

得 T E 模的谐振频率为

ν′mnl =ω′mnl

2π = 1
2π ε寶μ

x′mn（ ）a

2

+
p π（ ）l寶

2

（3 .49 .26）

式中p =1 ，2 ，3 ，⋯.

　 　 对 T M 模来说，边界条件要求

E �|r =a =0 ，　 E z |r =a =0 ，　 H r |r =a =0 （3 .49 .27）
由前面3 .48 题的（3 .48 .43）、（3 .48 .39）、（3 .48 .44）三式得

J m（k ca ）=0 （3 .49 .28）
即

k ca =x m n （3 .49 .29）
式中x m n 是J m（x ）=0 的第n 个根（零点）.由（3 .49 .25）式得 T M 模的谐振频率为

νm nl =ωm nl

2π = 1
2π ε寶μ

x m n（ ）a

2

+
p π（ ）l寶

2

（3 .49 .30）

式中p =0 ，1 ，2 ，3 ，⋯.

　 　（3）由本书数学附录中贝塞耳函数J m（x ）=0 的一些根（零点）x m n 和贝塞耳函

一阶导数J′m（x ）=0 的一些根（零点）x′mn ，可以看出：x′mn 中以x′11 为最小，故 T E
模的最低频率为ν′111

；x m n 中以 x 01 为最小，故 T M 模的最低频率为ν010 .由
（31 491 26）式和（31 491 30）式分别得

ν′111 =
1

2πa ε寶μ
x′2

11 + πa
（ ）l寶

2

= 1
2πa ε寶μ

1 .8412 2 + πa
（ ）l寶

2

（3 .49 .31）

ν010 =
x 01

2πa ε寶μ
= 2 .4048

2πa ε寶μ

（3 .49 .32）

由以上两式得，若

ν′111 ＜ ν010
（3 .49 .33）

则有

1 .8412 2 + πa
（ ）l

2

＜ 2 .4048 2

所以

2a
l ＜

2
π

2 .4048 2 -1 .8412寶
2 =0 .9848 （3 .49 .34）

　 　（4）当a =2 .00c m ，l =3 .00c m 时，最低谐振频率为 T M 模的ν010
，其值由
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（31 491 32）式为

ν010 = 2 .4048
2π ×2 ×10 -2 ×2 .9979 ×10 8 =5 .74 ×10 9（H z）（3 .49 .35）

　 　 3 .50 　 圆孔的夫琅禾费衍射.单色平面电磁波正入射到半径为 a 的圆孔上，
经圆孔衍射后，试求与圆孔轴线成θ角的方向上，无穷远处 P 点的相对强度.

　 　【解】　 先计算P 点的电磁振动.如图3 .50 ，根据惠更斯2 菲涅耳原理，设在圆
孔下边缘A 处，圆孔上的波面元dS 在P 点产生的电磁振动为

dx =Csin2π t
T -r
（ ）λ dS （3 .50 .1）

式中r 是A 到P 的距离，λ是电磁波的波长，T 是振动周期，C 是一个与r 和θ等有关
的系数.在本题里，θ≈ 0，θ变化很小，r 变化也很小，故C 可以当做一个常数.这样，
圆孔上任一波面元dS =ρdρdφ，如图3 .50（2）所示，在P 点产生的电磁振动便为

dx =Csin2π t
T -r +Δ
（ ）λ

dS （3 .50 .2）

图31 50

式中Δ是面元dS 处到P 点的路程与A 处到P 点的路程之间的程差.由图31 50
Δ=CD =AC sinθ=（a +ρcosφ）sinθ （3 .50 .3）

代入（3 .50 .2 ）式便得

dx =Csin2π t
T -r +asinθ

λ
-ρ

cosφsinθ（ ）λ
ρdρdφ （3 .50 .4）

　 　 P 点的电磁振动x 是圆孔上所有波面元在P 点产生的电磁振动 dx 叠加而
成，即

x =C∫
a

0∫
2π

0
sin2π t

T -r +asinθ
λ

-ρ
cosφsinθ（ ）λ

ρdρdφ （3 .50 .5）

　 　 为了用初等方法计算积分，我们利用三角函数公式，将被积函数化为两项，再
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每项展开，然后逐项求积分.过程如下：

sin2π t
T -r +asinθ

λ
-pcosφsinθ（ ）λ

=sin2π t
T -r +asinθ
（ ）λ

cos
2πρcosφsinθ（ ）λ

-cos2π t
T -r +asinθ
（ ）λ

sin
2πρcosφsinθ（ ）λ

（3 .50 .6）

cosα=1 -α
2

2 ！+
α

4

4！-
α

6

6 ！+
⋯ （3 .50 .7）

sinα=α-α
3

3 ！+
α

5

5！-
α

7

7 ！+
⋯ （3 .50 .8）

由积分公式

∫cosn
φdφ= 1

n cosn-1
φsinφ+n -1

n ∫cosn-2
φdφ （3 .50 .9）

得：当n 为奇数时，

　 　 　∫
2π

0
cosn
φdφ=n -1

n
·n -3
n -2

·n -5
n -4

⋯ 4
5
·2

3∫
2π

0
cosφdφ=0 （3 .50 .10）

当n 为偶数时，

∫
2π

0
cosn
φdφ=n -1

n
·n -3
n -2

·n -5
n -4

⋯ 3
4
·1

2∫
2π

0
dφ

=1·3 ·5 ⋯（n -5）（n -3）（n -1）
2 ·4 ·6⋯（n -4）（n -2）（n ）

·2π （3 .50 .11）

将（3 .50 .6）至（3 .50 .11）式代入（3 .50 .5）式，并利用（31 501 10）式，便得

x =Csin2π t
T -r +asinθ
（ ）λ ∫

a

0∫
2π

0
cos

2πρcosφsinθ（ ）λ
ρdρdφ

=Csin2π t
T -r +asinθ
（ ）λ ∫

a

0∫
2π

0
1 - 1

2 ！
2πρsinθ（ ）λ

2

cos2
φ［ +

　 　
1
4 ！

2πρsinθ（ ）λ

4

cos4
φ- 1

6 ！
2πρsinθ（ ）λ

6

cos6
φ+ ］⋯ ρdρdφ

=Csin2π t
T -r +asinθ
（ ）λ

a 2

2
·2π - 1

2 ！
a 4

4
2πsinθ
（ ）λ

2

·1
2
·2π［ +

　 　
1
4 ！

a 6

6
2πsinθ
（ ）λ

4

·1 ·3
2 ·4

·2π - 1
6 ！

a 8

8
2πsinθ
（ ）λ

6

·1 ·3 ·5
2 ·4 ·6

·2π + ］⋯

=πCa 2 1 - 1
2
·1
2 ！
·1

2
2πasinθ
（ ）λ

2

+ 1
3
·1
4 ！
·1 ·3
2 ·4

2πasinθ
（ ）λ［

4

-

　 　
1
4

1
6 ！

1 ·3 ·5
2 ·4 ·6

2πasinθ
（ ）λ

6

+ ］⋯ sin2π t
T -r +asinθ
（ ）λ

（3 .50 .12）

于是得 P 点电磁波的振幅为
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A =πCa 2 1 - 1
2
·1
2 ！
·1

2
2πasinθ
（ ）λ

2

+ 1
3
·1
4 ！
·1·3
2·4

2πasinθ
（ ）λ［

4

-

　 　
1
4
·1
6 ！
·1 ·3 ·5
2 ·4 ·6

2πasinθ
（ ）λ

6

+ ］⋯ （3 .50 .13）

P 点电磁波的强度为

I =A 2 =I 0 1 - 1
2
·1
2 ！
·1

2
2πasinθ
（ ）λ

2

+ 1
3
·1
4 ！
·1 ·3
2 ·4

2πasinθ
（ ）λ［

4

-

　 　
1
4
·1
6 ！
·1 ·3 ·5
2 ·4 ·6

2πasinθ
（ ）λ

6

+ ］⋯
2

（3 .50 .14）

式中

I 0 =π
2C 2a 4 （3 .50 .15）

是θ=0 处电磁波的强度.
　 　 上述结果可以用贝塞耳函数表示.因x 的n 阶贝塞耳函数为

Jn（x ）= ∑
∞

k =0

（-1）k x n+2k

2 n+2k ·k ！（n +k ）！

= x n

2 n ·n ！
1 - x 2

2 2 ·（n +1）+
x 4

2 4 ·2！（n +1）（n +2［ ）-

　
x 6

2 6 ·3！（n +1）（n +2）（n +3）+ ］⋯ （3 .50 .16）

x 的一阶贝塞耳函数为

J1（x ）= ∑
∞

k =0

（-1）k x 2k+1

2 2k+1 ·k ！（k +1）！

= x
2

1 - x 2

2 2 ·2 ！+
x 4

2 4 ·2！3 ！-
x 6

2 6 ·3！4 ！+（ ）⋯ （3 .50 .17）

（3 .50 .17）式可以写成

2J1（x ）
x =1 - 1

2
·1
2 ！
·1

2 x 2 + 1
3
·1
4 ！
·1 ·3
2 ·4x

4 - 1
4
·1
6 ！

1 ·3 ·5
2 ·4 ·6x

6 +⋯

（3 .50 .18）
比较（3 .50 .14）和（3 .50 .18）两式即得

I =I 0

2J1
2πasinθ
（ ）λ
2πasinθ

熿

燀

燄

燅λ

2

（3 .50 .19）

这便是所求的圆孔夫琅禾费衍射的强度分布的准确表达式.
　 　 由（3 .50 .19）式算出的圆孔夫琅禾费衍图样的头几级数据如表31 50（1）所示，
画出的曲线如图3 .50 所示.
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表3 .50（1）　 圆孔夫琅禾费衍射

图样的头几级数据

2πasinθ
λ

I
I 0

衍射图样

0 1 中央极大中心

1 .220π 0 第一暗环

1 .635π 0 .0175 第一次极大

2 .233π 0 第二暗环

2 .679π 0 .0042 第二次极大

3 .238π 0 第三暗环

3 .699π 0 .0016 第三次极大
图3 .50 　 图孔夫琅禾费衍射的

I／I 0 ， 2πasinθ／λ曲线

【讨论】　（1）在前面计算（3 .50 .12）式的积分时，我们用的是初等方法，即将被
积函数用公式

cosx =1 -x 2

2 ！+
x 4

4 ！-
x 6

6！+
⋯ （3 .50 .20）

展开，然后逐项求积分.最后将结果用贝塞耳函数表示.这样做是为了避免有关贝
塞耳函数的一些知识.如果读者熟悉贝塞耳函数，也可直接用贝塞耳函数计算如
下：令（3 .50 .12）式中的积分为

D =∫
a

0∫
2π

0
cos

2πρsinθ
λ

cos（ ）�ρdρdφ （3 .50 .21）

其中

∫
2π

0
cos

2πρsinθ
λ

cos（ ）φ dφ=2πJ0
2πρsinθ（ ）λ

（3 .50 .22）

是以
2πρsinθ
λ

为宗量的零阶贝塞耳函数.于是

D =2π∫
a

0
J0

2πρsinθ（ ）λ
ρdρ=2π λ

2πsin（ ）θ
2

∫ 0

2πasinθ／λ

J0（z ）zdz （3 .50 .23）

根据贝塞耳函数的递推关系式

d
dz zJ1（z［ ］）=zJ0（z ） （3 .50 .24）

得

D =2π λ
2πsin（ ）θ

2 2πρsinθ（ ）λ
J1

2πρsinθ（ ）λ

ρ=a

ρ=0
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= λa
sinθ

J1
2πasinθ
（ ）λ

（3 .50 .25）

其中用到了贝塞耳函数的性质

J1（0）=0 （3 .50 .26）

　 　（3 .50 .25）式可以写成

D =πa 2
2J1

2πasinθ
（ ）λ
2πasinθ
λ

（3 .50 .27）

代入（3 .50 .12）式便得

A =C D =πa 2C
2J1

2πasinθ
（ ）λ
2πasinθ
λ

（3 .50 .28）

于是所求的光的强度为

I =A 2 =π
2a 4C 2

2J1
2πasinθ
（ ）λ
2πasinθ

熿

燀

燄

燅λ

2

=I 0

2J1
2πasinθ
（ ）λ
2πasinθ

熿

燀

燄

燅λ

2

（3 .50 .29）

这便是前面的（3 .50 .19）式.
　 　（2）圆孔的夫琅禾费衍射在光学里很重要，它是光学仪器分辨本领的基础.
（31 501 19）式是艾里（G .B .Airy）于1835 年得出的.因此，圆孔夫琅禾费衍射的中
心亮斑现在就通称为艾里斑.
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第四章　 电磁波的辐射

4 .1 　 在洛伦兹规范下，矢势A（r ，t）满足非齐次波动方程

Δ

2A - 1
c 2

矪
2A

矪t 2 =-μ0j （a）

式中j 是电流密度.在无界空间里，这个方程的格林函数G（r ，t；r′，t′）满足下列方
程：

Δ

2G（r ，t；r′，t′）-1
c 2

矪
2G（r ，t；r′，t′）

矪t2 =-μ0δ（r -r′）δ（t -t′） （b）

　 　（1）试求G（r ，t；r′，t′）的具体形式；（2）试用 G（r ，t；r′，t′）的具体形式，写出
（a）式的解，即A（r ，t）的积分表达式，并说明其物理意义.

　 　【解】　（1）方程（b）中格林函数 G（r ，t；r′，t′）的具体形式可以用各种方法求

　 图41 1

出 ① .在这里，我们根据它的物理意义，简单导出
如下.G（r ，t；r′，t′）的物理意义是：r′处t′时刻单
位强度的源在无界空间里r 处t 时刻产生的场.
为了导出G（r ，t；r′，t′）的具体形式，采用球坐标
系，令

R =r -r′，　 　 T =t -t′（4 .1 .1）
即取源点S 为球坐标系位矢R 的原点（图4 .1），
并取t′时刻为时间T 的起点.这时（b）式化为

Δ

2G - 1
c 2

矪
2G

矪T 2 =-μ0δ（R ）δ（T ） （4 .1 .2）

在球坐标系中

Δ

2G = 1
R

矪
2（RG ）
矪R 2 + 1

R 2sinθ
矪

矪θ
sinθ矪G

矪（ ）θ + 1
R 2sin 2

θ
矪

2G
矪�

2
（4 .1 .3）

　 　 根据G（r ，t；r′，t′）的物理意义，G 应当仅是R 的函数，与θ与� 都无关.故
（41 11 2）式化为

1
R

矪
2（RG ）
矪R 2 - 1

c 2
矪

2G
矪T 2 =-μ0δ（R ）δ（T ） （4 .1 .4）

当R ≠ 0 时，便得

① 例如：（1）郭敦仁，《数学物理方法》（人民教育出版社，1978），第358 ， 360 页；（2 ）J .D .杰克逊著，朱
培豫译.《经典电动力学》（人民教育出版社，1978），上册，第245 ， 247 页.



矪
2（RG ）
矪R 2 - 1

c 2
矪

2（RG ）
矪T 2 =0 （4 .1 .5）

这是齐次波动方程，它的通解为

RG =f + T +R
（ ）c +f - T -R

（ ）c
（4 .1 .6）

式中f +和f -都是有二阶偏导数的任意函数.于是得

G =
f + T +R
（ ）c

R +
f - T -R
（ ）c

R
（4 .1 .7）

把（4 .1 .1）式代入上式便得

G（r ，t；r′，t′）=
f + t -t′+

|r -r′|
（ ）c

|r -r′| +

　

f - t -t′-
|r -r′|

（ ）c
|r -r′|

（4 .1 .8）

　 　 为了求出f +和f -的具体形式，把（4 .1 .2）式对半径为R 的小球求体积分.左
边两项分别为

∫ V
Δ

2G dV =∫ V
Δ

·（
Δ

G ）dV =∮ S
Δ

G ·dS =∮ S

矪G
矪R

dS

=4πR 2 矪

矪R
f ±（ ）R

=4π R
矪f ±

矪R
-f（ ）± （4 .1 .9）

和

∫ V

矪
2G

矪T 2dV = 矪
2G

矪T 2 ·
4π
3 R 3 =4π

3 R 2 矪
2f ±

矪T 2
（4 .1 .10）

右边积分为

∫ V
δ（R ）δ（T ）dV =δ（T ）=δ（t -t′） （4 .1 .11）

当R → 0 时，因
矪f ±

矪R
和
矪

2f ±

矪T 2
均为有限值，故由以上三式得

lim
R → 0

f ±（T ）=μ
0

4π
δ（T ） （4 .1 .12）

于是由（4 .1 .8）式得

f ±=μ
0

4π
δt -t′±

|r -r′|
（ ）c

（4 .1 .13）

最后得出G（r ，t；r′，t′）的具体形式为

G（r ，t；r′，t′）=μ
0

4π

δt -t′+
|r -r′|

（ ）c
|r -r′|
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+μ
0

4π

δt -t′-
|r -r′|

（ ）c
|r -r′|

（4 .1 .14）

　 　（2）用G（r ，t；r′，t′）的具体形式写出（a）式的解，即A（r ，t）的积分表达式为

A（r ，t）=μ
0

4π∫ V

j（r′，t′）δt -t′+
|r -r′|

（ ）c
dV′

|r -r′|

+μ
0

4π∫ V

j（r′，t′）δt -t′-
|r -r′|

（ ）c
dV′

|r -r′|
（4 .1 .15）

其中第一项的物理意义是：r′处t′=t+｜r -r′｜
c

时刻的电流密度j（r′，t′）在r 处t 时刻

所产生的矢势.由于t ＜t′，故t 时刻比t′时刻早，所以这一项称为提早势.第二项的物

理意义是：r′处t′=t-｜r -r′｜
c

时刻的电流密度j（r′，t′）在r 处t 时刻所产生的矢势.

由于t ＞ t′，故t 时刻比t′时刻迟，所以这一项称为推迟势.

　 　 4 .2 　 Ψ（r ，t）满足下列非齐次波动方程
Δ

2- 1
c 2

矪
2

矪t（ ）2 Ψ（r ，t）=-4πf（r ，t）

我们引入自由空间的格林函数G（r ，t；r′，t′），它是方程

Δ

2- 1
c 2

矪
2

矪t（ ）2 G（r ，t；r′，t′）=-4πδ（r -r′）δ（t -t′）

的推迟解.

　 　（a）若f（r ，t）是Ψ（r ，t）的唯一源，试给出用G 和f 表示的解Ψ（r ，t）.
　 　（b）试叙述三个不变性，它们限制G 的允许形式；并给出这些不变性所允许的
最普遍的形式.

　 　（c）G 的量纲是什么？

　 　（d）试求G ∞，即c → ∞的格林函数.

　 　（e）令

f（r ，t）=δ（t -t0）F（r ）
式中F（r ）在以原点为心、半径为 R 的球外空间的所有点均为零.试画出c → ∞时
和c 为有限时Ψ（r ，t）的纲要图，对于r（观察点到球心的距离）-｜r｜ ＞ R 的一点r ，

Ψ（r ，t）作为t 的函数；在t 轴上标出适当的时间t .

　 　（f）Ψ（r ，t）由在所有点r′的源f 的值决定.对于c → ∞来说，对于所有点r′都
有意义的时间t′是t′-t；对于c 为有限来说，对于一点r′有意义的时间t′不是t ，而
是比t 早一点的时间t′，所早的值为光从r′传播到r 所需的时间.知道了G ∞，人们
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就能够猜出G 应当是什么样.请这样作.［本题系中国赴美物理研究生考试（C U S2
P E A ）1986 年试题.］

　 　【解】　（a）用G 和f 表示Ψ（r ，t）的解为

Ψ（r ，t）=簇 G（r ，t；r′，t′）f（r′，t′）dV′dt′ （4 .2 .1）

（b）三个不变性限制了格林函数的允许形式，这三个不变性是：空间平移不变
性、时间平移不变性和空间转动不变性.由空间平移不变性得

G（r ，t；r′，t′）=G（r -r′，t，t′） （4 .2 .2）
由时间平移不变性得

G（r ，t；r′，t′）=G（r ，r′，t -t′） （4 .2 .3）
所以

G（r ，t；r′，t′）=G（r -r′，t -t′） （41 21 4）
再由空间转动不变性得

G（r ，t；r′，t′）=G（|r -r′|，t -t′） （4 .2 .5）
　 　（c）G 的量纲.因

Δ

2 = 1
（长度）2

（4 .2 .6）

δ（r -r′）δ（t -t′）= 1
（长度）3

· 1
（时间）

（4 .2 .7）

故G 的量纲为

G = 1
（长度）（时间）

（4 .2 .8）

　 　（d）在c → ∞ 时，有

Δ

2G ∞（r ，t；r′，t′）=-4πδ（r -r′）δ（t -t′） （4 .2 .9）
令

G ∞（r ，t；r′，t′）=g（r ，r′）δ（t -t′） （4 .2 .10）
则

Δ

2g（r ，r′）=-4πδ（r -r′） （4 .2 .11）
由于

Δ

2 1
|r -r′|=-4πδ（r -r′） （4 .2 .12）

故比较以上两式即得

g（r ，r′）= 1
|r -r′|

（4 .2 .13）

于是便得到

G ∞（r ，t；r′，t′）= 1
|r -r′|δ

（t -t′） （4 .2 .14）

（e）对于c → ∞来说，响应是即时的，并且

Ψ∞（r ，t）∝ δ（t -t′）
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对于c 为有限值来说，讯号出现的最早时间为t =t0 +r -R
c
，最晚时间为t =t0 +

r +R
c .

　 　 在c → ∞的情况下，有

Ψ∞（r ，t）=簇 G ∞（r ，t；r′，t′）f（r′，t′）dV′dt′

=簇
1

|r -r′|δ
（t -t′）δ（t′-t0 ）F（r′）dV′dt′

= H（r ）δ（t -t0 ）

式中

H（r）≡∫
F（r′）

|r -r′|
dV′ （4 .2 .15）

Ψ（r ，t）的纲要图如图4 .2（1）和图4 .2（2）所示.

图41 2（1）

图4 .2（2）

（f） G（r ，t；r′，t）= 1
|r -r′|δ

t -t′-
|r -r′|

（ ）c
（4 .2 .16）

　 　 4 .3 　 试利用电荷守恒定律验证A 和φ的推迟势

A（r ，t）=μ
0

4π∫ V′

j（r′，t′）dV′
|r -r′|
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φ（r ，t）=
1

4πε0∫ V′

ρ（r′，t′）dV′
|r -r′|

满足洛伦兹条件：

Δ

·A + 1
c 2

矪φ

矪t
=0

　 　【解】　 在A 和φ的推迟势中，r 是场点的位矢，r′是源点的位矢，t′与t 之间
的关系为

t′=t -|r -r′|／c （4 .3 .1）

因为在空间的一个固定点，有矪

矪t = 矪

矪t′
，故

矪φ

矪t
= 1

4πε0∫ V′

1
|r -r′|

矪

矪t′ρ
（r′，t′）dV′ （4 .3 .2）

而

Δ

·A =μ
0

4π∫ V′

Δ

·
j（r′，t′）
|r -r′［ ］|

dV′

=μ
0

4π∫ V′
j ·

Δ 1
|r -r′（ ）| dV′+μ

0

4π∫ V′

1
|r -r′|

Δ

·jdV′（4 .3 .3）

　 　 当算符
Δ

作用于｜r -r′｜ 的n 次幂时，可写成

Δ

|r -r′|n =-

Δ

′|r -r′|n （4 .3 .4）
其中

Δ

′只作用于r′.因为j（r′，t′）中的变量t′=t -｜r -r′｜／c ，其中含有r ，故

Δ

·j =
矪j
矪t′
·（

Δ

t′）=-1
c

矪j
矪t′
·（

Δ

|r -r′|）

= 1
c

矪j
矪t′
·（

Δ

′|r -r′|） （4 .3 .5）

　 　 另一方面，有

Δ

′·j =（

Δ

′·j ）t′=const - 1
c

矪j
矪t′
·（

Δ

′|r -r′|） （4 .3 .6）

对比以上两式得

Δ

·j =（

Δ

′·j ）t′=const -

Δ

′·j （4 .3 .7）
将此式代入（4 .3 .3）式得

Δ

·A =μ
0

4π∫ V′
j ·

Δ 1
|r -r′（ ）| dV′+

　
μ0

4π∫ V′

1
|r -r′|

［（

Δ

′·j ）t =const -

Δ

′·j ］dV′

=-μ
0

4π∫ V′
j ·

Δ

′ 1
|r -r′（ ）| dV′
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　 -μ
0

4π∫ V′

1
|r -r′|

Δ

′·jdV′

　 +μ
0

4π∫ V′

1
|r -r′|

（

Δ

′·j ）t′=constdV′

=-μ
0

4π∫ V′

Δ

′· j（r′，t′）
|r -r′［ ］|

dV′

　 +μ
0

4π∫ V′

1
|r -r′|

（

Δ

′·j ）t′=constdV′ （4 .3 .8）

　 　 因

∫ V′

Δ

′· j（r′，t′）
|r -r′［ ］|

dV′=∮ S′

j（r′，t′）
|r -r′|

·dS′ （4 .3 .9）

只要把V′取得足够大，就可以使j（r′，t′）在V′的边界面S′上处处为零，结果上式
便为零.于是由（4 .3 .8）式得

Δ

·A =μ
0

4π∫ V′

1
|r -r′|

（

Δ

′·j ）t =constdV′ （4 .3 .10）

　 　 将（4 .3 .2）式与（4 .3 .10）式合并，便得

Δ
·A +ε0μ0

矪φ

矪t
=

Δ
·A + 1

c 2
�φ

�t

=μ
0

4π∫ V′

1
|r -r′|

（

Δ

′·j ）t′=const +
矪ρ
矪［ ］t′

dV′（4 .3 .11）

由电荷守恒定律有

（

Δ

′·j ）t′=const +
矪ρ

矪t′
=0 （4 .3 .12）

式中t′是r′点的局域时间.由以上两式得

Δ

·A + 1
c 2
�φ

�t
=0 （4 .3 .13）

　 　 由此可见，只要电荷守恒定律成立，则推迟势A 和φ就满足洛伦兹条件.

4 .4 　 试证明推迟势φ（r ，t）=
1

4πε0∫ V

ρ r ，t -|r -r′|
（ ）c

|r -r′|
dV′满足非齐次波动

方程：

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t 2 =-ρ
（r ，t）
ε0

.

　 　【证】　 由

ρ=ρr′，t -|r -r′|
（ ）c

（4 .4 .1）

令 u =t -|r -r′|
c

（4 .4 .2）
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则 ρ=ρ（r′，u ），　 　
矪ρ

矪t
=

矪ρ

矪u
（4 .4 .3）

Δ

u =- 1
c

Δ

|r -r′|=- 1
c

r -r′
|r -r′|

（4 .4 .4）

Δ

2u =

Δ

·（

Δ

u）=-1
c

Δ

·
r -r′

|r -r′（ ）| =-1
c

Δ

·（r -r′）
|r -r′| +（r -r′）·

Δ 1
|r -r′［ ］|

=-1
c

3
|r -r′|-

（r -r′）·（r -r′）
|r -r′|［ ］3 =- 2

c |r -r′|
（4 .4 .5）

于是

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t2 =

Δ

2- 1
c 2

矪
2

矪t（ ）2
1

4πε0∫ V

ρ

|r -r′|
dV′

= 1
4πε0∫ V

Δ

2 ρ
r -（ ）r′

- 1
c 2

矪
2

矪t2
ρ

|r -r′［ ］|
dV′

= 1
4πε0∫ V

1
|r -r′|

Δ

2
ρ+2

Δ

ρ·

Δ 1
|r -r′（ ）［ | +

　ρ

Δ

2 1
|r -r′|- 1

|r -r′|
1
c 2

矪
2
ρ

矪t ］2 dV′ （4 .4 .6）

　 　 根据前面1 .4 题得出的结果，上式被积函数中的
Δ

2
ρ可化为

Δ

2
ρ=

矪
2
ρ

矪u 2
（

Δ

u ）2 +
矪ρ

矪u

Δ

2u （4 .4 .7）

将（4 .4 .3）、（4 .4 .4）、（4 .4 .5）三式代入（4 .4 .7）式得

Δ

2
ρ=

矪
2
ρ

矪t2 - 1
c

r -r′
|r -r′（ ）|

2

+
矪ρ

矪u
- 2
c |r -r′（ ）|

= 1
c 2

矪
2
ρ

矪t2 - 2
c |r -r′|

矪ρ

矪u
（4 .4 .8）

（4 .4 .6）式被积函数第二项可化为

2

Δ

ρ·

Δ 1
|r -r′（ ）| =2 矪ρ

矪u

Δ

u ·

Δ 1
|r -r′（ ）|

=2 矪ρ

�u
- 1

c
r -r′

|r -r′（ ）|
· - r -r′

|r -r′|（ ）3

= 2
c |r -r′|2

矪ρ

矪u
（4 .4 .9）

将（4 .4 .7）、（4 .4 .8）、（4 .4 .9）三式代入（4 .4 .6）式便得

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t2 = 1
4πε0∫ V

ρ

Δ

2 1
|r -r′|

dV′= 1
4πε0∫ V

ρ -4πδ（r -r′［ ］）dV′　 　

=-1
ε0∫ Vρ

r′，t -|r -r′|
（ ）c δ（r -r′）dV′=-ρ

（r ，t）
ε0

（4 .4 .10）
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　 　 4 .5 　 试由关系式t′=t -｜r -r′｜
c

，v =dr′
dt′
和n = r -r′

｜r -r′｜
，证明：（1 ）矪t′

矪t =

c
c -n ·v

；（2）

Δ

t′=- n
c -n ·v .

　 　【证】　（1）对于t 来说，t′=t -｜r -r′｜
c

中的r 是固定场点的位矢，它不随时间

变化，是常矢量；而r′是运动粒子的位矢，是随时间变化的矢量.因此，t′=t -

｜r -r′｜
c

既是t 的显函数，又是t 的隐函数（通过r′的隐函数）.于是

矪t′
矪t = 矪

矪t
t -|r -r′|
（ ）c =1 - 1

c
矪

矪t
r 2 -2r ·r′+r′寶

2

=1 - 1
2c |r -r′|

-2r ·矪r′
�t +2r′·矪r′

矪（ ）t

=1 +
（r -r′）
c |r -r′|

·矪r′
矪t

=1 +n
c
·dr′
dt′

矪t′
矪t =1 +n ·v

c
矪t′
矪t

所以

矪t′
矪t = c

c -n ·v
（2）

Δ

t′=

Δ

t -|r -r′|
（ ）c =- 1

c

Δ

|r -r′|

=- 1
c
［

Δ

|r -r′|］t′=const - 1
c

矪 |r -r′|
矪［ ］t′

Δ

t′

=-1
c

r -r′
|r -r′|-1

c
［-n ·v ］

Δ

t′

所以

1 -n ·v
（ ）c

Δ

t′=-1
c

r -r′
|r -r′|=-n

c
于是得

Δ

t′=- n
c -n ·v

　 图41 6

　 　 4 .6 　 一电偶极子的电偶极柜p 随时间t 做简
谐振动，即p =p 0cosωt，式中p 0 为常矢量.以p 所在
处为原点O ，取球坐标系如图4 .6 所示.（1）试由p 的
推迟式求远区（即r 冲λ=2πc／ω处）的矢势A ；（2）由

A 求辐射场；（3）求辐射的平均能流密度和总功率.
　 　【解】　 由电流产生矢势的基本规律计算.
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　 　（1）区域V 内随时间变化的电流密度j（r′，t′）在r 处t 时刻产生的推迟式为

A（r ，t）=μ
0

4π∫ V

j（r′，t′）dV′
|r -r′|

=μ
0

4π∫ V

j r′，t -|r -r′|
（ ）c dV′

|r -r′|
（4 .6 .1）

对远区来说，r 冲 r′，故可取近似

|r -r′|=r ，　 　 r 冲 r′ （4 .6 .2）
于是得

A（r ，t）= μ
0

4πr∫ V
j（r′，t′）dV′= μ

0

4πr∫ V
j r′，t -r
（ ）c dV′ （4 .6 .3）

　 　 根据电偶极矩的定义

p（t′）=∫ Vρ
（r′，t′）r′dV′ （4 .6 .4）

由电荷守恒定律得

dp（t′）
dt′

=∫ V

矪ρ（r′，t′）
矪t′

r′dV′=-∫ V
［

Δ

′·j（r′，t′）］r′dV′

=∫ V
｛j（r′，t′）-

Δ
′·［j（r′，t′）r′］｝dV′

=∫ V
j（r′，t′）dV′ （4 .6 .5）

因

dp（t′）
dt′

= d
dt′p 0cosωt′=-ωp 0sinωt′ （4 .6 .6）

所以

∫ V
j（r′，t）dV′=-ωp 0sinωt′ （4 .6 .7）

将（4 .6 .7）式代入（4 .6 .3）式得

A（r ，t）=μ
0ωp 0

4πr
sin（kr -ωt ） （4 .6 .8）

这就是所要求的矢势，式中

k =ωc =2π
λ

（4 .6 .9）

是传播常数，λ 是电磁波的波长.

　 　（2）由（4 .6 .8）式得辐射场的磁感强度为

B =

Δ

×A =μ
0ω

4π

Δ

×
p 0

r
sin（kr -ωt［ ］） （4 .6 .10）
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由于辐射场的B 只含1
r
项，故算符

Δ

对1
r
的作用可以略去，于是得

B =μ
0ω

4πr

Δ

×［p 0sin（kr -ωt ）］=μ
0ω

4π
［

Δ

sin（kr -ωt ）］×p 0

=μ
0ωk
4πr

cos（kr -ωt ）e r ×p 0

=-μ
0ω

2p 0

4πcr
cos（kr -ωt ）sinθe � （4 .6 .11）

辐射场的电场强度为

E =cB ×er =-μ
0ω

2p 0

4πr
cos（kr -ωt ）sinθe θ （4 .6 .12）

（3）辐射的平均能流密度为

S = 1
T∫

T

0
E ×H dt = μ0ω

4p 2
0

16π 2cr 2T
sin 2
θe r∫

T

0
cos2（kr -ωt ）dt

=
ω

4p 2
0

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （4 .6 .13）

辐射的总功率为

P =∮ Σ
S ·dΣ=

ω
4p 2

0

32π 2
ε0c 3∫

π

0∫
2π

0

sin 2
θ

r 2 ·r 2sinθdθd�

=
ω

4p 2
0

12πε0c 3
（4 .6 .14）

【别解】　 用复数计算.
　 　（1）求A .令

p =p 0e -iωt （4 .6 .15）
由前面的（4 .6 .3）和（4 .6 .5）两式得

A（r ，t）= μ
0

4πr∫ 0
j（r ，t′）dV′= μ0

4πr
dp（t′）
dt′

=-
iμ0ωp 0

4π
e -iωt′

r =-
iμ0ωp 0

4π
e-iω t-r
（ ）c

r

=-
iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt ）

r
（4 .6 .16）

取上式的实部即为所求的矢势，结果便是前面的（4 .6 .8）式.

　 　（2）求辐射场.

B =

Δ

×A =-
iμ0ω

4π

Δ

× p 0ei（kr -ωt）

［ ］r

=-
iμ0ω

4πr

Δ

×［p 0ei（kr -ωt ）］=-
iμ0ω

4πr
［

Δ

ei（kr -ωt）］×p 0
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=μ
0ωk
4π

ei（kr -ωt ）

r e r ×p 0 =-μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt）

r sinθe � （4 .6 .17）

其实部即为所求的磁感强度，即（4 .6 .11）式.

E =cB ×er =-μ
0ω

2p 0

4π
ei（kr -ωt ）

r sinθe θ （4 .6 .18）

其实部即为所求的电场强度，即（4 .6 .12）式.

　 　（3）求辐射的平均能流密度和功率.辐射的平均能流密度为

S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）

= 1
2 -μ

0ω
2p 0

4π
ei（kr -ωt）

r sinθe［ ］θ × -
ω

2p 倡
0

4πc
e -i（kr -ωt ）

r sinθe［ ］�

=
ω

4 |p 0|2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （4 .6 .19）

辐射的总功率计算同（4 .6 .14）式.
.　 　【别解】　 用公式计算.

　 　 如果记得振动电偶极子辐射场的矢势、磁感强度和电场强度的公式，便可以把

题给的p =p 0cosωt 直接代入这些公式算出结果.这些公式是

A p（r ，t）= μ
0

4πr
�p（t′） （4 .6 .20）

B p（r ，t）= μ0

4πcr
p̈（t′）×er （4 .6 .21）

E p（r ，t）= μ
0

4πr
p̈（t′）×e［ ］r ×er （4 .6 .22）

式中

�p（t′）= d
dt′p
（t′），　 　 p̈（t′）= d2

dt′2p（t′） （4 .6 .23）

t′=t -r
c =t -k

ω
r （4 .6 .24）

于是得
A p（r ，t）= μ

0

4πr
d
dt′p 0cosωt′=-μ

0ωp 0

4πr
sinωt′

=μ
0ωp 0

4πr
sin（kr -ωt ） （4 .6 .25）

B p（r ，t）= μ0

4πcr
d 2p（t′）
dt′2 ×er =-μ

0ω
2

4πcr
cosωt′p 0 ×er

=-μ
0ω

2p 0

4πcr
cos（kr -ωt ）sinθe � （4 .6 .26）
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E p（r ，t）= μ
0

4πr
d 2p（t′）
dt′2 ×e［ ］r ×er

=-μ
0ω

2p 0

4πr
cos（kr -ωt ）sinθe �×er

=-μ
0ω

2p 0

4πr
cos（kr -ωt ）sinθe θ （4 .6 .27）

至于辐射的平均能流密度S 和功率P 则可由E p 和B p 依定义算出，即前面的

（41 61 13）式和（4 .6 .14）式.

　 　 【讨论】　 若题给p =p 0sinωt =p 0sinωte z ，则

A p（r ，t）= μ
0

4πr
�p（t′）=μ

0ωp 0

4πr
cosωt′e z =μ

0ωp 0

4πr
cos（kr -ωt ）（4 .6 .28）

B p（r ，t）= μ0

4πcr
p̈（t′）×er = μ0

4πcr
（-ω2）sinωt′p 0 ×er

=-μ
0ω

2

4πcr
sinωt -r
（ ）c p 0 ×er

=μ
0ω

2p 0

4πc
sin（kr -ωt ）

r sinθe � （4 .6 .29）

E p（r ，t）=cB ×er =μ
0ω

2p 0

4π
sin（kr -ωt ）

r sinθe θ （4 .6 .30）

或者，在（4 .6 .25）、（4 .6 .26）和（4 .6 .27）三式中，都以ωt -π

2
代替ωt ，它们就分别

化为（4 .6 .28 ）、（4 .6 .29）和（4 .6 .30）三式.
　 　 4 .7 　 一电偶极子位于球坐标系的原点 O ，它的电偶极矩为p =p 0cosωte x ，如

　 图4 .7

图4 .7 所示.试求它在r 冲λ=2πc／ω处的

P（r ，θ，�）点产生的辐射场的（1 ）矢势；
（2）磁场强度和电场强度；（3 ）能流密度以
及辐射总功率.

　 　【解】　 本题可以用前面4 .6 题所列的
三种方法计算.在这里，为简单起见，我们
只用公式计算.至于用电流产生矢势的基
本规律计算和用复数计算，可参阅 4 .6
题.

　 　（1）矢势

A（r ，t）= μ
0

4πr
dp（t′）
dt′

=-μ
0ωp 0

4πr
sinωt′e x

·673· 电动力学题解（第二版）



=μ
0ωp 0

4π
sin（kr -ωt ）

r e x （4 .7 .1）

其中用到了ωt′=ωt -r
（ ）c =-kr +ωt .因

e x =sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e � （4 .7 .2）
故用球坐标表示为

A（r，t）=μ
0ωp 0

4π
sin（kr -ωt ）

r
（sinθcos�e r +cosθcos�eθ-sin�e�）（4 .7 .3）

（2）磁场和电场

H（r ，t）= 1
μ0

Δ

×A =
ωp 0

4π

Δ

× sin（kr -ωt ）
r e［ ］x

=
ωp 0

4πr

Δ

×［sin（kr -ωt ）e x ］

=
ωp 0

4πr
［

Δ

sin（kr -ωt ）］×e x

=
ωp 0k
4πr

cos（kr -ωt ）e r ×e x

=
ω

2p 0

4πc
cos（kr -ωt ）

r
（sin�e θ+cosθcos�e �） （4 .7 .4）

E（r ，t）=cμ0 H ×er

=μ
0ω

2p 0

4π
cos（kr -ωt ）

r
（sin�e θ+cosθcos�e �）×er

=μ
0ω

2p 0

4π
cos（kr -ωt ）

r
（cosθcos�e θ-sin�e �） （4 .7 .5）

（3）能流密度和辐射功率
S（r ，t）=E ×H

=μ
0ω

4p 2
0

16π 2c
cos2（kr -ωt ）

r 2 （sin 2
�+cos2

θcos2
�）e r

=
ω

4p 2
0

16π 2
ε0c 3

cos2（kr -ωt ）
r 2

（1 -sin 2
θcos2

�）e r （4 .7 .6）

P =∮ Σ
S ·dΣ=∮ Σ

1
T∫

T

0
S d（ ）t ·dΣ

=
ω

4p 2
0

32π 2
ε0c 3∮Σ

（1 -sin 2
θcos2

�）

r 2
·r 2sinθdθd�

=
ω

4p 2
0

32π 2
ε0c 3∫

π

0∫
2π

0
（1 -sin 2

θcos2
�）sinθdθd�=

ω
4p 2

0

12πε0c 3
（4 .7 .7）

　 　【讨论】　 磁场强度也可以用公式直接计算
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H（r ，t）= 1
4πcr

d 2p（t′）
dt′2 ×er =-

ω
2p 0

4πcr
cosωt -r
（ ）c e x ×er

=ω
2p 0

4πc
cos（kr -ωt ）

r
（sin�e θ+cosθcos�e �） （4 .7 .8）

　 图4 .8

　 　 4 .8 　 如图4 .8 所示，一振动电偶极子位
于r′处，它的电偶极矩为p =p 0e -iωt′，p 0 是一

常矢量.已知r′虫 r ，即对于r 处的P（r ，θ，�）
点来说，p 在原点O 附近.试求这电偶极子在

r 冲λ=2πc
ω
处的P（r ，θ，�）点所产生的矢势、电

磁场和平均能流密度.
【解】　 我们用振动电偶极子产生的推迟

势计算.p 在场点P（r ，θ，�）产生的推迟势为

A（r ，t）= μ0

4πr p

�p（t′）=-
iμ0ωp 0

4π
ei（krp -ωt）

r p
（41 81 1）

p 产生的辐射场的磁感强度为

B（r ，t）= μ0

4πcr p
p
··
（t′）×erp =-

μ0ω
2p 0 ×er p

4πc
ei（krp -ωt）

r p
（41 81 2）

式中

r p =|r -r′|= r 2 -2r ·r′+r′寶
2

=r 1 -2 r ·r′
r 2 +r′2

r（ ）2

1
2

（4 .8 .3）

在r′虫 r 的情况下，可取近似

r p ≈ r -er ·r′ （41 81 4）

e rp ≈ e r

故得所求的矢势为

A（r ，t）=-
iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt ）

r e -iker·r′ （41 81 5）

所求的电磁场为

B（r ，t）=-μ
0ω

2

4πc
ei（kr -ωt）

r e -iker·r′p 0 ×er （41 81 6）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=-μ
0ω

2

4π
ei（kr -ωt ）

r e -iker·r′［（ p 0 ·e r）e r -p 0］ （41 81 7）

所求的平均能流密度为
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珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）

= μ0ω
4

32π 2cr 2
［（ p 0 ·e r）e r -p 0］×（p 0 ×er）

= ω
4

32π 2
ε0c 3r 2［p

2
0 -（p 0 ·e r）

2］e r （41 81 8）

　 　【讨论】　 几种特殊情况.
（1）p 平行于z 轴，即p =p 0e -iωt′e z .这时

A（r ，t）=-
iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt ）

r e-iker·r′e z （41 81 9）

B（r ，t）=-μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt）

r e -iker·r′sinθe � （41 81 10）

E（r ，t）=- ω
2p 0

4πε0c 2
ei（kr -ωt ）

r e -iker·r′sinθe θ （41 81 11）

珔S = ω
4p 2

0

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （41 81 12）

　 　（2）p 平行于x 轴，即p =p 0e -iωt′e x .这时

A（r ，t）=-
iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt）

r e-iker·r′e x （41 81 13）

B（r ，t）=μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt ）

r e-iker·r′（sin�e θ+cosθcos�e �） （41 81 14）

E（r ，t）= ω
2p 0

4πε0c 2
ei（kr -ωt）

r e -iker·r′（cosθcos�e θ-sin�e �） （41 81 15）

珔S = ω
4p 2

0

32π 2
ε0c 3

1 -sin 2
θcos2

�

r 2 e r （41 81 16）

　 　（3）p 平行于y 轴，即p =p 0e -iωt′e y .这时

A（r ，t）=-
iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt ）

r e -iker·r′e y （41 81 17）

B（r ，t）=μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt ）

r e -iker·r′（-cos�e θ+cosθsin�e �） （41 81 18）

E（r ，t）= ω
2p 0

4πε0c 2
ei（kr -ωt）

r e -iker·r′（cosθsin�e θ+cos�e �） （41 81 19）

珔S = ω
4p 0

32π 2
ε0c 3

1 -sin 2
θsin 2

�
r 2 e r （41 81 20）

　 　 41 9 　 一电偶极子位于坐标原点O ，并处于x2y 平面内，其电偶极矩的大小为

p 0 ；当它以匀角速度ω绕z 轴旋转（如图41 9 所示）时，求它在r 冲λ=2πc
ω
处的任一
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　 图41 9

点P（r ，θ，�）所产生的辐射场、平均能流密度和
辐射总功率.
【解】　 如图41 9 所示，电偶极矩p 的分量

为

p x =p 0cosωt′e x （41 91 1）

p y =p 0sinωt′e y （41 91 2）

p =p 0（cosωt′e x +sinωt′e y ）（41 91 3）
它的辐射场的矢势由公式得

A（r ，t）= μ0

4πr
dp（t′）
dt′ 　 　 　 　 　 　

=μ
0ωp 0

4πr
（-sinωt′e x +cosωt′e y ）

=μ
0ωp 0

4πr
-sinωt -r

（ ）c e x +cosωt -r
（ ）c e［ ］y

=μ
0ωp 0

4πr
［sin（kr -ωt ）e x +cos（kr -ωt ）e y ］ （41 91 4）

辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=
Δ

×A（r ，t）

=μ
0ωp 0

4π

Δ

× sin（kr -ωt ）
r e x +cos（kr -ωt ）

r e［ ］y

因为辐射场的B 只含1
r
项，故上式中的算符

Δ

对1
r
的作用可以略去.于是便得

B（r ，t）=μ
0ωp 0

4πr

Δ

×［sin（kr -ωt ）e x +cos（kr -ωt ）e y ］

=μ
0ω

2p 0

4πcr
［cos（kr -ωt ）er ×e x -sin（kr -ωt ）e r ×e y ］（41 91 5）

其中

er ×e x =er ×（sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e �）

=cosθcos�e �+sin�e θ （41 91 6）

er ×e y =er ×（sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e �）

=cosθsin�e �-cos�e θ （41 91 7）

把以上两式代入（41 91 5）式，经过化简，便得

B（r ，t）=μ
0ω

2p 0

4πcr
［sin（kr -ωt +�）eθ+cos（kr -ωt +�）cosθe �］（41 91 8）

辐射场的电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er
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=μ
0ω

2p 0

4πr
［cos（kr -ωt +�）cosθe θ-sin（kr -ωt +�）e�］ （41 91 9）

平均能流密度为

珔S =1
T∫

T

0
（E ×H ）dt = μ0ω

4p 2
0

16π 2cr 2T∫
T

0
［cos2（kr -ωt +�）cos2

θ+

sin 2（kr -ωt +�）］dte r

= ω
4p 2

0

32π 2
ε0c 3

1 +cos2
θ

r 2 e r （41 91 10）

辐射的总功率为

P =∮ Σ
　 珔S ·dΣ= ω

4p 2
0

32π 2
ε0c 3∫

π

0∫
2π

0

1 +cos2
θ

r 2 ·r 2sinθdθd�

= ω
4p 2

0

6πε0c 3 （41 91 11）

　 　【别解】　 用复数计算.用复数表示，这旋转电偶极子的电偶极矩可写作

p =p 0（e x +ie y ）e-iωt′ （41 91 12）
在球坐标系中，

e x =sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e � （41 91 13）

e y =sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e � （41 91 14）
代入（41 91 12）式便得

p =p 0（sinθe r +cosθe θ+ie�）ei（�-ωt′） （41 91 15）

　 　 辐射场的矢势由公式得

A（r ，t）= μ0

4πr
dp（t′）
dt′

=-
iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt+�）

r
（sinθe r +cosθe θ+ie�） （41 91 16）

　 　 辐射场的磁感强度由公式得

B（r ，t）= μ0

4πcr
d 2p（t′）
dt′2 ×er

=-μ
0ω

2p 0

4πcr
ei（�-ωt′）（sinθe r +cosθe θ+ie�）×er

=-μ
0ω

2p 0

4πcr
ei（kr -ωt+�）（ieθ-cosθe �） （41 91 17）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er =μ
0ω

2p 0

4πr
ei（kr -ωt+�）（cosθe θ+ie�） （41 91 18）

（41 91 16）、（41 91 17）和（41 91 18）三式的实部，便分别是前面的（41 91 4 ）、（41 91 8 ）和
（41 91 9）式，它们分别是所求的辐射场的实际矢势、磁感强度和电场强度.
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平均能流密度由（41 91 17）和（41 91 18）两式为

珔S = 1
2 ReE ×H 倡 =μ

0ω
4 |p 0|2

32π 2cr 2
（cosθe θ+ie�）×（ieθ+cosθe �）

=ω
4 |p 0|2

32π 2
ε0c 3

1 +cos2
θ

r 2 e r （41 91 19）

　 　 辐射总功率的计算同（41 91 11）式.

图41 10 　

41 10 　 一个线性电四极子，电荷分布如图41 10 所示，其
中2q 位于原点O ，两个-q 分别位于z 轴上的z =a 和z =
-a 处.由于连接电荷之间的导线上有频率为ω的交流电，使
得所有电荷量都随时间作e -iωt 的变化，即q =q 0e -iωt .设ωa 虫

c（真空中光速），试求这线性电四极子辐射场的矢势、电磁场
和平均能流密度以及辐射总功率.
【解】　 由电四极矩张量求矢势，再由矢势求电磁场，然后

求能流密度和功率.
分立电荷的电四极矩张量Q 的分量式为

Q ij = ∑
n
q n（3x nix nj -r 2

nδij ） （41 101 1）

据此求得图41 10 的线性电四极子的电四极矩张量为

Q =2qa 2

1 0 　 0
0 1 　 0
0 0 -2

=-4qa 2 - 1
2 e xe x - 1

2 e ye y +e ze（ ）z （41 101 2）

　 　 根据推迟势的多极展开公式，这电四极矩Q 的矢势为

A（r ，t）=-μ
0ω

2eikr

24πcr
e r·Q

=μ
0ω

2qa 2eikr

6πcr
e r· -1

2 e xe x - 1
2 e ye y +e ze（ ）z （41 101 3）

因为笛卡儿坐标系与球坐标系的基矢之间的变换关系为

e x

e y

e z

=
sinθcos� cosθcos� -sin�
sinθsin� cosθsin� cos�
cosθ -sinθ 0

er

eθ
e�

（41 101 4）

故（41 101 3）式中的

e r· -1
2 e xe x - 1

2 e ye y +e ze（ ）z =- 1
2 sinθcos�e x - 1

2 sinθsin�e y +cosθe z
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=-1
2 sinθcos�（sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e �）

-1
2 sinθsin�（sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e �）

+cosθ（cosθe r -sinθe θ）

=1
2
（3cos2

θ-1）e r - 3
2 sin2（ ）θe［ ］θ （41 101 5）

把上式代入（41 101 3）式得

A（r ，t）=μ
0ω

2qa 2eikr

12πcr
（3cos2

θ-1）er - 3
2 sin2（ ）θe［ ］θ

=μ
0ω

2q 0a 2

12πc
ei（kr -ωt ）

r
（3cos2

θ-1）e r - 3
2 sin2（ ）θe［ ］θ （41 101 6）

这便是所求的矢势.下面由它求电磁场.因为所求的是辐射场，只需取1
r
项，故

B =

Δ

×A =ike r ×A

=
ikμ0ω

2q 0a 2

12πc
ei（kr -ωt ）

r - 3
2 sin2（ ）θe �

=-
iμ0ω

3q 0a 2

8πc 2
ei（kr -ωt ）

r sin2θe � （41 101 7）

E =i c
k

Δ

×B =i c
k
（ike r）×B =-ce r ×B

=-
iμ0ω

3q 0a 2

8πc
ei（kr -ωt ）

r sin2θe θ （41 101 8）

　 　 平均辐射能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）=ω

6（q 0a 2）2

128π 2
ε0c 5

sin 22θ
r 2 e r （4 .10 .9）

辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ =ω
6（q 0a 2）2

128π 2
ε0c 5∫

π

0∫
2π

0

sin 22θ
r 2 ·r 2sinθdθd�

=ω
6（q 0a 2）2

64πε0c 5∫
π

0
sin 22θsinθdθ

=ω
6q 2

0a 4

60πε0c 5 　 　 　 　 　 　 　 　 　（41 101 10）

　 图41 10（1）

　 　【别解】　 由两个振动电偶极子的辐射场叠加计算.本
题可看成是同一直线上两个反向振动的电偶极子，如图

41 10（1）所示，p 1 =-q 0ae -iωte z 在z =a／2 处，p 2 =q 0ae -iωte z

在z =-a／2 处.根据振动电偶极矩产生的推迟势的公式
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A（r ，t）= μ
0

4πr
�p（t′）=-

iμ0ωp 0

4π
ei（kr -ωt ）

r
（41 101 11）

这两个电偶极子产生的矢势之和为

A（r ，t）=
iμ0ωq 0ae -iωte z

4π
eikr 1

r 1
-eikr 2

r（ ）2
（41 101 12）

式中

r 1 = r 2 -arcosθ+a 2

寶 4 ≈ r - 1
2 acosθ （41 101 13）

r 2 = r 2 +arcosθ+a 2

寶 4 ≈ r + 1
2 acosθ （41 101 14）

把以上两式代入（41 101 12）式便得

A（r ，t）=
iμ0ωq 0a

4π
ei（kr -ωt ）

r e -i12 ka cosθ-ei12 ka cos［ ］
θ e z

=μ
0ωq 0a
2π

ei（kr -ωt）

r sin 1
2 ka cos（ ）θe z （41 101 15）

因a 虫λ，故

sin 1
2 ka cos（ ）θ ≈

1
2 ka cosθ （41 101 16）

于是得

A（r ，t）=μ
0ω

2q 0a 2

4πc
ei（kr -ωt）

r cosθe z （41 101 17）

　 　 辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A =μ
0ω

2q 0a 2

4πc

Δ

× ei（kr -ωt ）

r cosθe［ ］z （41 101 18）

由于B（r ，t）只含1
r
项，而算符

Δ

作用于1
r
和cosθ都产生1

r 2 项，都可以略去.故得

B（r ，t）=μ
0ω

2q 0a 2

4πc
cosθ
r

Δ

× ei（kr -ωt）e（ ）z

=μ
0ω

2q 0a 2

4πc
ei（kr -ωt ）

r cosθ（ike r ×e z）

=-
iμ0ω

3q 0a 2

8πc 2
ei（kr -ωt ）

r sin2θe � （41 101 19）

电场强度为

E（r ，t）=cB ×er =-
iμ0ω

3q 0a 2

8πc
ei（kr -ωt ）

r sin2θe θ （41 101 20）

　 　 辐射的平均能流密度和总功率的计算同（41 101 9）式和（41 101 10）式.
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【讨论】　 由电四极矩算出A 的（41 101 6）式比由两个电偶极子叠加算出 A 的
（41 101 17）式，多出一项

ΔA（r ，t）=-μ
0ω

2q 0a 2

12πc
ei（kr -ωt）

r e r （41 101 21）

由于B =

Δ

×A =ike r ×A ，故这一项对辐射场的B 无贡献.由E =cB ×er 知它对E
也无贡献，因而对珔S 和P 都没有贡献.

根据规范不变性，对于同一个电磁场，E 和B 都是唯一的，而A 和φ却可以有
多组值.
【别解】　 用振动电四极矩辐射场的公式直接计算.如果记得振动电四极矩辐

射场的公式，可以直接用公式算出结果如下：将（41 101 2 ）式的电四极矩 Q 直接代
入矢势的公式得

A（r ，t）= μ0

24πcr
e r·

d 2Q（t′）
dt′2

= μ0

24πcr
e r·

d 2

dt′2 -4q 0e -iωt′a 2 - 1
2 e xe x - 1

2 e ye y +e ze（ ）［ ］z

=μ
0ω

2q 0e -iωt′a 2

6πcr
e r· -1

2 e xe x - 1
2 e ye y +e ze（ ）z

=μ
0ω

2q 0a 2

12πc
ei（kr -ωt ）

r
（3cos2

θ-1）e r - 3
2 sin2（ ）θe［ ］θ （41 101 22）

其中利用了（41 101 5）式.
将Q 直接代入磁感强度的公式得

B（r ，t）= μ0

24πc 2r
e r·

d 3Q（t′）
dt′［ ］3 ×er

=μ
0（-iω）3

24πc 2r
（-4q 0e -iωt′a 2）e r · -1

2 e xe x - 1
2 e ye y +eze（ ）［ ］z ×er

=-
iμ0ω

3q 0a 2

8πc 2
ei（kr -ωt）

r sin2θe � （41 101 23）

E（r ，t）=cB ×er =-
iμ0ω

3q 0a 2

8πc
ei（kr -ωt ）

r sin2θe θ （41 101 24）

　 　 辐射的平均能流密度和总功率的计算同（41 101 9）式和（41 101 10）式.
41 11 　 在x2y 平面内对称地分布着四个点电荷，形成一个平面电四极子，如图

41 11 所示；由于连接正负电荷之间的导线上有频率为ω的交流电流，使得每个电
荷量都随时间作如下变化：q =q 0e -iωt ，-q =-q 0e -iωt .设ωa 和ωb 都比c（真空中光
速）小很多，试求这电四极子发出的辐射场的矢势A 、磁感强度B 和电场强度E 以
及平均能流密度珔S 和辐射的总功率P .
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　 图41 11

【解法一】　 当作两个系统（两个振动电偶极

子）分开计算，然后求它们产生的辐射场的叠加.
如图41 11 ，两个电偶极子分别为

p 1 =qae x =q 0ae -iωt′e x （41 111 1）

p 2 =-qae x =-q 0ae -iωt′e x （41 111 2）
根据振动的电偶极子产生的推迟势公式，p 1 和p 2

产生的推迟势分别为

A 1（r ，t）= μ
0

4πr
�p 1（t′）=-

iμ0ωq 0a
4πr

e -i ωt -
r -r′1

（ ）c e x

=-
iμ0ωq 0a

4π
ei（kr -ωt ）

r e-iker·r′1e x （41 111 3）

A 2（r ，t）=
iμ0ωq 0a

4π
ei（kr -ωt ）

r e -iker·r′2e x （41 111 4）

整个系统产生的推迟势为

A（r ，t）=A 1（r ，t）+A 2（r ，t）

=
iμ0ωq 0a

4π
ei（kr -ωt ）

r e-iker·r′2 -e-iker·r′（ ）1 e x

其中（参见图41 11）

e-iker·r′2 -e-iker·r′1 =e-iker·
b
2 e（ ）y -e-iker· -b

2 e（ ）y

=e-i12 kber·ey -ei12 kber·ey ≈ -ikbe r·e y

=-ikbsinθsin� （41 111 5）

故得

A（r ，t）=μ
0ω

2q 0ab
4πc

ei（kr -ωt）

r sinθsin�e x （41 111 6）

　 　 辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=ike r ×A（r ，t）

=
iμ0ω

3q 0ab
4πc 2

ei（kr -ωt ）

r sinθsin�（sin�e θ+cosθcos�e �） （41 111 7）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=
iμ0ω

3q 0ab
4πc

ei（kr -ωt）

r sinθsin�（cosθcos�e θ-sin�e �） （41 111 8）

　 　 平均能流密度为

珔S = 1
2 ReE ×B 倡

μ0
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=ω
6q 2

0a 2b 2

32π 2
ε0c 5

sin 2
θsin 2

�（1 -sin 2
θcos2

�）

r 2 e r （4 .11 .9）

辐射的总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ

=ω
6q 2

0a 2b 2

32π 2
ε0c 5∫

π

0∫
2π

0

sin 2
θsin 2

�（1 -sin 2
θcos2

�）

r 2 r 2sinθdθd�

=ω
6q 2

0a 2b 2

30πε0c 5 （41 111 10）

　 　【解法二】　 当作一个系统（一个振动的平面电四极子），直接计算其辐射场.根
据电四极矩的分量公式

Q ij = ∑
4

n =1

（3x nix nj -r 2
nδij ）q n （41 111 11）

算出这个系统的电四极矩张量为

Q =-3q 0ab e-iωt′

0 1 0
1 0 0

烄

烆

烌

烎0 0 0

=-3q 0ab e-iωt′（e xe y +e ye x ） （41 111 12）
它产生的推迟势为

A Q（r ，t）= μ0

24πcr
e r ·

d 2Q（t′）
dt′2 =-μ

0ω
2

24πcr
e r·Q（t′）

=μ
0ω

2

24πcr
（3q 0ab e -iωt′）（er ·e xe y +er·e ye x ）

=μ
0ω

2q 0ab
8πc

ei（kr -ωt ）

r sinθ（cos�e y +sin�e x ）

=μ
0ω

2q 0ab
8πc

ei（kr -ωt ）

r sinθ［2sinθsin�cos�e r +

2cosθsin�cos�e θ+（cos2
�-sin 2

�）e�］ （41 111 13）

　 　 这个系统的磁偶极矩为

m =m 1 +m 2

= 1
2∫

a／2

-a／2
r′1 ×（Idx ）e x + 1

2∫
-a／2

a／2
r′2×（-Idx ）e x

= 1
2 abIe z （41 111 14）

其中

I =
dq
dt′

=-iωq 0e -iωt′ （41 111 15）
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m =- 1
2 iωq 0ab e -iωt′e z （41 111 16）

它产生的推迟势为

A m（r ，t）= μ0

4πcr
d（m ）（t′）

dt′ ×er

= μ0

4πcr
（-iω）-1

2 iωq 0ab e -iωt′e（ ）z ×er

=-μ
0ω

2q 0ab
8πc

ei（kr -ωt）

r sinθe � （41 111 17）

　 　 于是这个系统的推迟势为

A（r ，t）=A Q（r ，t）+A m（r ，t）

=μ
0ω

2q 0ab
4πc

ei（kr -ωt ）

r sinθ（sinθsin�cos�e r

+cosθsin�cos�e θ-sin 2
�e �） （41 111 18）

　 　 辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=ike r ×A（r ，t）

=
iμ0ω

3q 0ab
4πc 2

ei（kr -ωt）

r sinθsin�（sin�e θ+cosθcos�e �）（41 111 19）

这正是前面的（41 111 7）式.以下E（r ，t）、珔S 和P 的计算，分别同前面的（41 111 8 ）、
（41 111 9）和（41 111 10）式.

【讨论】　（1）由于ωa 和ωb 都比c 小很多，故本题只需算出它的最低一级不
为零的近似即可.当作两个系统（两个振动的电偶极子）计算时，只需算出它们的零
级近似（电偶极辐射）即可；当作一个系统（一个振动的平面电四极子）计算时，由于

它的电偶极矩为零，故需算它的一级近似（电四极辐射和磁偶极辐射）.
（2）请注意：振动的电四极子的辐射不一定等于它的电四极矩的辐射.兹说

明如下：对于振动的电四极子来说，在作为一个系统计算时，由于它的电偶极矩

为零，因而要算它的一级近似；一级近似包括两部分，即电四极矩辐射和磁偶极

矩辐射.对于线性电四极子来说，由于它的磁偶极矩为零，故只要计算它的电四
极矩辐射就够了.但对于平面电四极子来说，由于它的磁偶极矩不为零，故除了
电四极矩辐射外，还必须计算它的磁偶极辐射.有些书的作者忽视了这一点，因
而犯了错误.

41 12 　 一电偶极矩为p =p 0e -iωt 的振荡电偶极子，到一无穷大理想导体平面

的距离为a
2
，p 0 平行于导体平面.设a 虫λ=2πc

ω
，试求距离远大于λ处的辐射场和

平均能流密度.
【解】　 根据电像原理，理想导体平面的影响可以用电像偶极子p′代替.p′与p
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大小相等而方向相反，且在同一平面内，到导体平面的距离也是a
2
，如图41 12 所

示.所求的辐射场便是p 和p′这两个电偶极子产生的辐射场的叠加.
选取坐标系如图41 12（1），使电像偶极子p′位于坐标原点O ，并沿x 轴的负方

向；原电偶极子p 位于z 轴上的z =a 处.为方便，令p 1 =p′，p 2 =p .则根据振荡电
偶极子产生的辐射场的公式，p 1 产生的辐射场的磁感强度为

B 1（r ，t）= μ0

4πcr
d 2p 1（t′）

dt′2 ×er = μ0

4πcr
d 2

dt′2
［p 0e -iωt′（-e x ）］×er

=μ
0ω

2p 0

4πcr
e-iω t -r
（ ）c e x ×er =μ

0ω
2p 0

4πc
ei（kr -ωt）

r e x ×er （41 121 1）

图41 12 图41 12（1）

p 2 产生的辐射场的磁感强度为

B 2（r ，t）= μ0

4πcr 2

d 2p 2（t′）
dt′2 ×er2

（41 121 2）

因r 冲 a ，故r 2 ≈ r ，er2 ≈ er .于是得

B 2（r ，t）= μ0

4πcr
d 2p 2（t′）

dt′2 ×er = μ0

4πcr
d 2

dt′2［p 0e -iωt′e x ］×er =-μ
0ω

2p 0

4πc
e -iωt′

r e x ×er

（41 121 3）
式中

t′=t -|r -r′2 |
c =t - 1

c r 2 -2r ·r′2 +
r′2（ ）r寶

2

≈ t - 1
c
（r -r′2cosθ）=t -r

c + 1
c a cosθ

（41 121 4）

B 2（r ，t）=-μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt ）

r e -ika cosθe x ×er （41 121 5）

　 　 于是所求的辐射场的磁感强度便为

B（r ，t）=B 1（r ，t）+B 2（r ，t）
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=μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt）

r
［1 -e-ika cosθ］e x ×er

=μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt）

r
［1 -（1 -ika cosθ）］e x ×er

=-
iμ0ω

3p 0a
4πc 2

ei（kr -ωt ）

r cosθ（sin�e θ+cosθcos�e �） （41 121 6）

电场强度为

E（r ，t）=cB ×er

=
iμ0ω

3p 0a
4πc

ei（kr -ωt ）

r cosθ（-cosθcos�e θ+sin�e �） （41 121 7）

由（41 121 6）和（41 121 7）两式得，辐射场的平均能流密度为

珔S =1
2 Re（E ×H 倡 ）

=1
2 Re

iμ0ω
3p 0a

4πc
ei（kr -ωt ）

r cosθ（-cosθcos�e θ+sin�e �［ ］｛ ）×

iω3p 倡
0 a

4πc 2
e -i（kr -ωt ）

r cosθ（sin�e θ+cosθcos�e �［ ］｝）

=μ
0ω

6 p 0
2a 2

32π 2c 3r 2 cos2
θ（cos2

θcos2
�+sin 2

�）e r

=ω
6 p 0

2a 2

32π 2
ε0c 5

cos2
θ（cos2

θcos2
�+sin 2

�）

r 2 e r （41 121 8）

　 　【别解】　 本题也可以用振动的电四极矩和磁偶极矩所产生的辐射场叠加的方

法求解.由图41 12（1），根据电四极矩分量的公式

Q ij = ∑
4

n =1
q n（3x nix nj -r 2

nδij ） （41 121 9）

求得电四极矩张量为

Q =3pa
0 0 1
0 0 0

烄

烆

烌

烎1 0 0
=3p 0ae -iωt′（e xe z +e ze x ） （41 121 10）

　 　 略去电四极子中心到p 1 中心的微小差别，则Q 在r 处t 时刻产生的磁感强度为

B e（r ，t）= μ0

24πc 2r
d 3［er·Q（t′）］

dt′3 ×er

=
3μ0（-iω）3p 0a

24πc 2
e -iωt′

r
［e r ·（e xe z +e ze x ）］×er

=
iμ0ω

3p 0a
8πc 2

ei（kr -ωt ）

r
［sinθcos�e z +cosθe x ］×er
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=-
iμ0ω

3p 0a
8πc 2

ei（kr -ωt ）

r
（cosθsin�e θ+cos2θcos�e �） （41 121 11）

　 　 这个系统的磁偶极矩为

m = 1
2∫r ×Idl = 1

2 I∫
l／2

-l／2
zd（ ）x e y = 1

2 Ia∫
l／2

-l／2
dxe y = 1

2 Iale y 　 　（41 121 12）

其中

Il =
dq
dt′

l =l d
dt′
（q 0e -iωt′）=-iωq 0le -iωt′ =-iωp 0e -iωt′ （41 121 13）

所以

m =- 1
2 iωp 0ae -iωt′e y （41 121 14）

由这个 m 产生的辐射场的磁感强度为

B m（r ，t）= μ0

4πc 2r
e r × er ×d2m（t′）

dt′［ ］2 = μ0

4πc 2r
e r × er × iω3p 0a

2 e -iωt′e（ ）［ ］y

=
iμ0ω

3p 0a
8πc 2

ei（kr -ωt）

r e r ×（e r ×e y ）

=-
iμ0ω

3p 0a
8πc 2

ei（kr -ωt）

r
（cosθsin�e θ+cos�e �） （41 121 15）

　 　 于是得所求的磁感强度为

B（r ，t）=B e（r ，t）+B m（r ，t）

=-
iμ0ω

3p 0a
4πc 2

ei（kr -ωt）

r
（cosθsin�e θ+cos2

θcos�e �） （41 121 16）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=
iμ0ω

3p 0a
4πc

ei（kr -ωt）

r
（-cos2

θcos�e θ+cosθsin�e �） （41 121 17）

　 图41 12（2）

　 　【讨论】　（1）本题在一些电动力学书的习题中
都有，但给出的答案一般都不正确.《大学物理》1990
年第11 期第8 页的文章曾对此有过分析.
（2）前面的两种解法，都是把坐标原点放在其

中一个电偶极子p 1 的中心所作的计算.现在讨论，
如果把坐标原点放在p 1 和p 2 组成的电四极子的中

心O ，如图 41 12（2 ）所示，则结果如何？为此，计算
如下.

　 　 因

p 1 =-p 0e-iωt′e x ，　 　 p 2 =p 0e -iωt′e x （41 121 18）
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根据振动电偶极矩产生的辐射场的公式，位于r′处的振动电偶极矩p =p 0e -iωt′e x

所产生的辐射场的磁感强度为［参见41 8 题的（41 81 14）式］

B（r ，t）=μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt）

r e -iker·r′（sin�e θ+cosθcos�e �） （41 121 19）

对于p 1 来说，r′1 =-a
2 e z ；对于p 2 来说，r′2 =a

2 e z .故由（41 121 18 ）和（41 121 19 ）两

式得所求的磁感强度为

B（r ，t）=B 1（r ，t）+B 2（r ，t）

=μ
0ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt ）

r
（sin�e θ+cosθcos�e �）×［e-ik 1

2 aer·ez -eik 1
2 aer·ez ］

其中

e -ik 1
2 aer·ez -eik 1

2 aer·ez ≈ -ika cosθ=-1
c iωa cosθ

所以

B（r ，t）=-
iμ0ω

3p 0a
4πc 2

ei（kr -ωt ）

r
（cosθsin�e θ+cos2

θcos�e �） （41 121 20）

　 图41 13

这个 结 果 与 前 面 的（41 121 6 ）式 和
（41 121 16）式都相同.由此可见，坐标原点
在电四极子中心，或在一个电偶极子中心，

所得出的辐射场是相同的.
41 13 　 一平面电四极子由四个点电荷

分布在边长为a 的正方形的四个角上构
成，两个对角的电荷量都是q ，另两个对角
的电荷量都是-q ；这正方形以匀角速度ω
绕通过正方形中心并与正方形平面垂直的

轴旋转，如图41 13 所示.试求这个系统的

（1）电四极矩；（2）辐射场；（3）辐射的角分布；（4）辐射总功率；（5）辐射的角频率.在
计算辐射时，取长波近似（即λ=2πc／ω冲 a ）.
【解】　（1）求电四极矩，根据点电荷系统的电四极矩分量的公式

Q ij = ∑
n
q n（3x nix nj -r 2

nδij ） （41 131 1）

令x 1 =x ，x 2 =y ，x 3 =z ，参考图41 13 ，由r 2
1 =r 2

2 =r 2
3 =r 2

4 =a 2／2，便得

Q 11 =∑
4

n =1
q n（3x 2

n -r 2
n ）=q（3x 2

1 -r 2
1）-q（3x 2

2 -r 2
2）+q（3x 2

3 -r 2
3）-q（3x 2

4 -r 2
4 ）

=3q（x 2
1 -x 2

2 +x 2
3 -x 2

4 ）

·293· 电动力学题解（第二版）



=3q a 2

2 cos2
ωt′-cos2 ωt′+ π

（ ）2 +cos2（ωt′+π）-cos2 ωt′+3π
（ ）［ ］2

=3qa 2cos2ωt′ （41 131 2）

Q 21 =Q 12 = ∑
4

n =1
3q nx ny n =3q x 1y 1 -x 2y 2 +x 3y 3 -x 4y［ ］4

=3q ·a
2

2 cosωt′sinωt′-cos ωt′+ π

（ ）2 sin ωt′+ π

（ ）［ 2 +

cos（ωt′+π）sin（ωt′+π）-cos ωt′+3π
（ ）2 sin ωt′+3π

（ ）］2

=3qa 2sin2ωt′ （41 131 3）

Q 22 =∑
4

n =1
q n（3y 2

n -r 2
n ）=3q［y 2

1 -y 2
2 +y 2

3 -y 2
4］

=3q ·a
2

2 sin 2
ωt′-sin 2 ωt′+ π

（ ）2 +sin 2（ωt′+π）-sin 2 ωt′+3π
（ ）［ ］2

=-3qa 2cos2ωt′ （41 131 4）
因z n =0 ，故

Q 31 =Q 13 =Q 23 =Q 32 =Q 33 =0 （41 131 5）
于是得所求的电四极矩为

　 　 　 Q =3qa 2［cos2ωt′e xe x +sin2ωt′（e xe y +e ye x ）-cos2ωt′e ye y ］ （41 131 6）

　 　（2）求辐射场.由于这个系统的电偶极矩和磁偶极矩均为零，故辐射场便是电
四极矩Q 所产生的辐射场.电四极矩辐射场的公式为

H（r ，t）= 1
24πc 2r

d 3

dt′3（e r·Q［ ］）×er （41 131 7）

E（r ，t）= 1
ε0c

H（r ，t）×er （41 131 8）

其中

er·Q =3qa 2［（ er·e x ）（cos2ωt′e x +sin2ωt′e y）+er·e y（sin2ωt′e x -cos2ωt′e y）］

=3qa 2［sinθcos�（cos2ωt′e x +sin2ωt′e y）+sinθsin�（sin2ωt′e x -cos2ωt′e y）］

=3qa 2sinθ［（ cos2ωt′cos�+sin2ωt′sin�）e x +（sin2ωt′cos�-cos2ωt′sin�）e y ］

=3qa 2sinθ［cos（2ωt′-�）e x +sin（2ωt′-�）ey］ （411319）
将笛卡儿坐标系基矢与球坐标系基矢的变换关系

e x =sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e � （41 131 10）

e y =sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e � （41 131 11）
代入（41 131 9）式，换成用球坐标系的基矢表示为

e r·Q =3qa 2sinθ［sinθcos2（ωt′-�）er +cosθcos2（ωt′-�）eθ+sin2（ωt′-�）e�］
（41 131 12）
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于是

d 3

dt′3（e r·Q［ ］）×er =（2ω）33qa 2sinθ［sinθsin2（ωt′-�）e r

+cosθsin2（ωt′-�）eθ-cos2（ωt′-�）e�］×er

=-24qω3a 2sinθ［cos2（ωt′-�）eθ+cosθsin2（ωt′-�）e�］
（41 131 13）

将（41 131 13）式代入（41 131 7）式便得

H（r ，t）=-qω3a 2

πc 2r
sinθ［cos2（ωt′-�）eθ+cosθsin2（ωt′-�）e�］

（41 131 14）

　 　 在长波近似下，因ωa／c 虫 1，这时

t′=t -|r -r′|
c ≈ t -r

c
（41 131 15）

ωt′≈ ωt -r
（ ）c =-（kr -ωt ） （41 131 16）

于是得辐射场的磁场强度为

H（r ，t）=qω3a 2

πc 2
sinθ
r
［-cos2（kr -ωt +�）eθ+cosθsin2（kr -ωt +�）e�］

（41 131 17）
电场强度为

E（r ，t）= 1
ε0c

H（r ，t）×er

=qω3a 2

πε0c 3
sinθ
r
［cosθsin2（kr -ωt +�）eθ+cos2（kr -ωt +�）e�］

（41 131 18）

　 　（3）求辐射的角分布.　 辐射场的能流密度为

S =E ×H =q 2
ω

6a 4

π
2
ε0c 5

sin 2
θ

r 2 ［cos
2
θsin 22（kr -ωt +�）+cos22（kr -ωt +�）］er

（41 131 19）
平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
S dt = q 2

ω
6a 4

2π 2
ε0c 5

sin 2
θ（1 +cos2

θ）

r 2 e r （41 131 20）

　 　 在r =re r 处，通过面积元dA 的辐射功率为

dP =珔S ·dA =q 2
ω

6a 4

2π 2
ε0c 5sin

2
θ（1 +cos2

θ）
e r ·dA

r 2 （41 131 21）

式中
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e r·dA
r 2 =dΩ （41 131 22）

是面积元dA 对原点（平面电四极子的中心）所张的立体角.于是便得所求的辐射
的角分布为

dP
dΩ =q 2

ω
6a 4

2π 2
ε0c 5sin

2
θ（1 +cos2

θ） （41 131 23）

　 　（4）求总辐射功率.　 由（41 131 23）式得所求的辐射总功率为

P =∫
4π

0

dP
dΩ

dΩ=∫
π

0∫
2π

0

dP
dΩ

sinθdθd�=q 2
ω

6a 4

2π 2
ε0c 5∫

π

0∫
2π

0
sin 2
θ（1 +cos2

θ）sinθdθd�

=q 2
ω

6a 4

πε0c 5∫
π

0
sin 2
θ（1 +cos2

θ）sinθdθ=
8q 2
ω

6a 4

5πε0c 5
（41 131 24）

　 　（5）辐射的角频率.由（41 131 17 ）、（41 131 18 ）两式可见，辐射的角频率为2ω，
是电四极子旋转角速度ω的两倍.
【别解】　 用复数计算，将电四极矩Q 的（41 131 6）式用复数表示为

Q =3qa 2 e -i2ωt′e xe x +e-i2ωt′+i π
2（e xe y +e ye x ）-e-i2ωt′e ye［ ］y （41 131 25）

er·Q
··

=（-i2ω）23qa 2［sinθcos�e -i2ωt′（e x +ie y ）+sinθsin�e -i2ωt′（ie x -e y ）］

=-12qω2a 2sinθe -i2ωt′+i�（e x +ie y ） （41 131 26）
由电四极矩辐射场的矢势的公式

A（r ，t）= μ0

24πcr
e r·Q

··

（41 131 27）

和长波条件下的（41 131 16）式得

A（r ，t）=-μ
0qω2a 2

2πc
ei（2kr -2ωt+�）sinθ

r
（e x +ie y ） （41 131 28）

　 　 于是得辐射场的磁场强度为

H（r ，t）= 1
μ0

Δ

×A =-qω2a 2

2πc

Δ

× ei（2kr -2ωt+�）sinθ
r

（e x +ie y［ ］）
（41 131 29）

因算符

Δ

作用于1
r
和sinθ都产生1

r 2 项，而辐射场的 H 仅含1
r
项，故可略去

Δ

对1
r

和sinθ的作用，于是便得

H（r ，t）=-qω2a 2

2πc
sinθ
r
［

Δ

ei（2kr -2ωt+�）］×（e x +ie y ）

=-
iqω3a 2

πc 2
ei（2kr -2ωt+�）sinθ

r e r ×（e x +ie y ） （41 131 30）

其中的叉乘由（41 131 10）式和（41 131 11）式为
e r ×e x =er ×（sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e �）=sin�e θ+cosθcos�e �

（41 131 31）
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e r ×e y =er ×（sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e �）=-cos�e θ+cosθsin�e �
（41 131 32）

代入（41 131 30）式便得所求的磁场强度为

H（r ，t）=-
iqω3a 2

πc 2
ei（2kr -2ωt+�）sinθ

r
［sin�e θ+cosθcos�e �+i（-cos�e θ+cosθsin�e �）］

=-
iqω3a 2

πc 2
ei（2kr -2ωt+�）sinθ

r
［-i（cos�+isin�）eθ+cosθ（cos�+isin�）e�］

=-
iqω3a 2

πc 2
ei2（kr -ωt+�）sinθ

r
（-ieθ+cosθe �） （41 131 33）

电场强度为

E（r ，t）= 1
ε0c

H（r ，t）×er =-
iqω3a 2

πε0c 3
ei2（kr -ωt+�）sinθ

r
（-ieθ+cosθe �）×er

=-
iqω3a 2

πε0c 3
ei2（kr -ωt+�）sinθ

r
（cosθe θ+ie�） （41 131 34）

（41 131 33）式的实部即为（41 131 17）式，（41 131 34）式的实部即为（41 131 18）式.
辐射场的平均能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）=-

iqω3a 2

πε0c 3

iqω3a 2

πc（ ）2
sin 2
θ

r 2 （cosθe θ+ie�）×（-ieθ+cosθe �）

=q 2
ω

6a 2

2π 2
ε0c 5

sin 2
θ

r 2
（1 +cos2

θ）e r （41 131 35）

这就是（41 131 20）式.
求辐射的角分布和辐射总功率与前面（41 131 21）式至（41 131 24）式相同.
由（41 131 33）和（41 131 34）两式可见，辐射的角频率为2ω.
4114 　 一长为2a 的绝缘刚杆，两端分别固定电偶极矩为p 1 和p 2 的电偶极子，

p 1 和p 2 都与杆垂直，p 1 与p 2 逆平行，如图4114 所示.已知p 1 与p 2 大小相等，即

｜p 1｜ =｜p 2｜ =p .当这杆以匀角速度ω绕过中点O 的轴（轴与杆垂直并与p 1 和p 2 在

同一平面内）旋转时，试求这个系统的：（1）电四极矩Q ；（2）辐射总功率P .
【解】　（1 ）求电四极矩 Q .以 O 为原点，转轴为z 轴取笛卡儿坐标系如图

41 14（1）.设p =qd ，l = a 2 + d
（ ）2寶

2

，则1 至4 四个点电荷的坐标依次为

x 1 =lsinαcosωt′，　 y 1 =lsinαsinωt′，　 z 1 =lcosα （41 141 1）

x 2 =x 1 ， y 2 =y 1 ， z 2 =-z 1 （41 141 2）

x 3 =-x 1 ， y 3 =-y 1 ， z 3 =z 1 （41 141 3）

x 4 =-x 1 ， y 4 =-y 1 ， z 4 =-z 1 （41 141 4）
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图41 14 图41 14（1）

根据电四极矩张量Q 的分量公式

Q ij = ∑
n

（3x nix nj -r 2
nδij ）q n （41 141 5）

得

Q 11 = ∑
4

n =1

（3x 2
n -r 2

n ）q n

=（3x 2
1 -r 2

1 ）q +（3x 2
2 -r 2

2）（-q ）+（3x 2
3 -r 2

3 ）（-q ）+（3x 2
4 -r 2

4 ）q
=3（x 2

1 -x 2
2 -x 2

3 +x 2
4 ）q =0 （41 141 6）

Q 22 = ∑
4

n =1

（3y 2
n -r 2

n ）q n =3（y 2
1 -y 2

2 -y 2
3 +y 2

4）q =0 （41 141 7）

Q 33 =-（Q 11 +Q 22）=0 （41 141 8）

Q 12 =3 ∑
4

n =1
x ny nq n =3（x 1y 1 -x 2y 2 -x 3y 3 +x 4y 4）q =0 （41 141 9）

Q 13 =3 ∑
4

n =1
x nz nq n =3（x 1z 1 -x 2z 2 -x 3z 3 +x 4z 4）q

=12x 1z 1q =12ql 2sinαcosαcosωt′=6pa cosωt′ （41 141 10）

Q 23 =3 ∑
4

n =1
y nz nq n

=3（y 1z 1 -y 2z 2 -y 3z 3 +y 4z 4）q n =12y 1z 1q
=12ql 2sinαcosαsinωt′=6pa sinωt′ （41 141 11）

因Q 21 =Q 12 ，Q 31 =Q 13 ，Q 32 =Q 23 ，于是得所求的电四极矩为

Q =6pa［cosωt′（e xe z +e ze x ）+sinωt′（e ye z +e ze y ）］ （41 141 12）

　 　（2）求辐射总功率 P .由对称性可知，这个系统的电偶极矩为零，磁偶极矩也
为零.因此，略去高级矩，这个系统的辐射便是电四极矩 Q 的辐射.下面由电四极
矩辐射场的公式
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B（r ，t）= μ0

24πc 2r
d 3

dt′3（er·Q［ ］）×er （41 141 13）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er （41 141 14）

求辐射场.由（41 141 12）式有

er·Q =6pa［cosωt′（er·exe z +er·eze x ）+sinωt′（er·eye z +er·eze y）］

=6pa［cosωt′（sinθcos�e z +cosθe x ）+sinωt′（sinθsin�e z +cosθe y ）］

=6pa［cosθ（cosωt′e x +sinωt′e y）+sinθcos（ωt′-�）ez］ （4114115）

d3

dt′3（er·Q ）=6paω3［cosθ（sinωt′e x -cosωt′e y）+sinθsin（ωt′-�）ez］（4114116）

于是得

B（r ，t）= μ0

24πc 2r
·6paω3［cosθ（sinωt′e x -cosωt′e y ）+sinθsin（ωt′-�）e z］×er

=μ
0ω

3pa
4πc 2r

［cosθsinωt′（-cosθcos�e �-sin�e θ）-

cosθcosωt′（-cosθsin�e �+cos�e θ）+sin 2
θsin（ωt′-�）e�］

=μ
0ω

3pa
4πc 2r

［-cosθcos（ωt′-�）eθ+（1 -2cos2
θ）sin（ωt′-�）e�］

=-μ
0ω

3pa
4πc 2r

［cosθcos（kr -ωt +�）eθ+（1 -2cos2
θ）sin（kr -ωt +�）e�］

（41 141 17）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=μ
0ω

3pa
4πcr

［-（1 -2cos2
θ）sin（kr -ωt +�）eθ+cosθcos（kr -ωt +�）e�］

（41 141 18）

　 　 辐射的能流密度为

S =E ×B
μ0

=
ω

6p 2a 2

16π 2
ε0c 5r 2

［（ 1 -2cos2
θ）

2sin 2（kr -ωt +�）+cos2
θcos2（kr -ωt +�）］e r

（41 141 19）

S 对时间的平均值为

珔S =1
T∫

T

0
S dt

=
ω

6p 2a 2e r

16π 2
ε0c 5r 2T∫

T

0
［（ 1 -2cos2

θ）
2sin 2（kr -ωt +�）+cos2

θcos2（kr -ωt +�）］dt
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=
ω

6p 2a 2

32π 2
ε0c 5r 2

（1 -3cos2
θ+4cos4

θ）er （41 141 20）

辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ

=
ω

6p 2a 2

32π 2
ε0c 5∫

π

0
（1 -3cos2

θ+4cos4
θ）·2πsinθdθ=

ω
6p 2a 2

10πε0c 5
（41 141 21）

　 图41 15

　 　 41 15 　 如图41 15 所示，在x2y 平
面内，有一半径为a 的导线圆环，其上
载有均匀电流I =I 0e -iωt′.P 点是距
圆环中心O 为r 的场点.试求这圆环

电流在r 冲λ=2πc
ω

冲 a 处的P 点产生

的推迟势.
【解】　 以圆环中心 O 为原点，圆

环轴线为极轴，取球坐标系.所求的推
迟势为

A（r ，t）=μ
0

4π∮ L

I 0e -iωt′

r l

dl

=μ
0I 0

4π∮ L

e -iω t-
rl

（ ）c
r l

dl =μ
0I 0e -iωt

4π ∮ L

eikrl

r l

dl （41 151 1）

因r 冲λ冲 a ，故k（r l -r ）≈ ka 虫 1 .于是被积函数中的eikrl 可展开为

eikrl =eikreik（rl-r）
≈ eikr［1 +ik（rl-r ）］ （41 151 2）

积分便为

∮ L

eikrl

r l

dl =eikr

∮ L
ik +1 -ikr

r（ ）l

dl =eikr（1 -ikr ）∮ L

dl
r l

（41 151 3）

所以

A（r ，t）=ei（kr -ωt ）（1 -ikr ）μ0I 0

4π∮ L

dl
r（ ）

l

（41 151 4）

方括号内的积分正是在恒定电流的情况下，半径为a 的载有电流I 0 的圆环所产生

的矢势.其远场为［参见第一章11 59 题的（11 591 11）式］

μ0I 0

4π∮ L

dl
r l

=μ
0I 0πa 2

4π
sinθ
r 2 e� （41 151 5）

代入（41 151 4）式得

A（r ，t）=ei（kr -ωt ）（1 -ikr ）μ0I 0πa 2

4π
sinθ
r 2 e�
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=μ
0I 0πa 2

4π
ei（kr -ωt） sinθ

r 2 -iksinθ
（ ）r e � （41 151 6）

这载流圆环的磁矩m 的大小为
m =I 0πa 2e -iωt （41 151 7）

故A（r ，t）可以表示为

A（r ，t）=μ
0 m
4π

eikr sinθ
r 2 -iksinθ

（ ）r e � （41 151 8）

当频率很低，即ω→ 0 ，k =ωc → 0 时，上式化为

A（r ，t）→ A（r ）=μ
0 m
4π

sinθ
r 2 e� （41 151 9）

这正是稳恒情况下磁偶极子的矢势.
当频率很高且r 冲λ时，（41 151 8）式就化为

A（r ，t）=-
iμ0I 0ka 2

4
ei（kr -ωt ）

r sinθe � （41 151 10）

或写作

A（r ，t）=
iμ0k
4π

eikr

r e r ×m （41 151 11）

式中

m =me z （41 151 12）
是这载流圆环的磁矩.
（41 151 10）式或（41 151 11）式就是所求的推迟势.
【别解】　 如果记得磁矩 m（t′）产生的推迟势的公式

A（r ，t）= μ0

4πcr
dm（t′）
dt′

×er （41 151 13）

便可直接由这公式计算A（r ，t）如下：

A（r ，t）= μ0

4πcr
dm（t′）
dt′

×er = μ0

4πcr
d
dt′
（πa 2I 0e -iωt′e z［ ］）×er

=-
iμ0I 0ωa 2

4cr
e -iωt′e z ×er =-

iμ0I 0ka 2

4
ei（kr -ωt ）

r sinθe � （41 151 14）

　 图41 16

　 　 41 16 　 一半径为a 的圆环形天线，其上电流强

度为I =I 0e -iωt′，式中I 0 为常量.已知2πc
ω

冲 a ，试求

远处（即r 冲λ处）辐射场的 E 和H ，并由此求辐射
的角分布（单位立体角的辐射功率）和总功率.
【解】　 以圆环中心O 为原点，圆环轴线为极轴，

取球坐标系如图4116 .根据4115 题的（4115110）式，
这圆电流在远处产生的推迟势为
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A（r ，t）=-
iμ0I 0ka 2

4
ei（kr -ωt ）

r sinθe � （41 161 1）

由此得所求辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=-
iμ0I 0ka 2

4

Δ

× ei（kr -ωt ）

r sinθe［ ］�

因辐射场的B 只含1
r
项，而算符

Δ

作用于1
r
和sinθ结果都产生1

r 2 ，可略去.故得

B（r ，t）=-
iμ0I 0ka 2

4
sinθ
r

Δ

× ei（kr -ωt ）e［ ］�

=-
iμ0I 0ka 2

4
sinθ
r

Δ

ei（kr -ωt
［ ］

） ×e� =-μ
0I 0ω

2a 2

4c 2
ei（kr -ωt ）

r sinθe θ

（41 161 2）
所以

H（r ，t）=-I 0ω
2a 2

4c 2
ei（kr -ωt ）

r sinθe θ （41 161 3）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er =I 0ω
2a 2

4ε0c 3
ei（kr -ωt）

r sinθe � （41 161 4）

　 　 辐射的平均能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）=I 2

0ω
4a 4

32ε0c 5
sin 2
θ

r 2 e r （41 161 5）

流过r 处面积元dΣ的功率dP 为

dP =珔S ·dΣ= 珔S dΣ⊥
（41 161 6）

因为珔S 沿e r 方向，所以dΣ⊥ 便是dΣ在e r 方向上的投影，故

dP = 珔S r 2dΩ （41 161 7）

因此所求的辐射的角分布便为

dP
dΩ = 珔S r 2 =I 2

0ω
4a 4

32ε0c 5 sin
2
θ （41 161 8）

　 　 辐射的总功率为

P =∫ 4π

dP
dΩ

dΩ=I 2
0ω

4a 4

32ε0c 5∫
π

0∫
2π

0
sin 2
θ·sinθdθd�= πI 2

0ω
4a 4

12ε0c 5 （41 161 9）

　 　【别解】　 本题不要求矢势，因此，如果记得磁偶极辐射产生的磁感强度的公式

或电场强度的公式，就可以直接由这些公式算出B（r ，t）或E（r ，t），而不必通过 A
求B（r ，t）.如

B（r ，t）= μ0

4πc 2r
e r × er ×d 2m（t′）

dt′［ ］2 = μ0

4πc 2r
e r × e r × d2

dt′2（πa 2I 0e -iωt′e z［ ］）
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=-μ
0I 0ω

2a 2

4c 2
ei（kr -ωt ）

r e r ×（e r ×e z）=-μ
0I 0ω

2a 2

4c 2
ei（kr -ωt ）

r sinθe θ

（41 161 10）

　 图41 17

其他如E（r ，t）、珔S 、dPdΩ
和P 的计算同前面的（41 161 4）

至（41 161 9）式.
41 17 　 半径为一米的圆线圈水平放置，线圈中载

有电流 I =I 0e -iωt′，I 0 =100 A ，角频率ω=31 00 ×
10 7 H z；在离线圈中心为一千米处的球面上，放置接收
器.以线圈中心O 为原点，线圈平面为θ=π／2 ，取坐标
系如图41 17 .试问：（1 ）接收器应放在什么位置上，才
能接收到最强的电磁辐射？（2 ）在θ=45°的方向上，接收器接收到的电磁辐射强
度有多大？

【解】　（1）根据前面41 16 题所求出的平均能流密度（41 161 5 ）式或辐射的角

分布（41 161 8）式，知θ=π

2
处辐射最强，故接收器应放在θ=π

2
处，即与线圈在同一

平面内时，能接收到最强的电磁辐射.
（2）由41 16 题的（41 161 5）式，平均能流密度的大小（即辐射强度）为

I r = 珔S =I 2
0ω

4a 4

32ε0c 5
sin 2
θ

r 2 （41 171 1）

代入数值得

I r = 100 2 ×（31 00 ×10 7）4 ×1 4

32 ×81 854 ×10 -12 ×（3 ×10 8 ）5 × sin45°
（ ）1000

2

=51 88 ×10 -6（W／m 2） （41 171 2）

　 　 41 18 　 一均匀磁化的永磁球，半径为a ，磁化强度为 M .当它以恒定角速度ω绕

　 图41 18

通过球心并垂直于 M 的轴旋转时，设ωa 虫 c（真空中光
速）.以球心为原点，转轴为极轴，取球坐标系，试求它
的辐射场和平均能流密度.
【解】　 本题是旋转磁偶极矩的辐射问题.我们

通过它的推迟势A 求解.取球坐标系如图41 18 ，则旋
转的磁矩可写作

m =m 0（e x +ie y ）e-iωt′

=4π
3 a 3 M（e x +ie y ）e-iωt′ （41 181 1）

下面化为用球坐标表示

e x =sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e � （41 181 2）
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e y =sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e � （41 181 3）

e x +ie y =（sinθe r +cosθe θ+ie�）ei� （41 181 4）
于是得

m =4π
3 a 3 M（sinθe r +cosθe θ+ie�）ei（�-ωt′） （41 181 5）

　 　 根据振动的磁矩产生推迟势的公式得

A（r ，t）= μ0

4πcr
d
dt′m
（t′［ ］）×er

=-
iμ0ωa 3 M

3c
ei（�-ωt′）

r
（sinθe r +cosθe θ+ie�）×er

=
iμ0ωa 3 M

3c
ei（kr -ωt+�）

r
（-ieθ+cosθe �） （41 181 6）

于是所求的辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）

=
iμ0ωa 3 M

3c

Δ

× ei（kr -ωt+�）

r
（-ieθ+cosθe �［ ］） （41 181 7）

因为辐射场的磁感强度只含1
r
项，故算符

Δ
作用于1

r
和（-ieθ+cosθe �）所产生的

1
r 2 项均可略去.因此得

B（r ，t）=
iμ0ωa 3 M

3cr

Δ

ei（kr -ωt+�
［ ］

） ×（-ieθ+cosθe �）

=-μ
0ω

2a 3 M
3c 2

ei（kr -ωt+�）

r e r ×（-ieθ+cosθe �）

=μ
0ω

2a 3 M
3c 2

ei（kr -ωt+�）

r
（cosθe θ+ie�） （41 181 8）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er =ω
2a 3 M
3ε0c 3

ei（kr -ωt+�）

r
（ieθ-cosθe �） （41 181 9）

　 　 辐射的平均能流密度为

珔S = 1
2 ReE ×B 倡

μ0
=ω

4a 6 M 2

18ε0c 5
1 +cos2

θ
r 2 e r （41 181 10）

　 　【别解】　 因为本题不要求矢势，因此，如果记得振动磁矩产生辐射场的磁感强

度公式，便可直接求B（r ，t）如下：

B（r ，t）= μ0

4πc 2r
e r × er ×d 2m（t′）

dt′［ ］2
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= μ0

4πc 2r
e r × er ×（-iω）2 4π3 a 3 M（sinθe r +cosθe θ+ie�）ei（�-ωt′［ ］

）

=-μ
0ω

2a 3 M
3c 2

ei（kr -ωt+�）

r e r × er × sinθe r +cosθe θ+ie（ ）［ ］�

=μ
0ω

2a 3 M
3c 2

ei（kr -ωt+�）

r
（cosθe θ+ie�） （41 181 11）

　 　 下面计算E（r ，t）和珔S 分别同（41 181 9）式和（41 181 10）式.
41 19 　 一磁矩为 m 的磁偶极子位于球坐标系的原点，试求下述两种情况下的

辐射电磁场、辐射的角分布（单位立体角的辐射功率）和辐射总功率.（1 ）m 以匀角
速度ω绕z 轴旋转，同时保持与z 轴的夹角α不变［图41 19（1）］；（2 ）m 以匀角速
度ω绕x 轴旋转，同时保持与x 轴的夹角α不变［图41 19（2）］.

图41 19

【解】　（1）将 m 分解为平行于z 轴的分量m ‖
和垂直于z 轴的分量m ⊥

：

m =m ‖ +m ⊥
（41 191 1）

其中

m ‖ =m cosαe z （41 191 2）
不随时间变化，对辐射无贡献.而

m ⊥ =m sinα（e x +ie y ）e -iωt′ （41 191 3）

则是一个与前面41 18 题相同的旋转磁偶极子.因此，只需将41 18 题的4π
3 a 3 M 换

成m sinα，便可得出本题的结果.由41 18 题的（41 181 9）式和（41 181 8）式得，所求的
辐射电磁场为

E =ω
2 m sinα
4πε0c 3

ei（kr -ωt+�）

r
（ieθ-cosθe �） （41 191 4）
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H =ω
2 m sinα
4πc 2

ei（kr -ωt+�）

r
（cosθe θ+ie�） （41 191 5）

　 　 辐射的平均能流密度为

珔S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）=ω

4 m 2sin 2
α

32π 2
ε0c 5

1 +cos2
θ

r 2 e r （41 191 6）

通过r 处面积元dA 的辐射功率为

dP =珔S ·dA =ω
4 m 2sin 2

α
32π 2
ε0c 5（1 +cos2

θ）
e r·dA

r 2 （41 191 7）

式中

er·dA
r 2 =dΩ （41 191 8）

是dA 对坐标原点张的立体角.于是得辐射的角分布为

dP
dΩ =ω

4 m 2sin 2
α

32π 2
ε0c 5（1 +cos2

θ） （41 191 9）

辐射总功率为

P =∫
4π

0

dP
dΩ

dΩ=∫
π

0∫
2π

0

dP
dΩ

sinθdθd�

=ω
4 m 2sin 2

α
16πε0c 5∫

π

0
（1 +cos2

θ）sinθdθ=ω
4 m 2sin 2

α
6πε0c 5 （41 191 10）

　 　（2）这时

m ‖ =m cosαe x （41 191 11）
不随时间变化，对辐射无贡献.而

m ⊥ =m sinα（e y +ie z）e-iωt′ （41 191 12）
则是一个磁偶极辐射源.根据磁偶极辐射的公式，它的辐射场的磁场强度为

H（r ，t）= 1
4πc 2r

e r × er ×d 2m（t′）
dt′［ ］2

= m sinα
4πc 2r

e r × er ×（-iω）2（e y +ie z ）e-iω
［ ］

t′

=-ω
2 m sinα
4πc 2

ei（kr -ωt）

r e r × er ×（e y +ie z［ ］） （41 191 13）

式中

e r ×（e y +ie z ）=er × sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e �+i（cosθe r -sinθe θ［ ］）

=-cos�e θ+（cosθsin�-isinθ）e� （41 191 14）
代入（41 191 13）式得

H（r ，t）=-ω
2 m sinα
4πc 2

ei（kr -ωt ）

r e r × -cos�e θ+（cosθsin�-isinθ）e［ ］�

=ω
2 m sinα
4πc 2

ei（kr -ωt ）

r
（cosθsin�-isinθ）eθ+cos�e［ ］� （41 191 15）
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电场强度为

E（r ，t）= 1
ε0c

H（r ，t）×er =ω
2 m sinα
4πε0c 3

ei（kr -ωt ）

r
（cosθsin�-isinθ）eθ+cos�e［ ］� ×er

=ω
2 m sinα
4πε0c 3

ei（kr -ωt ）

r cos�e θ+（isinθ-cosθsin�）e［ ］� （41 191 16）

　 　 辐射的平均能流密度为

珔S =1
2 Re（E ×H 倡 ）

=ω
4 m 2sin 2

α
32π 2
ε0c 5r 2 cos�e θ+（isinθ-cosθsin�）e［ ］� × （cosθsin�+isinθ）eθ+cos�e［ ］�

=ω
4 m 2sin 2

α
32π 2
ε0c 5r 2（1 +sin 2

θcos2
�）e r （41 191 17）

通过r 处面积元dA 的辐射功率为

dP =珔S ·dA =ω
4 m 2sin 2

α
32π 2
ε0c 5（1 +sin 2

θcos2
�）

er ·dA
r 2

=ω
4 m 2sin 2

α
32π 2
ε0c 5（1 +sin 2

θcos2
�）dΩ （41 191 18）

于是得辐射的角分布为

dP
dΩ =ω

4 m 2sin 2
α

32π 2
ε0c 5（1 +sin 2

θcos2
�） （41 191 19）

辐射总功率为

P =∫
4π

0

dP
dΩ

dΩ=∫
π

0∫
2π

0

dP
dΩ

sinθdθd�=ω
4 m 2sin 2

α
32π 2
ε0c 5∫

π

0∫
2π

0
（1 +sin 2

θcos2
�）sinθdθd�

=ω
4 m 2sin 2

α
32πε0c 5∫

π

0
（2 +sin 2

θ）sinθdθ=ω
4 m 2sin 2

α
6πε0c 5 （41 191 20）

　 　 41 20 　 用细导线作成半径为a 的圆环，并让导线中载有恒定电流I 0 .当此环
以匀角速度ω绕它的一个固定的直径旋转时，在ωa 虫 c（真空中光速）的情况下，试
求：（1）辐射电磁场；（2）平均能流密度；（3）辐射总功率.

　 图41 20

【解】　 本题与前面的41 18 题相同，也是旋转磁偶极
矩的辐射问题；所不同的，只有磁矩的大小，41 18 题为

4π
3 a 3 M ，本题则为 πa 2I 0 .因此，以圆环中心 O 为原点，圆

环转动的转轴为极轴，取球坐标系如图 41 20 ，则将 41 18

题各式中的a 3 M 都换成3I 0a 2

4
，便得本题的相应各式.于

是，本题的前两问，结果如下：

（1）辐射电磁场
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B（r ，t）=μ
0I 0ω

2a 2

4c 2
ei（kr -ωt+�）

r
（cosθe θ+ie�） （41 201 1）

E（r ，t）=I 0ω
2a 2

4ε0c 3
ei（kr -ωt+�）

r
（ieθ-cosθe �） （41 201 2）

　 　（2）平均能流密度

珔S =I 2
0ω

4a 4

32ε0c 5
1 +cos2

θ
r 2 e r （41 201 3）

　 　（3）辐射总功率.本题的第三问由（41 201 3）式得

P =∮Σ

珔S ·dΣ

=I 2
0ω

4a 4

32ε0c 5∫
π

0∫
2π

0

1 +cos2
θ

r 2 ·r 2sinθdθd�

= πI 2
0ω

4a 4

6ε0c 5 （41 201 4）

　 图41 21

　 　 41 21 　 长为l 的一段直线上有振荡电流，以它为极轴，
它的中点O 为原点，取球坐标系如图41 21 .试证明：这电流
的辐射场的磁感强度为

B =-矪A
矪r

sinθe �

式中 A 是场点的矢势的大小.
【证】　 场点r 处的矢势为

A（r，t）=μ
0

4π∫
l／2

-l／2

（I 0e-iωt′e z）dz
|r -ze z |

=μ
0I 0

4π∫
l／2

-l／2

e-iωt+ik r -zez dz
|r -ze z |

ez

=μ
0I 0e-iωt

4π ∫
l／2

-l／2

eik|r -zez|

|r -ze z |
dze z （412111）

令

A =μ
0I 0e -iωt

4π ∫
l／2

-l／2

eik|r -zez|

|r -ze z |
dz （41 211 2）

因轴对称性，A 仅是r 和θ的函数，而与方位角�无关.于是得

A（r ，t）=Ae z =A（cosθe r -sinθe θ） （41 211 3）

　 　 辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）

= 1
r 2sinθ

矪

矪θ
（rsinθA �）- 矪

矪�
（rA θ［ ］）e r

+ 1
rsinθ

矪A r

矪�
- 矪

矪r
（rsinθA �［ ］）eθ+

1
r

矪

矪r
（rA θ）-矪A r

矪［ ］θ e �
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=1
r

矪

矪r
（rA θ）-矪A r

矪［ ］θ e � = 1
r

矪

矪r
（-rA sinθ）- 矪

矪θ
（A cosθ［ ］）e�

=-矪A
矪r

sinθe �-1
r

矪A
矪θ

cosθe � （41 211 4）

因 A ，
1
r
，第二项1

r
矪A
矪θ

，
1
r 2 ，对于辐射场来说，r 很大，故可略去.于是得

B（r ，t）=-矪A
矪r

sinθe � （4 .21 .5）

　 图41 22

　 　 41 22 　 一电偶极型天线长为l，所载电流为I =
I 0sinωt ，已知ωl 虫 c（真空中光速），试求它的：（1 ）辐
射场的 H 和E ；（2 ）平均能流密度珔S ；（3）辐射总功
率 P 和辐射电阻 R r，以及l =101 0 m ，I e =351 0 A ，

f =11 00 M H z 时P 和R r 的值.
【解】　（1）以天线的中点为原点，天线为极轴，

取球坐标系.这天线在r 处的P（r ，θ，�）点产生的推
迟势为（参见图41 22）

A（r ，t）=μ
0

4π∫ V

j（r′，t′）dV′
|r -r′|

=μ
0

4π∫
l／2

-l／2

I 0sinωt′e z

|r -ze z |
dz

=μ
0I 0

4π∫
l／2

-l／2

sinωt -|r -ze z |（ ）c e z

|r -ze z |
dz （41 221 1）

因辐射场的r 冲 l，故｜r -ze z｜ ≈ r .于是得

　 　 A（r ，t）=μ
0I 0

4π

sinω t -r
（ ）c
r ∫

l／2

-l／2
d（ ）z e z =-μ

0I 0l
4π

sin（kr -ωt ）
r e z 　（41 221 2）

　 　 由A（r ，t）求辐射场如下：

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=-μ
0I 0l
4πr

Δ

sin（kr -ωt［ ］）×ez 　 　 　 　 　 　 　 　 　

=-μ
0I 0lk
4πr

cos（kr -ωt ）er ×e z =μ
0I 0ωl
4πc

cos（kr -ωt ）
r sinθe �（41 221 3）

H（r ，t）=I 0ωl
4πc

cos（kr -ωt ）
r sinθe � （41 221 4）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er = I 0ωl
4πε0c 2

cos（kr -ωt ）
r sinθe θ （41 221 5）

　 　（2）平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
E ×H dt = I 2

0ω
2l 2

16π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2T∫
T

0
cos2（kr -ωt ）dt
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= I 2
0ω

2l 2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （41 221 6）

　 　（3）辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ = I 2
0ω

2l 2

32π 2
ε0c 3∫

π

0∫
2π

0

sin 2
θ

r 2 ·r
2sinθdθd�= I 2

0ω
2l 2

12πε0c 3 （41 221 7）

辐射电阻依定义为

R r = P
I 2

e
=2P

I 2
0

= ω
2l 2

6πε0c 3 （41 221 8）

　 　 当l =101 0 m ，I e =351 0 A ，f =11 00 M H z 时，它们的值分别为

P =2 ×35 .0 2 ×（2π ×10 6）2 ×（101 0）2

12π ×81 854 ×10 -12 ×（3 ×10 8 ）3 =11 07（k W ） （41 221 9）

R r =11 07 ×10 3

351 0 2 =01 873（Ω ） （41 221 10）

　 　【讨论】　 得出A（r ，t）后，由前面41 21 题的（41 211 5）式求B（r ，t）较简便.

　 图41 23

41 23 　 一电偶极子型天线长 11 0 m ，电流
的振幅为51 0 A ，频率为11 0 M H z .设电流在这
天线上是均匀分布的，试求：（1）它的电偶极矩
的振幅；（2）在它的赤道面两边夹角为±45°范
围内（如图41 23 所示）的辐射功率占总功率的
百分比.
【解】　（1）辐射波长为

λ= 3 ×10 8

11 0 ×10 6 =300（m ）冲 l =11 0 m

所以这是一个短天线，它的辐射可当作电偶极子的辐射.因电偶极矩对时间的导数
为（参见第一章11 13 题）

dp（t′）
dt′

=∫ V
j（r′，t′）dV′=∫ l

I dl =Il

=I 0cosωt′l （41 231 1）

p（t′）=I 0l∫cosωt′dt′=I 0l
ω

sinωt′ （41 231 2）

故电偶极矩的振幅为

p 0 =I 0l
ω

= 51 0 ×11 0
2π ×11 0 ×10 6 =81 0 ×10 -7（C ·m ） （41 231 3）

　 　（2）电偶极辐射的平均能流密度为［参见前面41 6 题的（41 61 13）式］

珔S = ω
4p 2

0

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 er （41 231 4）

辐射总功率为［参见41 6 题的（41 61 14）式］
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P = ω
4p 2

0

12πε0c 3 （41 231 5）

　 　 赤道面两边夹角为±45°范围内的辐射功率为

P ±= ω
4p 2

0

32π 2
ε0c 3∫

135°

45°∫
2π

0

sin 2
θ

r 2 ·r
2sinθdθd�

= ω
4p 2

0

16πε0c 3∫
135°

45°
sin 3
θdθ= 寶5 2ω4p 2

0

96πε0c 3 （41 231 6）

P ±／P = 寶5 2
8 =88 % （41 231 7）

　 图41 24

　 　 41 24 　 一天线长为l，由中心 O 馈电；以 O 为原点，沿
天线取z 轴，如图41 24 所示.天线上电流的分布为

I =I 0 1 -2 |z |
（ ）l cosωt

已知l 虫λ=2πc
ω
，试求这天线的辐射总功率P 和辐射电阻R r .

【解】　 这天线上的电流在r 处t 时刻所产生的辐射场
的推迟势为

A（r ，t）=μ
0

4π∫
l／2

-l／2

I 0 1 -2 |z |
（ ）l cosω t -|r -ze z |（ ）c e z

|r -ze z |
dz （41 241 1）

因z ≤ l／2 虫 r ，故上式可化为

A（r ，t）=μ
0I 0e z

4π
cos（kr -ωt ）

r ∫
l／2

-l／2
1 -2 |z |
（ ）l dz

=
2μ0I 0e z

4π
cos（kr -ωt ）

r ∫
l／2

0
1 -2 |z |
（ ）l dz

=μ
0I 0l
8π

cos（kr -ωt ）
r e z （41 241 2）

辐射场的磁感强度和电场强度分别为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=μ
0I 0l
8πr

矪cos（kr -ωt ）
矪r

（-sinθ）e�

=μ
0I 0ωl
8πc

sin（kr -ωt ）
r sinθe � （41 241 3）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er =μ
0I 0ωl
8π

sin（kr -ωt ）
r sinθe θ （41 241 4）

平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
E ×H dt = I 2

0ω
2l 2

128π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （41 241 5）
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　 　 于是得所求的辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ = I 2
0ω

2l 2

64πε0c 3∫
π

0
sin 3
θdθ= I 2

0ω
2l 2

48πε0c 3 （41 241 6）

辐射电阻为

R r =2P
I 2

0
= ω

2l 2

24πε0c 3 （41 241 7）

　 　【讨论】　 如果不用角频率ω而用波长λ表示P 和R r，则为

P = π

12
μ0

ε寶0
I 2

0
l

（ ）λ
2

（41 241 8）

R r = π

6
μ0

ε寶0

l
（ ）λ

2

（41 241 9）

Z 0 = μ0

ε寶0
=3761 7 Ω （41 241 10）

为真空本性阻抗，故短天线的辐射电阻为

R r = π

6 Z 0
l

（ ）λ
2

=1791 3 l
（ ）λ

2
（41 241 11）

　 图41 25

　 　 41 25 　 半波天线的长度为l =λ2
，由中心 O 馈电；以

O 为原点，沿天线取z 轴，如图41 25 所示.天线上电流的

分布为I =I 0coskzcosωt ，｜z｜ ≤
λ
4 .试求它的：（1）辐射场

的矢势和电磁场以及平均能流密度；（2 ）辐射总功率和
辐射电阻.
【解】　（1）辐射场中r 处t 时刻的矢势为

A（r ，t）=μ
0

4π∫
l／2

-l／2

I 0coskz cosωt -|r -ze z |（ ）c e z

|r -ze z |
dz （41 251 1）

因辐射场的r 冲 l，故上式可化为

A（r ，t）=μ
0I 0e z

4πr∫
l／2

-l／2
coskz cos（ωt -kr +kz cosθ）dz

=μ
0I 0e z

4π
cos（kr -ωt ）

r ∫
l／2

-l／2
coskz cos（kz cosθ）d［ z+

sin（kr -ωt ）
r ∫

l／2

-l／2
coskz sin（kz cosθ）d ］z （41 251 2）

其中

∫
l／2

-l／2
coskz cos（kz cosθ）dz =

sin［kz（1 +cosθ）］
2k（1 +cosθ｛ ）

+
sin［kz（1 -cosθ）］

2k（1 -cosθ ｝）

z =l／2

z =-l／2
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=
2cos π

2 cos（ ）θ
k sin 2

θ
（41 251 3）

∫
l／2

-l／2
coskz sin（kz cosθ）dz =- 1

2
cos［kz（1 +cosθ）］

k（1 +cosθ）
+
cos［kz（1 -cosθ）］

k（1 -cosθ｛ ｝）

z =l／2

z =-l／2

=0 （41 251 4）
所以

A（r ，t）=μ
0I 0

2πk

cos π

2 cos（ ）θ cos（kr -ωt ）

rsin 2
θ

e z （41 251 5）

因辐射场的B 和E 都只含1
r
项，故得

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=-矪A
矪r

sinθe �

=μ
0I 0

2π
sin（kr -ωt ）

r

cos π

2 cos（ ）θ
sinθ

e � （41 251 6）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

= I 0

2πε0c
sin（kr -ωt ）

r

cos π

2 cos（ ）θ
sinθ

e θ （41 251 7）

平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
E ×H dt = I 2

0e r

4π 2
ε0c

cos2 π

2 cos（ ）θ
r 2sin 2

θT ∫
T

0
sin 2（kr -ωt ）dt

= I 2
0

8π 2
ε0c

cos2 π

2 cos（ ）θ
r 2sin 2

θ
e r （41 251 8）

　 　（2）辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ = I 2
0

8π 2
ε0c∫

π

0

cos2 π

2 cos（ ）θ
r 2sin 2

θ
·2πr 2sinθdθ

= I 2
0

4πε0c∫
π

0

cos2 π

2 cos（ ）θ
sinθ

dθ （41 251 9）

利用换变量的方法，上式中的积分可化成表达式

∫
π

0

cos2 π

2 cos（ ）θ
sinθ

dθ= 1
2 ∑

∞

n =1

（2π）2（2n-1 ）

2（2n -1）［2（2n -1）］｛ ｝！
-1

2 ∑
∞

n =1

（2π）4n
4n［（ 4n ）！］

（41 251 10）
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这个级数收敛很快，前16 项之和为

∫
π

0

cos2 π

2 cos（ ）θ
sinθ

dθ=11 2188 （41 251 11）

故取四位有效数字时，P 的值为

P =11 2188 I 2
0

4πε0c
=361 54I 2

0 （41 251 12）

辐射电阻为

R r =2P
I 2

0
=731 08 Ω （41 251 13）

　 　 41 26 　 整数倍半波天线的长度为l =1
2 mλ，m 为整数，由中心O 馈电；以 O 为

原点，沿天线取z 轴，天线上电流的分布为

I =I 0sin
1
2 kl -k |z（ ）|cosωt

试求它的辐射场的平均能流密度、辐射总功率和辐射电阻.

【解】　 由于
1
2 kl =1

2
2π
λ
·1

2 mλ=1
2 m π ，故天线上的电流为

I =I 0sin
1
2 m π -k |z（ ）|cosωt

=I 0 sin 1
2 m πcosk |z|-cos 1

2 m πsink |z（ ）|cosωt （41 261 1）

因 m 为奇数时和m 为偶数时，（41 261 1）式的形式不相同，故分两种情况计算.
（1）m 为奇数，即 m =1，3，5，⋯.
这时（41 261 1）式化为

I 1 =I 0sin 1
2 m πcoskz cosωt （41 261 2）

I 1 在r 处t 时刻产生的推迟式为

A 1（r ，t）=μ
0

4π∫
l／2

-l／2

I 0sin 1
2 m πcoskz cosωt -|r -ze z |（ ）c e z

|r -ze z |
dz

=μ
0I 0

4π
sin 1

2 m πe z∫
l／2

-l／2

coskz cosωt -|r -ze z |（ ）c
|r -ze z |

dz （41 261 3）

因辐射场的r 冲 l ＞ ｜z｜ ，故上式可化为

A 1（r ，t）=μ
0I 0

4πr
sin 1

2 m πe z∫
l／2

-l／2
coskz cos（kr -ωt -kz cosθ）dz （41 261 4）

其中积分

∫
l／2

-l／2
coskz cos（kr -ωt -kz cosθ）dz
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=∫
l／2

-l／2
coskz［cos（kr -ωt ）cos（kz cosθ）+sin（kr -ωt ）sin（kz cosθ）］dz

=∫
l／2

-l／2
coskz cos（kr -ωt ）cos（kz cosθ）dz

=2cos（kr -ωt ）sinkz（1 +cosθ）
2k（1 +cosθ） +sinkz（1 -cosθ）

2k（1 -cosθ［ ］）
z =l／2

z =0

=2cos（kr -ωt ）
ksin 2

θ
sin 1

2 m πcos 1
2 m πcos（ ）θ （41 261 5）

所以

A 1（r ，t）=μ
0I 0

2πk
cos（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ
sin 2
θ

e z （41 261 6）

辐射场的磁感强度为

B 1（r ，t）=

Δ

×A 1（r ，t）

=μ
0I 0

2πk

Δ

× cos（kr -ωt ）
r

cos 1
2 m πcos（ ）θ
sin 2
θ

e
熿

燀

燄

燅
z

（41 261 7）

由于B 1（r ，t）只含1
r
项，而算符

Δ

对1
r
、cos 1

2 m πcos（ ）θ 和sin 2
θ等的作用结果都是

1
r 2 项，可以略去.故

B 1（r ，t）=μ
0I 0

2πk

cos 1
2 m πcos（ ）θ
rsin 2

θ

Δ

×［cos（kr -ωt ）e z］

=μ
0I 0

2π
sin（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ
sinθ

e � （41 261 8）

电场强度为

E 1（r ，t）=cB 1（r ，t）×er

= I 0

2πε0c
sin（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ
sinθ

e θ （41 261 9）

平均能流密度为

珔S 1 = 1
T∫

T

0
E 1 ×B 1

μ0
dt = I 2

0

4π 2
ε0c

cos2 1
2 m πcos（ ）θ

r 2sin 2
θ

e r

T∫
T

0
sin 2（kr -ωt ）dt

= I 2
0

8π 2
ε0c

cos2 1
2 m πcos（ ）θ

r 2sin 2
θ

e r （41 261 10）

辐射总功率为
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P 1 =∮Σ

珔S 1 ·dΣ = I 2
0

8π 2
ε0c∫

π

0

cos2 1
2 m πcos（ ）θ

r 2sin 2
θ

·2πr 2sinθdθ

= I 2
0

4πε0c∫
π

0

cos2 1
2 m πcos（ ）θ
sinθ

dθ （41 261 11）

其中定积分可利用换变量的方法积出如下：

D 1 =∫
π

0

cos2 1
2 m πcos（ ）θ
sinθ

dθ

= 1
2 ∑

∞

n =1

（2m π）
4n -2

（4n -2）［（ 4n -2）！］-
（2m π）

4n

4n［（ 4n ）！｛ ｝］ （41 261 12）

所以

P 1 =μ
0cD 1I 2

0

4π
（41 261 13）

辐射电阻为

R r1 =2P 1

I 2
0

=μ
0cD 1

2π
（41 261 14）

　 　 当 m =1 时为半波天线，这时（参见41 25 题）
D 1 =11 2188 （41 261 15）

取四位有效数字，P 1 和R r1 的值便分别为

P 1 =361 54I 2
0 （41 261 16）

R r1 =731 08 Ω （41 261 17）
　 　（2）m 为偶数，即 m =2，4 ，6，⋯.

　 　 这时（41 261 1）式化为

I 2 =-I 0cos
1
2 m（ ）π sin（k |z|）cosωt （41 261 18）

I 2 在r 处t 时刻产生的推迟势为

A 2（r ，t）=-
μ0I 0cos

1
2 m（ ）π

4π ∫
l／2

-l／2

sin（k |z|）cosω t -|r -ze z |（ ）c e z

|r -ze z |
dz

=-
μ0I 0cos

1
2 m（ ）π e z

4πr ∫
l／2

-l／2
sin（k |z|）cos（kr -ωt -kz cosθ）dz

=-
μ0I 0cos 1

2 m（ ）π e z

4π
cos（kr -ωt ）

r ∫
l／2

-l／2
sin（k |z|）cos（kz cosθ）dz

=-
μ0I 0cos

1
2 m（ ）π e z

2π
cos（kr -ωt ）

r ∫
l／2

0
sin（kz ）cos（kz cosθ）dz
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=μ
0I 0

2πk
cos（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π

sin 2
θ

e z （41 261 19）

辐射场的磁感强度为

B 2（r ，t）=

Δ

×A 2（r ，t）

=μ
0I 0

2πk

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π

rsin 2
θ

Δ

cos（kr -ωt［ ］）×ez

=μ
0I 0

2π
sin（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π

sinθ
e � （41 261 20）

电场强度为

E 2（r ，t）=cB 2（r ，t）×er

= I 0

2πε0c
sin（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π

sinθ
e θ

（41 261 21）

平均能流密度为

珔S 2 = 1
T∫

T

0
E 2 ×B 2

μ0
dt

= I 2
0

8π 2
ε0c

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π
2

r 2sin 2
θ

e r （41 261 22）

辐射总功率为

P 2 =∮Σ

珔S 2 ·dΣ

= I 2
0

8π 2
ε0c∫

π

0

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π
2

r 2sin 2
θ

·2πr 2sinθdθ

= I 2
0

4πε0c∫
π

0

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π
2

sinθ
dθ （41 261 23）

其中定积分可利用换变量的方法积出如下：

D 2 =∫
π

0

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π
2

sinθ
dθ

=2
（2 4n -2 -1）（m π）

4n

4n［（ 4n ）！］ -
（2 4n -4 -1）（m π）

4n -2

（4n -2）［（ 4n -2）！｛ ｝］ （41 261 24）

所以
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P 2 =μ
0cD 2I 2

0

4π
（41 261 25）

辐射电阻为

R r2 =2P 2

I 2
0

=μ
0cD 2

2π
（41 261 26）

　 　 当 m =2 时为全波天线，这时

D 2 =31 3189 （41 261 27）

取四位有效数字，P 2 和R r2 的值便分别为

P 2 =991 50I 2
0 （41 261 28）

R r2 =1991 0 Ω （41 261 29）

　 　【别解】　 用复数计算.天线上的电流用复数表示为

I =I 0sin 1
2 kl -k |z（ ）|e-iωt （41 261 30）

I 在r 处t 时刻产生的推迟势为

A 1（r ，t）=μ
0I 0

4π
e z∫

l／2

-l／2

sin 1
2 kl -k |z（ ）|e-iω t -

r -ze z

（ ）c e z

|r -ze z |
dz （41 261 31）

因r 冲 l ＞ ｜z｜ ，故可取近似为

A（r ，t）=μ
0I 0

4π
ei（kr -ωt ）

r e z∫
l／2

-l／2
sin 1

2 kl -k |z（ ）|e-ikzcosθdz （41 261 32）

其中定积分

∫
l／2

-l／2
sin 1

2 kl -k |z（ ）|e-ikz cosθdz

=∫
l／2

-l／2
sin 1

2 kl -k |z（ ）|cos（kz cosθ）dz

= 2
ksin 2

θ
cos 1

2 klcos（ ）θ -cos 1
2（ ）［ ］kl （41 261 33）

故得

A（r ，t）=μ
0I 0

2πk
ei（kr -ωt ）

r

cos 1
2 klcos（ ）θ -cos 1

2（ ）kl

sin 2
θ

e z （41 261 34）

因

l =1
2 mλ，　 1

2 kl = 1
2 m π，　 m =1，2 ，3，⋯

所以

A（r ，t）=μ
0I 0

2πk
ei（kr -ωt ）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）π

sin 2
θ

e z （41 261 35）
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辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t） （41 261 36）

由于B（r ，t）只含1
r
项，而算符

Δ

对1
r
和θ的函数作用都产生

1
r 2 项，可以略去.故得

B（r ，t）=μ
0I 0

2πk

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）π
rsin 2

θ

Δ

×［ei（kr -ωt ）e z］

=-
iμ0I 0

2π
ei（kr -ωt）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）π
sinθ

e � （41 261 37）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=- iI 0

2πε0c
ei（kr -ωt）

r

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）π
sinθ

e θ （41 261 38）

平均能流密度为

珔S = 1
2 ReE ×B 倡

μ0

= I 2
0

8π 2
ε0c

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π
2

r 2sin 2
θ

e r （41 261 39）

辐射的总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ

= I 2
0

4πε0c∫
π

0

cos 1
2 m πcos（ ）θ -cos 1

2 m（ ）［ ］π
2

sinθ
dθ （41 261 40）

当 m 为奇数时，上式便化为前面的（41 261 11 ）式；当 m 为偶数时，上式便是前面的
（41 261 23）式.由于 m 为奇数或为偶数时积分值不同，故要分开讨论.相应的结果
分别见前面的（41 261 12）式至（41 261 14）式和（41 261 24）式至（41 261 26）式.

41 27 　 一天线的长度为l =1
2 mλ，λ为波长，m 为偶数.这天线由中心馈电，

以中心为原点，沿天线取z 轴，天线上的电流分布为

I =I 0sink l
2 -（ ）z e-iωt′，　 　 z ≤ l／2

试求它的：（1 ）辐射场；（2 ）辐射功率的角分布 .
【解】　（1）先求天线上电流所产生的推迟势.
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A（r ，t）=μ
0I 0

4π∫
l／2

-l／2

sink l
2 -（ ）z e -iω t -

r -ze z

（ ）c e z

|r -ze z |
dz （41 271 1）

由于辐射场的r 冲 l ＞ ｜z｜ ，故

|r -ze z |= r 2 -2zrcosθ+z寶
2
≈ r -zcosθ （41 271 2）

ωt -|r -ze z |（ ）c ≈ ωt -kr +kz cosθ （41 271 3）

在分母中，可取｜r -ze｜ ≈ r .于是得

A（r ，t）=μ
0I 0e z

4πr∫
l／2

-l／2
sink l

2 -（ ）z ei（kr -ωt -kzcosθ）dz

=μ
0I 0

4π
ei（kr -ωt ）

r e z∫
l／2

-l／2
e -ikzcosθsink l

2 -（ ）z dz （41 271 4）

由于l =1
2 mλ，m 为偶数，故k l

2 =2π
λ
·1

4 mλ=m
2 π =（整数）π .

　 　 所以

sink l
2 -（ ）z =-cos m

2 πsinkz （41 271 5）

于是得

A（r ，t）=-μ
0I 0

4π

ei（kr -ωt）cos m
2 π

r e z∫
l／2

-l／2
e -ikzcosθsinkz dz

=-μ
0I 0

4π

ei（kr -ωt）cos m
2 π

r e z ×

e-ikzcosθ

（-ikcosθ）2 +k 2（-ikcosθsinkz -kcoskz［ ］）
z =l／2

z =-l／2

=-
iμ0I 0

2πk
ei（kr -ωt）

r

sin m
2 πcos（ ）θ
sin 2
θ

e z （41 271 6）

辐射场的磁感强度和电场强度分别为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=ike r ×A（r ，t）

=-μ
0I 0

2π
ei（kr -ωt）

r

sin m
2 πcos（ ）θ
sinθ

e � （41 271 7）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=- I 0

2πε0c
ei（kr -ωt ）

r

sin m
2 πcos（ ）θ
sinθ

e θ （41 271 8）

　 　（2）平均能流密度为
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珔S = 1
2 ReE ×B 倡

μ0
= I 2

0

8π 2
ε0c

sin 2 m
2 πcos（ ）θ

r 2sin 2
θ

e r （41 271 9）

辐射功率的角分布为

dP
dΩ =|珔S |r 2 = I 2

0

8π 2
ε0c

sin 2 m
2 πcos（ ）θ
sin 2
θ

（41 271 10）

　 图41 28

式中 m =2 ，4 ，6 ，⋯

41 28 　 如图41 28 ，在z 轴上有两个沿着z 轴排
列的相同电流元Il =I 0le -iωt 构成的组合天线，其间

隔为d（l 虫 d ）.试求这组合天线在r 冲 d 处所产生的
辐射场.
【解】　 选电流元1 位于坐标原点O ，它在r 处t

时刻产生的推迟势为

A 1（r ，t）=μ
0

4π∫
l／2

-l／2

I 0e -iω t -
r -ze z

（ ）c e z

|r -ze z |
dz

（41 281 1）

因l 虫 r ，故上式化为

A 1（r ，t）=μ
0I 0l
4π

ei（kr -ωt）

r e z （41 281 2）

　 　 电流元2 在r 处t 时刻产生的推迟势为

A 2（r ，t）=μ
0

2π∫
d +l／2

d -l／2

I 0e -iω t -
r -ze z

（ ）c e z

|r -ze z |
dz （41 281 3）

因l 虫 d ，故上式化为

A 2（r ，t）=μ0I 0l
4π

e -iω t -
r -de z

（ ）c

|r -de z |
e z （41 281 4）

在这式的分母中，因｜r -de z ｜ 仅与距离有关，而 r 冲 d ，故可取粗略的近似

｜r -de z｜ =r ；在分子中，因｜r -de z｜ 与相位有关，这相位在 A 2（r ，t）与A 1（r ，t）叠
加时要起作用，而题又未给d 虫λ的条件，故应取较好的近似

|r -de z |= r 2 -2rd cosθ+d寶
2 =r -dcosθ （41 281 5）

于是得

A 2（r ，t）=μ
0I 0l
4π

ei（kr -ωt）

r e -ikd cosθe z （41 281 6）

　 　 这组合天线在r 冲 d 处产生的推迟势为

A（r ，t）=A 1（r ，t）+A 2（r ，t）
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=μ
0I 0l
4π

ei（kr -ωt ）

r
（1 +e-ikd cosθ）e z （41 281 7）

　 　 由此得所求的辐射场为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=ike r ×A

=-
iμ0I 0ωl
4πc

ei（kr -ωt ）

r
（1 +e-ikd cosθ）sinθe � （41 281 8）

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=-iI 0ωl
4πε0c 2

ei（kr -ωt ）

r
（1 +e-ikd cosθ）sinθe θ （41 281 9）

　 　 41 29 　 真空中一无限大的平面上均匀分布着随时间变化的面电流，面电流密

度为K（t）.（1）试求这面电流产生的电磁场；（2）若K（t）=K 0cosωt ，则结果如何？
【解】　（1）以电流所在的平面为x2y 平面，取笛卡儿坐标系，使x 轴平行于

K（t）.由对称性可知：（i）在同一时刻，z =常数的平面内任何一点，电磁场都是相同
的.换句话说，所求的电磁场的E 和 H 都与x ，y 无关.（ii）E 只有x 方向的分量，

H 只有y 方向的分量.于是所求的电磁场可写作

E =E（z ，t）e x （41 291 1）

H = H（z ，t）e y （41 291 2）

此外，在z =0 处，E 和H 应满足边值关系

e z ×［E（z =0 +，t）-E（z =0 -，t）］=0 （41 291 3）

e z ×［H（z =0 +，t）-H（z =0 -，t）］=K（t）=K（t）e x （41 291 4）

　 　 因为只有K（t）是所求电磁场E 和H 的源，所以 E 和H 必定是从这个源辐射

出的电磁波.由于对称性，这电磁波应是平面波，波面与z 轴垂直.在z ＞ 0 区域，波
往z 轴方向传播；在z ＜ 0 区域，波往z 轴的负方向传播.因此，所求的电磁场的大
小可表示为

E（z ，t）=
E + t -z
（ ）c

，　 　 z ＞ 0

E - t +z
（ ）c

，　 　 z ＜

烅

烄

烆
0

（41 291 5）

H（z ，t）=
H + t -z
（ ）c

，　 　 z ＞ 0

-H - t +z
（ ）c

，　 　 z ＜

烅

烄

烆
0

（41 291 6）

式中c 是真空中光速.H -前的负号是由（41 291 1）、（41 291 2）和（41 291 5）三式，考虑
到波往z 轴的负方向传播得出的.

在z =0 平面上，（41 291 5）式中的E 应满足边值关系（41 291 3）式，由此得
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E +（t）=E -（t） （41 291 7）
（41 291 6）式中的 H 应满足边值关系（41 291 4）式，由此得

H +（t）+H -（t）=-K（t） （41 291 8）

　 　 利用真空中平面电磁波的振幅关系

ε寶0 E = μ寶 0 H （41 291 9）
解得

E -（t）=E +（t）=-1
2

μ0

ε寶0
K（t） （41 291 10）

H -（t）= H +（t）=-1
2 K（t） （41 291 11）

　 　 最后便得所求的电磁场如下：

E =- 1
2

μ0

ε寶0
K t -z
（ ）c e x

H =- 1
2 K t -z
（ ）c e

烍

烌

烎
y

，　 　 z ＞ 0 （41 291 12）

E =- 1
2

μ0

ε寶0
K t +z
（ ）c e x

H = 1
2 K t +z
（ ）c e

烍

烌

烎
y

，　 　 z ＜ 0 （41 291 13）

这电磁波的能流密度为

S =E ×H =

1
4

μ0

ε寶0
K 2 t -z
（ ）c e z ，　 　 z ＞ 0

- 1
4

μ0

ε寶0
K 2 t +z
（ ）c e z ，　 　 z ＜

烅

烄

烆
0

（41 291 14）

　 　（2）若K（t）=K 0cosωt =K 0cosωte x ，则由以上结果得所求电磁场为

E =- 1
2

μ0

ε寶0
K 0cosωt -z

（ ）c e x

H =- 1
2 K 0cosωt -z

（ ）c e
烍

烌

烎
y

，　 　 z ＞ 0 （41 291 15）

这是沿z 轴正方向传播的单色平面波.

E =-1
2

μ0

ε寶0
K 0cosωt +z

（ ）c e x

H = 1
2 K 0cosωt +z

（ ）c e
烍

烌

烎
x

，　 　 z ＜ 0 （41 291 16）

这是沿z 轴负方向传播的单色平面波.
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41 30 　 一无限大平面上分布着均匀的面电流，面电流密度与时间t 的关系为

K（t）=K 0［cos（ω+Δω）t +cos（ω-Δω）t］
式中 K 0 、ω和 Δω都是常数，且 Δω虫ω.在这面电流两边，充满了均匀的、无损耗的
色散介质；在色散介质中，不同频率的电磁波的传播速度是不同的.试求：（1 ）这面
电流产生的电磁波的波形，以及相速度v p 和群速度v g；（2）v g 与v p 的关系.
【解】　（1）由于面电流 K（t）是两个相近频率（ω+Δω和ω-Δω）的电流的叠

加，故由上题（41 29 题）的结果可知，它所产生的电磁波也是这两个频率的单色平
面波的叠加.

单色平面波的频率（角频率）ω、波数（传播常数）k 与相速度v p 之间的关系为

k =ωv p
（41 301 1）

在色散介质中，对于不同频率的平面波来说，它们的波数k 一般是不同的.今面电
流为

K（t）=K 0［cos（ω+Δω）t +cos（ω-Δω）t］ （41 301 2）
它所产生的两个单色平面波的波数由于 Δω虫ω，可写成下式：

k +=k（ω+Δω）=k +dk
dωΔω

k -=k（ω-Δω）=k -dk
dωΔ

烍

烌

烎
ω

（41 301 3）

这里的波数k 是一个实数量.
取笛卡儿坐标系，使电流所在的平面为x2y 平面，并使x 轴沿电流方向.则由

上题（41 29 题）的（41 291 15）式得

E =- 1
2

μ0

ε寶0
K 0［cos（k +z -ω+t）+cos（k -z -ω-t）］e x

H =- 1
2 K 0［cos（k +z -ω+t）+cos（k -z -ω-t）］e

烍

烌

烎
y

，　 　 z ＞ 0

（41 301 4）
式中

k +z -ω+t = k +dk
dωΔ（ ）ωz -（ω+Δω）t

k -z -ω-t = k -dk
dωΔ（ ）ωz -（ω-Δω）

烍

烌

烎
t

（41 301 5）

由三角函数公式

cosα+cosβ=2cosα+β
2 cosα-β

2
（41 301 6）

得
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E =- μ0

ε寶0
K 0cos（kz -ωt ）cos （Δω）

dk
dω

z -（ ）［ ］t e x

H =-K 0cos（kz -ωt ）cos （Δω）
dk
dω

z -（ ）［ ］t e
烍

烌

烎
y

，　 　 z ＞ 0 （41 301 7）

　 　 上式也表达了电磁波的波形.对于某一时刻t，E 和 H 的波形如图4130 所示.式
中第一个因子cos（kz -ωt）是一个高频的简谐波，它向前传播的速度（相速度）为

v p = ωk
（41 301 8）

图41 30

第二个因子cos （Δω）
dk
dω

z -（ ）［ ］t 是图41 30 中的调幅包络线（图中虚线），其频率

Δω低于包络线内的高频波的频率ω.这个包络线向前传播的速度v g 称为群速度.

v g 的值可求出如下：令
dk
dωz -t =C（常量）.对t 求导，便得

v g =dz
dt =dω

dk
（41 301 9）

　 　（2）v p 和v g 的关系.因为ω=kv p，k =2π
λ
，故

v g =dω
dk = d

dk
（kv p）=v p +k dv p

dk =v p -λdv p

dλ
（41 301 10）

这便是v g 与v p 的关系.

当dv p

dλ＞ 0 时，v g ＜ v p，通常称为正常色散；当
dv p

dλ ＜ 0 时，v g ＞ v p，则称为反常色

散.在真空中，因ω=kc ，这时v g =v p =c .即真空中不发生色散.
41 31 　 带有电荷量q 的粒子t′时刻在r′处，以速度v 和加速度a 运动；由于有
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加速度，它向外发出辐射，辐射场的电场强度和磁场强度分别为

E = q
4πε0c 2

n × n -v
（ ）c ×［ ］a

1 -v ·n
（ ）c

3

|r -r′|
，　 　 H = ε0

μ寶0
n ×E

式中r 是场点的位矢，n 是从r′到r 方向上的单位矢量，n =（r -r′）／｜r -r′｜ .试证
明：t′时刻q 在单位立体角内向外辐射的功率（辐射的角分布）为

dP（t′）
dΩ = q 2

16π 2
ε0c 3

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

5

　 　【证】　 辐射场的能流密度为

S =E ×H =E × ε0

μ寶0
n ×（ ）E = ε0

μ寶0
E 2n （41 311 1）

由上式得，单位时间内通过垂直于n 方向（即r -r′方向）上单位面积的能量为

S ·n = q 2

16π 2
ε0c 3

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

6

|r -r′|2

（41 311 2）

（41 311 2）式右边的r′、v 和a 都是t′时刻的量，而左边的S ·n 则是q 在t′时刻辐射

出的、于t =｜r -r′｜
c +t′时刻在场点r 测出的、单位时间内通过垂直于n 方向上单

位面积的能量.
在t 时刻dt 时间内，在场点r 观测到的通过垂直于n 的单位面积的能量为

S ·n dt =S ·n 矪t
矪t′

dt′=S ·n 1 -v ·n
（ ）c dt′ （41 311 3）

这个能量是q 在t′时刻dt′时间内辐射出、并于t 时刻dt 时间内通过垂直于n 的单
位面积的.故q 在t′时刻在立体角元dΩ内辐射出的功率为

dP（t′）=S ·n 1 -v ·n
（ ）c |r -r′|2dΩ （41 311 4）

于是得：t′时刻q 在单位立体角内向外辐射的功率为

dP（t′）
dΩ =S ·n 1 -v ·n

（ ）c |r -r′|2 （41 311 5）

将（41 311 2）式代入（41 311 5）式便得

dP（t′）
dΩ = q 2

16π 2
ε0c 3

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

5 （41 311 6）
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　 图41 31

　 　【别证】　 如图41 31 所示，t′时刻q 在

S 1 处，以速度v 和加速度a 运动，同时向外
发出球面波的辐射；t′+dt′时刻，q 到达S 2

处.此后某一时刻，从 S 1 发出的球面波为

Σ 1 ，从S 2 发出的球面波为Σ 2 ，Σ 2 的半径为

S 2Q =｜r -r′｜ ，Σ 1 的半径为S 1P 1 =｜r -
r′｜ +cdt′.沿Σ 2 的半径计算，两球面Σ 1 和

Σ 2 之间的距离为d｜r -r′｜ .由图41 31 得

|r -r′|+cdt′=S 1P 1 =S 3P 2 　 　 　 　

=v ·n dt′+|r -r′|+
　 d |r -r′| （41 311 7）

由此得

d |r -r′|=cdt′-v ·n dt′= 1 -v ·n
（ ）c c dt′ （41 311 8）

球面Σ 1 和Σ 2 之间辐射场的能量便是q 在 dt′时间内向外辐射出的能量.沿S 2P→皛皛皛皛
2 方

向取立体角元

dΩ= dΣ 2

|r -r′|2 （41 311 9）

在此立体角元内两球面Σ 1 和Σ 2 之间的辐射能量为

dW =w dV =w d |r -r′|dΣ 2

= w 1 -v ·n
（ ）c c dt′·|r -r′|2dΩ （41 311 10）

式中

w =ε0E 2 （41 311 11）

是辐射场的能量密度.于是得出：t′时刻q 在单位立体角内向外辐射的功率为

dP（t′）
dΩ = dW

dt′dΩ=ε0cE 2 1 -v ·n
（ ）c |r -r′|2

= q 2

16π 2
ε0c 3

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

5 （41 311 12）

　 　 41 32 　 带有电荷量q 的粒子沿z 轴做简谐振动，其坐标为z（t′）=acosωt′.
（1）试证明：单位立体角内的瞬时辐射功率为
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dP（t′）
dΩ = q 2

ω
4a 2

16π 2
ε0c 3

sin 2
θcos2

ωt′

1 +ωac cosθsinω（ ）t′
5

式中θ为辐射方向与z 轴的夹角.（2）试证明：单位立体角内对时间平均的辐射功
率为

dP
dΩ = q 2

ω
4a 2

128π 2
ε0c 3

4 +ω
2a 2

c 2 cos2（ ）θ sin 2
θ

1 -ω
2a 2

c 2 cos2（ ）θ
7／2

　 　（3）非相论情况和相对论情况的dP
dΩ
各如何？

【解】　（1）根据前面41 31 题，带有电荷量q 的粒子t′时刻位于r′处，以速度v
和加速度a 运动，在单位立体角内辐射出的功率为

dP（t′）
dΩ = q 2

16π 2
ε0c 3

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

5
（41 321 1）

式中n 是r -r′方向上的单位矢量；r 是场点.现在，粒子的坐标、速度和加速度分
别为

r′=z（t′）e z =acosωt′e z （41 321 2）

v =dr′
dt′=-ωa sinωt′e z （41 321 3）

a =d v
dt′ =-ω2acosωt′e z （41 321 4）

由（41 321 3）、（41 321 4）两式得

v ×a =0 （41 321 5）
因

n ·e z =cosθ （41 321 6）
故得

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

= n ×［n ×a｛ ｝］
2 = （n ·a ）n -｛ ｝a 2

=a 2 -（n ·a ）2 = -ω2acosωt′e（ ）z
2 -

-ω2acosωt′cos（ ）θ
2

=ω4a 2cos2
ωt′sin 2

θ （41 321 7）
将（41 321 6）式和（41 321 7）式代入（41 321 1）式即得

dP（t′）
dΩ = q 2

ω
4a 2

16π 2
ε0c 3

sin 2
θcos2

ωt′

1 +ωac cosθsinω（ ）t′
5 （41 321 8）
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　 　（2）由（41 321 8）式得：单位立体角内对时间平均的辐射功率为

dP
dΩ = 1

T∫
t′+T

t′

dP（t′）
dΩ

dt′=q 2
ω

4a 2sin 2
θ

16π 2
ε0c 3T∫

t′+T

t′

cos2
ωt′dt′

1 +ωac cosθsinω（ ）t′
5

（41 321 9）
式中

T =2π
ω

（41 321 10）

是粒子的振动周期.（41 321 9）式中的积分计算起来比较复杂，我们较详细地写出如
下：令

A =ωac cosθ （41 321 11）

x =sinωt′ （4 .32 .12）
则（41 321 9）式中的积分可化为

∫
t′+T

t′

cos2
ωt′dt′

（1 +A sinωt′）5 = 1
ω∫

sinω（t′+T ）

sinωt′

1 -x寶
2

（1 +Ax ）5 dx
（41 321 13）

根据积分公式

∫
1 -x寶

2

（1 +Ax ）m
dx =- A

（m -1）（A 2 -1）
（1 -x 2）3／2

（1 +Ax ）m -1 -

2m -5
（m -1）（A 2 -1）∫

1 -x寶
2

（1 +Ax ）m -1 dx +

m -4
（m -1）（A 2 -1）∫

1 -x寶
2

（1 +Ax ）m -2 dx （41 321 14）

在取定积分时，由于

sinω（t′+T ）=sinωt′ （41 321 15）

1 -sin 2
ω寶 t′

t′+T
t′ =0 （41 321 16）

故（41 321 14）式等号右边第一项为零，可弃之不顾.于是得

∫
1 -x寶

2

（1 +Ax ）5
dx =- 5

4（A 2 -1）∫
1 -x寶

2

（1 +Ax ）4
dx + 1

4（A 2 -1）∫
1 -x寶

2

（1 +Ax ）3
dx

=- 5
4（A 2 -1）- 1

A 2 -1∫
1 -x寶

2

（1 +Ax ）3 d［ ］x +

1
4（A 2 -1）∫

1 -x寶
2

（1 +Ax ）3
dx

= A 2 +4
4（A 2 -1）2∫

1 -x寶
2

（1 +Ax ）3
dx

= A 2 +4
4（A 2 -1）2 - 1

2（A 2 -1）∫
1 -x寶

2

（1 +Ax ）2
dx［ -
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1
2（A 2 -1）∫

1 -x寶
2

1 +Ax d ］x

=- A 2 +4
8（A 2 -1）3∫

1 -x寶
2

（1 +Ax ）2 dx - A 2 +4
8（A 2 -1）3∫

1 -x寶
2

1 +Ax dx

=- A 2 +4
8（A 2 -1）3

1
A 2 -1∫

1 -x寶
2

1 +Ax dx - 2
A 2 -1∫ 1 -x寶

2 d［ ］x -

A 2 +4
8（A 2 -1）3∫

1 -x寶
2

1 +Ax dx

=-A 2（A 2 +4 ）
8（A 2 -1）4∫

1 -x寶
2

1 +Ax dx + A 2 +4
4（A 2 -1）4∫ 1 -x寶

2 dx

=-A 2（A 2 +4 ）
8（A 2 -1）4∫

1 -x寶
2

1 +Ax dx + A 2 +4
8（A 2 -1）4 x 1 -x寶

2 +arcsin（ ）x

（41 321 17）
（41 321 17）式的最后等号右边第二项的定积分结果为

A 2 +4
8（A 2 -1）4

sinωt′cosωt′+ω（ ）t′
t′+T

t′
= π

4
A 2 +4

（A 2 -1）4
（41 321 18）

令

y =1 +Ax （41 321 19）
（41 321 17）式的最后等号右边第一项的积分化为

∫
1 -x寶

2

1 +Ax dx = 1
A 2∫

-y 2 +2y +A 2 -寶 1
y

dy

= 1
A 2 -y 2 +2y +A 2 -寶 1 +∫

dy

-y 2 +2y +A 2 -寶［ 1
+

（A 2 -1）∫
dy

y -y 2 +2y +A 2 -寶 ］1

= 1
A 2 -y 2 +2y +A 2 -寶 1 +arcsin y -1

（ ）［ A +

A 2 -1
1 -A寶

2
arcsin y +A 2 -1

A（ ）］y
（41 321 20）

还原为对x 的积分即得

∫
1 -x寶

2

1 +Ax dx = 1
A 2

1 -x寶
2 +arcsinx + A 2 -1

1 -A寶
2
arcsin x +A

1 +（ ）［ ］Ax

（41 321 21）
由（41 321 16）式知，（41 321 21）式等号右边第一项的定积分为零，第二项的定积分为

1
A 2ωt′

t′+T

t′
= 1

A 2ωT =2π
A 2 （41 321 22）
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这个结果乘上积分号前的常数便得

-A 2（A 2 +4）
8（A 2 -1）4

·2π
A 2 =- π

4
A 2 +4

（A 2 -1）4
（41 321 23）

（41 321 23）式与（41 321 18）式正好抵消，于是最后由（41 321 17 ）式和（41 321 21 ）式得
出：（41 321 13）式的积分为

∫
t′+T

t′

cos2
ωt′dt′

（1 +A sinωt′）5
=- A 2（A 2 +4）

8ω（A 2 -1）4
· 1
A 2 ·

A 2 -1
1 -A寶

2
arcsin sinωt′+A

1 +A sinω（ ）t′
t′+T

t′

= A 2 +4
8ω（1 -A 2）7／2

arcsin sinω（t′+T ）+A
1 +A sinω（t′+T［ ］｛ ）-

arcsin sinωt′+A
1 +A sinω（ ）｝t′

= A 2 +4
8ω（1 -A 2）7／2

·2π = π

4
A 2 +4

ω（1 -A 2）7／2
（41 321 24）

代入（41 321 9）式便得

dP
dΩ=q 2

ω
4a 2sin 2

θ

16π 2
ε0c 3T

·π

4
A 2 +4

ω（1 -A 2）7／2 = q 2
ω

4a 2

128π 2
ε0c 3

4 +ω
2a 2

c 2 cos2（ ）θ sin 2
θ

1 -ω
2a 2

c 2 cos2（ ）θ
7／2 （41 321 25）

　 　（3）对于非相对论情况，ωac 虫 1 ，这时（41 321 25）式化为

dP
dΩ= q 2

ω
4a 2

32π 2
ε0c 3sin

2
θ （41 321 26）

对于相对论情况，ωa
c ≈ 1 ，这时（41 321 25）式化为

dP
dΩ= q 2

ω
4a 2

128π 2
ε0c 3

（4 +cos2
θ）sin 2

θ
sin 7
θ

= q 2
ω

4a 2

128π 2
ε0c 3

4 +cos2
θ

sin 5
θ

（41 321 27）

　 　 41 33 　 带有电荷量q 的粒子t′时刻位于r′处，以速度v 和加速度a 运动，它在

n（单位矢量）方向上单位立体角内向外辐射的功率为

dP（t′）
dΩ = q 2

16π 2
ε0c 3

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

5

试由此导出：这粒子的辐射总功率为

P（t′）= q 2

6πε0c 3

a 2 - v ×a
（ ）c

2

1 -v 2

c（ ）2

3

　 　【解】　 以粒子q 所在处为原点，速度v 的方向为z 轴，并以v 和a 构成的平面
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　 图41 33

为z2x 平面，取坐标如图 41 33 所示，n 与v 之
间的夹角为θ，n 的方位角为�.于是粒子q 的
辐射总功率为

P（t′）=∫
4π

0

dP（t′）
dΩ

dΩ=∫
π

0∫
2π

0

dP（t′）
dΩ

sinθdθd�

= q2

16π 2
ε0c 3 ×

　∫
π

0∫
2π

0

n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

1 -v ·n
（ ）c

5 sinθdθd�

（41 331 1）

　 　 下面的任务就是求（41 331 1 ）式的积分.为

此，将a 分解为平行于v 的a ‖
和垂直于v 的a ⊥

，即

a =a ‖ +a ⊥
（41 331 2）

于是

n × n -v
（ ）c ×［ ］a =n × n -v

（ ）c ×a［ ］‖ +n × n -v
（ ）c ×a［ ］⊥

（41 331 3）
令

A ‖ =n × n -v
（ ）c ×a［ ］‖ =n ×（n ×a ‖

）

= n ·a（ ）‖ n -a ‖ =a ‖ cosθn -a ‖
（41 331 4）

A ⊥ =n × n -v
（ ）c ×a［ ］⊥ = n ·a（ ）⊥ n -v

（ ）c -αa ⊥
（41 331 5）

式中

α=1 -v ·n
c =1 -v

c cosθ （41 331 6）

　 　 将n 分解为平行于v 的n ‖
和垂直于v 的n ⊥

，即

n =n ‖ +n ⊥
（41 331 7）

则由图41 33 可见

n ·a ⊥ = n ‖ +n（ ）⊥ ·a ⊥ =n ⊥·a ⊥ =n ⊥ a ⊥ cos�

=a ⊥ sinθcos� （41 331 8）
所以

A ⊥ =a ⊥ sinθcos� n -v
（ ）c -αa ⊥

（41 331 9）

　 　 于是（41 331 1）式中被积函数的分子为
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n × n -v
（ ）c ×［ ］｛ ｝a

2

= A ‖ +A｛ ｝⊥
2 = A 2

‖ +2A ‖ ·A ⊥ +A 2
⊥

（41 331 10）

由（41 331 4）、（41 331 9）两式得

A 2
‖ = a ‖ cosθn -a［ ］‖

2 =a 2
‖ cos2

θ-2a ‖ cosθn ·a ‖ +a 2
‖

=a 2
‖ cos2

θ-2a 2
‖ cos2

θ+a 2
‖ =a 2

‖ sin 2
θ （41 331 11）

A ‖ ·A ⊥ = a ‖ cosθn -a［ ］‖ · a ⊥ sinθcos� n -v
（ ）c -αa［ ］⊥

=a ‖ a ⊥ sinθcosθcos�n · n -v
（ ）c -a ‖αcosθn ·a ⊥ -

a ⊥ sinθcos�a ‖ · n -v
（ ）c

=a ‖ a ⊥

v
c -cos（ ）θ sinθcos� （41 331 12）

A 2
⊥ = a ⊥ sinθcos� n -v

（ ）c -αa［ ］⊥

2

=a 2
⊥ sin 2

θcos2
� n -v
（ ）c

2

-2αa ⊥ sinθcos� n -v
（ ）c

·a ⊥ +α2a 2
⊥

=a 2
⊥

v 2

c 2 -（ ）1 sin 2
θcos2

�+ 1 -v
c cos（ ）θ［ ］

2

（41 331 13）

　 　 将（41 331 11 ）、（41 331 12 ）、（41 331 13 ）三式代入（41 331 10 ）式，然后再代入
（41 331 1）式求积分，便得

P（t′）= q 2

16π 2
ε0c 3∫

π

0∫
2π

0

A 2
‖ +2A ‖ ·A ⊥ +A 2

⊥

α
5 sinθdθd� （41 331 14）

　 　 这个积分包括下列三项：

I 1 =∫
π

0∫
2π

0

A 2
‖

α
5 sinθdθd�=2πa 2

‖∫
π

0

sin 3
θ

α
5 dθ （41 331 15）

I 2 =∫
π

0∫
2π

0

A ‖ ·A ⊥

α
5 sinθdθd�

=a ‖ a ⊥∫
π

0∫
2π

0

v
c -cos（ ）θ sin 2

θcos�dθd�

α
5

=a ‖ a ⊥∫
π

0

v
c -cos（ ）θ sin 2

θ

1 -v
c cos（ ）θ

5 dθ（sin�）�=2π
�=0 =0 （41 331 16）

I 3 =∫
π

0∫
2π

0

A 2
⊥

α
5 sinθdθd�=a 2

⊥∫
π

0∫
2π

0

v 2

c 2 -（ ）1 sin 2
θcos2

�+α2

α
5 sinθdθd�
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=πa 2
⊥

v 2

c 2 -（ ）1∫
π

0

sin 3
θdθ
α

5 +2πa 2
⊥∫

π

0

sinθdθ
α

3 （41 331 17）

为了计算I 1 和I 3 的值，用α代替θ作变量，由（41 331 6）式有

sinθdθ= c
v dα （41 331 18）

　 　 　 sin 2
θ=1 -cos2

θ=1 -c 2

v 2（1 -α）2 = 1 -c 2

v（ ）2 +2 c 2

v 2α-c 2

v 2α
2
　（41 331 19）

所以

∫
π

0

sin 3
θdθ
α

5 =∫
1 +v

c

1 -v
c

1 -c 2

v 2 +2 c 2

v 2α-c2

v 2α（ ）2
α-5 c

v dα

=-c
v

1 -c 2

v（ ）2
1
4α4 +2 c 2

v 2
1
3α3 -c 2

v 2
1
2α［ ］2

α=1 +v
c

α=1 -v
c

= 4

3 1 -v 2

c（ ）2

3 （41 331 20）

∫
π

0

sinθdθ
α

3 = c
v∫

1 +v
c

1 -v
c

dα
α

3 = c
v - 1

2α［ ］2

α=1 +v
c

α=1 -v
c

= 2

1 -v 2

c（ ）2

2
（41 331 21）

于是得

I 1 =2πa 2
‖ ·

4

3 1 -v 2

c（ ）2

3 =8π
3

a 2
‖

1 -v 2

c（ ）2

3 （41 331 22）

I 3 =πa 2
⊥

v 2

c 2 -（ ）1 · 4

3 1 -v 2

c（ ）2

3 +2πa 2
⊥·

2

1 -v 2

c（ ）2

2

=8π
3

a 2
⊥

1 -v 2

c（ ）2

2
（41 331 23）

　 　 将I 1 、I 2 和I 3 代入（41 331 14）式便得

P（t′）= q 2

16π 2
ε0c 3

8π
3

a 2
‖

1 -v 2

c（ ）2

3 +
a 2

⊥

1 -v 2

c（ ）2

熿

燀

燄

燅

2

= q 2

6πε0c 3

a 2
‖ + 1 -v 2

c（ ）2 a 2
⊥

1 -v 2

c（ ）2

3 （41 331 24）

其中

a 2
‖ + 1 -v 2

c（ ）2 a 2
⊥ =a 2

‖ +a 2
⊥ -

v 2

c 2a 2
⊥ =a 2 - v ×a

（ ）c
2

（41 331 25）
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于是最后便得所求的辐射总功率为

P（t′）= q 2

6πε0c 3

a 2 - v ×a
（ ）c

2

1 -v 2

c（ ）2

3 （41 331 26）

　 　【讨论】　 导出P（t′）表达式（41 331 26）的另一种方法参见51 58 题的（b）.
41 34 　 设辐射源的辐射总功率为 P（单位为瓦），辐射源到辐射场中一点的位

矢为r ，距离为r =｜r｜（单位为米），该点电场强度的方均根值为 E（单位为伏／米）.

试证明：（1）若辐射源是振动的电偶极矩p ，则 E =61 7 寶P sinθ／r ，式中θ是r 与p

的夹角；（2）若辐射源是半波天线，则E =71 0 寶P cos π

2 cos（ ）θ／rsinθ，式中θ是r 与
天线的夹角.
【证】　（1）振动的电偶极矩.根据前面41 6 题的（41 61 14）式，辐射总功率为

P =
ω

4 |p 0|2

12πε0c 3
（41 341 1）

式中ω是振动电偶极矩的角频率，｜p 0｜ 是电偶极矩的振幅.根据（41 61 13 ）式，r 点
辐射场的平均能流密度的大小为

|珔S |=
ω

4 |p 0|2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 （41 341 2）

由于

珔S = 1
2 Re E ×H（ ）

倡 （41 341 3）

所以

|珔S |= 1
2 E 0 H 倡

0 = 1
2 E 0

ε0

μ寶0
E（ ）0

倡

= 1
2ε0c |E 0|2 （41 341 4）

式中E 0 是电场强度的振幅（峰值），它与电场强度的方均根值E 的关系为

E 0 =寶2E （41 341 5）
于是得

|珔S |=ε0cE 2 （41 341 6）
由（41 341 1）、（41 341 2）、（41 341 6）三式得

E = ω
4 |p 0 |2

32π 2
ε

2
0c 4

sin 2
θ

r寶 2 = 12πε0c 3P
32π 2
ε

2
0c寶 4

sinθ
r

= 3
8πε0寶 c 寶P sinθ

r = 3
8π ×81 854 ×10 -12 ×3 ×10寶 8 寶P sinθ

r

=61 70 寶P sinθ
r

（41 341 7）
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　 　（2）半波天线.根据前面41 25 题，辐射总功率为［参见（41 251 12）式］

P =361 54I 2
0 （41 341 8）

式中I 0 是半波天线电流的峰值.r 点辐射场的平均能流密度珔S 的大小为［参见
（41 251 8）式］

|珔S |= I 2
0

8π 2
ε0c

cos2 π

2 cos（ ）θ
r 2sin 2

θ
（41 341 9）

将（41 341 8）式代入（41 341 9）式得

|珔S |= P
361 54 ×8π 2

ε0c

cos2 π

2 cos（ ）θ
r 2sin 2

θ
（41 341 10）

由（41 341 6）、（41 341 10）两式得

E = |珔S |
ε0寶c

= 1
361 54 ×8π 2

ε
2
0c寶

2
寶P

cos π

2 cos（ ）θ
rsinθ

= 10000
寶181 27 ×4π ×81 854 ×3

寶P
cos π

2 cos（ ）θ
rsinθ

=71 0 寶P
cos π

2 cos（ ）θ
rsinθ

（41 341 11）

　 　 41 35 　 带有电荷量q 的粒子t′时刻位于r′处，速度为v =dr′
dt′
，加速度为a =

d 2r′
dt′2 ；在非相对论的情况下（即它的速率v 虫 c），它在t（＞ t′）时刻的r 处所产生的辐

射场其电场强度为

E a = q
4πε0c 2

（r -r′）×［（ r -r′）×a ］
|r -r′|3

试证明，对于离q 较远的地方（即略去 1
｜r -r′｜ 2 项），E a 可写作

E a = q
4πε0c 2

d 2n
dt2

式中，n = r -r′
｜r -r′｜

为从r′到r 方向上的单位矢量.

【证】　 t 与t′的关系为

t =t′+|r -r′|
c

（41 351 1）

dt
dt′=1 + 1

c
d |r -r′|

dt′ =1 + 1
c

-2r ·v +2r′·v
2 |r -r′|
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=1 -v ·n
c

（41 351 2）

v 虫 c ，故略去v
·n
c
项，即

dt
dt′=1 （41 351 3）

由此得

dn
dt =dn

dt′
dt′
dt = dn

dt′= d
dt′

r -r′
|r -r′（ ）|

= 1
|r -r′|2 |r -r′|d（r -r′）

dt′ -（r -r′）d |r -r′|
d［ ］t′

= 1
|r -r′|2

［|r -r′|（-v ）-（r -r′）（-v ·n ）］

=
（v ·n ）n -v

|r -r′|
（41 351 4）

d2n
dt2 =d2n

dt′2 = 1
|r -r′|2 |r -r′|d

dt′
［（ v ·n ）n -v ］-［（ v ·n ）n -v ］d |r -r′|

d｛ ｝t′

= 1
|r -r′|2 |r -r′|（a ·n ）n + v ·dn

d（ ）t′［｛ n +

（v ·n ）dndt′- ］a -［（ v ·n ）n -v ］（-v ·n ｝） （4 .35 .5）

略去 1
｜r -r′｜ 2 项，便得

d 2n
dt2 = 1

|r -r′|
｛（a ·n ）n -a ｝=n ×（n ×a ）

|r -r′|
（41 351 6）

于是得证.
41 36 　 电荷量为q 的粒子沿直线运动，在时间间隔τ内，速度从v 0（接近c）逐

渐地减小为零.假定在这段时间里加速度是常量，试求：（1 ）在这段时间内粒子发
出的辐射功率的角分布；（2）用静止的仪器测出这粒子发出辐射的时间.
【解】　（1）带电粒子做匀减速运动时发出的辐射称为轫致辐射，本题的辐射

便是轫致辐射.因粒子是匀减速运动，故

a =-v 0

τ

v =v 0 -v 0

τ
t′ （41 361 1）

根据计算，轫致辐射功率的角分布为 ①
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d 2W a

dt′dΩ= q 2a 2sin 2
θ

16π 2
ε0c 3 1 -v

c cos（ ）θ
5

（41 361 2）

式中θ是辐射方向n 与粒子速度v 之间的夹角.于是得出，在粒子减速的这段时间
内，辐射的角分布便为

∫
τ

0

q 2v 2
0sin 2
θdt′

16π 2
ε0c 3
τ

2 1 -v
c cos（ ）θ

5 =
q 2v 2

0sin 2
θ

16π 2
ε0c 3
τ

2∫
τ

0

dt′

1 -v
c cos（ ）θ

5 （41 361 3）

其中积分

∫
τ

0

dt′

1 -v
c cos（ ）θ

5 =∫
τ

0

dt′

1 -v 0 -v 0t′／τ
c cos（ ）θ

5

= cτ
4v 0cosθ

1

1 -v 0

c cos（ ）θ
4 -熿

燀

燄

燅

1
（41 361 4）

于是得所求的角分布为

∫
τ

0

q 2v 2
0sin 2
θdt′

16π 2
ε0c 3
τ

2 1 -v
c cos（ ）θ

5 =
q 2v 0sin 2

θ

64π 2
ε0c 2
τcosθ

1

1 -v 0

c cos（ ）θ
4 -熿

燀

燄

燅

1

（41 361 5）
根据题目所给条件，由（41 361 5 ）式可知，辐射能量强烈地集中在粒子前进的方向
上；当v 0 ≈ c 时，θ≈ 0 .因此，观测仪器必须放在粒子前方适当远的地方，在θ≈ 0
处.
（2）因为

矪t
矪t′=1 -v ·n

c =1 -v
c cosθ （41 361 6）

故所求的时间便为

Δt =∫
τ

0
1 -v

c cos（ ）θ dt′=∫
τ

0 1 -
v 0 -v 0

τ
t′

c cosθ dt′

=τ-∫
τ

0

v 0τ-v 0t′
cτ

cosθdt′=τ 1 -v 0

2ccos（ ）θ （41 361 7）

这就是用静止仪器测出的粒子发出辐射脉冲的时间.当θ≈ 0 时，Δt ≈τ 1 -v 0

2（ ）c .

41 37 　 一电荷量为q 的粒子沿z 轴做简谐振动，其坐标为z =acosωt .设它的
速率v 虫 c（真空中光速），试求它的辐射场和平均能流密度以及辐射总功率.
【解法一】　 用振动电偶极矩的推迟势计算.依定义，这个带电粒子对原点的电

偶极矩为
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p =qze z =qa cosωt′e z （41 371 1）
振动电偶极矩产生的辐射场的矢势为［参见前面41 6 题的（41 61 1），（41 61 8）式］

　 　 A（r ，t）= μ
0

4πr
dp（t′）
dt′

=-μ
0qωa
4πr

sinωt′e z =μ
0qωa
4π

sin（kr -ωt ）
r e z 　（41 371 2）

磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）=μ
0qωa
4π

Δ

× sin（kr -ωt ）
r e［ ］z

=μ
0qωa
4πr

Δ

× sin（kr -ωt ）e［ ］z =μ
0qωa
4πr

Δ

sin（kr -ωt［ ］）×ez

=-μ
0qω2a
4πc

cos（kr -ωt ）
r sinθe � （41 371 3）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er =-μ
0qω2a
4π

cos（kr -ωt ）
r sinθe θ （41 371 4）

平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
E ×H dt =μ

0q 2
ω

4a 2

16π 2cT
sin 2
θ

r 2 e r∫
T

0
cos2（kr -ωt ）dt

= q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （41 371 5）

辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ = q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3∫

π

0

sin 2
θ

r 2 ·2πr 2sinθdθ= q 2
ω

4a 2

12πε0c 3
（41 371 6）

　 　【讨论】　（1）如果记得振动电偶极子辐射场的公式

B（r ，t）= μ0

4πcr
d 2p（t′）
dt′2 ×er （41 371 7）

便可将（41 371 1）式直接代入求B ，而不用求A（因本题并不要求A ），再由（41 371 4 ）
式求E ；然后按（41 371 5）式求珔S 即可.
（2）如果将p 化成p =qae -iωt′e z ，然后用复数计算，则较简便.
【解法二】　 用带电粒子加速运动时的辐射公式计算.电荷量为q 的粒子以速

度v 和加速度a 运动时，它的辐射场的电场强度为 ①

E a = q
4πε0c 2

n × n -v
（ ）c ×［ ］a

α
3 |r -r′|

（41 371 8）

式中
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n = r -r′
|r -r′|

（41 371 9）

是q 到场点方向上的单位矢量，α=1 -v ·n
c
；r′、v 和a 都是t′时刻的量.本题v 虫

c ，故α≈ 1 ；由于r′虫 r ，故｜r -r′｜ ≈ r .于是得

E a = q
4πε0c 2

e r ×（e r ×a ）
r = 1

4πε0c 2r
［（ e r·a ）er -a ］ （41 371 10）

今

a =-ω2acosωt′e z =-ω2acos（kr -ωt ）e z （41 371 11）
代入（41 371 10）式便得

E a =-
ω

2qa
4πε0c 2

cos（kr -ωt ）
r sinθe θ （41 371 12）

这便是前面的（41 371 4）式.
磁场强度为

H a = ε0

μ寶0
e r ×E a =-qω2a

4πc
cos（kr -ωt ）

r sinθe � （41 371 13）

　 　 平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
E a ×H adt = ω

4q 2a 2

16π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2
1
T e r∫

T

0
cos2（kr -ωt ）dt

=
ω

4q 2a 2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （41 371 14）

　 图41 38

　 　 辐射总功率的计算同（41 371 6）式.
41 38 　 一电荷量为q 的粒子做匀速圆周运

动，角速度为ω，圆的半径为a ，ωa 虫 c（真空中光
速）.以圆心 O 为原点，圆所在的平面为 x2y 平

面，取坐标系如图41 38 .（1 ）试求q 的这种运动
所产生的辐射场和辐射总功率；（2 ）说明辐射波
的偏振状态.
【解法一】　 用旋转电偶极矩的方法求解.
（1）q 沿圆周运动时，它对圆心 O 的电偶极

矩为

p =qa（cosωt′e x +sinωt′e y ） （41 381 1）
它在r 处的P（r ，θ，�）点产生的推迟势为

A（r ，t）= μ0

4πr
dp（t′）
dt′

=μ
0qωa
4πr
（-sinωt′e x +cosωt′e y ） （41 381 2）

其中
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t′=t -
|r -r′|

c ≈ t -r -er·r′
c =t -r

c +er·r′
c

（41 381 3）

所以

ωt′=ωt -kr +ωc e r·r′ ≈ ωt -kr （41 381 4）

其中ω
c e r ·r′≤ ωac 虫 1 ，故略去.于是得

A（r ，t）=μ
0qωa
4πr

sin（kr -ωt ）e x +cos（kr -ωt ）e［ ］y （41 381 5）

　 　 辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）

=μ
0qωa
4π

Δ

× sin（kr -ωt ）
r e x +cos（kr -ωt ）

r e［ ］y

因B（r ，t）只含1
r
项，故算符

Δ

对1
r
的作用可以略去.于是

B（r ，t）=μ
0qωa
4πr

Δ

sin（kr -ωt ）×e x +

Δ

cos（kr -ωt ）×e［ ］y

=μ
0qωa
4πr

cos（kr -ωt ）ke r ×e x -sin（kr -ωt ）ke r ×e［ ］y

因为

er ×e x =cosθcos�e �+sin�e θ
er ×e y =cosθsin�e �-cos�e ｝θ （41 381 6）

所以

B（r ，t）=μ
0qω2a
4πcr

cos（kr -ωt ）cosθcos�e �+cos（kr -ωt ）sin�e［ θ- 　 　

　 sin（kr -ωt ）cosθsin�e �+sin（kr -ωt ）cos�e ］θ

=μ
0qω2a
4πcr

［sin（kr -ωt +�）eθ+cos（kr -ωt +�）cosθe �］ （41 381 7）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

=μ
0qω2a
4πr

［cos（kr -ωt +�）cosθe θ-sin（kr -ωt +�）e�］（41 381 8）

　 　 辐射的平均能流密度为

珔S =1
T∫

T

0
E ×B
μ0

dt

= q 2
ω

4a 2

16π 2
ε0c 3r 2

e r

T∫
T

0
cos2（kr -ωt +�）cos2

θ+sin 2（kr -ωt +�［ ］）dt
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=q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3

1 +cos2
θ

r 2 e r （41 381 9）

辐射总功率为

　 P =∮Σ

珔S ·dΣ = q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3∫

π

0

（1 +cos2
θ）

r 2 ·2πr 2sinθdθ=q 2
ω

4a 2

6πε0c 3
（41 381 10）

　 　（2）辐射波的偏振状态.由（41 381 8）式可见，当cosθ＞ 0（即θ在0 到 π／2 的范

　 图41 38（1）

围内）时，E 在e � 方向上的振动比在e θ 方向上的振动
落后π／2 ，所以E 从e θ 方向转向e � 方向，即为左旋椭
圆偏振波；椭圆的长轴沿e� 方向，短轴与长轴之比为

cosθ.在θ=0 方向（即轴线方向）为左旋圆偏振波；而
在θ=π／2 方向（即轨道平面内）则为线偏振波，E 在
轨道平面内振动.当cosθ＜ 0（即θ在π／2 到 π 的范围

内），E 在e� 方向上的振动比在eθ 方向上的振动超前

π／2，所以E 从e� 方向转向eθ 方向，即为右旋椭圆偏振
波；椭圆的长轴沿e� 方向，短轴与长轴之比为｜cosθ｜ .
在θ=π 方向为右旋圆偏振波；在θ=π／2 方向则为线
偏振波.

因为在θ＜ π／2 处的观察者，看到电荷q 是左旋圆周运动，他观察到的辐射波
是左旋椭圆偏振的；在π／2 ＜θ≤ π 处的观察者，看到电荷q 是右旋圆周运动，他观
察到的辐射波是右旋椭圆偏振的.所以，对任何地方的观察者来说，他所观察到的
辐射波E 矢量的旋转方向，都与电荷的旋转方向相同.
【解法二】　 用带电粒子加速运动时的辐射场公式计算.
（1）电荷量为q 的粒子以速度v 和加速度a 运动时，它的辐射场的电场强度

为①

E a（r ，t）= q
4πε0c 2

n × n -v
（ ）c ×［ ］a

α
3 |r -r′|

（41 381 11）

式中

n = r -r′
|r -r′|

（41 381 12）

是q 到场点方向上的单位矢量，α=1 -v ·n
c
；r′、v 和a 分别是t′时刻q 的位矢、速

度和加速度.对于辐射场来说，r 冲 r′=a ，故｜r -r′｜ ≈ r ，n ≈ e r；本题v =ωa 虫 c ，故

α≈ 1 .于是得
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E a（r ，t）= q
4πε0c 2

e r ×（e r ×a ）
r

（41 381 13）

其中

a =-ω2r′=-ω2a（cosωt′e x +sinωt′e y ） （41 381 14）

er ×a =-ω2a（cos ωt′e r ×e x +sinωt′e r ×e y ）

=-ω2a cosωt′（cosθcos�e �+sin�e θ）+sinωt′（cosθsin�e �-cos�e θ［ ］）

（41 381 15）

er ×（er ×a）=-ω2a cosωt′（-cosθcos�eθ+sin�e �）+sinωt′（-cosθsin�eθ-cos�e�［ ］）

=ω2a cos（ωt′-�）cosθe θ+sin（ωt′-�）e［ ］� （41 381 16）

ωt′=ωt -|r -r′|
（ ）c ≈ ωt -r

（ ）c =ωt -kr （41 381 17）

er ×（er ×a）=ω2a cos（kr -ωt +�）cosθeθ-sin（kr -ωt +�）e［ ］� （4138118）

代入（41 381 13）式便得辐射场的电场强度为

E a（r ，t）= qω2a
4πε0c 2r

cos（kr -ωt +�）cosθe θ-sin（kr -ωt +�）e［ ］�

（41 381 19）

这正是前面的（41 381 8）式.磁场强度为

　 　 　 H a（r ，t）= ε0

μ寶0
e r ×E a（r ，t）

=qω2a
4πcr

sin（kr -ωt +�）eθ+cos（kr -ωt +�）cosθe［ ］θ （4138120）

　 　 辐射的平均能流密度为

珔S =1
T∫

T

0
E a ×H adt

= q 2
ω

4a 2

16π 2
ε0c 3

e r

r 2T∫
T

0
sin 2（kr -ωt +�）+cos2（kr -ωt +�）cos2
［ ］θ dt

= q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3

1 +cos2
θ

r 2 e r （41 381 21）

辐射总功率的计算同前面的（41 381 10）式.或者，也可按加速运动粒子的辐射总功
率的公式①

P = q 2

6πε0c 3

a 2 - v ×a
（ ）c

2

1 -v 2

c（ ）2

3
（41 381 22）
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计算如下：因v 虫 c ，故上式分子和分母中的v
2

c 2 项皆可略去，即

P = q 2a 2

6πε0c 3
（41 381 23）

由（41 381 14）式得a 2 =ω4a 2 ，代入上式便得

P =q 2
ω

4a 2

6πε0c 3
（41 381 24）

　 图41 39

　 　 41 39 　 电荷量都是q 的两个点电荷，
相距为2a ，都环绕它们之间联线的中垂线
做匀速圆周运动（图41 39），角速度都是ω，
且ωa 虫 c（真空中光速）.（1）试计算这个系
统对原点 O 的电偶极矩和电四极矩以及
磁矩；（2）试求这个系统在r 冲 a 处的辐射
场和辐射总功率；（3）如果拿走其中一个电
荷，辐射将有何变化？

【解】　（1）以两电荷之间联线的中心

O 为原点，它们的转轴为 z 轴，它们所在

的平面为x2y 平面，取坐标系如图41 39 .根据定义，这个系统对原点 O 的电偶极

矩为

p = ∑
2

n =1
q nr n =qr +q（-r ）=0 （41 391 1）

　 　 这个系统对原点O 的电四极矩的分量为

Q 11 = ∑
2

n =1
3x 2

n -r 2
（ ）n q n =2q 3a 2cos2

ωt′-a（ ）
2

=2qa 2（3cos2
ωt′-1）=qa 2（1 +3cos2ωt′） （41 391 2）

Q 22 = ∑
2

n =1
3y 2

n -r 2
（ ）n q n =2q 3a 2sin 2

ωt′-a（ ）
2

=2qa 2（3sin 2
ωt′-1）=qa 2（1 -3cos2ωt′） （41 391 3）

Q 33 = ∑
2

n =1
3z 2

n -r 2
（ ）n q n =-2qa 2 （41 391 4）

Q 12 =Q 21 = ∑
2

n =1
3x ny nq n =6qa 2sinωt′cosωt′

=3qa 2sin2ωt′ （41 391 5）

Q 13 =Q 31 =Q 23 =Q 32 =0 （41 391 6）

　 　 于是所求的电四极矩为
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Q =qa 2

1 +3cos2ωt′ 3sin2ωt′ 0
3sin2ωt′ 1 -3cos2ωt′ 0

0 0 -

烄

烆

烌

烎2

=qa 2 （1 +3cos2ωt′）e xe x +3sin2ωt′（e xe y +e ye x［ ）+
（1 -3cos2ωt′）e ye y -2e ze ］z （41 391 7）

　 　 这个系统的磁矩为

m =IS =
2q
T
·πa 2e z =qa 2

ω （41 391 8）

由于q 、a 和ω 都不变，故 m 是常量.
（2）因系统的电偶极矩为零，故电偶极辐射场为零，即无电偶极辐射.又因系

统的磁矩 m 不随时间变化，故磁偶极辐射场为零，即亦无磁偶极辐射.所以这个系
统的辐射是电四极辐射.下面我们就由电四极矩所产生的推迟势求辐射场.电四极
矩所产生的推迟势为

A（r ，t）= μ0

24πcr
e r·

d 2Q（t′）
dt′2

=μ
0qa 2（2ω）2

24πcr
e r· -3cos2ωt′e xe x -3sin2ωt′（e xe y +e ye x ）+3cos2ωt′e ye｛ ｝y

=μ
0qω2a 2

2πcr
- cos2ωt′sinθcos�+sin2ωt′sinθsin［ ］�e｛ x -

［sin2ωt′sinθcos�-cos2ωt′sinθsin�］e ｝y

=-μ
0qω2a 2sinθ

2πcr
cos（2ωt′-�）e x +sin（2ωt′-�）e｛ ｝y （41 391 9）

式中

ωt′=ωt -|r -r′|
（ ）c ≈ ωt -r -er ·r′（ ）c

（41 391 10）

r′=a 虫 r

ωt′≈ ωt -r
（ ）c =-（kr -ωt ） （41 391 11）

代入（41 391 9）式便得

A（r，t）=-μ
0qω2a 2sinθ
2πcr

cos（2kr -2ωt +�）e x -sin（2kr -2ωt +�）e｛ ｝y 　 （41 391 12）

　 　 辐射场的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t） （41 391 13）

由于算符

Δ

作用于1
r
和sinθ都产生1

r 2 项，而B 仅含1
r
项，因此可略去

Δ

对1
r
和sinθ

的作用.于是便得
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B（r，t）=-μ
0qω2a 2sinθ
2πcr

Δ

cos（2kr -2ωt +�［ ］）×ex -

Δ

sin（2kr -2ωt +�［ ］）×e｛ ｝y

=μ
0qω3a 2sinθ

πc 2r
sin（2kr -2ωt +�）er ×e x +cos（2kr -2ωt +�）er ×e｛ ｝y

=μ
0qω3a 2sinθ

πc 2r
sin（2kr -2ωt +�）（cosθcos�e �+sin�e θ｛ ）+

cos（2kr -2ωt +�）（cosθsin�e �-cos�e θ ｝）

=μ
0qω3a 2sinθ

πc2r
-cos2（kr -ωt +�）eθ+sin2（kr -ωt +�）cosθe｛ ｝� （41 391 14）

电场强度为

E（r ，t）=cB（r ，t）×er

=μ
0qω3a 2sinθ

πcr
sin2（kr -ωt +�）cosθeθ+cos2（kr -ωt +�）e｛ ｝� 　（41 391 15）

　 　 辐射的能流密度为

S =E ×H

=μ
0q 2
ω

6a 4sin 2
θ

π
2c 3r 2 sin 22（kr -ωt +�）cos2

θ+cos22（kr -ωt +�［ ］）e r 　（41 391 16）

　 　 平均能流密度为

珔S = 1
T∫

T

0
S dt = q 2

ω
6a 4

2π 2
ε0c 5

（1 +cos2
θ）sin 2

θ
r 2 e r （41 391 17）

辐射总功率为

P =∮Σ

珔S ·dΣ =q 2
ω

6a 4

2π 2
ε0c 5∫

π

0

（1 +cos2
θ）sin 2

θ
r 2 ·2πr 2sinθdθ=

8q 2
ω

6a 4

5πε0c 5
（41 391 18）

　 　（3）如果拿走其中一个电荷，则变为前面的41 38 题，这时的辐射主要就是电
偶极辐射（电四极辐射和磁偶极辐射因ωc 虫 a 而比电偶极辐射小得多，可以略去）.
辐射的变化有两方面，一方面是辐射总功率的变化.41 38 题的辐射总功率为

P 1 =q 2
ω

4a 2

6πε0c 3
（41 391 19）

与（41 391 18）式比较得

P 1

P = 5
48

c
ω（ ）a

2

（41 391 20）

　 　ωa 虫 c ，故P 1 冲 P .即拿走其中一个电荷后，辐射总功率大为增强.另一方面是
辐射方向性的变化.本题平均辐射功率的角分布为

dP
dΩ =珔S ·e rr 2 = q 2

ω
6a 4

2π 2
ε0c 5
（1 +cos2

θ）sin 2
θ （41 391 21）

拿走一个电荷后，便成为前面41 38 题，其平均辐射功率的角分布由（41 381 9）式为
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dP 1

dΩ =珔S 1 ·err 2 = q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3
（1 +cos2

θ） （41 391 22）

两相比较，拿走一个电荷后，平均辐射功率的角分布便少了一个因子 sin2
θ.由

（4139121）式可见，在θ=π

2
方向上辐射很强，而在θ=0 方向上辐射为零；拿走一个电

荷后，变成（4139122）式，结果在θ=π

2
方向上辐射最弱，而在θ=0 方向上辐射最强.

41 40 　 两个带电粒子的质量和电荷量分别为m 1 、q 1 和m 2 、q 2 ，由于q 1 和q 2 异

号，它们之间的库仑力是吸引力；在这个力的作用下，它们作互相环绕的运动，运动

速度都远小于真空中的光速.设某一时刻，在质心坐标系里，它们的轨道都可当作
是圆.试求这时这个系统的电偶极矩和辐射总功率.

　 图41 40

【解】　 设C 为m 1 和 m 2 的质心，r 为自m 1 到 m 2 的位

置矢量，l1 和l 2 分别为C 到m 1 和 m 2 的距离，如图41 40 所
示，则有

l 1 +l2 =r （41 401 1）

m 1l 1 =m 2l 2 （41 401 2）
解得

l 1 = m 2

m 1 +m 2
r ，　 l 2 = m 1

m 1 +m 2
r （41 401 3）

　 　 依定义，这个系统对质心C 的电偶极矩为

　 p =q 1l1 +q 2l2 =q 1
m 2

m 1 +m 2
（-r ）+q 2

m 1

m 1 +m 2
r = m 1q 2 -m 2q 1

m 1 +m 2
r 　（41 401 4）

　 　 对于质心系来说，这个电偶极矩是一个旋转的电偶极矩，旋转的角速度ω可

算出如下：

m 1
v 2

1

l 1
=

q 1q 2

4πε0r 2
（41 401 5）

ω
2 =

v 1

l（ ）1

2

=
q 1q 2

4πε0 m 1l 1r 2 =
q 1q 2（m 1 +m 2）

4πε0 m 1 m 2r 3
（41 401 6）

　 　 因此，这个系统的辐射便是一个旋转电偶极矩的辐射.根据前面 41 9 题的
（41 91 11）式，旋转电偶极矩的辐射总功率为

P = p 2
ω

4

6πε0c 3
（41 401 7）

将（41 401 4）和（41 401 6）两式代入上式便得

P = 1
6πε0c 3

m 1q 2 -m 2q 1

m 1 +m 2（ ）r
2 q 1q 2（m 1 +m 2）

4πε0 m 1 m 2r［ ］3

2

=
q 2

1q 2
2

96π 3
ε

3
0c 3r 4

q 2

m 2
-

q 1

m（ ）1

2

（41 401 8）
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第五章　 狭义相对论

51 1 　 当Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v =（v ，0 ，0）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运动时，
它们之间的变换关系称为特殊洛伦兹变换，即

x′=γ（x -vt ），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γt -v
c 2（ ）x

式中γ=1／ 1 -v 2

c寶 2 .当Σ′（x′，y′，z′）以匀速v =（v x ，v y ，v z）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）

运动时，它们之间的变换关系称为普遍洛伦兹变换.试由特殊洛伦兹变换导出普遍
洛伦兹变换.

　 图51 1

【解】　 由特殊洛伦兹变换得出：从

Σ（x ，y ，z ）系到Σ′（x′，y′，z′）系的变换
中，垂直于v 的方向上长度不变，而平行
于v 的方向上，长度的变换要乘上因子

γ；时间的变换则为t′=γ t -v ·r
c（ ）2 .因

此，需要把垂直于v 和平行于v 的关系分
开考虑.为此，把任意一点 P（图 51 1 ）的
位矢r 和r′都分解成平行于v 和垂直于v
的分量

r =r ‖ +r ⊥
，　 　 r′=r′‖ +r′⊥

（51 11 1）
以e v 表示v 方向上的单位矢量，则

r ‖ =（r ·e v ）e v = r ·v
（ ）v

v
v =v ·r

v 2 v （51 11 2）

　 　 根据上面的结论，便得

r′‖ =γ（r ‖ -vt ） （51 11 3）

r′⊥ =r ⊥
（51 11 4）

t′=γt -v ·r
c（ ）2 （51 11 5）

由（51 11 3）和（51 11 4）两式得

r′=r′‖ +r′⊥ =γ（r ‖ -vt ）+r ⊥ =r +（γ-1）r ‖ -γv t



=r +（γ-1）v ·r
v 2 v -γv t （51 11 6）

（51 11 6）式和（51 11 5）式是矢量形式的变换关系，它们的分量式为

x′= 1 +（γ-1）v
2
x

v［ ］2 x +（γ-1）
v xv y

v 2 y +（γ-1）v xv z

v 2 z -γv xt 　（51 11 7）

y′=（γ-1）
v yv x

v 2 x + 1 +（γ-1）
v 2

y

v［ ］2 y +（γ-1）v yv z

v 2 z -γv yt （51 11 8）

z′=（γ-1）v zv x

v 2 x +（γ-1）
v zv y

v 2 y + 1 +（γ-1）v
2
z

v［ ］2 z -γv zt （51 11 9）

t′=-γv x

c 2 x -γ
v y

c 2 y -γv z

c 2z +γt （51 11 10）

这便是所要求的普遍洛伦兹变换.
【讨论】　（1）普遍洛伦兹变换的逆变换为

r =r′+（γ-1）v ·r′
v 2 v +γvt′ （51 11 11）

t =γt′+v ·r′
c（ ）2 （51 11 12）

这可以由解（51 11 7）至（51 11 10）式得出.最简单的办法是把（51 11 7 ）至（51 11 10 ）式
中的x ，y ，z ，t 分别与x′，y′，z′，t′互换，同时把v 换成-v 即得.
（2）若令普遍洛伦兹变换中的v x =v ，v y =v z =0 ，便得出特殊洛伦兹变换.正

应如此.

51 2 　 试证明：沿同一方向的两个相继的洛伦兹变换（速度分别为v 1 和v 2 ）等

于一个速度为v =（v 1 +v 2 ）／ 1 +v 1v 2

c（ ）2 的洛伦兹变换.这是推导爱因斯坦速度叠

加定理的一种方法.
【证】　 设Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v 1 =（v 1 ，0，0 ）相对于Σ（x ，y ，z ）系运动，

Σ″（x″，y″，z″）系以匀速v 2 =（v 2 ，0 ，0 ）相对于Σ′（x′，y′，z′）系运动，则从Σ系到Σ′
系的洛伦兹变换为

x′=γ1（x -v 1t），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γ1 t -v 1

c 2（ ）x （51 21 1）

从Σ′系到Σ″系的洛伦兹变换为

x″=γ2（x′-v 2t′），　 y″=y′，　 z″=z′，　 t′=γ2 t′-v 2

c 2（ ）x′ （51 21 2）

式中

γ1 = 1
1 -v 2

1／c寶
2
，　 　γ2 = 1

1 -v 2
2／c寶

2
（51 21 3）
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于是两个相继的洛伦兹变换为

x″=γ2（x′-v 2t′）=γ2 γ1（x -v 1t）-v 2γ1 t -v 1

c 2（ ）［ ］x

=γ2γ1 1 +v 1v 2

c（ ）2 x -（v 1 +v 2）［ ］t

=γ2γ1 1 +v 1v 2

c（ ）2
x - v 1 +v 2

1 +v 1v 2

c 2

烄

烆

烌

烎

t
（51 21 4）

y″=y′=y ，　 　 z″=z′=z （51 21 5）

t″=γ2 t′-v 2

c 2（ ）x′ =γ2 γ1 t -v 1

c 2（ ）x -v 2

c 2γ1（x -v 1t［ ］）

=γ2γ1 1 +v 1v 2

c（ ）2 t -v 1 +v 2

c 2［ ］x

=γ2γ1 1 +v 1v 2

c（ ）2 t - v 1 +v 2

1 +v 1v 2

c（ ）2 c 2

熿

燀

燄

燅

x
（51 21 6）

因为

1
γ2γ1

= 1 -v 2
1

c（ ）2 1 -v 2
2

c（ ）寶 2 = 1 -v 2
1

c 2 -v 2
2

c 2 +v 2
1v 2

2

c寶 4

= 1 +2 v 1v 2

c 2 +v 2
1v 2

2

c 4 -v 2
1

c 2 -v 2
2

c 2 -2 v 1v 2

c寶 2

= 1 +v 1v 2

c（ ）2

2

- 1
c 2（v 1 +v 2）寶

2

= 1 +v 1v 2

c（ ）2 1 - v 1 +v 2

1 +v 1v 2

c 2

2

1
c

寶
2 （51 21 7）

故（51 21 4）、（51 21 6）两式中的因子为

γ2γ1 1 +v 1v 2

c（ ）2 = 1

1 - v 1 +v 2

1 +v 1v 2

c 2

2

1
c

寶
2

（51 21 8）

令

v = v 1 +v 2

1 +v 1v 2

c 2

（51 21 9）

则（51 21 4）、（51 21 5）、（51 21 6）三式便化为

x″=γ（x -vt ），　 y″=y ，　 z″=z ，　 t″=γt -v
c 2（ ）x （51 21 10）
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式中

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（51 21 11）

这就是从Σ系到Σ″系的一个洛伦兹变换.（51 21 9）式便是爱因斯坦速度叠加定理.
51 3 　 有两个惯性系Σ（x ，y ，z ）和Σ′（x′，y′，z′），它们的x 轴与x′轴重合，y

轴与y′轴平行，z 轴与z′轴平行；Σ′系以匀速v =（v ，0 ，0）相对于Σ系运动，在t =
0 ，t′=0 时刻，这两系的原点O 和O′重合.（1 ）试证明：Σ系中一个半径为R 的球
面x 2 +y 2 +z 2 =R 2 ，在Σ′系观测，是一个椭球面；（2）在t =0 时刻，从原点O 发出

的光，在Σ系的t 时刻观测，这光的波前是球面x 2 +y 2 +z 2 =c 2t2 .试证明，在Σ′系
观测，这光的波前也是球面；（3）在Σ系观测，两个都是球面；而在Σ′系观测，则一
个是椭球面，一个是球面.你认为这是否有矛盾？
【解】　（1）由洛伦兹变换得

x 2 +y 2 +z 2 =γ2（x′+vt′）2 +y′2 +z′2 =R 2

（x′+vt′）2

1 -v 2

c 2

+y′2 +z′2 =R 2 （51 31 1）

在Σ′系观测，这是一个以速度v 沿x′轴的逆方向运动的扁椭球，它的半轴在y′和

z′方向都是R ，而在x′方向则是R 1 -v 2

c寶 2 ＜ R .

（2）在Σ系中，光的波前为球面x 2 +y 2 +z 2 =c 2t2 .由洛伦兹变换得，在Σ′系
中为

γ
2（x′+vt′）2 +y′2 +z′2 =c 2

γ
2 t′+v

c 2（ ）x′
2

γ
2（x′2 +2vx′t′+v 2t′2 ）+y′2 +z′2 =γ2 c 2t′2 +2vt′x′+v 2

c 2 x′（ ）2

γ
2 1 -v 2

c（ ）2 x′2 +y′2 +z′2 =γ2（c 2 -v 2）t′2 =γ2 1 -v 2

c（ ）2 c 2t′2

所以

x′2 +y′2 +z′2 =c 2t′2 （51 31 2）
即在Σ′系中观测，光的波前也是球面.
（3）没有矛盾.根据洛伦兹变换，对于同一个空间曲面，如果在Σ系观测是球

面，则在Σ′系观测必定是扁椭球面；反过来，如果在Σ′系观测是球面，则在Σ系观
测也必定是扁椭球面.

至于同一时刻从一点向各个方向发出的光，其波前在Σ系和Σ′系观测都是球
面，那是因为，他们所观测到的，并不是同一个球面.在Σ系观测，同一时刻t，光所
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到达的各点是一个球面S ；由于t =γt′+v
c 2（ ）x′ ，在Σ′系观测，光并不是同一时刻

到达S 上各点的，所以S 并不是在Σ′系观测到的波前.在Σ′系观测到的波前，是
同一时刻t′光所到达的各点所构成的空间曲面S′.在Σ′系观测，S′是球面；而在Σ
系观测，光并不是同一时刻到达S′上各点的，所以S′也不是在Σ系观测到的波前.

51 4 　 当火车行驶时，站台上的观测者测出，火车的长度比静止时短了，这就叫

做长度收缩.试分析火车上的观测者如何看待这个问题.

　 图51 4

【解】　 先说明长度收缩.火车以速度

v 行驶时，站台上的观测者是这样测量火
车长度的（参看图 51 4 ）：在站台上的同一
时刻，划下火车前端 A 在站台上的位置x 2

和后端 B 在站台上的位置x 1 ，然后测量x 1

和x 2 间的距离，就是他们测得的运动的火车的长度L ，即

L =x 2 -x 1 （51 41 1）
由洛伦兹变换

x′=γ（x -vt ） （51 41 2）
得

x′2-x′1 =γ（x 2 -x 1）-v（t2 -t1［ ］） （51 41 3）

因为x 2 和x 1 是在站台上同一时刻测量的，即

t 2 =t1 （51 41 4）
故得

x′2-x′1 =γ（x 2 -x 1 ）=γL （51 41 5）

式中x′2 -x′1 是火车上的观测者测出的火车前端 A 和后端 B 间的距离，它就是火车

静止时的长度L 0 ，即

x′2-x′1 =L 0 （51 41 6）
于是得

L =L 0／γ= 1 -v 2

c寶 2 L 0 ＜ L 0 （51 41 7）

这就是长度收缩.
再分析火车上的观测者如何看待这个问题.在火车上的观测者看来，站台上的

观测者并不是同时在站台上划下火车前端 A 和后端 B 的位置的.火车上的观测者
观测到：站台上的观测者在t′2 时刻划下车前端 A 的位置x 2 ，在t′1 时刻划下车后
端 B 的位置x 1 ，由洛伦兹变换

t′=γt -v
c 2（ ）x （51 41 8）
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有

t′2-t′1 =γ（t2 -t1）-v
c 2（x 2 -x 1［ ］） （51 41 9）

因t2 =t1 ，x 2 -x 1 =L ，故得

t′2-t′1 =-γv
c 2 L =-v

c 2 L 0 ＜ 0 （51 41 10）

这个结果表明：在火车上的观测者看来，站台上的观测者是先（t′2 时刻）划下火车前
端 A 的位置x 2 ，后（t′1 时刻）划下火车后端 B 的位置x 1 的，如图51 4（1）所示.所以
火车上的观测者认为，站台上的观测者少测了一段长度，这段长度由（51 41 10）式为

ΔL =v t′1-t′（ ）2 =v 2

c 2 L 0 （51 41 11）

图51 4（1）　 火车上的观测者所观测到的

因此，火车上的观测者认为，站台上的观测者测出的不是火车的长度，而是某一长

度

L 倡 =L 0 -ΔL = 1 -v 2

c（ ）2 L 0 ＜ L 0 （51 41 12）

　 　 火车上的观测者还观测到，站台上平行于火车进行方向的尺缩短了，缩短的因

子为 1 -v 2／c寶
2 .于是火车上的观测者推知，站台上的观测者所测出的火车长度为

L 倡／ 1 -v 2

c寶 2 = 1 -v 2

c寶 2 L 0 （51 41 13）

这正是站台上的观测者测得的结果.
51 5 　 设两事件之间的空间距离为 Δl，时间差为 Δt .试证明：（1）Δt 在 Δl =0

的惯性系中为最短；（2）Δl 在 Δt =0 的惯性系中为最短.
【证】　（1）设在惯性系Σ中，这两事件之间的空间距离为 Δl，时间差为 Δt；在

惯性系Σ′中，这两事件的空间距离为 Δl′，时间差为 Δt′，则由间隔不变性得

c 2（Δt）2 -（Δl）2 =c 2（Δt′）2 -（Δl′）2

　 　 在 Δl =0 的惯性系中，有

Δt = （Δt′）2 -
（Δl′）2

c寶 2 ＜ Δt′

　 　 所以 Δt 在 Δl =0 的惯性系中为最短.
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（2）在 Δt =0 的惯性系中，有

Δl = （Δl′）2 -c 2（Δt′）寶
2
＜ Δl′

　 　 所以 Δl 在 Δt =0 的惯性系中为最短.

　 图51 6

51 6 　 静止时长度为l 0 的车厢，以匀

速v 相对于地面运动，车厢内一个小球从
车厢的后壁出发，以匀速u 0 相对于车厢

向前运动，如图51 6 所示.小球的直径比

l 0 小很多，可略去不计.试求地面观察者
观测到小球从后壁到前壁所需的时间.
【解】　（1）错误的解法.下面的解法是错误的，请你看看，错在哪里？
以地面为 Σ 系，车厢为 Σ′系，则在 Σ′系中有：车厢的长度为l 0 ，小球的速度为

u 0 ，故小球从后壁到前壁所需的时间为

Δt′=l0

u 0
（51 61 1）

　 　 在Σ系中有：车厢的长度为

l =l0 1 -v 2

c寶 2 （51 61 2）

小球的速度为

u = u 0 +v

1 +u 0v
c 2

（51 61 3）

故小球从后壁到前壁所需的时间为

Δt = l
u =l0 1 -v 2

c寶 2

1 +u 0v
c 2

u 0 +v
（51 61 4）

这个结果是错误的.
（2）正确的解法一.
上面解法的错误在于没有考虑车厢在运动.在Σ系观测，小球以速度u 往前运

动，车厢以速度v 往前运动，所以小球从车厢后壁到前壁所经过的距离就不是车厢
的长度l，而是l +v Δt .由此得

Δt =l +v Δt
u

（51 61 5）

所以

Δt = l
u -v =

l0 1 -v 2

c寶 2

u 0 +v

1 +u 0v
c 2

-v
=
l0 1 +u 0v

c（ ）2

u 0 1 -v 2

c寶 2

（51 61 6）
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　 　（3）正确的解法二.
用洛伦兹变换求解.因为

Δt = 1

1 -v 2

c寶 2

Δt′+v
c 2 Δ（ ）x′ （51 61 7）

其中 Δx′=l0 ，Δt′=l0

u 0
，故

Δt = 1

1 -v 2

c寶 2

l 0

u 0
+v
c 2l（ ）0 =

l0 1 +u 0v
c（ ）2

u 0 1 -v 2

c寶 2

（51 61 8）

　 　（4）正确的解法三.
用间隔不变求解.在Σ′系中，车厢长为l 0 ，小球速度为u 0 ，小球从后壁到前壁

所需的时间为 Δt′=l0／u 0 .所以间隔为

（Δs′）2 =c 2（Δt′）2 -（Δx′）2 =c 2 l 0

u（ ）0

2

-l 2
0 =l2

0
c 2 -u 2

0

u 2
0

（51 61 9）

在Σ系中，小球速度为

u = u 0 +v

1 +u 0v
c 2

（51 61 10）

小球从后壁到前壁所需的时间为 Δt，小球运动的距离为

Δx =u Δt =
（u 0 +v ）Δt

1 +u 0v
c 2

（51 61 11）

于是间隔为

（Δs）2 =c 2（Δt）2 -（Δx ）2 =c 2（Δt）2 -
u 0 +v

1 +u 0v
c 2

2（Δt）2 （51 61 12）

因间隔是不变量，即（Δs′）2 =（Δs）2 .故得

l2
0
c 2 -u 2

0

u 2
0

=c 2（Δt）2 -
u 0 +v

1 +u 0v
c 2

2

（Δt）2

=c 2（Δt）2 1 -c 2 u 0 +v
c 2 +u 0（ ）v［ ］

2

=c 2（Δt）2 c 2 -u（ ）
2
0 c 2 -v（ ）

2

c 2 +u 0（ ）v 2

Δt =l0

u 0

1 +u 0v
c 2

1 -v 2

c寶 2

（51 61 13）
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　 　 51 7 　 一直山洞长 1k m 整，一列火车静止时，长也是 1k m .当这列火车以

01 600c 的速度行驶时，穿过该山洞.A 是站在地面上的观测者，B 是坐在火车上的
观测者.（1）从车前端进洞到车尾端出洞，A 观测到的时间是多长？B 观测到的时
间是多长？（2）整个列车全在洞内的时间是多长？
【解】　（1）对地面参考系（A ）来说，火车长为

l =l0 1 -v 2

c寶 2 =11 000 × 1 -01 600寶
2 =01 800（k m ）

火车前端在甲处进洞，火车前端在乙处时车尾端出洞（图51 7），故所需时间为

Δt = l0 +l
01 600c =

（11 000 +01 800）×10 3

01 600 ×3 ×10 8 =11 00 ×10 -5（s）

图51 7

对火车参考系（B ）来说，火车长为l0 ，山洞长为l，从火车前端进洞到火车尾端
出洞，所需时间为

Δt′= l0 +l
01 600c =11 00 ×10 -5（s）

　 　（2）对地面参考系（A ）来说，整个列车全在洞内的时间，即从车尾端进洞到车
前端出洞的一段时间，这段时间为

δt = l0 -l
01 600c =

（11 000 -01 800）×10 3

01 600 ×3 ×10 8 =11 11 ×10 -6（s）

　 　 对火车参考系（B ）来说，列车比山洞长，因此列车不可能全在山洞内.

　 图51 8

51 8 　 一列火车在静止时与站台长度

相等，都是l 0 =81 64 ×10 8k m .在火车前端

B′和尾端 A′以及站台起点 A 和终点 B（图

51 8），各装有一个钟；这四个钟结构完全相
同，静止时走的快慢也都相同.当火车以v =21 40 ×10 5k m／s 的速度进站，车前端

B′与站台起点 A 对齐时，车前端的钟 B′和站台起点的钟 A 都指着十二点整.问这
时车尾端的钟 A′和站台终点的钟 B 各指着什么时刻？
【解】　 对这个问题，直觉往往使人作出下列回答：“车前端 B′与站台起点 A

对齐时，站台起点的钟指着十二点整，表明站台上的时间是十二点整，所以站台

终点的钟必定指着十二点整（因为 B 与 A 同步）；又这时车前端的钟 B′指着十二
点整，表明火车上的时间也是十二点整，所以车尾端的钟 A′也必定指着十二点
整（因为 A′与 B′同步）.因此，这时 A′和 B 都指着十二点整.”这个回答是错误

·554·第五章　 狭义相对论



的.其错误在于忘记了两个做相对运动的坐标系没有公共的同时性.所以问题中
的“这时”，必须指明是哪个坐标系的时间，才有意义.固然，火车上和站台上的观
测者都承认，车前端 B′与站台起点 A 对齐时是十二点整；但是，站台上的人观测
到，当 B′与 A 对齐时，站台上的时间是十二点整，A 、B′和 B 三个钟都指着十二
点整，可车尾的钟 A′这时却不是指着十二点整，而是指着某个时刻t′A′.根据洛
伦兹变换，t′A′为

t′A′=t′B′+ 1
1 -v 2／c寶

2
t A′ -t B′ -v

c 2（x A′ -x B′［ ］） （51 81 1）

式中t′B′=t A′=t B′=12 时， 1 -v 2

c寶 2 = 1 - 21 40 ×10 5

3 ×10（ ）5寶
2

=01 6 ，x A′-x B′=-l =

-l0 1 -v 2

c寶 2 =-01 6l 0 =-01 6 ×81 64 ×10 8k m .代入数值便得

t′A′=12 时+ 1
01 6

-21 40 ×10 5

（3 ×10 5 ）2 ×（-01 6 ×81 64 ×10 8

［ ］）秒
=12 时+2304 秒 =12 时+381 4 分 =12 时381 4 分 （51 81 2）

　 　 这个结果，也可由上面（51 81 1）式的逆变换得出.逆变换为

t A′ -t B′ = 1

1 -v 2

c寶 2

t′A′-t′B′+v
c 2 x′A′-x′B（ ）［ ］′ （5 .8 .3）

因t A′=t B′=12 时，故由上式得

t′A′=t′B′-v
c 2 x′A′-x′B（ ）′ =t′B′-v

c 2（-l0）

=t′B′+v
c 2l 0 =12 时+21 40 ×10 5

（3 ×10 5）2 ×81 64 ×10 8

=12 时+2304 秒 =12 时381 4 分 （51 81 4）

　 图51 8（1）

所以，当车前端 B′与站台起点 A 对齐
时，站台上的人观测到：A 、B′和 B 三个钟
都指着十二点整，而车尾的钟 A′却指着

12 时381 4 分（快了381 4 分），如图51 8（1）
的（a）所示.

火车的人观测到，当 B′与 A 对齐时，
火车上的时间是十二点整，A′、B′和 A 三
个钟都指着十二点整，可站台终点的钟 B
这时却不是指着十二点整，而是指着某个

时刻t B .根据洛伦兹变换，t B 为
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t B =t A + 1

1 -v 2

c寶 2

t′B-t′A +v
c 2 x′B-x′（ ）［ ］A

=t A + 1

1 -v 2

c寶 2

v
c 2l 0 1 -v 2

c寶 2 =t A +v
c 2l 0

=12 时+21 40 ×10 5

（3 ×10 5）2 ×81 64 ×10 8 秒

=12 时+2304 秒 =12 时381 4 分 （51 81 5）

这个结果，也可由上式的逆变换得出.
所以，当车前端 B′与站台起点 A 对齐时，火车上的人观测到：B′、A 和 A′三个

钟都指着十二点整，而站台终点的钟 B 却指着12 时381 4 分（快了381 4 分），如图

51 8（1）的（b）所示.
【讨论】　 这个问题告诉我们，在处理有关时空概念的问题时，必须用洛伦兹变

换，而不能靠日常生活中的直觉.这是因为，我们日常生活中的直觉所依据的是牛
顿力学中的伽利略变换，而不是狭义相对论的洛伦兹变换.

51 9 　（1 ）爱因斯坦在他创立狭义相对论的论文《论运动物体的电动力学》中
说，地球赤道上的钟比地球两极的钟走得慢些.假定地球的年龄已有50 亿年，在地
球诞生时便在赤道和两极放有相同的钟，问赤道上的钟现在比两极的钟慢了多少？

（2）我国古代神话说：“洞中方七日，世上已千年.”假定“洞中”是某一宇宙飞船中，
“世上”就是地球上.问该宇宙飞船相对于地球的速度是多少？

【解】　（1）设两极的钟现在所指的时间为t =50 亿年，则赤道上的钟现在所
指的时间为

t′=t 1 -v 2

c寶 2 （51 91 1）

式中v 是地球自转时赤道上一点的速度大小，其值为

v =2πR
T =2π ×6400 ×10 3

24 ×60 ×60 =41 65 ×10 2（m／s）虫 c

故所求的时间差为

t -t′=t 1 - 1 -v 2

c寶［ ］2 =t 1 - 1 - 1
2

v 2

c（ ）［ ］2

= 1
2

v
（ ）c

2

t = 1
2

41 65 ×10 2

3 ×10（ ）8

2

×50 ×10 8 年

=61 0 ×10 -3 年 =21 2 天 （51 91 2）

　 　（2）设所求速度为v ，则根据时间膨胀公式
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Δτ= 1 -v 2

c寶 2 Δt （51 91 3）

得

7 = 1 -v 2

c寶 2 ×1000 ×365

1 -v 2

c 2 = 7
31 65 ×10（ ）5

2

=31 678 ×10 -10

c +v
（ ）c

c -v
（ ）c =31 678 ×10 -10

因v ≈ c ，故得

c -v
c = 1

2 ×31 678 ×10 -10 =11 839 ×10 -10 （51 91 4）

所以

v =（1 -11 839 ×10 -10 ）c （51 91 5）
即v 非常接近光速c .

51 10 　 静止 μ 子的平均寿命是21 2 ×10 -6s .在实验室中，从高能加速器出来
的μ 子以01 60c（c 为真空中光速）运动.（1 ）在实验室中观测，这些 μ 子的平均寿

命是多少？（2）它们在衰变前飞行的平均距离是多少？（3 ）相对于 μ 子静止的观

测者观测到它们衰变前飞行的平均距离是多少？

【解】　（1）在实验中观测，μ 子的平均寿命为

τ= 21 2 ×10 -6

1 -01 60寶
2
=21 8 ×10 -6（s）

　 　（2）它们在衰变前飞行的平均距离为

l =vτ=01 60 ×3 ×10 8 ×21 8 ×10 -6 =51 0 ×10 2（m ）

　 　（3）相对于μ 子静止的观测者观测到，μ 子衰变前飞行的平均距离为

l′=01 60 ×3 ×10 8 ×21 2 ×10 -6 =41 0 ×10 2（m ）
或

l′=51 0 ×10 2 × 1 -01 60寶
2 =41 0 ×10 2（m ）

　 　 51 11 　 一观测者测得在相距为31 6 ×10 8 m 处发生两个事件，发生的时间相差
为21 0s .问发生这两个事件的固有时间（原时）间隔是多少？
【解】　 在相对于观测者以速度v =31 6 ×10 8／21 0 =11 8 ×10 8 m／s，从先发生的

事件处向后发生的事件处运动的参考系里，这两个事件便是在同一地点发生的，它

们之间的时间间隔便是固有时间（原时）间隔，即

Δτ= Δt 1 -v 2

c寶 2 =2 × 1 - 11 8 ×10 8

3 ×10（ ）8寶
2

=11 6（s）

　 　【别解】　 由间隔不变性有
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c 2（Δt）2 -（Δx ）2 =c 2（Δt′）2 -（Δx′）2

由于 Δx′=0 系的 Δt′为固有时间（原时）间隔，故得

Δt′= Δτ= （Δt）2 - Δx
（ ）c寶

2

= 21 0 2 - 31 6 ×10 8

3 ×10（ ）8寶
2

=11 6（s）

　 　 51 12 　 一宇宙飞船以01 60c（c 为真空中光速）的匀速自地球飞往遥远的星球，
它上面和同它联系的地面台站都装有原子钟和无线电收发报机，以便联系.双方约
定，原子钟的时间都从飞船离开地球时算起，飞船上的原子钟在一年后便指令向地

球发射一个无线电信号，地面台站收到这个信号后便立即向飞船发射一个无线电

信号.试计算双方观测到的各处发射和收到无线电信号的时刻以及当时飞船与地
球间的距离.
【解】　 以地球为Σ系，飞船为Σ′系，它们之间的洛伦兹变换中的相对论因子

为

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

= 1
1 -01 60寶

2
= 1

01 80

　 　 根据洛伦兹变换，双方观测结果如下.
飞船（Σ′系）观测结果：
飞船发射信号的时刻为t′s =1 年，这时它与地球间的距离为

l′s =1 ×01 60 =01 60（11 y1 ）

　 　 由于无线电信号以光速c 传播，而地球以01 60c 的速度离开飞船，故地面台站
收到和发射信号的时刻为

t′E =1 + 01 60c
（1 -01 60）c =1 +11 5 =21 5（年）

这时它与地球间的距离为

l′E =21 5 ×01 60 =11 5（l1 y1 ）
飞船收到信号的时刻为

t′r =21 5 +11 5c
c =41 0（年）

这时它与地球间的距离为

l′r =41 0 ×01 60 =21 4（l1 y1 ）

　 　 地面台站（Σ系）观测结果：

飞船上的原子钟指出飞船飞行了一年，这是在同一地点发生的两个事件之间

的时间间隔，是原时（τ）.因此，对地球上的时间t 来说，它们之间的关系为t =γτ.
故地面观测到，飞船发射信号的时刻为

·954·第五章　 狭义相对论



ts =γτs = 1
01 80 ×1 =11 25（年）

这时飞船与地球间的距离为

ls =11 25 ×01 60 =01 75（l1 y1 ）
地面台站收到和发射信号的时刻为

t E =11 25 +01 75c
c =21 0（年）

这时飞船与地球间的距离为

l E =21 0 ×01 60 =11 2（l1 y1 ）
飞船收到信号的时刻为

tr =2 + 11 2c
（1 -01 60）c =51 0（l1 y1 ）

这时飞船与地球间的距离为

lr =51 0 ×01 60 =31 0（l1 y1 ）
双方观测结果如下表所示：

飞船观测结果 地面观测结果

飞船发射信号时刻
t′s =11 0 年 ts =11 25 年

l′s =01 60 光年 ls =01 75 光年

地面收到和发射信号时刻
t′E =21 5 年 t E =21 0 年

l′E =11 5 光年 l E =11 2 光年

飞船收到信号时刻
t′r =41 0 年 tr =51 0 年

l′r =21 4 光年 lr =31 0 光年

51 13 　 物体 A 以速度u =（u ，0，0）相对于参考系Σ′运动，Σ′系又以速度v =（v ，

0，0）相对于惯性系Σ运动，则 A 相对于Σ系的速度为V =（V ，0，0），其中

V = u +v

1 +uv
c 2

这就是著名的爱因斯坦速度叠加定理.试证明：当u ＜ c ，v ＜ c 时，V ＜ c .
【证】　 设u =ac ，v =bc ，则当0 ＜ a ＜ 1 和0 ＜ b ＜ 1 时，便有u ＜ c 和v ＜ c .由a

和b 的值得
（1 -a ）（1 -b）＞ 0

a +b ＜ 1 +ab
于是得

V = u +v

1 +uv
c 2

=
（a +b ）c
1 +ab ＜ c

　 　 51 14 　 有三个宇宙飞船 A 、B 和C ，相对于地面来说，A 向东，速度为01 5c（c 为
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真空中光速）；B 向西，速度为01 5c ；C 向西，速度为01 8c .试问：（1 ）B 上的宇航员
观测，A 和 C 相对于 B 的速度各是多少？（2）C 上的宇航员观测，A 和 B 相对于 C
的速度各是多少？

【解】　（1）以向东为正，向西为负，由爱因斯坦速度叠加定理得：A 相对于 B
的速度为

V A B = u A +v

1 +u Av
c 2

= 01 5c +01 5c
1 +01 5 ×01 5 =01 8c

C 相对于 B 的速度为

V CB = u C +v

1 +u Cv
c 2

= -01 8c +01 5c
1 +（-01 8）×01 5 =-01 5c

　 　（2）A 相对于 C 的速度为

V A C = u A +v′

1 +u Av′
c 2

= 01 5c +01 8c
1 +01 5 ×01 8 =11 3

11 4c ≈ 01 93c

B 相对于 C 的速度为

V BC = u B +v′

1 +u Bv′
c 2

= -01 5c +01 8c
1 +（-01 5）×01 8 =01 5c

　 　 51 15 　 两艘宇宙飞船 A 和 B 都在同一直线上向同一方向做匀速飞行，它们相
对于地面的速度分别为v A 和v B（＜ v A ），且 B 在 A 的前面.A 发出一个光脉冲，经 B
反射回 A ；根据 A 上的原子钟，这光脉冲从 A 发出到返回 A ，经历的时间为 Δt A .
（1）根据 A 上的原子钟，从 A 收到返回的光脉冲到 A 追上 B，需要多长时间？（2）对
地面上和B 上的观测者来说，光脉冲从 A 发出到返回 A ，所经历的时间各是多少？
【解】　（1）根据爱因斯坦速度叠加定理，B 相对于 A 的速度为

v B A = v B -v A

1 -v Bv A

c 2

（51 151 1）

v B ＜ v A ，故v B A ＜ 0，这表示 B 相对于 A 的速度与它们飞行的方向相反.
A 收到光脉冲时，A 、B 间的距离为

l = Δt A

2 c -Δt A

2 v B A = 1
2 Δt A（c - v B A ） （51 151 2）

故从 A 收到光脉冲到 A 追上 B ，所需时间为

t A = l
v B A

= 1
2 Δt A

c
v B A

-（ ）1 = 1
2 Δt A

c 2 -v Av B

c（v A -v B ）
-［ ］1

=
（c -v A ）（c +v B ）

2c（v A -v B）
Δt A （51 151 3）
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　 　（2）光脉冲从 A 发出到返回 A ，对地面观测者来说，所需时间为

Δt = Δt A

1 -v 2
A

c寶 2

（51 151 4）

而对 B 上的观测者来说，则为

Δt B = Δt A

1 -v 2
B A

c寶 2

（51 151 5）

将（51 151 1）式代入，经过演算得

Δt B =
（c 2 -v Av B ）Δt A

c 2 -v 2
（ ）A c 2 -v 2

（ ）寶 B

（51 151 6）

　 图51 16

　 　 51 16 　 在惯性系Σ中观测到两个宇宙飞

船，它们正沿直线向相反的方向运动，轨道平

行，相距为d ，如图51 16 所示.每个飞船的速

度均为c
2
，c 为光速.

（1）当两个飞船处于最接近位置（如图

中用点虚线所示）的时刻，飞船 A 以3
4 c
（也是

在Σ系测量的）发射一个小包.问从飞船 A 上
的观察者来看，为了让飞船 B 接到这个小包，
应以什么样的角度瞄准？设飞船 A 上的观察
者所用的坐标系其轴均对应地平行于Σ系的

轴，且运动方向平行于y 轴（图51 16）.
（2）在飞船 A 上的观察者看来，小包的速率是多少？［本题系中国赴美物理研

究生考试（C U SP E A ）1983 年试题.］

　 图51 16（1）

【解】　（1 ）首先考虑在惯性系Σ 中的情

形.显然，发射的小包必须有u y =
c
2
，这样才能

使得小包在x 方向飞行 Δx =d 时，与飞船B 有
同样的坐标y［参见图51 16（1）］.因此

　 u x = 3
4（ ）c

2

- 1
2（ ）c寶

2

=寶5
4 c 　（51 161 1）

　 u y = 1
2 c

（51 161 2）

　 　 从固定在飞船 A 上的坐标系Σ′来看，小
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包的速度为u′.根据狭义相对论的速度合成公式，可以求出速度u′的分量u′x 和u′y

u′x =
u x 1 -v 2

c寶 2

1 +u ·v
c 2

（51 161 3）

u′y =
u y +v

1 +u ·v
c 2

（51 161 4）

式中u 是小包在惯性系Σ 中的速度，v 是惯性系Σ 相对于飞船 A 即Σ′系的速度.
于是

u =寶5
4 ce x + 1

2 ce y （51 161 5）

v =1
2 ce y （51 161 6）

u ·v =c 2

4
（51 161 7）

u′x =

寶5
4 c 1 -寶

1
4

1 + 1
4

= 3
寶20c （51 161 8）

u′y =

c
2 +c

2

1 + 1
4

= 4
5 c

（51 161 9）

　 图51 16（2）

令小包速度u′与x′轴的夹角为α′［如图51 16（2）］，则

tanα′=
u′y
u′x

= 8
寶15

（51 161 10）

α′=arctan 8
寶15

（51 161 11）

　 　（2）小包在Σ′系中的速率［即飞船 A 上的观察者
所观测到的速率］为

u′= u′2
x +u′2

寶 y = 4
5（ ）c

2

+ 3
20c寶

2 = 寶79
10 c （51 161 12）

　 　 51 17 　 在实验室中有一弯曲水管，如图51 17 所示，管中水流速度为v ，管壁上

G 1 和 G 2 两处是两块玻璃，以便从两个单色光源 S 1 和 S 2 来的光可以通过它们进

入水中.已知水的折射率为n ，静止水中的光速为c／n .（1 ）在实验室中观测，光在
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　 图51 17

A 、B 两段流水中的速度各是多少？（2）在

v 虫 c 时，求上述速度的近似值.
【解】　（1）根据爱因斯坦速度叠加定

理，在实验室中观测，光在 A 段水中的速
度为

V A =

c
n +v

1 +c
n

v
c 2

=

c
n +v

1 +v
nc

=c（c +nv ）
nc +v

　 　 光在 B 段水中的速度为

V B =

c
n -v

1 +c
n
（-v ）

c 2

=

c
n -v

1 -v
nc

=c（c -nv ）
nc -v

　 　（2）在v 虫 c 时，可取下面的近似：

1

1 +v
nc

≈ 1 -v
nc
，　 　

1

1 -v
nc

≈ 1 +v
nc

于是得

V A ≈
c
n +（ ）v 1 -v

（ ）nc ≈
c
n + 1 - 1

n（ ）2 v

V B ≈
c
n -（ ）v 1 +v

（ ）nc = c
n - 1 - 1

n（ ）2 v

由上述结果可见，V A ＞
c
n
，V B ＜

c
n .

5118 　 在均匀液体中放有单色光源S 和接收器 R ；在静止的情况下，液体的折射
率为n ，S 与 R 间的距离为l0 .试求下列三种情况下，在相对于S、R 为静止的参考系
中观测，光从S 到 R 所需的时间：（1）液体相对于S、R 静止；（2）液体沿着从S 到 R
的方向以速度v 流动；（3）液体沿着垂直于S、R 连线的方向以速度v 流动.

　 图51 18（1）

【解】　（1）所求时间为

Δt 1 = l0

c／n =nl 0

c
（51 181 1）

　 　（2 ）以相对于液体静止的参考系为

Σ′系，光速为c／n .（注意，在光学中通常
所说的介质中的光速为c／n ，都是指相对
于介质为静止的观测者所测得的光速.）
以相对于S 和 R 静止的参考系为Σ系，并
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以S 、R 连线为x 轴，如图51 18（1）所示.在Σ系中，液体以速度v 沿x 轴方向运动，
由爱因斯坦速度叠加定理得，沿x 方向的光速为

u x = u′x +v

1 +u′xv
c 2

=

c
n +v

1 +v
cn

（51 181 2）

　 图51 18（2）

故光从S 到 R 所需的时间为

Δt2 =l0

u x
=
l0 1 +v
（ ）nc
c
n +v

（51 181 3）

　 　 由（511811）和（511813）两式知 Δt2 ＜ Δt1 .
（3）仍以相对于液体静止的参考系为Σ′

系，相对于S 和 R 为静止的参考系为Σ系，
并使y 轴平行于 S 、R 的连线，如图51 18（2 ）
所示.在Σ′系中，S 和 R 的速度为-v ，向x′
轴的负方向；从 S 发出到达 R 的光，其速度
为c／n ，这速度在x′轴方向上的分量u′x 和y′轴方向上的分量u′y 分别为

u′x =-v ，　 　 u′y =
c

（ ）n
2

-v寶
2 （51 181 4）

　 　 在Σ系中，从S 发出而到达 R 的光，是沿y 轴到达 R 的.根据速度变换公式，
光在y 方向上的速度u y 为

u y =
u′y 1 -v 2

c寶 2

1 +u′xv
c 2

=

c
（ ）n

2

-v寶
2 1 -v 2

c寶 2

1 +
（-v ）v

c 2

=

c
（ ）n

2

-v寶
2

1 -v 2

c寶 2

（51 181 5）

故光从S 到 R 所需的时间为

Δt 3 =l 0

u y
=

l0 1 -v 2

c寶 2

c
（ ）n

2

-v寶
2

（51 181 6）

　 　 Δt 3 也可以由洛伦兹变换直接求出如下：
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Δt3 = 1

1 -v 2

c寶 2

Δt′+v
c 2 Δ（ ）x′ （51 181 7）

式中

Δt′=l0

u′y
= l0

c
（ ）n

2

-v寶
2

（51 181 8）

是Σ′系观测到的光从S 到 R 所需的时间.在这段时间里，R 沿x′方向移动 Δx′=
-v Δt′.因此得

Δt3 = 1

1 -v 2

c寶 2

l 0

v
（ ）n

2

-v寶
2

+v
c 2

（-v ）l 0

c
（ ）n

2

-v寶

熿

燀

燄

燅

2 =
l0 1 -v 2

c寶 2

c
（ ）n

2

-v寶
2

（51 181 9）

　 　 51 19 　 Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v 相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运动.一质点以匀速

u 相对于Σ 系运动，试求这质点相对于Σ′系的速度u′.
【解】　 根据51 1 题得出的Σ′系与Σ系间的普遍洛伦兹变换

r′=r +（γ-1）v ·r
v 2 v -γv t （51 191 1）

t′=γt -v ·r
c（ ）2 （51 191 2）

这质点相对于Σ系的速度为

u =dr
dt

（51 191 3）

相对于Σ′系的速度为

u′=dr′
dt′ =

dr +（γ-1）v ·dr
v 2 v -γv dt

γ dt -v ·dr
c（ ）2

=
u + （γ-1）v ·u

v 2 -［ ］γv

γ 1 -v ·u
c（ ）2

（51 191 4）

式中

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（51 191 5）

这便是Σ系与Σ′系间的普遍速度变换公式.
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【讨论】　（1）普遍速度变换的逆变换为

u =
u′+ （γ-1）v ·u′

v 2 +［ ］γv

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

（51 191 6）

这可以由51 1 题中普遍洛伦兹变换的逆变换（51 11 11 ）和（51 11 12 ）两式求导数得
出.最简单的办法是将（51 191 4）式中的v 换成-v ，然后将u′和u 互换即得.
（2）若令v =（v ，0 ，0），则由（51 191 4）式得

u′x = u x -v

1 -u xv
c 2

，　 u′y =
u y

γ 1 -u xv
c（ ）2

，　 u′z = u z

γ 1 -u xv
c（ ）2

（51 191 7）

　 　（3）若令v =（v ，0 ，0），u′=（u′，0 ，0），则由（51 191 6）式得

u = u′+v

1 +u′v
c 2

（51 191 8）

这便是爱因斯坦速度叠加定理.
51 20 　 Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v 相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运动.一质点相对于

Σ系的速度为u ，相对于Σ′系的速度为u′，试证明下列等式：

1 -u′2

c寶 2 =
1 -u 2

c（ ）2 1 -v 2

c（ ）寶 2

1 -u ·v
c 2

　 　【证】　 由前面51 19 题得出的Σ系与Σ′系间的普遍速度变换公式（51 191 4）式

u′=
u + （γ-1）v ·u

v 2 -［ ］γv

γ 1 -v ·u
c（ ）2

（51 201 1）

得

u′2 =u′·u′=
u + （γ-1）v ·u

v 2 -［ ］γ｛ ｝v
2

γ
2 1 -v ·u

c（ ）2

2

= 1

γ
2 1 -v ·u

c（ ）2

2 u 2 +2 （γ-1）v ·u
v 2 -［ ］γu ·v + （γ-1）v ·u

v 2 -［ ］γ
2

v｛ ｝2

（51 201 2）
其中

（γ-1）v ·u
v 2 -［ ］γ

2

=（γ-1）2 v ·u
v（ ）2

2

-2（γ-1）γv
·u
v 2 +γ2
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故

　 2 （γ-1）v ·u
v 2 -［ ］γu ·v + （γ-1）v ·u

v 2 -［ ］γ
2

v 2

=2（γ-1）u ·v
（ ）v

2

-2γu ·v +（γ-1）2 u ·v
（ ）v

2

-2γ（γ-1）u ·v +γ2v 2

=（γ2 -1）u ·v
（ ）v

2

-2γ2u ·v +γ2v 2

=γ2 u ·v
（ ）c

2

-2γ2u ·v +γ2v 2 （51 201 3）

代入（51 201 2）式得

u′2 = 1

γ
2 1 -u ·v

c（ ）2

2 u 2 +γ2 u ·v
（ ）c

2

-2γ2u ·v +γ2v｛ ｝2

于是

1 -u′2

c2 = 1

γ
2 1 -u ·v

c（ ）2

2 γ
2 1 -u ·v

c（ ）2

2

-u 2

c2 -γ2 1
c2

u ·v
（ ）c

2

+2γ2 u ·v
c 2 -γ2 v 2

c｛ ｝2

= 1

γ
2 1 -u ·v

c（ ）2

2 γ
2 -u 2

c 2 -γ2 v 2

c｛ ｝2

= 1

γ
2 1 -u ·v

c（ ）2

2 1 -u 2

c｛ ｝2 =
1 -u 2

c（ ）2 1 -v 2

c（ ）2

1 -u ·v
c（ ）2

2 （51 201 4）

开方即得

1 -u′2

c寶 2 =
1 -u 2

c（ ）2 1 -v 2

c（ ）寶 2

1 -u ·v
c 2

（51 201 5）

　 　【别证】　 利用四维速度矢量的变换关系证明.取（r ，ict）为四维矢量，则根据

51 1 题的（51 11 7）至（51 11 10）四式，得普遍洛伦兹变换的变换矩阵为

a =

1 +（γ-1）v
2
x

v 2 （γ-1）v xv y

v 2 （γ-1）v xv z

v 2 iγv x

c

（γ-1 ）v yv x

v 2 1 +（γ-1）v
2
y

v 2 （γ-1）v yv z

v 2 iγv y

c

（γ-1）v zv x

v 2 （γ-1）v
2
zv 2

y

v 2 1 +（γ-1）v
2
z

v 2 iγv z

c

-iγv x

c -iγv y

c -iγv z

c

烄

烆

烌

烎
γ

（51 201 6）
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式中

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（51 201 7）

在Σ系，质点的四维速度为

U μ =（γuu ，γuic） （51 201 8）
式中

γu = 1

1 -u 2

c寶 2

（51 201 9）

在Σ′系，质点的四维速度为

U′μ=（γu′u′，γu′ic） （51 201 10）

式中

γu′ = 1

1 -u′2

c寶 2

（51 201 11）

　 　 四维速度的变换式为

U′μ=a μνU ν （51 201 12）
式中a μν是（51 201 6 ）式中a 的分量.由（51 201 6 ）至（51 201 12 ）式得四维速度的第四
个分量的变换式为

U′4 =iγ′uc =a 41U 1 +a 42U 2 +a 43U 3 +a 44U 4

=-iγv x

c γuu x -iγv y

c γuu y -iγv z

c γuu z +γiγuc

=icγγu -u xv x

c 2 -u yv y

c 2 -u zv z

c 2 +（ ）1

=icγγu 1 -u ·v
c（ ）2 （51 201 13）

由此得

γu′ =γγu 1 -u ·v
c（ ）2 （51 201 14）

1 -u′2

c寶 2 =
1 -u 2

c（ ）2 1 -v 2

c（ ）寶 2

1 -u ·v
c 2

（51 201 15）

　 　 51 21 　 物体 A 相对于地面以速度u A =（u A ，0 ，0 ）运动，物体 B 相对于地面以
速度u B =（0 ，u B ，0 ）运动，如图51 21 所示.试根据狭义相对论关于速度变换的规
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　 图51 21

律，求：（1）A 相对于B 的速度u A B ；（2）B
相对于 A 的速度u B A .
【解】　（1）求 A 对 B 的速度u A B .
以地面为Σ′系，则 A 对Σ′系的速度

为u′A =（u A ，0 ，0 ）；以 B 为Σ系，则地（Σ′
系）对Σ系的速度为v =（0 ，-u B ，0 ）.根
据狭义相对论的速度变换公式，A 对Σ
系（B ）的速度u A B 的分量为

（u A B）x = u′x′

γB 1 +
u′yv
c（ ）2

= 1 -u 2
B／c寶

2u A

1 +0 ·v
c（ ）2

=u A 1 -u 2
B

c寶 2 （51 211 1）

（u A B）y =
u′y′+v

1 +
u′y′v
c 2

= 0 -u B

1 +0 ·v
c 2

=-u B （51 211 2）

（u A B）z = u′z′

γB 1 +
u′y′v
c（ ）2

= 0

γB 1 +0·v
c（ ）2

=0 （51 211 3）

u A B = u A 1 -u 2
B

c寶 2 ，-u B ，（ ）0 （51 211 4）

其大小为

u A B = u 2
A 1 -u 2

B

c（ ）2 +（-u B ）寶
2 = u 2

A +u 2
B -u 2

Au 2
B

c寶 2 （51 211 5）

其方向为

θA B =arctan -u B

u A 1 -u 2
B

c寶 2

=-arctan
u B

u A 1 -u 2
B／c寶（ ）2

（51 211 6）

　 　（2）求 B 对 A 的速度u B A

以地面为Σ′系，则 B 对Σ′系的速度为u′B =（0 ，u B ，0）；以 A 为Σ系，则Σ′系
（地）对Σ系的速度为v =（-u A ，0 ，0）.根据狭义相对论的速度变换公式，B 对Σ系
（A ）的速度u B A 的分量为

　（u B A ）x = u′x′+v

1 +u′x′v
c 2

= 0 -u A

1 +0·v
c 2

=-u A （51 211 7）

（u B A ）y =
u′y′

γA 1 +u′x′v
c（ ）2

= u B

1
1 -u 2

A／c寶
2

1 +0 ·v
c（ ）2

=u B 1 -u 2
A

c寶 2 　（5 .21 .8）
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（u B A ）z = u′z′

γA 1 +u′x′v
c（ ）2

= 0

γA 1 +0 ·v
c（ ）2

=0 （51 211 9）

u B A = -u A ，u B 1 -u 2
A

c寶 2 ，（ ）0 （51 211 10）

其大小为

u B A = （-u A ）
2 +u 2

B 1 -u 2
A

c（ ）寶 2 = u 2
A +u 2

B -u 2
Au 2

B

c寶 2 （51 211 11）

其方向为

θB A =arctan u B 1 -u 2
A／c寶

2

-u（ ）A
=-arctan u B

u A
1 -u 2

A

c寶（ ）2
（51 211 12）

　 　 由以上结果可见，u B A =u A B ；但u B A 与u A B 的方向并不恰好相反.
【别解】　 用四维速度矢量的变换式求解.
（1）求 A 对 B 的速度u A B .
A 对地面的速度为u A =（u A ，0 ，0），故 A 对地面的四维速度矢量为

U μ =（γAu A ，0 ，0，γAic） （51 211 13）

式中

γA = 1 -u 2
A

c（ ）2

-1／2

（51 211 14）

　 　 以地面为Σ系，B 为Σ′系，变换关系为

　 　 　 x′=x ，　 y′=γB（y -u Bt），　 z′=z ，　 t′=γB t -v
c 2（ ）y （51 211 15）

式中

γB = 1 -u 2
B

c（ ）2

-1／2

（51 211 16）

变换矩阵为

a =

1 0 0 0

0 γB 0 iγB
u B

c
0 0 1 0

0 -iγB
u B

c 0 γ

烄

烆

烌

烎
B

（51 211 17）

　 　 从Σ系到Σ′系，四维速度矢量的变换式为

U′μ=a μνU ν （51 211 18）

其分量式为
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U′1 =a 11U 1 =γAu A （51 211 19）

U′2 =a 22U 2 +a 24U 4 =a 24U 4 =iγB
u B

cγAic =-γAγBu B 　 （51 211 20）

U′3 =a 33U 3 =0 （51 211 21）

于是得三维速度的分量为

u′1 = U′1

γA B
=γAu A

γA B
（51 211 22）

u′2 = U′2
γA B

=-γAγB

γA B
u B （51 211 23）

u′3 = U′3
γA B

=0 （51 211 24）

式中

γA B = 1 -u 2
A B

c（ ）2

-1／2

（51 211 25）

　 　 当一质点对Σ系的速度为u ，对Σ′系的速度为u′，而Σ′系对Σ 系的速度为v
时，有下列关系式（参见前面51 20 题）：

1 -u′2

c寶 2 =
1 -u 2

c（ ）2 1 -v 2

c（ ）寶 2

1 -u ·v
c 2

（51 211 26）

现在 A 对地（Σ系）的速度为u A =（u A ，0，0），对 B（Σ′系）的速度为u A B ；而Σ′系
（B ）对Σ系（地）的速度为u B =（0，u B ，0）故由（51 211 26）式得

1 -u 2
A B

c寶 2 =
1 -u 2

A

c（ ）2 1 -u 2
B

c（ ）寶 2

1 -u A ·u B

c 2

= 1 -u 2
A

c（ ）2 1 -u 2
B

c（ ）寶 2 （51 211 27）

由此式和（51 211 14）、（51 211 16）、（51 211 25）三式得

γA B =γAγB （51 211 28）

代入（51 211 22）至（51 211 24）三式便得

u′1 =u A

γB
=u A 1 -u 2

B

c寶 2
（51 211 29）

u′2 =-u B （51 211 30）

u′3 =0 （51 211 31）

最后得 A 对 B 的速度为

u A B =（u′1 ，u′2 ，u′3）= u A 1 -u 2
B

c寶 2
，-u B ，（ ）0 （51 211 32）
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　 　（2）求 B 对 A 的速度u B A .
B 对地面的速度为u B =（0 ，u B ，0），故 B 对地面的四维速度矢量为

U μ =（0 ，γBu B ，0，γBic） （51 211 33）

式中γB 由（51 211 16）式表示.
以地面为Σ系，A 为Σ′系，变换关系为

　 　 　 x′=γA（x -u At），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γA t -u A

c 2（ ）x （51 211 34）

式中γA 由（51 211 14 ）式表示.变换矩阵为

a =

γA 0 0 iγA
u A

c
0 1 0 0
0 0 1 0

-iγA
u A

c 0 0 γ

烄

烆

烌

烎
A

（51 211 35）

根据从Σ系到Σ′系，四维速度的变换关系（51 211 18）式得

U′1 =a 11U 1 +a 14U 4 =a 14U 4 =iγA
u A

cγBic =-γAγBu A （51 211 36）

U′2 =a 22u 2 =γBu B （51 211 37）

U′3 =a 33u 3 =0 （51 211 38）
于是得三维速度的分量为

u′1 =
U′1
γB A
，　 u′2 = U′2

γB A
，　 u′3 = U′3

γB A
（51 211 39）

式中

γB A = 1 -u 2
B A

c寶 2
（51 211 40）

　 　 现在，B 对地（Σ系）的速度为u B =（0 ，u B ，0），对 A（Σ′系）的速度为u B A ；而Σ′
系（A ）对Σ系（地）的速度为u A =（u A ，0 ，0），故由（51 211 26）式得

1 -u 2
B A

c寶 2 =
1 -u 2

B

c（ ）2 1 -u 2
A

c（ ）寶 2

1 -u B ·u A

c 2

= 1 -u 2
B

c（ ）2 1 -u 2
A

c（ ）寶 2 （51 211 41）

于是得

γB A =γBγA （51 211 42）
由此式和（51 211 36）至（51 211 40）诸式得
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u′1 =-u A ，　 u′2 =u B 1 -u 2
A

c寶 2 ，　 　 u′3 =0 （51 211 43）

最后得 B 对 A 的速度为

u B A =（u′1 ，u′2 ，u′3）= -u A ，u B 1 -u 2
A

c寶 2 ，（ ）0 （51 211 44）

　 　 51 22 　 一粒子以速度v（t）相对于惯性系Σ运动.设在t0 时刻这粒子不改变它

的速度方向，只改变它的速度大小，其值为a = d v（t）
dt t=t0

.这时在相对此粒子为

瞬时静止的惯性系中观测，此粒子的加速度的大小是多少？

【解】　 设相对于粒子瞬时静止的坐标系为Σ′系，其x′轴沿v 方向.根据速度
分量的逆变换式

u x = u′x +v

1 +u′xv
c 2

，　 u y = u′y

γ 1 +u′xv
c（ ）2

，　 u z = u′z

γ 1 +u′xv
c（ ）2

（51 221 1）

式中

γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2
，　 　 v =|v（t0 ）| （51 221 2）

得

du x = 1

1 +u′xv
c（ ）2

2 1 +u′xv
c（ ）2 d u′x -（u′x +v ）v

c 2 d u′［ ］x （51 221 3）

因瞬时静止，u′x =0 ，故得

du x =d u′x -v 2

c 2 d u′x = 1 -v 2

c（ ）2 d u′x = 1
γ

2 d u′x （51 221 4）

于是得加速度a 的x 分量为

a x =du x

dt = 1
γ

2
d u′x
dt = 1

γ
2
d u′x
dt′

dt′
dt = 1

γ
2 a′x

dt′
dt

（51 221 5）

因

t =γt′+v
c 2（ ）x′ （51 221 6）

故

dt
dt′=γ+γv

c 2
dx′
dt′ =γ+v

c 2 u′x =γ （51 221 7）

由以上三式得

a′x =γ3a x （51 221 8）

　 　 由（51 221 1）的第二式有

du y = 1

γ 1 +u′xv
c（ ）2

2 1 +u′xv
c（ ）2 d u′y -u′y vc 2 d u′［ ］x = 1

γ
d u′y （51 221 9）
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a y =
du y

dt = 1
γ

d u′y

dt = 1
γ

d u′y
dt′

dt′
dt = 1

γ
2 a′y （51 221 10）

由（51 221 1）的第三式同样可得

a z = 1
γ

2 a′z （51 221 11）

　 　 因速度方向不变，故a y =a z =0 ，于是得

a′y =a′z =0 （51 221 12）
最后得所求加速度的大小为

a′=a′x =γ3a x = a

1 -v 2

c（ ）2

3／2 （51 221 13）

　 　 51 23 　 Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v =（v ，0，0）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运动.一
质点以速度u =（u x ，u y ，u z）和加速度a =（a x ，a y ，a z ）相对于Σ（x ，y ，z ）系运动.试
求该质点相对于Σ′（x′，y′，z′）系的速度u′=（u′x ，u′y ，u′z）和加速度a′=（a′x ，a′y ，

a′z）.
【解】　 由Σ（x ，y ，z ）系到Σ′（x′，y′，z′）系的洛伦兹变换

x′=γ（x -vt ），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γt -v
c 2（ ）x （51 231 1）

γ= 1
1 -v 2／c寶

2
（51 231 2）

和速度的定义得

u′x =dx′
dt′

（51 231 3）

由（51 231 1）式有

dt′=γ dt -v
c 2 d（ ）x =γ 1 -v

c 2
dx
d（ ）t dt =γ 1 -vu x

c（ ）2 dt （51 231 4）

故得

　 　 u′x = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

dx′
dt = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

dγ（x -vt ）
dt

= 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

γ
dx
dt -（ ）v = u x -v

1 -vu x

c 2

（51 231 5）

u′y =
dy′
dt′

= 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

dy′
dt

= 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

dy
dt

= u y

γ 1 -vu x

c（ ）2

（51 231 6）

u′z =dz′
dt′ = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

dz′
dt = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

dz
dt = u z

γ 1 -vu x

c（ ）2

（51 231 7）
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　 　 由加速度的定义得

a′x =d u′x
dt′ = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

d u′x
dt = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

d
dt

u x -v

1 -vu x

c 2

= 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

3 1 -vu x

c（ ）2
d
dt
（u x -v ）-（u x -v ）ddt

1 -vu x

c（ ）［ ］2

= 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

3 1 -vu x

c（ ）2 a x +（u x -v ）va x

c［ ］2

= 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

3 a x -v 2

c 2a［ ］x = a x

γ
3 1 -vu x

c（ ）2

3 （51 231 8）

a′y =
d u′y
dt′ = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

d u′y
dt = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

d
dt

u y

γ 1 -vu x

c（ ）2

= 1

γ
3 1 -vu x

c（ ）2

3 γ 1 -vu x

c（ ）2 a y +u yγ
va x

c［ ］2

= 1

γ
2 1 -vu x

c（ ）2

3 1 -vu x

c（ ）2 a y +va xu y

c［ ］2

= a y

γ
2 1 -vu x

c（ ）2

2 + vu ya x

c 2
γ

2 1 -vu x

c（ ）2

3 （51 231 9）

a′z =d u′z
dt′ = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

d u′z
dt = 1

γ 1 -vu x

c（ ）2

d
dt

u z

γ 1 -vu x

c（ ）2

= 1

γ
3 1 -vu x

c（ ）2

3 γ 1 -vu x

c（ ）2 a z +u zγ
v a x

c［ ］2

= 1

γ
2 1 -vu x

c（ ）2

3 1 -vu x

c（ ）2 a z +vu za x

c［ ］2

= a z

γ
2 1 -vu x

c（ ）2

2 + vu za x

c 2
γ

2 1 -vu x

c（ ）2

3 （51 231 10）

　 　【讨论】　（1）速度和加速度的逆变换式可以按上面的方法由洛伦兹变换的逆
变换式推导出来.也可以由下面的方法得出：将（51 231 5）、（51 231 6）、（51 231 7）三式
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中的u x ，u y ，u z 分别与相应的u′x ，u′y ，u′z 对换，同时将v 换成-v ，便得出速度的逆变
换式.将（51 231 8）、（51 231 9）、（51 231 10）三式中的u x ，u y ，u z ，a x ，a y ，a z 分别与相应

的u′x ，u′y ，u′z ，a′x ，a′y ，a′z 对换，同时将v 换成-v ，便得出加速度的逆变换式.
（2）在牛顿力学中，从Σ（x ，y ，z ）系到Σ′（x′，y′，z′）系的变换式为伽利略变换

x′=x -vt ，　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=t （51 231 11）
由此得出

a′x =d2x′
dt′2 =d2（x -vt ）

dt 2 =d2x
dt 2 =a x （51 231 12）

a′y =
d2y′
dt′2 =

d 2y′
dt2 =

d 2y
dt2 =a y （51 231 13）

a′z =d2z′
dt′2 =d2z′

dt2 =d 2z
dt 2 =a z （51 231 14）

即

a′=a 　 　（在伽利略变换下） （51 231 15）
这个结果表明，在不同的惯性系里，质点的加速度相同；换句话说，在伽利略变换

下，加速度是一个不变量.但在洛伦兹变换下，由（51 231 8）、（51 231 9）、（51 231 10）三
式可见

a′≠ a 　 　（在洛伦兹变换下） （51 231 16）
这说明，在洛伦兹变换下，加速度就不是一个不变量了.这时，在不同的惯性系里，
加速度的值是不同的.

51 24 　 坐标系Σ′以匀速v 相对于坐标系Σ运动.一质点以速度u′和加速度a′
相对于坐标系Σ′运动.试证明：在坐标系Σ中，这质点的加速度a 平行于v 的分量

a ‖
和垂直于v 的分量a ⊥

分别为

a ‖ =
1 -v 2

c（ ）2

3／2

1 +v ·u′
c（ ）2

3 a′‖
，　 　 a ⊥ =

1 -v 2

c 2

1 +v ·u′
c（ ）2

3 a′⊥ +1
c 2 v ×（a′×u′［ ］）

　 　【证】　 设质点相对于坐标系Σ的速度为u ，则根据从Σ′系到Σ 系的速度变换
公式［参见前面51 19 题的讨论中（51 191 6）式］得

u =
u′+v +（γ-1）v ·u′

v 2 +（ ）1 v

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

（51 241 1）

其中

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（51 241 2）
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于是得质点相对于Σ′系的加速度为

a =du
dt = 1

γ
2 1 +v ·u′

v（ ）2

2 γ 1 +v ·u′
c（ ）2

du′
dt +（γ-1）v ·du′

dt
v
v［ ］｛ 2

- u′+v +（γ-1）v ·u′
v 2 +（ ）1［ ］v γ v

c 2 ·
du′
d（ ）｝t

（51 241 3）

由时间的洛伦兹变换式

t =γt′+v ·r′
c（ ）2 （51 241 4）

得

dt =γ dt′+v ·dr′
c（ ）2 =γ 1 +v ·u′

c（ ）2 dt′ （51 241 5）

于是

du′
dt = 1

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

du′
dt′ = a′

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

（51 241 6）

将（51 241 6）式代入（51 241 3）式得

a = 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

2 γ 1 +v ·u′
c（ ）2

a′

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

+
（γ-1）v ·a′

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

v
v熿

燀

燄

燅

2
烅
烄

烆

-

u′+v +（γ-1）v ·u′
v 2 +（ ）1［ ］v v ·a′

c 2 1 +v ·u′
c（ ）烍

烌

烎
2

= 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

烅
烄

烆
2 a′+（γ-1）

（v ·a′）v
v 2 -

u′+v +（γ-1）v ·u′
v 2 +（ ）1［ ］v v ·a′

c 2 1 +v ·u′
c（ ）烍

烌

烎
2

（51 241 7）

　 　 设e ‖ =v ／v 为平行于v 的单位矢量，则a 平行于v 的分量为

a ‖ = a ·e（ ）‖ e ‖
（51 241 8）

a 垂直于v 的分量为

a ⊥ =a -a ‖ =a -（a ·e ‖ ）e ‖ =e ‖ ×（a ×e ‖ ） （51 241 9）

　 　 以e ‖
点乘（51 241 7）式得

a ·e ‖ = 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

烅
烄

烆
2 a′·e ‖ +（γ-1）（a′·e ‖ ）
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- u′·e ‖ +v +（γ-1）
u′·e ‖

v
+（ ）1［ ］v v

c 2
a′·e ‖

1 +v ·u′
c

烍

烌

烎
2

　 （51 241 10）

其中第三项方括号内为

u′·e ‖ +v +（γ-1）u′·e ‖

v +（ ）1 v =u′·e ‖ +v +（γ-1）（u′·e ‖ +v ）

=γ（u′·e ‖ +v ） （51 241 11）
代入（51 241 10）式得

a ·e ‖ = 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

2
γa′·e ‖ -γ（u′·e ‖ +v ）v

c 2
a′·e ‖

1 +v ·u′
c

烅

烄

烆

烍

烌

烎
2

= 1

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

2
a′·e ‖ -（u′·e ‖ +v ）v

c 2
a′·e ‖

1 +v ·u′
c

烅

烄

烆

烍

烌

烎
2

= a′·e ‖

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

2
1 -（u′·e ‖ +v ）v

c 2
1

1 +v ·u′
c

烅
烄

烆
烍
烌

烎
2

= a′·e ‖

γ 1 +v ·u′
c（ ）2

3 1 +v ·u′
c 2 -u′·e ‖

v
c 2 -v 2

c｛ ｝2

=
1 -v 2

c（ ）2

3／2

1 +v ·u′
c（ ）2

3a′·e ‖
（51 241 12）

故得

a ‖ =（a ·e ‖
）e ‖ =

1 -v 2

c（ ）2

3／2

1 +v ·u′
c（ ）2

3a′‖
（51 241 13）

　 　 再求a ⊥ .由（51 241 7）式得

a ×e ‖ = 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

2
a′×e ‖ -u′×e ‖

v ·a′

c 2 1 +v ·u′
c（ ）烅

烄

烆
烍
烌

烎
2

= 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

3 1 +v ·u′
c（ ）2 a′×e ‖ -1

c 2（v ·a′）（u′×e ‖｛ ｝）

= 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

3 a′×e ‖ +1
c 2 （v ·u′）a′-（v ·a′）u［ ］′ ×e｛ ｝‖
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= 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

3 a′×e ‖ +1
c 2 v ×（a′×u′［ ］）×e｛ ｝‖ （51 241 14）

根据（51 241 9）式，以e ‖
在左边叉乘（51 241 14）式，便得出a 垂直于v 的分量a ⊥ .这

时（51 241 14）式中的两项分别为

e ‖ ×（a′×e ‖
）=a′-（a′·e ‖

）e ‖ =a′⊥
（51 241 15）

e ‖ × v ×（a′×u′［ ］）×e｛ ｝‖ =v ×（a′×u′）- v ×（a′×u′［ ］）·e｛ ｝‖ e ‖

=v ×（a′×u′） （51 241 16）
故得

a ⊥ = 1

γ
2 1 +v ·u′

c（ ）2

3 a′⊥ +
1
c 2 v ×（a′×u′［ ］） （51 241 17）

　 　 51 25 　 在恒星惯性参考系中看到一宇宙飞船沿着x 轴运动，在t 时刻位置为

x（t）.在这个参考系中速度和加速度自然是v =dx
dt
和a =d2x

dt2 .设想宇宙飞船的运

动情况是这样：其中的乘客所测定的加速度是与时间无关的常量.这个意思就是
说，在任何一个时刻，变换到一个惯性系去，宇宙飞船在这个惯性系中是瞬时静止

的.令g 表示宇宙飞船在这个惯性系中在该时刻的加速度.现在假定，这样一个时
刻接着一个时刻定义的加速度g 是常量.

给定常量g .在恒星参考系中，宇宙飞船从x =0 处以初速度v i =0 开始运动.
问当它的速度达到v 时，它所走过的距离是多少？

允许相对论性的运动学情况，因此速度同光速相比不必是小量.［本题系中国
赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1982 年试题.］
【解】　 设某一时刻飞船（运动坐标系）以速度V 相对于恒星坐标系运动.令

x′，t′分别是飞船（运动坐标系）中的空间和时间变量.则

x = 1

1 -V 2

c寶 2

（x′+Vt′） （51 251 1）

t = 1

1 -V 2

c寶 2

t′+V
c 2（ ）x′ （51 251 2）

令

v′=dx′
dt′
，　 　 a′=dv′

dt′
（51 251 3）

则得

v =dx
dt = V +v′

1 +Vv′
c 2

（51 251 4）
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a =dv
dt = 1 -V 2

c（ ）2

3／2 a′

1 +Vv′
c（ ）2

3 （51 251 5）

当V =v（所以v′=0）和a′=g =常量时，便得

a =a′ 1 -V 2

c（ ）2

3／2

=g 1 -v 2

c（ ）2

3／2

（51 251 6）

于是所求的距离便为

x =∫
t

0
v dt =∫

v

0

v
a dv = 1

g∫
v

0

v dv

1 -v 2

c（ ）2

3／2

=c 2

g
1

1 -v 2

c寶 2

-1 （51 251 7）

对于v 虫 c 来说，x → v 2／2g ，便是通常非相对论性的结果.
51 26 　 特殊洛伦兹变换为

x′=γ（x -vt ），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γt -v
c 2（ ）x

当取x 4 =ict 时，上述变换的变换矩阵为

a =

γ 0 0 iγv
c

0 1 0 0
0 0 1 0

-iγv
c 0 0

烄

烆

烌

烎
γ

式中

γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1／2

　 　 以a μν（μ，ν=1 ，2 ，3，4）表示这个矩阵的矩阵元，试证明：a μαa μβ=δαβ.
【证】　 穷举证法.
这些矩阵元的值为

a 11 =a 44 =γ，　 a 22 =a 33 =1 ，　 a 14 =-a 41 =iγv
c

a 12 =a 13 =a 21 =a 23 =a 24 =a 31 =a 32 =a 34 =a 42 =a 43 =
烍

烌

烎0
（51 261 1）

　 　 根据爱因斯坦求和惯例，

a μαa μβ =a 1αa 1β+a 2αa 2β+a 3αa 3β+a 4αa 4β （51 261 2）
由上式得

a μαa μβ =a μβa μα （51 261 3）
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先看α≠β的情况：由于a μν当μ≠ν时，除a 14 和a 41 外，其余全是零，故由（51 261 2）式
得

a μαa μβ =a μβa μα =0，　 　 当α≠ β时 （51 261 4）
再看α=β的情况；α=β=1 ，2 ，3，4 时分别为

a μ1a μ1 =a 11a 11 +a 21a 21 +a 31a 31 +a 41a 41 =γ2 + -iγ（ ）
v
c

2

=γ2 -γ2 v 2

c 2 =γ2 1 -v 2

c（ ）2 =1 （51 261 5）

a μ2a μ2 =a 12a 12 +a 22a 22 +a 32a 32 +a 42a 42 =a 2
22 =1 （51 261 6）

a μ3a μ3 =a 13a 13 +a 23a 23 +a 33a 33 +a 43a 43 =a 2
33 =1 （51 261 7）

a μ4a μ4 =a 14a 14 +a 24a 24 +a 34a 34 +a 44a 44 = iγ（ ）
v
c

2

+γ2

=-γ2 v 2

c 2 +γ2 =γ2 1 -v 2

c（ ）2 =1 （51 261 8）

　 　 综合（51 261 4）至（51 261 8）五式，便得

a μαa μβ =δαβ （51 261 9）

　 　【别证】　 利用间隔不变性求证.
根据定义，x′μx′μ=x′2

1 +x′2
2 +x′2

3 -c 2t′2 为（x′1 ，x′2 ，x′3 ，ict′）与（0 ，0 ，0 ，0）之间的
间隔，x μx μ=x 2

1 +x 2
2 +x 2

3 -c 2t 2 为（x 1 ，x 2 ，x 3 ，ict）与（0，0 ，0 ，0）之间的间隔.由间隔
不变性得

x′μx′μ=x μx μ
（51 261 10）

因
x′μ=αμνx ν （51 261 11）

所以
x′μx′μ=a μαx αa μβx β =αμαa μβx αx β

=x μx μ =x αx α （51 261 12）
故得

a μαa μβx β=x α （51 261 13）

a μαa μβ=δαβ （51 261 14）

　 　 51 27 　 当Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v =（v ，0 ，0 ）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运动
时，它们之间的变换为特殊洛伦兹变换

x′=γ（x -vt ），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γt -v
c 2（ ）x

式中γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2

.试求从Σ系的体积元dV =dx dy dz 到Σ′系的体积元 dV′=

dx′dy′dz′之间的变换关系.
【解】　 取x 4 =ict，则特殊洛伦兹变换的变换矩阵为
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a =

γ 0 0 iγv
c

0 1 0 0
0 0 1 0

-iγv
c 0 0

烄

烆

烌

烎
γ

（51 271 1）

其行列式为

|a |=

γ 0 0 iγv
c

0 1 0 0
0 0 1 0

-iγv
c 0 0 γ

=γ
1 0 0
0 1 0
0 0 γ

-iγv
c

0 1 0
0 0 1

-iγv
c 0 0

=γ2 -γ2 v 2

c 2

=γ2 1 -v 2

c（ ）2 =1 （51 271 2）

故得

dx′dy′dz′dx′4 = 矪（x′，y′，z′，x′4）
矪（x ，y ，z ，x 4）

dx dy dzdx 4

=|a |dx dy dzdx 4 =dx dy dzdx 4 （51 271 3）

这个结果表明，四维体积元 dx dy dzdx 4 是洛伦兹不变量.由于 dx 4 =icdt，dx′4 =
icdt′，故有

dx′dy′dz′dt′=dx dy dzdt （51 271 4）
由此得三维体积元的变换式为

dV′=dx′dy′dz′= 矪t
矪t′

dx dy dz （51 271 5）

式中

矪t
矪t′= 矪t

矪（ ）t′ x =const
= 1
γ

（51 271 6）

dV′=dx′dy′dz′= 1
γ
dx dy dz

= 1 -v 2

c寶 2 dx dy dz = 1 -v 2

c寶 2 dV （51 271 7）

这便是所求的体积元变换关系.
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【别解】　 由特殊洛伦兹变换关系得

dy′=dy ，　 dz′=dz （51 271 8）
由于沿x 方向有长度收缩，故

dx′= 1
γ
dx = 1 -v 2

c寶 2 dx （51 271 9）

dV′=dx′dy′dz′= 1 -v 2

c寶 2 dx dy dz = 1 -v 2

c寶 2 dV （51 271 10）

　 　 51 28 　 试证明：在洛伦兹变换下，（1 ）dx μdx μ 是不变式；（2）
矪

矪x μ
矪

矪x μ
是不变算

符.
【证】　（1）洛伦兹变换为

x′=αμνx ν （51 281 1）
其中变换系数满足（参见51 26 题）

a μαa μβ=δαβ （51 281 2）

d x′μd x′μ=a μαdx αa μβdx β =a μαa μβdx αdx β =δαβdx αdx β
=dx αdx α =dx μdx μ （51 281 3）

所以dx μdx μ 是洛伦兹不变式.
（2）对于x μ（μ=1 ，2 ，3 ，4）的任何可微函数f ，有

矪f
矪 x′μ

= 矪f
矪x ν

矪x ν
矪 x′μ

= 矪f
矪x ν

矪

矪 x′μ
（a′ναx′α）=a′να矪

x′α
矪 x′μ

矪f
矪 x ν

=a′ναδαμ
矪f
矪x ν

=a′νμ
矪f
矪x ν

=a μν
矪f
矪x ν

（51 281 4）

其中用到了变换（51 281 2）中的系数a μν与逆变换x μ=a′μνx′ν中的系数a′νμ之间的关系

a′νμ=a μν （51 281 5）

　 　 由（51 281 4）式得算符关系

矪

矪 x′μ
=a μν

矪

矪x ν
（51 281 6）

由此关系得

矪

矪 x′μ
矪

矪 x′μ
=a μα

矪

矪x α
αμβ

矪

矪x β
=a μαa μβ

矪

矪x α
矪

矪x β
=δαβ

矪

矪x α
矪

矪x β

= 矪

矪x α
矪

矪x α
= 矪

矪x μ
矪

矪x μ
（51 281 7）

所以 矪

矪x μ
矪

矪x μ
是洛伦兹不变算符.

【别证】　 用具体的洛伦兹变换

x′=γ（x -vt ），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γt -v
c 2（ ）x （51 281 8）

·484· 电动力学题解（第二版）



计算.
（1）　 d x′μd x′μ=（dx′）2 +（dy′）2 +（dz′）2 -c 2（dt′）2

=γ2（dx -vdt）2 +（dy ）2 +（dz ）2 -c 2
γ

2 dt -v
c 2 d（ ）x

2

=γ2 1 -v 2

c（ ）2 （dx ）2 +（dy ）2 +（dz ）2 -γ2 1 -v 2

c（ ）2 （cdt）2

=（dx ）2 +（dy ）2 +（dz ）2 -c 2（dt）2

=dx μdx μ （51 281 9）

　 　（2）对于x ，y ，z ，t 的任何可微函数f ，根据求隐函数的偏导数的规则，有

矪f
矪x′

=
矪f
矪x

矪x
矪x′+

矪f
矪t

矪t
矪x′=γ

矪f
矪x

+γv
c 2

矪f
矪t

（51 281 10）

矪f
矪y′

=矪f
矪y

矪y
矪y′

= 矪f
矪y
，　 　

矪f
矪z′

= 矪f
矪z

矪z
矪z′= 矪f

矪z
（51 281 11）

矪f
矪t′

=
矪f
矪t

矪t
矪t′

+
矪f
矪x

矪x
矪t′

=γ
矪f
矪t

+γv
矪f
矪x

（51 281 12）

矪
2f

矪x′2 = 矪

矪x′
γ
矪f
矪x

+γv
c 2

矪f
矪（ ）t =γ

矪
2f

矪x 2
矪x
矪x′+γ 矪

2f
矪t矪x

矪t
矪x′+

γ
v
c 2

矪
2f

矪x 矪t
矪x
矪x′+γv

c 2
矪

2f
矪t2

矪t
矪x′

=γ2 矪
2f

矪x 2 +γ2 v
c 2

矪
2f

矪t矪x
+γ2 v

c 2
矪

2f
矪x 矪t

+γ2 v 2

c 4
矪

2f
矪t2

=γ2 矪
2

矪x 2 +2 v
c 2

矪
2

矪x 矪t +v 2

c 4
矪

2

矪t（ ）2 f （51 281 13）

矪
2f

矪y′2 =矪
2f

矪y 2
矪y
矪y′

= 矪
2f

矪y 2
，　 　

矪
2f

矪z′2 = 矪
2f

矪z 2
矪z
矪z′= 矪

2f
矪z 2

（51 281 14）

矪
2f

矪t′2 = 矪

矪t′
γ
矪f
矪t

+γv 矪f
矪（ ）x

=γ
矪

2f
矪t 2

矪t
矪t′+γ

矪
2f

矪x 矪t
矪x
矪t′+γv 矪

2f
矪t矪x

矪t
矪t′+γv 矪

2f
矪x 2

矪x
矪t′

=γ2 矪
2f

矪t 2 +γ2v 矪
2f

矪x 矪t
+γ2v 矪

2f
矪t矪x

+γ2v 2 矪
2f

矪x 2

=γ2 矪
2

矪t2 +2v 矪
2

矪x 矪t +v 2 矪
2

矪x（ ）2 f （51 281 15）

于是得

矪

矪x′μ
矪

矪x′μ
= 矪

2

矪x′2 + 矪
2

矪y′2 + 矪
2

矪z′2 - 1
c 2

矪
2

矪t′2

=γ2 矪
2

矪x 2 +2γ2 v
c 2

矪
2

矪x 矪t +γ2 v 2

c 4
矪

2

矪t2 + 矪
2

矪y 2 + 矪
2

矪z 2 -
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1
c 2γ

2 矪
2

矪t 2 +2v 矪
2

矪x 矪t +v 2 矪
2

矪x（ ）2

=γ2 1 -v 2

c（ ）2
矪

2

矪x 2 + 矪
2

矪y 2 + 矪
2

矪z 2 - 1
c 2γ

2 1 -v 2

c（ ）2
矪

2

矪t2

= 矪
2

矪x 2 + 矪
2

矪y 2 + 矪
2

矪z 2 - 1
c 2

矪
2

矪t 2 = 矪

矪x μ
矪

矪x μ
（51 281 16）

　 　 51 29 　 试证明：波动方程

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t2 =0 是洛伦兹不变式.

【证】　 用四维形式，波动方程可写作

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t 2 =
矪

矪x μ
矪

矪x μφ
=0 （51 291 1）

由于 矪

矪x μ
矪

矪x μ
是洛伦兹不变算符（证明见前面51 28 题），即

矪

矪 x′μ
矪

矪 x′μ
= 矪

矪x μ
矪

矪x μ
　 　 　 　 （51 291 2）

故得

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t2 = 矪

矪x μ
矪

矪x μφ
= 矪

矪x′μ
矪

矪x′μφ

=
Δ

′2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t′2 =0 （51 291 3）

　 　【别证】　 用前面51 28 题别证方法，用具体的洛伦兹变换，令f =φ，即可得出

Δ

2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t2 =

Δ

′2
φ-1

c 2
矪

2
φ

矪t′2 =0 （51 291 4）

　 　 51 30 　 试证明：（1）两个四维矢量的标积是洛伦兹不变量；（2 ）标量φ的四维

梯度
矪φ

矪x 1

，
矪φ

矪x 2

，
矪φ

矪x 3

，
矪φ

矪x（ ）4

是四维矢量；（3）四维矢量的散度矪V μ

矪x μ
是洛伦兹不变量.

【证】　（1）两个四维矢量的标积为 A μB μ
，在洛伦兹变换x′μ=αμνx ν 下，有

A′μB′μ=a μαA αa μβB β =a μαa μβA αB β
（51 301 1）

由前面51 26 题，

a μαa μβ=δαβ （51 301 2）
所以

A′μB′μ=δαβA αB β =A αB α =A μB μ

　 　（2）标量φ的四维梯度的变换式为

矪φ
矪 x′μ

=
矪φ
矪x ν

矪x ν
矪 x′μ

=
矪φ
矪x ν

a μν =a μν
矪φ
矪x ν

（51 301 3）

可见它遵守四维矢量的变换规律，所以它是四维矢量.

（3）四维矢量的散度为矪V μ

矪x μ
，它的变换式为
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矪 V′μ
矪 x′μ

=
矪（a μαV α）

矪x β
矪x β
矪 x′μ

=a μα
矪V α

矪x β
矪（ανβx′ν）

矪 x′μ

=αμαa νβ
矪V α

矪x β
矪 x′ν
矪 x′μ

=a μαa νβ
矪V α

矪x β
δμν =a μαa μβ

矪V α

矪x β

=δαβ
矪V α

矪x β
=

矪V α

矪x α
= 矪V μ

矪x μ
（51 301 4）

所以它是洛伦兹不变量.

51 31 　 试证明洛伦兹条件

Δ

·A +1
c 2

矪φ

矪t
在任何惯性系都成立.

【证】　 矢势A 和标势φ构成四维矢量 A ，ic（ ）φ ，它的散度为

矪A μ
矪x μ

= 矪A 1

矪x 1
+矪A 2

矪x 2
+矪A 3

矪x 3
+矪A 4

矪x 4
=

Δ

·A + i
c

矪φ
矪（ict ）

=

Δ

·A + 1
c 2

矪φ

矪t
（51 311 1）

所以洛伦兹条件实际上是四维矢量 A ，ic（ ）φ 的四维散度.因为四维矢量的散度是

洛伦兹不变量［证明参见前面51 30 题的（3）］，所以洛伦兹条件也是洛伦兹不变量，
故洛伦兹条件在任何惯性系都成立.

51 32 　 设Σ′（x′，y′，z′）系以匀速v =（v ，0，0）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运动，
在Σ系中某一点发出一束光，构成的立体角元为dΩ=sinθdθdφ.试求在Σ′系这束
光构成的立体角元dΩ′.

　 图51 32

【解】　 如图51 32 所示，在Σ系，S 点发出的光
束构成立体角元为

dΩ=sinθdθd� （51 321 1）
由于e�=er ×eθ 垂直于x 轴，即垂直于运动方向，
故不受运动影响，所以

d�′=d� （51 321 2）

　 　 再求θ的变换关系.由四维波矢量 k ，ic（ ）ω 的变换式第一个分量得

k′1 =k′cosθ′=ω′c cosθ′=a 11k 1 +a 14k 4

=γk cosθ+iγv
c k 4 =γωc cosθ-γv

c 2ω

ω′cosθ′=γω cosθ-v
（ ）c

（51 321 3）

第四个分量

·784·第五章　 狭义相对论



k′4 =iω′c =a 41k 1 +a 44k 4 =-iγv
c k 1 +γk 4

=-iγv
c 2ωcosθ+γi ωc

ω′=γω 1 -v
c cos（ ）θ （51 321 4）

由（51 321 3）和（51 321 4）两式得

cosθ′=
cosθ-v

c

1 -v
c cosθ

（51 321 5）

对θ′求导得

-sinθ′dθ′= 1

1 -v
c cos（ ）θ

2 1 -v
c cos（ ）θ（-sinθdθ）- cosθ-v

（ ）c
v
c sinθd［ ］θ

=-
1 -v 2

c（ ）2 sinθdθ

1 -v
c cos（ ）θ

2
（51 321 6）

最后便得所求的立体角元为

dΩ′=sinθ′dθ′d�′=
1 -v 2

c 2

1 -v
c cos（ ）θ

2sinθdθd� （51 321 7）

dΩ′=
1 -v 2

c 2

1 -v
c cos（ ）θ

2 dΩ （51 321 8）

　 图51 33

　 　 51 33 　 频率为ω的点光源向外发光，试证

明：ω
2dΩ是洛伦兹不变量，这里 dΩ 是以光源

为顶点的立体角元.
【证】　 设频率为ω的点光源S 相对于惯

性系Σ 静止，在与x 轴夹角为θ的方向上，立
体角元为（参见图51 33）

dΩ=dS
r 2 = π（rdθ）2

r 2 =π（dθ）2 （51 331 1）

　 　 设Σ′系以速度v =（v ，0 ，0）相对于Σ系运动，在Σ′系里观测，该方向与x′轴
的夹角为θ′，相应的立体角元为
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dΩ′=π（dθ′）2 （51 331 2）
由以上两式得

dΩ′
dΩ = dθ′

d（ ）θ
2

（51 331 3）

　 　 前面51 32 题由四维波矢量 k ，ic（ ）ω 的第一和第四分量的变换式得出，ω和θ

的变换关系分别为

ω′=γω 1 -v
c cos（ ）θ （51 331 4）

和

cosθ′=
cosθ-v

c

1 -v
c cosθ

（51 331 5）

sinθ′= 1 -cos2
θ寶 ′=

1 -v 2

c寶 2 sinθ

1 -v
c cosθ

（51 331 6）

再由（51 331 5）式得

sinθ′dθ′=
1 -v 2

c 2

1 -v
c cos（ ）θ

2sinθdθ （51 331 7）

由以上两式得

dθ′
d（ ）θ

2

=
1 -v 2

c 2

1 -v
c cos（ ）θ

2 （51 331 8）

最后由（51 33 .3）、（51 331 4）和（51 331 8）三式得

ω′2dΩ′=γ2
ω

2 1 -v
c cos（ ）θ

2 dθ′
d（ ）θ

2

dΩ=ω2dΩ （51 331 9）

　 　【别证】　 由（51 331 4）式和前面51 32 题的（51 321 8）式得

ω′2dΩ′=γ2
ω

2 1 -v
c cos（ ）θ

2 1 -v 2

c 2

1 -v
c cos（ ）θ

2 dΩ=ω2dΩ （51 331 10）

　 　 51 34 　 1728 年，英国天文学家布拉德雷发现，由于地球绕太阳公转，星光的视
方向与它的真方向略有不同，这种现象称为光行差.设某恒星同地球的连线与地球
速度v 的方向垂直，试求该星的视方向与真方向之间的夹角α（图51 34）.
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　 图51 34

【解】　 以恒星系为Σ系，地球为Σ′系，则由四维波

矢量 k ，ic（ ）ω 的变换规律得出，星光角度的变换关系为

cosθ′=
cosθ-v

c

1 -v
c cosθ

（51 341 1）

式中θ和θ′分别是星光在Σ 系和在Σ′系中与v 方向（x

轴方向）的夹角.因θ=π

2
，故由上式得

cosθ′=-v
c

（51 341 2）

由图51 34 可见，

α=θ′- π

2
（51 341 3）

tanα=tan θ′- π

（ ）2

=- cosθ′
1 -cos2

θ寶 ′
=

v
c

1 -v 2

c寶 2

（51 341 4）

由于地球绕太阳公转速度为v =30k m／s，所以

v
（ ）c

2

=
30 ×10 3

3 ×10（ ）8

2

=10 -8 （51 341 5）

故足够准确地取

tanα= v
c

（51 341 6）

于是得α的值为

α=arctan v
c =arctan 30 ×10 3

3 ×10 8 ≈ 20″ （51 341 7）

　 　 51 35 　 在地球上看来，某颗恒星发出波长为λ=640n m 的红光.一宇宙飞船正
向该星飞去，如图 51 35 所示.飞船中的宇航员观测到该星发出的是波长为λ′=
480n m 的蓝光.设该星相对于地球的速度远小于c（真空中光速），试求这飞船相对
于地球的速度v 的值.
【解】　 以地球为Σ系，飞船为Σ′系，沿飞船到该星方向取x 轴；在Σ系中，飞

船的速度为v .根据四维波矢量 k ，ic（ ）ω 的变换关系可以导出［参见前面51 32 题的

（51 321 4）式］
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　 图51 35

ω′=γω 1 -v
c cos（ ）θ （51 351 1）

这就是狭义相对论的多普勒效应公式，式中θ是光波矢量k
与x 轴的夹角.由图51 35 可见，θ=π ，代入上式便得

ω′=γω 1 +v
（ ）c

（51 351 2）

用波长表示，则为

1
λ′ = 1

λ
γ 1 +v
（ ）c = 1

λ

1 +v
c

1 -v
寶 c

（51 351 3）

解得

v =cλ
2 -λ′2

λ
2 +λ′2 =3 ×10 8 ×640 2 -480 2

640 2 +480 2

=01 84 ×10 8 m／s （51 351 4）

　 　 51 36 　 一原子静止时发光的波长为λ0 ，当它以速度v 相对于Σ 系运动时，试求
在v 方向上，Σ系中的静止观察者所观测到的波长λ.
【解】　 以相对于原子为静止的参考系为Σ′系，则由Σ系到Σ′系，光的频率的

图51 36 　

变换式为［参见前面51 32 题的（51 321 4）式］

ω′=ωγ 1 -v
c cos（ ）θ （51 361 1）

式中γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2
，θ为光的波矢量k 与速度v 之间

的夹角，如图51 36 所示.由此式得波长的变换式为

λ′= λ

γ 1 -v
c cos（ ）θ

（51 361 2）

　 　 因Σ′系相对于光源静止，故λ′=λ0 ，于是在Σ系观测到的波长便为

λ=λ0γ 1 -v
c cos（ ）θ （51 361 3）

在v 的方向上，θ=0 ，故所求的波长为

λ=λ0γ 1 +v
（ ）c =λ0

1 -v
c

1 +v
寶 c

＜ λ0 （51 361 4）

在v 的逆方向上，θ=π ，这时
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λ=λ0γ 1 +v
（ ）c =λ0

1 +v
c

1 -v
寶 c

＞ λ0 （51 361 5）

　 图51 37

　 　 51 37 　 如图51 37 所示，一平面镜以
匀速v 运动，v 的方向垂直于平面镜的法
线方向n .频率为ν的一束光入射到这平
面镜上，入射角为θ（即入射线和法线之

间的夹角）.
（1）求反射光的频率和反射角.（提

示：你知道在镜子静止的参考系中如何

确定反射光的频率和反射角.）
（2）假设镜子的速度v 的方向平行于镜面的法线方向n ，求反射光的频率.［本

题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1985 年试题.］
【解】　（1）以观察者所在的参考系为Σ系，相对于平面镜静止的参考系为Σ′

系，光的四维波矢量在Σ系为 k ，ic（ ）ω ，在Σ′系为 k′，icω（ ）′ .根据从Σ系到Σ′系

的变换关系，入射光波矢量k i 的变换关系为

k′i⊥ =k i⊥ （51 371 1）

k′i‖ =γ k i‖ -v
c 2ω（ ）i （51 371 2）

ω′i =γ（ωi -vk i‖ ） （51 371 3）

式中下标⊥ 和‖ 分别表示k i 和k′i 的垂直于和平行于镜面的分量，γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2

.

在Σ′系中，反射定律成立，故反射光的各分量为

k′r ⊥ =-k′i⊥ （51 371 4）

k′r ‖ =k′i‖ （51 371 5）

ω′r =ω′i （51 371 6）
反射光的波矢量从Σ′系到Σ 系的变换关系为

k r ⊥ =k′r ⊥ （51 371 7）

k r ‖ =γ k′r ‖ +v
c 2 ω′（ ）r （51 371 8）

ωr =γω′r+v k′r（ ）‖ （51 371 9）
由以上诸式得

k r ⊥ =k′r ⊥ =-k′i⊥ =-k i⊥ （51 371 10）

k r ‖ =γ k′i‖ +v
c 2 ω′（ ）i
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=γ2 k i‖ -v
c 2ω（ ）i +γ2 v

c 2（ωi -vk i ‖ ）

=γ2 1 -v 2

c（ ）2 k i ‖ =ki ‖
（51 371 11）

ωr =γω′i+vk′i（ ）‖ =γ2（ωi -vk i‖ ）+γ2v k i‖ -v
c 2ω（ ）i

=γ2 1 -v 2

c（ ）2 ωi =ωi （51 371 12）

所以

νr =ν （51 371 13）
反射角为

θr =arctan |k r ‖ |
|k r ⊥ |=arctan |k r ‖ |

|k r ⊥ |=arctan（tanθ）=θ（51 371 14）

故在Σ系观察，反射光的频率νr 等于入射光的频率ν，反射角θr 等于入射角θ.
（2）仍以观察者所在的参考系为Σ系，相对于平面镜静止的参考系为Σ′系.

这时入射光波矢量k i 的变换关系为

k′i⊥ =γ k i⊥ -v
c 2ω（ ）i （51 371 15）

k′i‖ =k i‖ （51 371 16）

ω′i =γ（ωi -vk i⊥ ） （51 371 17）
式中下标⊥ 和‖ 仍分别表示垂直于和平行于镜面的分量.

在Σ′系中，反射定律成立，故反射光的相应分量为
k′r ⊥ =-k′i⊥ （51 371 18）

k′r ‖ =k′i‖ （51 371 19）

ω′r =ω′i （51 371 20）
反射光从Σ′系到Σ 系的变换关系为

k r ⊥ =γ k′r ⊥ +v
c 2 ω′（ ）r （51 371 21）

k r ‖ =k′r ‖ （51 371 22）

ωr =γ（ω′r+v k′r ⊥ ） （51 371 23）
由以上诸式得

ωr =γω′i-γv k′i⊥ =γ2（ωi -vk i⊥ ）-γ2v（k i⊥ -v
c 2ωi）

=γ2 1 +v 2

c（ ）2 ωi -2γ2vk i⊥

=γ2 1 +v 2

c（ ）2 ωi -2γ2v -ωi

c cos（ ）θ

=γ2
ωi 1 +2 v

c cosθ+v 2

c（ ）2 （51 371 24）
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故得在Σ系观察，反射光的频率νr 与入射光的频率ν的关系为

νr =ν
1 +2 v

c cosθ+v 2

c 2

1 -v 2

c 2

（51 371 25）

　 　【讨论】　 平面镜的速度v 平行于镜面的法线时，反射角θr 可由（51 371 15 ）至

（51 371 24）诸式求出如下：

k r ⊥ =ωr

c cosθr =γk′r ⊥ +γv
c 2 ω′r =γ（-k′i⊥ ）+γv

c 2 ω′i

=-γ2 k i⊥ -v
c 2ω（ ）i +γ2 v

c 2（ωi -vk i ⊥
）

=-γ2 1 +v 2

c（ ）2 k i⊥ +2γ2 v
c 2ωi

=-γ2 1 +v 2

c（ ）2 -ωi

c cos（ ）θ +2γ2 v
c 2ωi

=γ2 ωi

c
1 +v 2

c（ ）2 cosθ+2 v
［ ］c

（51 371 26）

由（51 371 24）和（51 371 26）两式得

cosθr =
1 +v 2

c（ ）2 cosθ+2 v
c

1 +v 2

c 2 +2 v
c cosθ

（51 371 27）

当θ=0 时，

νr =ν1 +v／c
1 -v ／c ＞ ν （51 371 28）

θr =arccos1 =0 （51 371 29）

　 　 51 38 　 爱因斯坦在他创立狭义相对论的论文《论运动物体的电动力学》中说：

“设有一个在电磁场里运动的点状单位电荷，则作用在它上面的力等于它所在的地

方所存在的电场强度，这个电场强度是我们经过场的变换变到与该电荷相对静止

的坐标系所得出的（新的说法）.”试以带电粒子在均匀磁场中做圆周运动为例，说
明爱因斯坦的观点.
【解】　 设在惯性系Σ中观察，空间有均匀磁场B ，电荷量为q 的粒子在这磁场

中以速度v 运动时，所受的力为

F =qv ×B （51 381 1）

取笛卡儿坐标系使B 平行于y 轴，即

B =（0，B ，0） （51 381 2）

q 受B 的作用在垂直于B 的平面内做匀速圆周运动.设在某一时刻，取以匀速v 相
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　 图51 38

对于Σ 系运动的惯性系Σ′，在Σ′中，q 便是
瞬时静止的；再取x 轴和x′轴重合并使平行
于v ，y′轴平行于y 轴，如图51 38 所示.根据
电磁场的变换关系，Σ′系中的电磁场便为

　 　 E′x =E x =0 （51 381 3）

E′y =γ（E y -vB z）=0 （51 381 4）

E′z =γ（E z +vB y ）=γvB 　 （51 381 5）

B′x =B x =0 （51 381 6）

B′y =γ B y +v
c 2 B（ ）z =γB （51 381 7）

B′z =γ B z -v
c 2 E（ ）y =0 （51 381 8）

即

E′=（0 ，0，γvB ） （51 381 9）

B′=（0 ，γB ，0） （51 381 10）

　 　 这时q 所受的力为

F′=q（E′+v′×B′） （51 381 11）

因为在Σ′系里，这时q 是静止的，v ′=0 ，故

F′=qE′=γqvBe z′ （51 381 12）

这个结果说明，在相对于q 静止的参考系中，电荷q 只受电场E′的作用力；作用于
单位点电荷上的力等于该处的电场强度E′.

51 39 　 参考系Σ′（x′，y′，z′）以匀速v =（v ，0，0 ）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运
动.在Σ系观测，空间某区域有静磁场B =（B x ，B y ，B z ）.（1 ）求在Σ′系观测，该区
域内的电磁场；（2）若该区域内有一电荷量为q 的粒子相对于Σ 系静止，求在Σ′
系观测，这个粒子所受的力.
【解】　（1）由电磁场的变换关系得

E′x =E x =0 （51 391 1）

E′y =γ（E y -vB z）=-γvB z （51 391 2）

E′z =γ（E z +vB y ）=γvB y （51 391 3）

B′x =B x （51 391 4）

B′y =γ B y +v
c 2 E（ ）z =γB y （51 391 5）

B′z =γ B z -v
c 2 E（ ）y =γB z （51 391 6）
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E′=（0 ，-γvB z ，γvB y ） （51 391 7）

B′=（B x ，γB y ，γB z） （51 391 8）

式中γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2

.

（2）粒子所受的力为

F′=q（E′+v′×B′）=qE′+q（-ve x′）×B′

=q（-γvB ze y′ +γvB ye z′）-qve x′ ×（B xe x′ +γB ye y′ +γB ze z′）

=0 （51 391 9）

　 　 51 40 　 试证明：一个静电场经过洛伦兹变换不可能变成纯粹磁场；同样，一个

静磁场经过洛伦兹变换不可能变成纯粹电场.
【证】　 当参考系Σ′（x′，y′，z′）以匀速v =（v ，0 ，0）相对于惯性系Σ（x ，y ，z ）运

动时，同一个电磁场在Σ系和Σ′系的分量之间的关系根据洛伦兹变换为

E′x =E x ，　 　 E′y =γ（E y -vB z ），　 　 E′z =γ（E z +vB y ）（51 401 1）

B′x =B x ，　 B′y =γ B y +v
c 2 E（ ）z ，　 B′z =γ B z -v

c 2 E（ ）y （51 401 2）

式中γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2

.

对于静电场来说，E ≠ 0 ，即 E x ，E y ，E z 三个分量至少有一个不为零.于是由
（51 401 1）式得出：E′≠ 0 ，即E 经过洛伦兹变换后不可能成为E′=0 的纯粹磁场.

同样，对于静磁场来说，B ≠ 0 ，即B x ，B y ，B z 三个分量至少有一个不为零.于是
由（51 401 2）式得出：B′≠ 0 .即B 经过洛伦兹变换后不可能成为B′=0 的纯粹电场.

51 41 　 在无界空间里传播的单色平面电磁波，它的磁感强度B 与电场强度E
垂直.试证明：在任何惯性系观测，它的磁感强度都与电场强度垂直.
【证】　 设在惯性系Σ（x ，y ，z ）中，该电磁波的电磁场为E =（E x ，E y ，E z ），B =

（B x ，B y ，B z）；另一惯性系Σ′（x′，y′，z′）以匀速v =（v ，0，0 ）相对于Σ系运动.则在

Σ′系中，电磁场的分量为

E′x =E x ，　 E′y =γ（E y -vB z），　 E′z =γ（E z +vB y ） （51 411 1）

B′x =B x ，　 B′y =γ B y +v
c 2 E（ ）z ，　 B′z =γ B z -v

c 2 E（ ）y （51 411 2）

E′·B′=E′xB′x +E′yB′y +E′zB′z

=E xB x +γ（E y -vB z ）γ B y +v
c 2 E（ ）z +γ（E z +vB y ）γ B z -v

c 2 E（ ）y

=E xB x +γ2 1 -v 2

c（ ）2 E yB y +γ2 1 -v 2

c（ ）2 E zB z

=E xB x +E yB y +E zB z
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=E ·B =0 （51 411 3）
即在Σ′系中E′⊥ B′.

最后指出，虽然上面用的是特殊洛伦兹变换，但因x 轴的方向（即v 的方向）可
以任意选定，v 的大小也可以任意选定，故不失普遍性.

51 42 　 能量为 11 0 ×10 15 e V 的一个宇宙线质子来到地面，进入 B =11 0 ×
10 -5 T 的磁场中，它的速度v 与B 垂直.问这质子感受到的电场强度有多大？
【解】　 设质子的速度为v =ve x ，磁场的磁感强度为B =B e y ，则由电磁场的变

换关系得质子所感受到的电场为

E′x =E x =0 （51 421 1）

E′y =γ（E y -vB z）=0 （51 421 2）

E′z =γ（E z +vB y ）=γvB （51 421 3）

　 　 质子的静能为

m 0c 2 =938 M eV （51 421 4）
故

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

= mc 2

m 0c 2 =11 0 ×10 15

938 ×10 6 = 10 9

938
（51 421 5）

v
c = 1 - 1

γ寶 2 =1 - 1
2

1
γ

2 =1 - 1
2 × 938

10（ ）9

2

=1 -41 4 ×10 -13
≈ 1 （51 421 6）

于是得质子所感受到的电场强度为

E′=E′z =γvB =10 9

938 ×1 ×3 ×10 8 ×11 0 ×10 -5

=31 2 ×10 9（V／m ） （51 421 7）

　 　 51 43 　 试证明麦克斯韦方程组

Δ

·D =ρ，　

Δ

×E =-矪B
矪t
，　

Δ

·B =0 ，　

Δ

×H = 矪D
矪t +j

为洛伦兹不变的方程组，即这组方程经过洛伦兹变换后，得出的仍然是形式相同的

方程组.
【证】　 先将麦克斯韦方程组写成协变形式.

　 　 令

F μν = 矪A ν
矪x μ

-
矪A μ

矪x ν
（51 431 1）

式中A μ
为四维矢势 A ，ic（ ）φ 的分量，则 F μν为一个四维二阶张量F 的分量，F 称

为电磁场张量，它与电磁场的E 和B 的关系为
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F =

0 B 3 -B 2 - i
c E 1

-B 3 0 B 1 - i
c E 2

B 2 -B 1 0 - i
c E 3

i
c E 1

i
c E 2

i
c E 3

烄

烆

烌

烎
0

（51 431 2）

于是麦克斯韦方程组中的两个方程

Δ

·B =0

Δ

×E =-矪B
矪

烍

烌

烎t
（51 431 3）

可以合写成

矪F μν
矪x λ

+
矪F νλ
矪x μ

+
矪F λμ
矪x ν

=0 （51 431 4）

另外两个方程

Δ

·D =ρ

Δ
×H = 矪D

矪t + 烍

烌

烎
j

（51 431 5）

可以合写成

矪F μν
矪x ν

=μ0jμ （51 431 6）

式中jμ 为四维电流密度矢量（j ，icρ）的分量.
（51 431 4）和（51 431 6）便是麦克斯韦方程组的协变形式.
在洛伦兹变换

x′μ=a μνx ν （51 431 7）

下，算符 矪

矪x μ
的变换关系为［参见前面51 28 题的（51 281 6 ）式］

矪

矪 x′μ
=a μν

矪

矪x ν
（51 431 8）

于是在洛伦兹变换下，（51 431 4）式的变换为

矪F′μν
矪 x′λ

+
矪F′νλ
矪 x′μ

+
矪F′λμ
矪 x′ν

=a λα
矪

矪x α
（a μβa νγF βγ

）+a μβ
矪

矪x β
（aνγa λαF γα）+

aνγ 矪

矪x γ
（aλαa μβF αβ

）

=a λαa μβa νγ
矪F βγ
矪x α

+
矪F γα
矪x β

+
矪F αβ
矪x（ ）

γ

（51 431 9）
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此式左边与右边括号内的形式完全相同.这就证明了，（51 431 4）式在一个惯性系成
立，在其他任何惯性系都成立，即（51 431 4）式是洛伦兹不变式.
（51 431 6）式的变换为

矪 F′μν
矪 x′ν

=aνβ
矪

矪x β
（a μαa νγF αγ）=aνβa νγa μα

矪F αγ
矪x β

=a μα
矪F αβ
矪x β

=a μα（μ0jα）=μ0a μαj α =μ0j′μ （51 431 10）

可见（51 431 6）式是洛伦兹不变式.
由于麦克斯韦方程组的原始形式［（ 51 431 3 ）和（51 431 5 ）］与协变形式

［（ 51 431 4）和（51 431 6）］是同一方程组的不同形式，故上面证明了协变形式的麦克
斯韦方程组是洛伦兹不变的方程组，也就证明了原始形式的麦克斯韦方程组是洛

伦兹不变的方程组.
【别证】　 仿爱因斯坦在《论运动物体的电动力学》论文中的证法.
设f 是x′，y′，z′，t′的一个具有连续偏导数的函数f =f（x′，y′，z′，t′），则根据

从Σ（x ，y ，z ）系到Σ′（x′，y′，z′）系的洛伦兹变换

x′=γ（x -vt ），　 y′=y ，　 z′=z ，　 t′=γt -v
c 2（ ）x （51 431 11）

x′，y′，z′，t′又都是x ，y ，z ，t 的函数，因而f 是x ，y ，z ，t 的隐函数.根据隐函数的求
导公式和（51 391 11）式得

矪f
矪x

=
矪f
矪x′

矪x′
矪x +

矪f
矪t′

矪t′
矪x =γ

矪f
矪x′

-γv
c 2

矪f
矪t′

（51 431 12）

矪f
矪y

=
矪f
矪y′

矪y′
矪y =

矪f
矪y′

（51 431 13）

矪f
矪z

=
矪f
矪z′

矪z′
矪z =

矪f
矪z′

（51 431 14）

矪f
矪t

=
矪f
矪t′

矪t′
矪t +

矪f
矪x′

矪x′
矪t =γ

矪f
矪t′

-γv
矪f
矪x′

（51 431 15）

　 　 下面我们就根据这些公式，来推导麦克斯韦方程组各式的变换关系.麦克斯韦
方程组为

Δ

·D =ρ （51 431 16）

Δ

×E =-矪B
矪t

（51 431 17）

Δ

·B =0 （51 431 18）

Δ

×H = 矪D
矪t +j （51 431 19）

　 　 由（51 431 12）至（51 431 15）等式得
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Δ

·D = 矪D x

矪x +
矪D y

矪y
+矪D z

矪z

=γ矪D x

矪x′-γv
c 2

矪D x

矪t′ +
矪D y

矪y′
+矪D z

矪z′

γ
矪D x

矪x′-γv
c 2

矪D x

矪t′ +
矪D y

矪y′
+矪D z

矪z′ =ρ （51 431 20）

（51 431 17）式的三个分量式依次为

矪E z

矪y -
矪E y

矪z
= 矪E z

矪y′-
矪E y

矪z′
=-矪B x

矪t =-γ矪B x

矪t′ +γv 矪B x

矪x′

矪E z

矪y′-
矪E y

矪z′
=-γ矪B x

矪t′ +γv 矪B x

矪x′
（51 431 21）

矪E x

矪z -矪E z

矪x = 矪E x

矪z′-γ矪E z

矪x′+γv
c 2

矪E z

矪t′ =-
矪B y

矪t
=-γ

矪B y

矪t′
+γv

矪B y

矪x′

矪E x

矪z′-γ矪E z

矪x′+γv
c 2

矪E z

矪t′ =-γ
矪B y

矪t′
+γv

矪B y

矪x′
（51 431 22）

矪E y

矪x
-矪E x

矪y
=γ

矪E y

矪x′
-γv

c 2
矪E y

矪t′
-矪E x

矪y′

　 　 　 　 　 =-矪B z

矪t =-γ矪B z

矪t′ +γv 矪B z

矪x′

γ
矪E y

矪x′
-γv

c 2
矪E y

矪t′
-矪E x

矪y′
=-γ矪B z

矪t′ +γv 矪B z

矪x′
（51 431 23）

　 　 仿照上面

Δ

·D =ρ的变换式（51 431 20）得出，

Δ

·B =0 的变换式为

γ
矪B x

矪x′-γv
c 2

矪B x

矪t′ +
矪B y

矪y′
+矪B z

矪z′ =0 （51 431 24）

　 　 仿照上面

Δ

×E = - 矪B
矪t
的三个分量变换式（51 431 21 ）、（51 431 22 ）和

（51 431 23），得

Δ

×H =矪D
矪t +j 的三个分量的变换式依次为

矪 H z

矪y′ -
矪 H y

矪z′
=γ矪D x

矪t′ -γv 矪D x

矪x′+j x （51 431 25）

矪 H x

矪z′ -γ矪 H z

矪x′ +γv
c 2

矪 H z

矪t′ =γ
矪D y

矪t′
-γv

矪D y

矪x′
+j y （51 431 26）

γ
矪 H y

矪x′
-γv

c 2
矪 H y

矪t′
-矪 H x

矪y′=γ矪D z

矪t′ -γv 矪D z

矪x′+j z （51 431 27）

　 　 现在，我们再把这些式子作一些调整.把（5 .43 .25）式代入（5 .43 .20）式以消去

矪D x

矪t′
，结果为
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矪D x

矪x′+ 矪

矪y′γ
D y -v

c 2 H（ ）z + 矪

矪z′γ
D z +v

c 2 H（ ）y =γρ-v
c 2j（ ）x

（5 .43 .28）

把（5 .43 .24）式代入（5 .43 .21）式以消去 矪B x

矪x′
，得

矪

矪y′γ
（E z +vB y ）- 矪

矪z′γ
（E y -vB z）=-矪B x

矪t′
（5 .43 .29）

（5 .43 .22）式可化为

矪E x

矪z′- 矪

矪x′γ
（E z +vB y ）=- 矪

矪t′γ
B y +v

c 2 E（ ）z （5 .43 .30）

（5 .43 .23）式可化为

矪

矪x′γ
（E y -vB z）-矪E x

矪y′ =- 矪

矪t′γ
B z -v

c 2 E（ ）y （5 .43 .31）

　 　 把（5 .43 .21）式代入（5 .43 .24）式以消去 矪B x

矪t′
得

矪B x

矪x′+ 矪

矪y′
γ B y +v

c 2 E（ ）z + 矪

矪z′γ
B z -v

c 2 E（ ）y =0 （5 .43 .32）

　 　 把（5 .43 .20）式代入（5 .43 .25）式以消去 矪D x

矪x′
得

矪

矪y′γ
（H z -vD y ）- 矪

矪z′γ
（H y +vD z）= 矪D x

矪t′ +γ（j x -ρv ）（5 .43 .33）

（5 .43 .26）式可化为

矪 H x

矪z′ - 矪

矪x′γ
（H z -vD y ）= 矪

矪t′γ
D y -v

c 2 H（ ）z +j y （5 .43 .34）

（5 .43 .27）式可化为

矪

矪x′γ
（H y +vD z）-矪 H x

矪y′ = 矪

矪t′γ
D z +v

c 2 H（ ）y +j z （5 .43 .35）

　 　（5 .43 .28）至（5 .43 .35）等八式，就是在Σ′系看来，电磁场应遵守的规律.由这
些式子可见，如果电磁场、电流密度和电荷量密度从Σ系到Σ′系的变换关系为

　 　 　 　 D′x =D x ，　 D′y =γ D y -v
c 2 H（ ）z ，　 D′z =γ D z +v

c 2 H（ ）y （5 .43 .36）

E′x =E x ，　 E′y =γ（E y -vB z ），　 E′z =γ（E z +vB y ） （5 .43 .37）

B′x =B x ，　 B′y =γ B y +v
c 2 E（ ）z ，　 B′z =γ B z -v

c 2 E（ ）y （5 .43 .38）

H′x =H x ，　 H′y =γ（H y +vD z），　 H′z =γ（H z -vD y ） （5 .43 .39）

j′x =γ（j x -vρ），　 j′y =j y ，　 j′z =j z （5 .43 .40）

ρ′=γ（ρ-v
c 2j x ） （5 .43 .41）
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则（5 .43 .28）至（5 .43 .35）等八式就可以化成

Δ

′·D′=ρ′ （5 .43 .42）

Δ

′×E′=-矪B′
矪t′

（5 .43 .43）

Δ

′·B′=0 （5 .43 .44）

Δ

′×H′= 矪D′
矪t′ +j′ （5 .43 .45）

式中

Δ

′表示Σ′系的算符.这四式正是麦克斯韦方程组在Σ′系的形式.这样就证明
了麦克斯韦方程组是洛伦兹不变的方程组.
【讨论】　 由以上的证明过程可见，麦克斯韦方程组的四个矢量方程，在洛伦兹

变换下，并不是每个方程都是洛伦兹不变式，而是分为两组，一组是

Δ

·B =0 　 和 　

Δ

×E =-矪B
矪t

另一组是

Δ

·D =ρ　 和 　

Δ

×H = 矪D
矪t +j

这两组方程的每一组，都是四个标量方程.在洛伦兹变换下，并不是每个标量方程
都是洛伦兹不变式，而是四个方程作为一组，在变换后重新组合，成为四个新方程；

这四个新方程在形式上与四个旧方程完全相同.所以麦克斯韦方程组作为一个整
体，是洛伦兹不变式.

5 .44 　 有一半径为R 、不带电的磁化导体球，在球内r 处的磁场为

B（r）=Ar 2
⊥ e z

式中 A 是一个常数，e z 是通过球心的单位矢量，r ⊥
是r 处到e z 轴的距离，如图

51 44（1）所示.（在笛卡儿坐标系中，单位矢量e z 沿z 轴方向，球心位于坐标原点，

r 2
⊥ =x 2 +y 2 ）假设这导体球以角速度Ω绕其z 轴旋转（非相对论性的）.
（1）试求这旋转球内的电场（在实验室参考系中观测）.
（2）试求球内的电荷分布（不计算球面电荷）.
（3）如图5 .44（2）所示，把一个静止的伏特计的一端接在导体球的极点上，另

一端通过电刷接到旋转导体球的赤道上.试问这伏特计测得的电势差V 是多少？

［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1985 年试题.］
【解】　（1）电磁场的变换式为

E ‖ =E ‖′，　 　 E ⊥ =γ（E′⊥ -v ×B′） （5 .44 .1）

式中E 是在实验室参考系中观测的电场，E′和B′是在以速度v 相对于实验室运动
的参考系中观测的电场和磁场.设v 为球内一点相对于实验室的速度，在非相对论
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图5 .44（1） 图5 .44（2）

的情况下，γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2

=1 ，

　 图5 .44（3）

故

E =E′-v ×B′ （5 .44 .2）
题目给定

E′=0 ，　 　 B′=Ar 2
⊥ e z（5 .44 .3）

v =Ω×r =Ωe z ×（xe x +ye y +ze z）

=Ω（xe y -ye x ） （5 .44 .4）
参见图5 .44（3 ），图中 O 为球心.于是得所求
的电场为

E =-v ×B′=-Ω（xe y -ye x ）×（Ar 2
⊥ e z）

=-AΩr 2
⊥
（xe x +ye y ）=-AΩr 2

⊥ r ⊥

（5 .44 .5）

　 　（2）球内的电荷量密度为

ρ=

Δ

·D =

Δ

·（ε0E ）=-ε0 AΩ

Δ

·（r 2
⊥ r ⊥

）

=-ε0 AΩ

Δ

·（x 2 +y 2）（xe x +ye y［ ］）

=-4ε0 AΩr 2
⊥

（5 .44 .6）

　 　（3）图5 .44（2）中 A 、B 两点的电势差为

U AB =∫
B

A
E ·dl =-AΩ∫

B

A
r 2

⊥ r ⊥·dr ⊥

=-AΩ∫
R

0
r 3

⊥ dr ⊥ =-1
4 AΩR 4 （5 .44 .7）
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故伏特计测得的电势差为V =|U AB |= 1
4 AΩR 4 .

　 图5 .45

5 .45 　 由细导线构成的边长为a 和

b 的矩形回路，当它相对于惯性系Σ静止
时，其中载有电流I ，但并不带电.另有一
参考系Σ′以速度v 相对于Σ系运动，v 与
此回路的一条边a 平行，如图5 .45 所示.
（1）试问在Σ′系观测，此矩形回路是否带
电？（2）在Σ系中，此回路的磁矩为 m =
IS =Iabn ，式中n 为垂直于纸面并向外
的单位矢量；试求在Σ′系中此回路的电
偶极矩.
【解】　 如图5 .45 所示，回路 A B C D

载有电流I ，它相对于Σ系静止.参考系

Σ′以速度v 相对于Σ系运动.

（1）设导线的横截面积为πr 2 ，则导线中的电流密度为j = I
πr 2 .下面由四维电

流密度矢量（j ，icρ）的变换关系

j′1 =γ（j 1 -vρ），　 j′2 =j 2 ，　 j′3 =j 3

j′4 =γ j 4 -i v
c j（ ）1 　 即 　ρ′=γρ-v

c 2j（ ）1 （5 .45 .1）

来分析四条边的带电情况.
　 　 A B 边：　 j 1 =j ，　 j 2 =j 3 =0，　ρ=0

j′1 =γj ，　 j′2 =j′3 =0 ，　ρ′=-γv
c 2j （5 .45 .2）

　 　 BC 边：　 j 1 =0 ，　 j 2 =j ，　 j 3 =0 ，　ρ=0
j′1 =0 ，　 j′2 =j ，　 j′3 =0，　ρ′=0 （5 .45 .3）

　 　 C D 边：　 j 1 =-j ，　 j 2 =j 3 =0，　ρ=0

j′1 =-γj ，　 j′2 =j′3 =0 ，　ρ′=γv
c 2j （5 .45 .4）

　 　 D A 边：　 j 1 =0 ，　 j 2 =-j ，　 j 3 =0 ，　ρ=0
j′1 =0 ，　 j′2 =-j ，　 j′3 =0 ，　ρ′=0 （5 .45 .5）

由以上结果可见，在Σ′系观测，A B 边带负电，C D 带正电，B C 和 D A 两边都不

带电.
（2）在Σ′系观测，此回路的电偶极矩为

P′=q′l′=πr 2a′ρ′b′e y′ =πr 2 a
γ
γ

v
c 2jbe y′
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= v
c 2abIe y′ = 1

c 2 m ×v （5 .45 .6）

式中 m =abIe z 是在Σ系观测到的回路的磁矩.
5 .46 　 设一导电介质在静止时服从欧姆定律，即当其中有电流时，电流密度与

电场强度成正比，比例系数为电导率σ.现在这介质以速度v 相对于惯性系Σ运动，
试证明：在Σ系中观测，这介质中与欧姆定律相当的关系式为

j = σ

1 -v 2

c寶 2

E +v ×B - v
c
·（ ）E v

［ ］c +ρv

　 　【证】　 取Σ′系以匀速v 相对于Σ系运动，则这介质便在Σ′系中静止；并使两
系的x 轴和x′轴都沿v 方向.这样，在Σ′系便有

j′=σE′ （5 .46 .1）
从Σ系到Σ′系，变换关系如下：

j′1 =γ（j 1 -ρv ） （5 .46 .2）

j′2 =j 2 （5 .46 .3）

j′3 =j 3 （5 .46 .4）

E′1 =E 1 （5 .46 .5）

E′2 =γ（E 2 -vB 3 ） （5 .46 .6）

E′3 =γ（E 3 +vB 2 ） （5 .46 .7）
将（5 .46 .2）至（5 .46 .7）式代入（5 .46 .1）式的三个分量式得

γ（j 1 -ρv ）=σE 1 　 即 　 j 1 =σ
γ
E 1 +ρv （5 .46 .8）

j 2 =σγ（E 2 -vB 3 ） （5 .46 .9）

j 3 =σγ（E 3 +vB 2 ） （5 .46 .10）

　 　 综合以上三式得

j = σ
γ
E 1 +ρ（ ）v e 1 +σγ（E 2 -vB 3 ）e 2 +σγ（E 3 +vB 2）e 3

=γσE + 1
γ

-（ ）γσE 1e 1 +ρve 1 -γσv（B 3e 2 -B 2e 3 ）

=γσ E - v
c
·（ ）E v

c +v ×［ ］B +ρv

= σ

1 -v 2

c寶 2

E +v ×B - v
c
·（ ）E v

［ ］c +ρv （5 .46 .11）

　 　【讨论】　 若在Σ′系中，电荷量密度ρ′=0 ，则由变换关系

ρ′=γρ-v
c 2j（ ）1 （5 .46 .12）
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得

ρ= v
c 2j 1 = 1

c 2 v ·j （5 .46 .13）

于是（5 .42 .11）式可化为

j = σ

1 -v 2

c寶 2

E +v ×B - v
c
·（ ）E v

［ ］c + v
c
·（ ）j v

c
（5 .46 .14）

　 图5 .47（1）

　 　 5 .47 　 电荷量为q 的点电荷以匀速

v 相对于惯性系Σ运动，取另一参考系Σ′
跟随q 运动，使q 位于Σ′系的原点O′，沿

q 的运动方向取x 轴和x′轴，y′轴和z′
轴分别平行于y 轴和z 轴，并使t =0 和

t′=0 时刻Σ′与Σ 两系的原点重合.试
求在Σ系观测到的q 所产生的电磁场.
【解法一】　 利用电磁场的变换求

解.
在Σ′系，q 静止，故它在r′点产生的电磁场为

E′= q
4πε0

r′
r′3

（5 .47 .1）

B′=0 （5 .47 .2）
根据从Σ′系到Σ 系的电磁场变换公式得

E x =E′x = q
4πε0

x′
r′3 = q

4πε0

γ（x -vt ）
r′3 （5 .47 .3）

E y =γ（E′y +vB′z）=γE′y = γq
4πε0

y
r′3

（5 .47 .4）

E z =γ（E′z -vB′y ）=γE′z =
γq
4πε0

z
r′3 （5 .47 .5）

E =
γq
4πε0

r -vt
r′3 （5 .47 .6）

式中

γ= 1 -v 2

c（ ）2

-1
2

（5 .47 .7）

r′3 = x′2 +y′2 +z′［ ］
2 3／2 = γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2 （5 .47 .8）

B x =B′x =0 （5 .47 .9）

B y =γ B′y -v
c 2 E′（ ）z =-γv

c 2
q

4πε0

z
r′3

（5 .47 .10）
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B z =γ B′z +v
c 2 E′（ ）y =γv

c 2
q

4πε0

y
r′3

（5 .47 .11）

B =γv
c 2

q
4πε0

-ze y +ye z

r′3 =γ q
4πε0c 2

v ×r
r′3 （5 .47 .12）

　 　 于是得出：在Σ系中观测，t 时刻r =xe x +ye y +ze z 处的电磁场为

E =
γq
4πε0

r -vt
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2

（5 .47 .13）

B = γq
4πε0c 2

v ×r
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2 = 1

c 2 v ×E （5 .47 .14）

　 　【解法二】　 利用四维矢势求解.

Σ′系的四维矢势为A′μ = A′，icφ（ ）′ ，其中

A′=0 （5 .47 .15）

φ′= q
4πε0

1
r′

（5 .47 .16）

变换到Σ系

A 1 =a 11A′1 +a 41 A′4 =-iγv
c

i
cφ′=γv

c 2φ′ （5 .47 .17）

A 2 =a 22 A′2 =0 （5 .47 .18）

A 3 =a 33A′3 =0 （5 .47 .19）

A 4 =a 14A′1 +a 44 A′4 =γ i
cφ′

（5 .47 .20）

A =γv
c 2

q
4πε0

e x

γ
2（x -vt ）2 +y 2 +z寶

2
（5 .47 .21）

φ=
γq
4πε0

1
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z寶
2

（5 .47 .22）

　 　 于是所求的电场强度为

E =-

Δ

φ-矪A
矪t

=-
γq
4πε0

Δ 1
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z寶
2
-

　γ
v
c 2

q
4πε0

矪

矪t
e x

γ
2（x -vt ）2 +y 2 +z寶

2

=
γq
4πε0

r -vt
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2

（5 .47 .23）

所求的磁感强度为
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B =

Δ

×A =γv
c 2

q
4πε0

Δ

×
e x

γ
2（x -vt ）2 +y 2 +z寶（ ）2

=
γq

4πε0c 2
v ×r

γ
2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］

2 3／2 = 1
c 2 v ×E （5 .47 .24）

　 　【解法三】　 利用推迟势在Σ系求解.
以速度v 运动的带电荷量为q 的粒子（当作点电荷）所产生的推迟势（Lienard2

Wiechert 势）为

φ（r ，t）=
q

4πε0

1
α|r -r′|

（5 .47 .25）

A（r ，t）= q v
4πε0c 2

1
α|r -r′|

（5 .47 .26）

式中r′是t′时刻q 的位矢，

α|r -r′|=|r -r′|-v ·（r -r′）
c

（5 .47 .27）

t′=t -|r -r′|
c

（5 .47 .28）

　 　 所求的电场强度为

E（r ，t）=-
Δ

φ（r ，t）-
矪A（r ，t）

矪t

= q
4πε0

1
（α|r -r′|）2

Δ

（α|r -r′|）+v
c 2

矪

矪t
（α|r -r′|［ ］） （5 .47 .29）

式中

Δ

（α|r -r′|）=

Δ

（α|r -r′|［ ］）t′ + 矪

矪t′
（α|r -r′|［ ］）

Δ

t′

= r -r′
|r -r′|-v

c + -v ·（r -r′）
|r -r′| +v 2

［ ］c ×

　 - r -r′
cα|r -r′［ ］|

（5 .47 .30）

矪

矪t′
（α|r -r′|）=-v ·（r -r′）

|r -r′| +v 2

c
（5 .47 .31）

由（5 .47 .30）和（5 .47 .31）两式得

　

Δ

（α|r -r′|）+v
c 2

矪

矪t
（α|r -r′|）

=

Δ

（α|r -r′|［ ］）t′ + 矪

矪t′
（α|r -r′|［ ］）

Δ

t′+v
c 2

矪

矪t′
（α|r -r′|［ ］）矪t′

矪t

=

Δ

（α|r -r′|［ ］）t′ + 矪

矪t′
（α|r -r′|［ ］）

Δ

t′+v
c 2

矪t′
矪［ ］t
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=
1 -v 2

c 2

α|r -r′|
r -r′-|r -r′|

c［ ］v （5 .47 .32）

代入（5 .43 .29）式得

E（r ，t）= q
4πε0

1 -v 2

c 2

（α|r -r′|）3
r -r′-|r -r′|

c［ ］v （5 .47 .33）

式中左边E（r ，t）是r 处t 时刻的电场强度，而右边的量则是t′时刻的值.现将它化
为t 时刻的值.t′时刻，q 的位矢为r′=vt′，它到场点P 的位矢为r -r′=r -vt′；

t 时刻，q 的位矢为v t ，它到P 点的位矢为r -vt .由图5 .47（2）和图5 .47（3）可见，

图5 .47（2）

图5 .47（3）

（5 .47 .33）式右边方括号内为

r -r′-
|r -r′|

c
v =r -vt （5 .47 .34）

（5 .47 .33）式右边分母中的α|r -r′|为
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α|r -r′|=|r -r′|-v ·（r -r′）
c

=|r -vt |cosψ=|r -vt | 1 -sin 2
寶 ψ

=|r -vt | 1 - v
c sin（ ）θ寶

2

=|r -vt | 1 -v 2

c 2 +v 2

c 2 cos
2

寶 θ

= 1 -v 2

c（ ）2 |r -vt |2 +v 2

c 2 |r -vt |2cos2

寶 θ

= 1 -v 2

c（ ）2 （x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 +v 2

c 2
（x -vt ）寶

2

= 1 -v 2

c（ ）2

（x -vt ）2

1 -v 2

c 2

+y 2 +z熿

燀

燄

燅寶

2

= 1
γ
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z寶
2 （5 .47 .35）

将（5 .47 .34）和（5 .47 .35）两式代入（5 .47 .33）式便得

E（r ，t）= γq
4πε0

r -vt
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2 （5 .47 .36）

这便是所求的电场强度.所求的磁感强度为

B（r ，t）=

Δ

×A（r ，t）= q
4πε0c 2

Δ

× v
α|r -r′（ ）|

= q
4πε0c 2

Δ 1
α|r -r′（ ）| ×v

= q
4πε0c 2（α|r -r′|）2

v ×

Δ

（α|r -r′|［ ］） （5 .47 .37）

将（5 .47 .30）式化为

Δ

（α|r -r′|）= 1
α|r -r′|

1 -v 2

c（ ）2 （r -r′［ ）-

　
|r -r′|

c v +v ·（r -r′）
c 2 ］v （5 .47 .38）

代入（5 .47 .37）式便得

B（r ，t）= q
4πε0c 2

1 -v 2

c（ ）2 v ×（r -r′）

（α|r -r′|）3
= 1

c 2 v ×E（r ，t）（5 .47 .39）

　 　【解法四】　 直接由运动电荷的自有场公式算出结果.我们所求的是以速度v
运动的电荷的自有场（self field），它的公式为 ①
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E s =
q

4πε0

1 -v 2

c 2

（α|r -r′|）3
R （5 .47 .40）

H s =
q
4π

1 -v 2

c 2

（α|r -r′|）3
v ×R （5 .47 .41）

式中

R =r -r′-|r -r′|
c v =r -vt （5 .47 .42）

（5 .47 .40）和（5 .47 .41）两式中的α|r -r′|是t′时刻的量，将它化为t 时刻的量即
为（5 .47 .35）式.代入上面的（5 .47 .40）和（5 .47 .41）两式，即得所求结果为

E s = γq
4πε0

r -vt
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2

（5 .47 .43）

H s =
γq
4π

v ×r
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 3／2 =ε0 v ×E s （5 .47 .44）

　 　 5 .48 　 一无限长直导线在惯性系Σ′中静止，这导线上带有均匀电荷，单位长
度的电荷量为λ0 .已知Σ′系以匀速v 相对于Σ系（实验室系）运动，v 与带电直线平
行.（1）试写出Σ′系中的电场强度和磁感强度；（2）在Σ′系中和在Σ系中，与导线
有关的电荷量密度和电流密度各是多少？（3）在Σ系中，试由电荷量密度和电流密
度直接计算电场强度和磁感强度，并与前面得出的结果比较.
【解】　（1）Σ′系是带电直线在其中静止的参考系.由高斯定理得出，无限长直

线电荷λ0 所产生的电场强度为

E′= λ0

2πε0

r′
r′2

（5 .48 .1）

式中r′是自带电直线到场点的位矢，r′⊥ v ，r′=｜r′｜ .因为只有静止电荷，故无磁
场，即磁感强度为

B′=0 （5 .48 .2）

　 　 从Σ′系到Σ系，电磁场的变换关系为

E ‖ =E′‖
，　 　 E ⊥ =γ（E′⊥ -v ×B′） （5 .48 .3）

B ‖ =B′‖
，　 　 B ⊥ =γ（B′⊥ +1

c 2 v ×E′） （5 .48 .4）

式中下标‖ 和⊥ 分别表示平行于和垂直于v 的分量，

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（5 .48 .5）

　 　 于是得Σ系（实验室系）的电磁场为

E ‖ =E′‖ =0 （5 .48 .6）

·115·第五章　 狭义相对论



E ⊥ =γ（E′⊥ -v ×B′）=γE′⊥ =γλ0

2πε0

r′
r′2 = γλ0

2πε0

r
r 2 （5 .48 .7）

B ‖ =B′‖ =0 （5 .48 .8）

B ⊥ =γ（B′⊥ +
1
c 2 v ×E′）=γc 2 v ×E′

=γc 2 v × λ0

2πε0

r′
r′（ ）2 = γvλ0

2πε0c 2r
e � （5 .48 .9）

式中e� 是v 的右手螺旋方向上的单位矢量.
（2）在Σ′系中，电荷量的线密度为λ0 ，电流密度为j′=0 .
设在Σ系中，电荷量的线密度为λ，电流密度为j ，则因（j ，iρc ）构成四维矢量，

故由洛伦兹变换的逆变换矩阵

a′=

γ 0 0 -iγv
c

0 1 0 0
0 0 1 0

iγv
c 0 0

烄

烆

烌

烎
γ

（5 .48 .10）

和四维矢量的逆变换式

jμ =a′μνj′ν （5 .48 .11）
得

j 1 = I
A =a′1νj′ν =a′14j′4 =a′14（iρ′c ）=-iγv

c
（iρc ）

=-iγv
c iλ0

A（ ）c =γv λ0

A
（5 .48 .12）

式中I 为导线中的电流强度，A 为导线的横截面积.于是得

I =γvλ0 （5 .48 .13）

j 2 =a′2νj′ν =0 （5 .48 .14）

j 3 =a′3νj′ν =0 （5 .48 .15）

j 4 =iρc =i λA c =a′4νj′ν=a′44j′4 =γ（iρc ）

=γ iλ0

A（ ）c （5 .48 .16）

所以

λ=γλ0 （5 .48 .17）
即在Σ系中，导线上单位长度的电荷量密度为λ=γλ0 ，导线中有沿v 方向的电流，
其电流强度为I =γvλ0 .
（3）在Σ系中，由高斯定理得，线电荷λ=γλ0 产生的电场强度为
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E = λ
2πε0

r
r 2 = γλ0

2πε0

r
r 2 （5 .48 .18）

由安培环路定理得，线电流I =γvλ0 产生的磁感强度为

B =μ
0I

2πr
e � =μ

0γvλ0

2πr
e � = γvλ0

2πε0c 2r
e � （5 .48 .19）

　 　 将（5 .48 .18）式与（5 .48 .7）式比较，（5 .48 .19）式与（5 .48 .9）式比较，可见两种
方法算出的电场和磁场都相同.

5 .49 　 一无穷大导体平面的电势为零，离这平面为a 处有一电荷量为q 的点
电荷，以匀速v 平行于导体平面运动.设在t =0 时刻，q 到导体平面最近的点为O ，
以O 为原点，导体平面为x2y 平面，并平行于v 的方向取x 轴.试求导体外空间里到

q 的距离远大于a 处的电磁场.

　 图5 .49

【解】　 以题目所给的坐标系为Σ系，另取

一参考系Σ′跟随q 运动，x′轴与x 轴重合，y′
轴和z′轴分别与y 轴和z 轴平行，并且在t =
0 ，和t′=0 时刻，两系的原点O 和O′重合.根
据电像法，导体外空间各点的电场等于q 和它
的电像（图5 .49 中的-q ）所产生的电场的叠
加.由于所考虑的是远离q 的场，故q 和它的电
像便可当作一个电偶极子来处理.这电偶极子

的电偶极矩为

p′=2qae z （5 .49 .1）

　 　 在Σ′系，p′是静止的电偶极矩，它在r′处产生的电磁场为

E′= 1
4πε0

3（p′·r′）r′-r′2p′
r′5

B′=
烍

烌

烎0

（5 .49 .2）

　 　 由洛伦兹变换得

r′2 =x′2 +y′2 +z′2 =γ2（x -vt ）2 +y 2 +z 2 （5 .49 .3）

p =2qae z =p′ （5 .49 .4）

　 　 根据电磁场的变换关系得Σ系的电磁场为

E x =E′x = 1
4πε0

3（p ·r′）x′
r′5 =

3pz′x′
4πε0r′5 =

3γpz（x -vt ）
4πε0r′5

（5 .49 .5）

E y =γE′y =γ
3（p′·r′）y′

4πε0r′5 =
3γpyz
4πε0r′5

（5 .49 .6）

E z =γE′z = γ
4πε0

3p′z′2

r′5 -p′
r′［ ］3 =

γ

4πε0

3pz 2 -r′2p
r′［ ］5

（5 .49 .7）
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B x =B′x =0

B y =γ B′y -v
c 2 E′（ ）z =-γv

c 2 E′z =-γ v
4πε0c 2

3pz 2 -r′2p
r′［ ］5

（5 .49 .8）

B z =γ（B′z +v
c 2 E′y ）=γv

c 2 E′y =
3γvpyz
4πε0c 2r′5

（5 .49 .9）

所以 　 E =
3γpz（x -vt ）

4πε0r′5 e x +
3γpyz
4πε0r′5e y + γ

4πε0

3pz 2 -r′2p
r′［ ］5 e z

=
γp
4πε0

3z（r -vt ）
r′5 -ez

r′［ ］3 =
γp
4πε｛0

3z（r -vt ）
γ

2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］
2 5／2

　 - ez

γ
2（x -vt ）2 +y 2 +z［ ］

2 3／ ｝2 （5 .49 .10）

B = 1
c 2 v ×E （5 .49 .11）

　 图5 .50

　 　 5 .50 　 一电荷量为q 1 的粒子以匀速v
沿x 轴运动，此刻正处在原点O ；另一电荷量
为q 2 的粒子，此刻正处在r 处的P 点，以速

度u 运动.如图5 .50 所示.试求这时q 1 作用

在q 2 上的力.
【解】　 设题目所给的坐标系为Σ系，另

取一坐标系Σ′跟随q 1 运动，则在Σ′系中，q 1

产生的电场便为静电场，即

E′= q
4πε0

r′
r′3

B′=
烍

烌

烎0

（5 .50 .1）

由狭义相对论的电磁场变换公式，在Σ系中，q 1 所产生的电磁场为

E x =E′x =
q 1

4πε0

x′
r′3 （5 .50 .2）

E y =γ（E′y +vB′z）=γ
q 1

4πε0

y′
r′3 （5 .50 .3）

E z =γ（E′z -vB′y ）=γ
q 1

4πε0

z′
r′3 （5 .50 .4）

B x =B′x =0 （5 .50 .5）

B y =γ（B′y -v
c 2 E′z ）=-γv

c 2
q 1

4πε0

z′
r′3 （5 .50 .6）

B z =γ（B′z +v
c 2 E′y ）=γv

c 2
q 1

4πε0

y′
r′3

（5 .50 .7）
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现在要把以上各式中的x′、y′、z′和r′都用Σ系的坐标来表示.由题意，以q 1 经过Σ

系的原点O 时为t =0 ，故由洛伦兹变换得，此时

x′=γx ，　 y′=y ，　 z′=z （5 .50 .8）

r′2 =x′2 +y′2 +z′2 =γ2x 2 +y 2 +z 2 =γ2 x 2 +y 2 +z 2

γ（ ）2

=γ2 x 2 +y 2 +z 2

γ
2 +v 2

c 2 x（ ）2 =γ2 1 -v 2

c（ ）2 r 2 + v ·r
（ ）c［ ］

2

（5 .50 .9）

代入（5 .50 .2）至（5 .50 .7）等式便得

E =
q 1

4πε0

1 -v 2

c（ ）2 r

1 -v 2

c（ ）2 r 2 + v ·r
（ ）c［ ］

2 3
2

（5 .50 .10）

B = 1
c 2 v ×E （5 .50 .11）

　 　 于是得出，在Σ系观测，t =0 时刻，q 1 作用在q 2 上的力为

F =q 2（E +u ×B ）=q 2E +q 2u × 1
c 2 v ×（ ）E

=q 2 1 -u ·v
c（ ）2 E +q 2（u ·E ）vc 2 （5 .50 .12）

式中E 由（5 .50 .10）式表示.
【讨论】　（5 .50 .10 ）式亦可由 51 47 题的（5 .47 .13 ）式，或（5 .47 .23 ）式，或

（51 471 36）式，或（51 471 43）式，令t =0 得出.
5 .51 　 电荷量分别为q 1 和q 2 的两个点电荷，相距为a ，以相同的匀速v 运动，v

垂直于它们间的连线.试求它们之间的相互作用力.
【解】　 以随q 1 和q 2 运动的参考系为Σ′系，并平行于v 取x′轴，则在Σ′系中观

　 图51 51

测，q 1 和q 2 之间的相互作用力即为静电力，亦即q 1 受q 2 的作用

力为

F′=
q 1q 2

4πε0a 2e （5 .51 .1）

式中e 为垂直于v 的单位矢量，方向从q 2
到q 1

，如图5 .51 所示.
由四维力矢量公式，q 1 受q 2 作用的四维力矢量为

K′μ= K′，ic K′·u′（ ）1 = γ1F′，icγ1F′·u′（ ）1 （5 .51 .2）

式中u′1 为q 1 相对于Σ′系的速度，而

γ1 = 1 -u′2
1

c（ ）2

-1／2

（5 .51 .3）

今u′1 =0 ，γ1 =1 ，故取e =e y ，便有
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K′μ =（F′，0）= 0 ，q 1q 2

4πε0a 2
，0 ，（ ）0 （5 .51 .4）

　 　 根据四维力矢量的变换关系，由（5 .51 .4）式得Σ系的K μ
的四个分量如下：

K 1 =a 11 K′1 +a 41 K′4 =0

K 2 =a 22 K′2 = K′2 =
q 1q 2

4πε0a 2

K 3 =a 33 K′3 =0

K 4 =a 14 K′1 +a 44 K′4 =

烍

烌

烎0

（5 .51 .5）

故所求的力F 的分量为

F x = K 1

γ
=0

F y = K 2

γ
= 1
γ

q 1q 2

4πε0a 2 = 1 -v 2

c寶 2
q 1q 2

4πε0a 2

F z = K 3

γ
=

烍

烌

烎
0

（5 .51 .6）

所以在Σ系观测，q 1 和q 2 都以v 运动，q 1 受q 2 的作用力为

F = 1 -v 2

c寶 2
q 1q 2

4πε0a 2e （5 .51 .7）

同样可得，q 2 受q 1 的作用力为-F .
【别解】　 在Σ′系中，q 2 在q 1 处产生的电磁场为

E′=
q 2

4πε0a 2e ，　 　 B′=0 （5 .51 .8）

变换到Σ系得

E x =E′x =0

E y =γE′y =γ
q 2

4πε0a 2

E z =γE′z =

烍

烌

烎0

（5 .51 .9）

B x =B′x =0

B y =γ B′y -v
c 2 E′（ ）z =0

B z =γ B′z +v
c 2 E′（ ）y =γv

c 2
q 2

4πε0a

烍

烌

烎
2

（5 .51 .10）

所以

E =γ
q 2

4πε0a 2e （5 .51 .11）
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B =γv
c 2

q 2

4πε0a 2e z （5 .51 .12）

故得q 1 受q 2 的作用力为

F =q 1（E +v ×B ）=γ
q 1q 2

4πε0a 2e +γv
c 2

q 1q 2

4πε0a 2 v ×e z

=γ
q 1q 2

4πε0a 2e -γv
2

c 2
q 1q 2

4πε0a 2e

= 1 -v 2

c寶 2
q 1q 2

4πε0a 2e （5 .51 .13）

　 　 5 .52 　 一电荷量为q 、静质量为 m 0 的粒子，在磁感强度为B 的均匀磁场中运
动，速度u 与B 垂直，轨道是半径为 R 的圆.（1 ）试求速度的大小 u 的表达式；
（2）若该粒子是一电子，其 m 0 为 9 .11 ×10 -31 k m ，当轨道直径为 0 .200 m ，B =
3 .00 ×10 -2 T 时，试计算u 的值以及电子的动能.
【解】　（1）由牛顿运动定律

F =d（mu ）
dt = d

dt

m 0u

1 -u 2

c寶

烄

烆

烌

烎
2

= m 0

1 -u 2

c寶 2

du
dt - 1

2
m 0u

1 -u 2

c（ ）2

3／2 ×

　
d
dt

1 -u 2

c（ ）2 = m 0

1 -u 2

c寶 2

du
dt + m 0u

1 -u 2

c（ ）2

3／2
1
c 2u ·

du
dt

（5 .52 .1）

和题给的

u ·du
dt =0 （5 .52 .2）

得

F = m 0

1 -u 2

c寶 2

du
dt =qu ×B （5 .52 .3）

du
dt =u 2

R e
（5 .52 .4）

式中e 为u ×B 方向上的单位矢量.故得

m 0

1 -u 2

c寶 2

u 2

R =qu B （5 .52 .5）

由此式解出u 得

u = qB R

m 0 1 + qB R
m 0（ ）c寶

2
（5 .52 .6）
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　 　（2）u 的值由上式为

u = 1 .602 ×10 -19 ×3 .00 ×10 -2 ×0 .100

9 .11 ×10 -31 1 + 1 .602 ×10 -19 ×3 .00 ×10 -2 ×0 .100
9 .11 ×10 -31 ×3 ×10（ ）8［ ］

2 1／2

=2 .61 ×10 8（m／s） （5 .52 .7）

　 　 电子的动能为

T =（m -m 0）c 2 =
1

1 -u 2

c寶 2

-烄

烆

烌

烎

1
m 0c 2

=
1

1 - 2 .61
3 .（ ）00寶

2
-烄

烆

烌

烎

1
×9 .11 ×10 -31 ×（3 ×10 8 ）2

=8 .43 ×10 -14（J）=0 .526（M eV ） （5 .52 .8）

　 　 5 .53 　（1）试写出带电粒子在电磁场中的相对论性的运动方程；（2 ）一电荷
量为q 、静质量为 m 0 的粒子从原点出发，在一均匀电场E 中运动，E =Ee x 沿x 轴
方向，粒子的初速度沿y 轴方向，试证明此粒子的轨迹为

x = W 0

qE
cosh qE y

p 0（ ）c -［ ］1

式中p 0 是粒子出发时动量的值，W 0 = p 2
0c 2 +m 0c寶

4 是它出发时的能量.
【解】　（1）带有电荷量q 的粒子在电磁场E 和B 中的相对论性的运动方程为

dp
dt

=q（E +v ×B ） （5 .53 .1）

式中v 是粒子的速度，p 是粒子的动量，

p =m v = m 0 v

1 -v 2

c寶 2

（5 .53 .2）

　 　（2）由（5 .53 .1）式，粒子运动方程的分量式为

dp x

dt =qE （5 .53 .3）

dp y

dt =0 （5 .53 .4）

dp z

dt =0 （5 .53 .5）

由初始条件得

p z = m 0v z

1 -v 2

c寶 2

=0 （5 .53 .6）

·815· 电动力学题解（第二版）



p y =p 0 （5 .53 .7）

v z =0 ，　 　 z =0 （5 .53 .8）
由（5 .53 .3）式和t =0 时p x =0 得

p x =qEt （5 .53 .9）

　 　 粒子的能量为

　 　 W =mc 2 = p 2c 2 +m 2
0c寶

4 = p 2
xc 2 +p 2

yc 2 +m 2
0c寶

4

= p 2
0c 2 +m 2

0c 4 +p 2
xc寶

2 = W 2
0 +p 2

xc寶
2 = W 2

0 +q 2E 2c 2t寶
2
　 （5 .53 .10）

　
dx
dt =qE

m
t =qEc 2

W
t = qEc 2t

W 2
0 +q 2E 2c 2t寶

2
（5 .53 .11）

积分得

x =∫
t

0

qEc 2tdt

W 2
0 +q 2E 2c 2t寶

2
= 1

qE
W 2

0 +q 2E 2c 2t寶
2

t

0

= 1
qE W 2

0 +q 2E 2c 2t寶
2 -W［ ］0 （5 .53 .12）

　 　 又由（5 .53 .7）式得

dy
dt

=p 0

m =p 0c 2

W = p 0c 2

W 2
0 +q 2E 2c 2t寶

2
（5 .53 .13）

积分得

y =p 0c 2

∫
t

0

dt
W 2

0 +q 2E 2c 2t寶
2
=p 0c

qE
arcsinh qEc

W 0（ ）t
t

0

=p 0c
qE

arcsinh qEc
W 0（ ）t （5 .53 .14）

所以

qEc
W 0

t =sinh qE
p 0c（ ）y （5 .53 .15）

将（5 .53 .15）式代入（5 .53 .12）式得

x = 1
qE W 2

0 +W 2
0sinh 2 qE

p 0c（ ）寶 y -W［ ］0

= W 0

qE 1 +sinh 2 qE
p 0c（ ）寶 y -［ ］1 （5 .53 .16）

因

cosh 2x -sinh 2x =1 （5 .53 .17）
故得

x = W 0

qE
cosh qE

p 0c（ ）y -［ ］1 （5 .53 .18）
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　 　【讨论】　（1）（5 .53 .18）式是一种悬链线.当 v
c → 0 时，由展开式

coshx =1 +x 2

2！+
x 4

4 ！+
x 6

6 ！+
⋯ （5 .53 .19）

得

x = qE
2mv 2

0
y 2 （5 .53 .20）

可知其形状是抛物线，式中v 0 是初速度的值.
（2）积分（5 .53 .14）式也可以写成对数形式

y =p 0c
qE∫

t

0

dt

t 2 + W 2
0

q 2E 2c寶 2

=p 0c
qE

ln
t + t2 + W 2

0

q 2E 2c寶 2

W 0

q

烄

烆

烌

烎Ec

t

0

=p 0c
qE

ln qEct + q 2E 2c 2t2 +W寶
2
0

W（ ）0

（5 .53 .21）
或者写成

W 0e
qE y
p 0c =qEct + q 2E 2c 2t 2 +W寶

2
0 （5 .53 .22）

　 　（3）利用公式

coshx = 1
2
（ex +e-x ） （5 .53 .23）

（5 .53 .18）式可以写成

x = W 0

qE
1
2 e

qEy
p 0c +e -

qEy
p 0（ ）c -［ ］1 （5 .53 .24）

　 　 5 .54 　 试根据动量、能量守恒定律，证明真空中的自由电子既不能辐射光子，

也不能吸收光子.
【证】　 假设真空中的自由电子辐射一个光子.由于是自由电子，可取这样一个

惯性系，使辐射前的电子在其中静止.在这个惯性系中，辐射出的光子的动量为

�k =hν
c e k（e k 是光子运动方向上的单位矢量），辐射后电子的动量为p ，则由动量

守恒定律得

p +�k =0 （5 .54 .1）

p 2c 2 =h 2
ν

2 （5 .54 .2）
由能量守恒定律得

（pc ）2 +（mc 2）寶
2 +hν=mc 2 （5 .54 .3）

式中 m 是电子的静质量.
由（5 .54 .2）和（5 .54 .3）两式得

mc 2hν=0 （5 .54 .4）
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　 　 m 、c 和h 都不为零，故得ν=0 .由此得出

hν=0 （5 .54 .5）
即辐射出的光子能量为零，亦即真空中的自由电子不辐射光子.

再考虑吸收光子问题.取吸收前电子在其中静止的惯性系，在这个惯性系中，
光子的动量为�k ，吸收后电子的动量为p ，则由动量守恒定律得

p =�k （5 .54 .6）

p 2c 2 =h 2
ν

2 （5 .54 .7）
由能量守恒定律得

（pc ）2 +（mc 2）寶
2 = mc 2 +hν （5 .54 .8）

由（5 .54 .7）和（5 .54 .8）两式得出

hν=0 （5 .54 .9）
即吸收的光子能量为零，亦即真空中的自由电子不吸收光子.

5 .55 　 一原子核基态的静质量为 M ，激发态比基态的能量高 Δ E ；已知 Δ E 虫

Mc 2 ，以致 ΔE
M c（ ）2

2 项可以略去.（1）试求下列两种情况下光子的频率：① 该核处在

基态且静止时吸收一个光子；② 该核处在激发态且静止时辐射一个光子.（2 ）试论
证：处在激发态的静止核所辐射出的光子，不能被处在基态的同类静止核吸收.

【解】　（1）① 设光子被吸前的动量为�k 1 =
hν1

c e k（e k 是光子运动方向上的单

位矢量），光子被吸收后原子核的动量为p 1 ，则由动量守恒定律得

p 1 =�k 1 （5 .55 .1）

p 2
1c 2 =h 2

ν
2
1 （5 .55 .2）

由能量守恒定律得

（p 1c ）2 +（Mc 2 +Δ E ）寶
2 =hν1 +Mc 2 （5 .55 .3）

由以上两式得

2 Mc 2hν1 = Δ E（2 Mc 2 +Δ E ） （5 .55 .4）
于是得所求光子的频率为

ν1 = Δ E
h

1 + ΔE
2 Mc（ ）2 （5 .55 .5）

　 　 ② 设发射的光子动量为�k 2 =hν2

c e k ，发射后原子核的动量为p 2 ，则由动量守

恒定律得

p 2 +�k 2 =0 （5 .55 .6）

p 2
2c 2 =h 2

ν
2
2 （5 .55 .7）

由能量守恒定律得
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（p 2c）2 +（Mc 2）寶
2 +hν2 = M +Δ E

c（ ）2 c 2 （5 .55 .8）

由以上两式得

2（Mc 2 +Δ E ）hν2 = Δ E（2 Mc 2 +Δ E ） （5 .55 .9）
于是得所求光子的频率为

ν2 = Δ E
2h

2 Mc 2 +Δ E
M c 2 +ΔE

= Δ E
h

1 + Δ E
2 Mc（ ）2 1 - Δ E

M c（ ）2

= Δ E
h

1 - Δ E
2 Mc（ ）2 （5 .55 .10）

　 　（2 ）由上面的结果可见，处在激发态的静止核所辐射出的光子的能量为

hν2 =Δ E 1 - ΔE
2 Mc（ ）2 ，而处在基态的同类静止核所吸收的光子的能量为 hν1 =

Δ E 1 + Δ E
2 Mc（ ）2 .因为hν2 ＜ hν1 ，故hν2 不能被吸收.

5 .56 　 一个不稳定的原子核的平均寿命为4 .0 ×10 -6s，当它以01 60 c（c 为真
空中光速）的速度相对于实验室运动时发生衰变，放射出一个电子.电子相对于它
的速度大小为01 90c ；在跟随它运动的参考系观测，电子速度的方向与它运动的方
向垂直.已知电子的静质量为 m .试求在实验室中观测到的：（1 ）它的平均寿命；
（2）它衰变前飞行的平均距离；（3）电子的速度；（4）电子的动量和动能.

【解】　（1）平均寿命为

τ=4 .0 ×10 -6

1 -0 .6寶
2
=5 .0 ×10 -6（s）

　 　（2）飞行的平均距离为

l =0 .60c ×5 ×10 -6 =9 .0 ×10 2（m ）

　 　（3）以实验室为Σ系，原子核为Σ′系，并取x 轴平行于原子核的运动方向，则
在Σ′系，电子的速度为u′=（0 ，0 .90c ，0）；在Σ系，电子的速度的分量为

u x =
u′x +v

1 +u′xv
c 2

=v =0 .60c

u y =
u′y

γ 1 +u′xv
c（ ）2

=u′y

γ
= 1 -0 .60寶

2 ×0 .90c =0 .72c

u z =
u′z

γ 1 +u′xv
c（ ）2

=0

电子速度u 的大小为

u = u 2
x +u 2

y +u 2
寶 z = （0 .60c ）2 +（0 .72c）寶

2 =0 .94c
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u 与x 轴的夹角为

θ=arctan u y

u x
=arctan 0 .72

0 .60 =50°

　 　（4）电子动量的大小为

p = mu

1 -u 2

c寶 2

= 0 .94mc
1 -（0 .94）寶

2
=2 .8mc

电子的动能为

T =
m

1 -u 2

c寶 2

-烄

烆

烌

烎

m
c 2 =

1
1 -（0 .94 ）寶

2
-（ ）1 mc 2

=1 .9mc 2

　 　 5 .57 　 用加速器加速质子，使轰击静止的质子（靶质子），可以产生反质子（珔p ），
反应式为p +p → p +p +p +珔p .试求产生上述反应的被加速质子的最小动能.
【解】　 设被加速质子的动量为p ，能量为E ，则在实验室参考系中，被加速质

子和靶质子所构成的系统在打靶前的四维动量为

p μ = p ，ic
（E +Mc 2

［ ］） （5 .57 .1）

式中 M 为质子的静质量.
由上式得，打靶前

p μp μ=p 2 - 1
c 2（E +Mc 2）2

=p 2 - 1
c 2 E

2 -2 M E -M 2c 2 （5 .57 .2）

　 　 因为E 是被加速质子的能量，p 是它的动量的大小，故有

p 2 -E 2

c 2 =-M 2c 2 （5 .57 .3）

代入（5 .57 .2 ）式便得

p μp μ =-2 M E -2 M 2c 2 （5 .57 .4）

　 　 打靶后，为方便，改用质心系，这时系统的四维动量为

p′μ = i
c
（E′1 +E′2 +E′3 +E′4） （5 .57 .5）

式中E′1 至E′4 分别代表打靶后三个质子和一个反质子的能量.出现三个质子是因
为产生一个反质子必定也产生一个质子，这是电荷守恒定律所要求的.因为

E′1 +E′2 +E′3 +E′4 ≥ 4 Mc 2 （5 .57 .6）
故由（5 .57 .5 ）和（5 .57 .6）两式得

-p′μp′μc 2 =（E′1 +E′2 +E′3 +E′4）
2
≥ 16 M 2c 4 （5 .57 .7）
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　 　 由于四维矢量的标积是洛伦兹不变量，故

p′μp′μ =p μp μ
（5 .57 .8）

由（5 .57 .4）、（5 .57 .7）和（5 .57 .8）三式得

2 M E +2 M 2c 2
≥ 16 M 2c 2 （5 .57 .9）

E ≥ 7 Mc 2 （5 .57 .10）

　 　 最后得出，被加速质子的最小动能为

T min =E -Mc 2 =6 Mc 2 （5 .57 .11）

　 　 已知 M =938 M eV ，故所求 T min 的值为

T min =6 ×938 =5 .63 GeV （5 .57 .12）

　 　 5 .58 　 一直线加速器加速质子的能量为10 9eV／k m .被加速的质子轰击一个
由质子组成的静止靶子.
（1）这直线加速器的长度必须等于多少，才使产生质子2 反质子对的反应p +

p → p +p +p +珔p 成为可能？已知靶子上的质子开始时是静止的.

（2）在低速情况下，一电荷量为e 、加速度为a =d2x
dt 2 的粒子，在自由空间里辐

射的功率近似为

P = 1
4πε0

2
3

e 2

c 3
d 2x
dt2 ·

d 2x
dt2

因为dE 和dt 二者分别是两个四维矢量的第四个分量，所以P =-dE
dt
应是洛伦兹

变换下的标量.试利用这个事实得出一个适用于任意速度的dE
dt
的表达式.

（虽然在中间步骤里引用四维矢量是方便的，但你的最后结果应该用通常的三

维速度和加速度矢量表示.）［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1986 年
试题］

【解】　（1）设入射质子为p 1 ，靶质子为 p 2 ，则在实验室系中，碰撞前 p 1 和 p 2

的四维动量分别为

p 1μ = p ，ic（ ）E （5 .58 .1）

p 2μ =（0 ，imc ） （5 .58 .2）
其中p 和E 分别是p 1 的动量和能量，m 是质子的静质量.粒子的能量和动量的关
系为

E = p 2c 2 +m 2c寶
4 （5 .58 .3）

　 　 碰撞后，在质心系中，当四个质子的动量均为零时，入射粒子所需的能量便为

最小.这时，在实验室系中，四个粒子的动量便都相同，能量也都相同.设每个粒子
的动量为p′，能量为E′，则其四维动量便为
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p′μ = p′，ic（ ）E′ （5 .58 .4）

能量为

E′= p′2c 2 +m 2c寶
4 （5 .58 .5）

　 　 动量、能量守恒定律要求

p 1μ+p 2μ =4p′μ （5 .58 .6）

　 　 系统的四维动量的标积是洛伦兹不变量，故

（p 1μ+p 2μ）（p 1μ+p 2μ）=（4p′μ）（4p′μ） （5 .58 .7）

p 1μp 1μ+p 2μp 2μ+2p 1μp 2μ =16p′μp′μ （5 .58 .8）

p 1μp 1μ =p 2μp 2μ =-（mc ）2 =p′μp′μ （5 .58 .9）
故由以上两式得

2p 1μp 2μ =-14（mc ）2 （5 .58 .10）

　 　 将（5 .58 .1）和（5 .58 .2）两式代入上式便得

-E m =-7（mc ）2
所以

E =7 mc 2 （5 .58 .11）

这便是入射质子的阈能.这就是说，入射质子的能量至少应为7mc 2 ，才能在打靶

后产生反质子.
入射质子是被线性加速器加速的，开始加速时它的速度为零，所具有的能量便

是它的静能 mc 2 .因此，要使它打靶后产生反质子，加速器必须给予它的能量为

6mc 2 =6 ×938 M eV =5 .6 ×10 9eV （5 .58 .12）
所以加速器的长度至少应为

5 .6 ×10 9eV
10 9eV／k m =5 .6k m （5 .58 .13）

　 　（2）令x ·x → x μx μ
，t →τ，则

P =-dE
dt = 1

4πε0

2e 2

3c 3
d 2x μ
dτ2

d 2x μ
dτ2 （5 .58 .14）

式中τ是原时，是洛伦兹不变量.这样表示的dE
dt
，是两个四维矢量的标积，也就是

洛伦兹变换下的标量.下面通过四维动量把它化为用三维速度v 和加速度a 表示
的式子.因

p μ = p ，ic（ ）E （5 .58 .15）

p =γm v =γmcβ （5 .58 .16）

p 4 = i
c E =iγmc （5 .58 .17）
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d
dτ=dt

dτ
d
dt =γ d

dt
（5 .58 .18）

故（5 .58 .14）式可化为

P = 1
4πε0

2e 2

3c 3 m 2
dp μ
dτ

dp μ
dτ = 1

4πε0

2e 2

3c 3 m 2
dp
d（ ）τ

2

+
dp 4

d（ ）τ［ ］
2

= 1
4πε0

2e 2

3c 3 m 2（mc ）2γ2 d
dt
（γβ［ ］）

2

- dγ
d（ ）t｛ ｝

2

= 1
4πε0

2e 2
γ

2

3c β
2�γ2 +γ2�

β
2 +2（β·�β）γ�γ-�γ［ ］

2 （5 .58 .19）

由于

β
2 -1 =-1

γ
2 ，　 　 �γ=γ3

β·�β

故（5 .58 .19）式方括号内可化为

　β
2�γ2 +r 2�

β
2 +2（β·�β）γ�γ-�γ2

=γ2�
β

2 +2（β·�β）γ4（β·�β）-
1
γ

2
�γ2

=γ2�
β

2 +2γ4（β·�β）2 - 1
γ

2γ
6（β·�β）2

=γ2�
β

2 +γ4（β·�β）2

于是（5 .58 .19）式便化为

P = 1
4πε0

2e 2

3cγ
4 �
β

2 +γ2（β·�β）［ ］
2 （5 .58 .20）

其中

�
β

2 +γ2（β·�β）2 =γ2 1
γ

2
�
β

2 +（β·�β）［ ］
2

=γ2 （1 -β
2）�β

2 +β
2�
β

2cos2
［ ］θ

=γ2 �
β

2 -β
2�
β

2（1 -cos2
θ［ ］）

=γ2 �
β

2 -（β×�β）［ ］
2

于是（5 .58 .20）式可化为

　 　 P = 1
4πε0

2e 2

3cγ
6 �
β

2 -（β×�β）［ ］
2 = 1

4πε0

2e 2

3c 3γ
6 a 2 - 1

c 2（v ×a ）［ ］
2 （5 .58 .21）

最后便得：适合于任意速度的 dE
dt
的表达式为dE

dt =-P .

5 .59 　 带电粒子做加速运动时向外发出辐射.试证明：它的辐射功率（单位时
间内向外辐射的能量）是洛伦兹不变量.
【证】　 取一惯性坐标系Σ，使这带电粒子在其中瞬时静止，即在Σ系中这一时

刻它的速度u =0 .设这时它的能量为E ，则它的四维动量为
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p ，ic（ ）E = 0，ic（ ）E （5 .59 .1）

它的辐射功率为

P =-dE
dτ

（5 .59 .2）

因为它在Σ系是瞬时静止的，所以τ是原时.
另取任一惯性系Σ′，Σ′系以匀速v =（v ，0，0）相对于Σ系运动，带电粒子在Σ′

系的能量为E′，辐射功率为

P′=-dE′
dt′

（5 .59 .3）

　 　 由四维动量的变换式得

p′4 = i
c E′=a 4νp ν =a 41p 1 +a 44p 4 =a 44p 4 =γ i

c E （5 .59 .4）

式中

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（5 .59 .5）

于是得

E′=γE （5 .59 .6）
所以

dE′=γdE （5 .59 .7）
又根据洛伦兹变换

t′=γ（t -v
c 2 x ） （5 .59 .8）

得

dt′=γdτ （5 .59 .9）

　 　 由（5 .59 .3）、（5 .59 .7）、（5 .59 .9）三式得

P′=-dE′
dt′ =-γdE

γdτ=-dE
dτ=P （5 .59 .10）

　 　 5 .60 　 一相对论性粒子的静质量为 m 0 .（1）试用它的动量p 表示它的速度v ；
（2）试用它的能量E 表示它的速度v 的大小v ；（3 ）试用它的动能 T 表示它的动量

p 的大小p ；（4）试用它的动量p 表示它的动能T .
【解】　（1）用p 表示v .依定义p =m v 得

v = p
m

（5 .60 .1）

因

E =mc 2 =c p 2 +m 2
0c寶

2 （5 .60 .2）
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将 m 代入（5 .60 .1）式即得

v =
cp

p 2 +m 2
0c寶

2
（5 .60 .3）

　 　（2）用E 表示v .由

E =mc 2 = m 0c 2

1 -v 2

c寶 2

（5 .60 .4）

得

1 -v 2

c 2 =
m 0c 2

（ ）E

2

所以

v =c 1 - m 0c 2

（ ）E寶
2

（5 .60 .5）

　 　（3）用 T 表示p .由

T =（m -m 0）c 2 =E -m 0c 2 =c p 2 +m 2
0c寶

2 -m 0c 2 （5 .60 .6）

解得

p = T +m 0c 2

（ ）c

2

-m 2
0c寶

2 = 1
c T（T +2m 0c 2

寶 ） （5 .60 .7）

　 　（4）用p 表示T .由（5 .60 .6）式得

T = p 2c 2 +m 2
0c寶

4 -m 0c 2 （5 .60 .8）

因T ＞ 0 ，故根号前只能用正号.
利用公式

1 +x寶
2 =1 + 1

2 x 2 - 1
8 x 4 +⋯，　 　 x 2

＜ 1 （5 .60 .9）

（5 .60 .8）式可以展开为

T = 1
2

p 2

m 0
- 1

8
p 4

m 3
0c 2 +⋯ （5 .60 .10）

　 　 5 .61 　 已知质子的静能为938 .3 M eV ，中子的静能为939 .6 M eV .（1 ）一质子
的动能为200 M eV ，试求它的速度和动量；（2 ）一中子的动量为200 M eV／c ，试求
它的动能.
【解】　（1）质子的动能为

T =m 0c 2
1

1 -v 2

c寶 2

-烄

烆

烌

烎

1
（5 .61 .1）

解得质子的速度为
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v =
（2m 0c 2 +T ）寶 T
m 0c 2 +T

c =
（2 ×938 .3 +200）×寶 200

938 .3 +200 c

=0 .566c =1 .70 ×10 8 m／s （5 .61 .2）

　 　 质子的动量为

p =mv = m 0c 2 +T
c 2 v

=
（938 .3 +200）×1 .602 ×10 -13

（3 ×10 8）2 ×1 .70 ×10 8

=3 .44 ×10 -19（kg·m／s） （5 .61 .3）

或者

p =mv = m 0c 2 +T
c

v
c =938 .3 +200

c ×0 .566

=6 .44 ×10 2（M eV／c） （5 .61 .4）

　 　（2）中子的动量为200 M eV／c ，即

p =mv =200 M eV／c （5 .61 .5）

mvc =200 M eV （5 .61 .6）

m 0c 2

mvc = 1 -v 2

c寶 2
c
v = c 2

v 2 -寶 1 （5 .61 .7）

故得

1

1 -v 2

c寶 2

=
（m 0c 2）2 +（mvc ）寶

2

m 0c 2 = 939 .6 2 +200寶
2

939 .6 =1 .0224

中子的动能为

T =m 0c 2
1

1 -v 2

c寶 2

-烄

烆

烌

烎

1
=939 .6 ×（1 .0224 -1）

=21 .0（M eV ） （5 .61 .8）

　 　 5 .62 　 有两个完全相同的物体 A 和B ，每个的静质量都是 m 0 ，在它们发生对

心碰撞后，粘合成一个物体C ；在质心系观测，碰前A 和B 的速度大小都是u .试求

C 的静质量：（1）用质心系求解；（2）用相对于B 为静止的参考系求解.
【解】　（1）在质心系，因动量守恒，故碰后产生的C 静止.由能量守恒得

M 0c 2 =2mc 2 （5 .62 .1）
式中

m = m 0

1 -u 2

c寶 2

（5 .62 .2）
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故得C 的静质量为

M 0 = 2m 0

1 -u 2

c寶 2

（5 .62 .3）

　 　（2）以质心系为Σ系，相对于B 为静止的参考系为Σ′系，则在Σ′系中，A 的速
度为

u′A = u -（-u ）

1 -u（-u ）
c 2

= 2u

1 +u 2

c 2

（5 .62 .4）

C 的速度为

U′= 0 -（-u ）

1 -0 ·（-u ）
c 2

=u （5 .62 .5）

C 的质量为

M = M 0

1 -U′2

c寶 2

= M 0

1 -u 2

c寶 2

（5 .62 .6）

式中 M 0 是所求的C 的静质量.
在Σ′系，动量守恒，故

M U′=mu′A （5 .62 .7）

能量守恒，故

Mc 2 =m Ac 2 +m Bc 2 = mc 2 +m 0c 2 （5 .62 .8）

式中

m = m 0

1 -u′2
A

c寶 2

= m 0

1 - 1
c 2

2u

1 +u 2

c

烄

烆

烌

烎
2寶

2
=m 0

1 +u 2

c 2

1 -u 2

c 2

（5 .62 .9）

于是由（5 .62 .6）式和（5 .62 .8）式得

M 0 =（m +m 0） 1 -u 2

c寶 2 = m 0 1 +
1 +u 2

c 2

1 -u 2

c

烄

烆

烌

烎
2

1 -u 2

c寶 2

= 2m 0

1 -u 2

c寶 2

（5 .62 .10）

　 　 5 .63 　 有两个完全相同的物体 A 和B ，每个的静质量都是 m 0 ，B 静止不动，A
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以速度u 与B 发生对心碰撞，碰后粘成一个物体C .试求C 的静质量.
【解】　 设C 的质量为 M ，速度为U ，则由动量守恒得

M U =mu （5 .63 .1）

M 0U

1 -U 2

c寶 2

= m 0u

1 -u 2

c寶 2

（5 .63 .2）

由能量守恒得

Mc 2 =mc 2 +m 0c 2 （5 .63 .3）

M 0

1 -U 2

c寶 2

= m 0

1 -u 2

c寶 2

+m 0 （5 .63 .4）

由（5 .63 .2）和（5 .63 .4）两式得

U = u

1 + 1 -u 2

c寶 2

（5 .63 .5）

由此得

1 -U 2

c寶 2 =
2 1 -u 2

c寶 2

1 + 1 -u 2

c寶寶 2

（5 .63 .6）

由（5 .63 .4）和（5 .63 .6）两式得C 的静质量为

M 0 = m 0
1 + 1

1 -u 2

c寶

烄

烆

烌

烎
2

1 -U 2

c寶 2 =寶2 m 0 1 + 1

1 -u 2

c寶寶 2

（5 .63 .7）

　 　【讨论】　 本题和5 .62 题的结果不同，是因为两题所给的条件不同.5 .62 题中

A 的速度u 是相对于质心系的，而本题中A 的速度u 则是相对于碰前B 为静止的参
考系的.

如果将本题的u 换成5 .62 题中的u′A = 2u

1 +u 2

c2

，则（5 .63 .7）式中的1 -u 2

c 2 便成为

1 -
2u

c 1 +u 2

c（ ）
熿

燀

燄

燅
2寶

2

=
1 -u 2

c 2

1 +u 2

c 2

（5 .63 .8）

1 + 1

1 -
2u

c 1 +u 2

c（ ）
熿

燀

燄

燅
2寶

2
= 2

1 -u 2

c 2

（5 .63 .9）
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将以上两式代入（5 .63 .7）式，便得

M 0 = 2m 0

1 -u 2

c寶 2

（5 .63 .10）

这就是5 .62 题的结果.
5 .64 　 在实验室系中，静质量为 m 1 、动量为p 1 、能量为E 1 的粒子撞击静质量

为 m 2 的静止粒子；在质心系中，m 1 的动量为p′1 ，这两个粒子的总能量为 E′.试证

明：（1）E′2 =m 2
1c 4 +m 2

2c 4 +2m 2c 2E 1 ；（2）p′1 =
m 2c 2

E′p 1 ；（3 ）描述质心 C 在实验室系

中速度v c的洛伦兹变换参量为βc =
v c

c = p 1c
m 2c 2 +E 1

，γc =
m 2c 2 +E 1

E′
；（4 ）当趋于非

相对论极限时，上面的结果分别化为熟知的表达式

E′=m 1c 2 +m 2c 2 + m 2

m 1 +m 2

p 2
1

2m 1
，p′1 = m 2

m 1 +m 2
p 1 ，βc =

v c

c = p 1

（m 1 +m 2）c
.

　 　【证】　（1）在实验室系，系统（这两个粒子组成的系统）的四维动量为

P = p 1 +p 2 ，
i
c
（E 1 +E 2［ ］）= p 1 ，

i
c
（E 1 +m 2c 2

［ ］） （5 .64 .1）

在质心系，系统的四维动量为

P′= p′1 +p′2 ，
i
c
（E′1 +E′2［ ］）= 0 ，ic［ ］E′ （5 .64 .2）

故得

P′μP′μ =-E′2

c 2 =P μP μ =p 2
1 -

E 1 +m 2c 2

（ ）c

2

（5 .64 .3）

所以

E′2 =（E 1 +m 2c 2 ）2 -p 2
1c 2 =E 2

1 +m 2
2c 4 +2m 2c 2E 1 -p 2

1c 2 （5 .64 .4）
因为

E 2
1 =p 2

1c 2 +m 2
1c 4 （5 .64 .5）

故将（5 .64 .5 ）式代入（5 .64 .4）式便得

E′2 =m 2
1c 4 +m 2

2c 4 +2m 2c 2E 1 （5 .64 .6）

　 　（2）由

E′=E′1 +E′2 （5 .64 .7）
得

（E′-E′1）
2 =E′2 -2E′E′1 +E′2

1 =E′2
2 （5 .64 .8）

因

E′2
1 =p′2

1 c 2 +m 2
1c 4 （5 .64 .9）

E′2
2 =p′2

2 c 2 +m 2
2c 4 （5 .64 .10）
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p′2 =p′1 （5 .64 .11）
将（5 .64 .6）、（5 .64 .9）、（5 .64 .10）、（5 .64 .11）四式代入（5 .64 .8）式，便得

E′E′1 =m 2
1c 4 +m 2c 2E 1 （5 .64 .12）

平方得

E′2E′2
1 =（m 2

1c 4）2 +（m 2c 2E 1）
2 +2m 2

1c 4 m 2c 2E 1 （5 .64 .13）
又由（5 .64 .6 ）式和（5 .64 .9）式有

E′2E′2
1 =E′2（p′2

1 c 2 +m 2
1c 4 ）=E′2p′2

1 c 2 +E′2m 2
1c 4

=E′2p′2
1 c 2 +（m 2

1c 4 ）2 +m 2
1c 4m 2

2c 4 +2m 2
1c 4 m 2c 2E 1 （5 .64 .14）

由（5 .64 .13）、（5 .64 .14）两式得

E′2p′2
1 c 2 =m 2

2c 4（E 2
1 -m 2

1c 4）=m 2
2c 4p 2

1c 2 （5 .64 .15）
其中利用了（5 .64 .5）式.于是得

p′1 = m 2c 2

E′p 1 （5 .64 .16）

因p′1 与p 1 同方向，故得

p′1 = m 2c 2

E′p 1 （5 .64 .17）

　 　（3）设质心 C 在实验室系中的速度为v c，则有

βc =
v c

c =
（p 1 +p 2）c
E 1 +E 2

= p 1c
E 1 +m 2c 2 （5 .64 .18）

γc = 1
1 -β寶

2
c

= 1

1 - p 2
1c 2

（E 1 +m 2c 2）寶 2

= E 1 +m 2c 2

（E 1 +m 2c 2）2 -p 2
1c寶

2

= E 1 +m 2c 2

E 2
1 +2m 2c 2E 1 +m 2

2c 4 -p 2
1c寶

2
= E 1 +m 2c 2

m 2
1c 4 +m 2

2c 4 +2m 2c 2E寶 1

= E 1 +m 2c 2

E′
（5 .64 .19）

　 　（4）趋于非相对论极限时，p 1 虫 m 1c ，由（5 .64 .5）式得

E 1 = p 2
1c 2 +m 2

1c寶
4 = m 1c 2 1 + p 1

m 1（ ）c寶
2

≈ m 1c 2 1 + 1
2

p 1

m 1（ ）c［ ］
2

（5 .64 .20）

这时，（5 .64 .6）式化为

E′2
≈ m 2

1c 4 +m 2
2c 4 +2m 1c 2 m 2c 2 +m 2

m 1
p 2

1c 2

=（m 1c 2 +m 2c 2）2 +m 2

m 1
p 2

1c 2
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=（m 1c 2 +m 2c 2）2 1 +m 2

m 1

p 2
1c 2

（m 1c 2
1 +m 2c 2

2 ）［ ］2 （5 .64 .21）

于是得

E′=（m 1c 2 +m 2c 2） 1 +m 2

m 1

p 2
1c 2

（m 1c 2 +m 2c 2）寶 2

≈ （m 1c 2 +m 2c 2）1 + 1
2

m 2

m 1

p 2
1c 2

（m 1c 2 +m 2c 2）［ ］2

=m 1c 2 +m 2c 2 + m 2

m 1 +m 2

p 2
1

2m 1
（5 .64 .22）

　 　 这时，（5 .64 .17）式可化为

p′1 = m 2c 2

E′p 1 ≈
m 2c 2

m 1c 2 +m 2c 2p 1 = m 2

m 1 +m 2
p 1 （5 .64 .23）

（5 .64 .18）式可化为

βc =v c

c = p 1c
m 2c 2 +E 1

≈
p 1c

m 2c 2 +m 1c 2 = p 1

（m 1 +m 2）c
（5 .64 .24）

　 　 5 .65 　 一质量为 M 的粒子衰变成质量分别为m 1 和 m 2 的两个粒子.（1）试证

明：在衰变粒子静止的参考系内，m 1 粒子的能量为

E 1 =
（M 2 +m 2

1 -m 2
2 ）c 2

2 M
m 2 粒子的能量E 2 可以从上式将m 1 和m 2 对换得出.（2）试证明：在上述参考系内，
第i 个粒子的动能为

T i = 1 -m i

M -Δ M
2（ ）M

（Δ M ）c 2 ，　 　 i =1，2

式中 Δ M =M -m 1 -m 2 是过程的质量过剩或Q 值.（3 ）Mc 2 =139 .6 M eV 的带电

π 介子衰变成一个质量为 m 1c 2 =1051 7 M eV 的μ 子和一个质量为 m 2 =0 的中微
子ν.试计算：在π 介子静止的参考系内μ 子和中微子ν的动能.（注：本题中的质量
均指静质量.）
【解】　（1）在 M 静止的参考系内，设m 1 的动量为p 1 ，能量为E 1 ，m 2 的动量为

p 2 ，能量为E 2 ，则由动量守恒定律得

p 1 +p 2 =0 （5 .65 .1）
故有

p 1 =|p 1 |=|p 2 |=p 2 （5 .65 .2）

　 　 因四维动量的标积是洛伦兹不变量，故有

（p 1 +p 2）
2 -
（E 1 +E 2）

2

c 2 =-M 2c 2 （5 .65 .3）

由（5 .65 .1）、（5 .65 .3）两式得
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E 1 +E 2 = M c 2 （5 .65 .4）

　 　 又因

E 2
1 =p 2

1c 2 +m 2
1c 4 （5 .65 .5）

E 2
2 =p 2

2c 2 +m 2
2c 4 （5 .65 .6）

故由（5 .65 .5 ）式减去（5 .65 .6）式，并利用（5 .65 .2）式得

E 2
1 -E 2

2 =（m 2
1 -m 2

2）c 4 （5 .65 .7）
将（5 .65 .4）、（5 .65 .7）两式联立，解得

E 1 =
（M 2 +m 2

1 -m 2
2）c 2

2 M
（5 .65 .8）

E 2 =
（M 2 +m 2

2 -m 2
1）c 2

2 M
（5 .65 .9）

　 　（2）在上述参考系（即 M 静止的参考系）内，m 1 的动能为

T 1 =E 1 -m 1c 2 =
（M 2 +m 2

1 -m 2
2）c 2

2 M -m 1c 2

=
（M 2 +m 2

1 -m 2
2 -2 M m 1）c 2

2 M =
（M -m 1）

2 -m［ ］
2
2 c 2

2 M

=
（M -m 1 +m 2 ）（M -m 1 -m 2）c 2

2 M =
（M -m 1 +m 2 ）c 2

Δ M
2 M

=
（2 M -2m 1 -M +m 1 +m 2）c 2

2 M Δ M = 1 -m 1

M -Δ M
2（ ）M c 2

Δ M （5 .65 .10）

m 2 的动能为

　 T 2 =E 2 -m 2c 2 =
（M 2 +m 2

2 -m 2
1 ）c 2

2 M -m 2c 2

=
（M 2 +m 2

2 -m 2
1 -2 M m 2）c 2

2 M =
（M -m 2）

2 -m［ ］
2
1 c 2

2 M

=
（M -m 2 +m 1 ）（M -m 2 -m 1）c 2

2 M =
（M -m 2 +m 1 ）c 2

Δ M
2 M

=
（2 M -2m 2 -M +m 2 +m 1）c 2

2 M Δ M = 1 -m 2

M -Δ M
2（ ）M c 2

Δ M （5 .65 .11）

　 　（3）在π 介子静止的参考系内，由（5 .65 .10）式得μ 子的动能为

T μ= 1 -m μ

M -Δ M
2（ ）M c 2

Δ M = 1 -105 .7
139 .6 -139 .6 -105 .7

2 ×139 .（ ）6 ×（139 .6 -105 .7）

=4 .12 M eV （5 .65 .12）
中微子的动能为

T ν= 1 -m ν
M -Δ M

2（ ）M c 2
Δ M = 1 -139 .6 -105 .7

2 ×139 .（ ）6 ×（139 .6 -105 .7）

=29 .8 M eV （5 .65 .13）
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　 　 5 .66 　 在云室实验中，观测到产生了一个能量为10 GeV 的中性 Λ 粒子，它随

即衰变成一个质子和一个负 π 介子.已知 Λ 粒子的静质量为 M c 2 =1115 M eV ，寿
命为τ=2 .9 ×10 -10s，质子的静质量为m 1c 2

≈ 939 M eV ，π 介子的静质量为m 2c 2
≈

140 M eV .（1）试问Λ 粒子衰变前在云室中走过的路程平均是多少？（2）设在质心系
（Λ 粒子静止的参考系）中，衰变是各向同性的，试问在实验室系中，衰变成的质子

和π 介子的径迹夹角范围是多少？

【解】　 　（1）设能量为10 GeV 的 Λ 粒子相对于云室（实验室系）的速度大小

为v ，则由

E =γM c 2 = Mc 2

1 -v 2

c寶 2

（5 .66 .1）

得

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

= E
M c 2 = 10 GeV

1 .115 GeV =8 .9686 （5 .66 .2）

v
c = 1 - Mc 2

（ ）E寶
2

= 1 - 1 .115 ×10 9

10 ×10（ ）9寶
2

=0 .9938 （5 .66 .3）

　 　 Λ 粒子在实验室系中的寿命为

t =γτ=8 .9686 ×2 .9 ×10 -10 =2 .6 ×10 -9（s） （5 .66 .4）
故衰变前它在云室中走过的路程平均为

l =2 .6 ×10 -9 ×0 .9938 ×3 ×10 8 =0 .78（m ） （5 .66 .5）

　 　（2）在质心系中，由于动量守恒，故衰变而成的质子的速度u′1 和 π 介子的速

度u′2 方向恒相反.由于衰变是各向同性的，u′1 与 Λ 粒子速度v 的夹角可以取0 到

π 间的任何值.设u′1 与v 的夹角为θ′1 时，在实验室系中质子和 π 介子径迹的夹角

为θ，则当θ′1 =0 时，θ=0 .当θ′1 从0 增大时，θ也从0 增大；当θ′1 增大到 π 时，θ便

又减小到0 .因此，在θ′1 从0 到π 间的某个值，必定有一个相应的θ的极大值θm ax .
下面就来求θmax .

在质心系中，质子和π 介子的能量分别为［参见前面5 .65 题的（5 .65 .8 ）式和
（5 .65 .9）式］

　 E 1 =
（M 2 +m 2

1 -m 2
2）c 2

2 M =1115 2 +939 2 -140 2

2 ×1115 =944 .1（M eV ）　 （5 .66 .6）

E 2 = M 2 +m 2
2 -m（ ）

2
1 c 2

2 M =1115 2 +140 2 -939 2

2 ×1115 =170 .9（M e V ）　 （5 .66 .7）

　 　 由公式

E = mc 2

1 -u′2

c寶 2

（5 .66 .8）
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得，质子和π 介子速度的大小分别为

u′1

c = 1 -
m 1c 2

E（ ）1寶
2

= 1 - 939
944 .（ ）1寶

2

=0 .1038 （5 .66 .9）

u′2

c = 1 -
m 2c 2

E（ ）2寶
2

= 1 - 140
170 .（ ）9寶

2

=0 .5735 （5 .66 .10）

　 　 从质心系到实验室系的速度变换式为

　 　 u x = u′x +v

1 +u′xv
c 2

，　 u y = u′y

γ 1 +u′xv
c（ ）2

，　 u z = u′z

γ 1 +u′xv
c（ ）2

=0 （5 .66 .11）

由此得出，在实验室系中，质子的速度u 1 和π 介子的速度u 2 与 Λ 粒子的速度v 之
间的夹角分别为

　 　θ1 =arctan u 1y

u 1x
=arctan u′1y

γ（u′1x +v ）=arctan u′2
1 -u′2

1寶 x

γ（u′1x +v ）
（5 .66 .12）

θ2 =arctan u 2y

u 2x
=arctan u′2y

γ（u′2x +v ）=arctan u′2
2 -u′2

2寶 x

γ（u′2x +v ）
（5 .66 .13）

故质子和π 介子的径迹之间的夹角为

θ=θ1 +θ2 =arctan u′2
1 -u′2

1寶 x

γ u′1x +（ ）v +arctan u′2
2 -u′2

2寶 x

γ u′2x +（ ）v
（5 .66 .14）

　 　 由（51 661 14）式求θ的极大值θ2 m ax 颇非易事.下面就分别求θ1 和θ2 的极大值

θ1 m ax 和θ2 m ax，再确定θmax 的范围.由（5 .66 .12）式得

dθ1

du′1x
= 1

1 + u′2
1 -u′2

1x

γ
2 u′1x +（ ）v 2

1
γ

2 u′1x +（ ）v 2 γ u′1x +（ ）v -u′1（ ）x

u′2
1 -u′2

1寶 x

- u′2
1 -u′2

1寶 x［ ］γ

= 1
γ

2 u′1x +（ ）v 2 +u′2 -u′2
1x

γ

u′2 -u′2
1寶 x

-vu′1x -u′2
（ ）1 （5 .66 .15）

由此式可见，当

u′1x =-u′2
1

v
（5 .66 .16）

时，dθ1

du′1x
=0 ，θ1 有极大值.将（5 .66 .16）式代入（5 .66 .12）式得

θ1 max =arctan u′1

γ v 2 -u′2
寶 1

=arctan 0 .1038
8 .9686 0 .9938 2 -0 .1038寶

2

=arctan0 .01171 =0 .671° （5 .66 .17）

　 　 同样可得，当

u′2x =-u′2
2

v
（5 .66 .18）
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时，dθ2

du′2x
=0 ，θ2 有极大值.将（5 .66 .18）式代入（5 .66 .13）式得

θ2 max =arctan u′2

γ v 2 -u′2
寶 2

=arctan 0 .5735
8 .9686 0 .9938 2 -0 .5735寶

2

=arctan0 .078789 =4 .505° （5 .66 .19）

　 　 由于θ1 max 和θ2 m ax 不是同时出现，故θ的极大值θm ax 应为

θmax ＜ θ1 m ax +θ2 m ax =0 .671°+4 .505°=5 .176° （5 .66 .20）

　 　 因θ2 m ax 比θ1 m ax 大不少，故θm ax 应离θ2 max 不远.当θ2 =θ2 m ax 时，

u′1x =u′1

u′2
u′2x =u′1

u′2
-u′2

2（ ）v =-u′1u′2

v
（5 .66 .21）

将（5 .66 .21）式代入（5 .66 .12）式得：这时θ1 的值为

θ1 =arctan u′1 v 2 -u′2
寶 2

γ v 2 -u′1u′（ ）2
=arctan 0 .1038 0 .9938 2 -0 .5735寶

2

8 .9686 0 .9938 2 -0 .1038 ×0 .（ ）5735

=arctan0 .01012 ≈ 0 .580° （5 .66 .22）
所以这时

θ=θ1 +θ2 m ax =0 .580°+4 .505°=5 .085° （5 .66 .23）

　 　 于是知θm ax 的值在51 176°至5 .085°之间.由此得出结论：云室中质子和π 介子

径迹夹角的范围为（取两位有效数字，因题给能量为10 GeV ，只有两位有效数字）

0 ≤ θ＜ 5 .1° （5 .66 .24）

　 　【讨论】　 由（5 .66 .16）式可见，θ1 为极大值时，u′1x ＜ 0，这表明这时u′1 与v 的
夹角大于90°；同样，由（5 .66 .18 ）式可见，θ2 的极大值出现在u′2 与v 的夹角大于

90°处.这表示，当u′1 和u′2 都与v 垂直（即u′1x =u′2x =0 ）时，θ不见得出现极大值.
下面用计算来说明.

当u′1x =0 时，由（5 .66 .12）式得

θ1 =arctan u′1

γv =arctan 0 .1038
8 .9686 ×0 .9938 =arctan0 .011646

=0 .667° （5 .66 .25）
当u′2x =0 时，由（5 .66 .13）式得

θ2 =arctan u′2

γv =arctan 0 .5735
8 .9686 ×0 .9938 =arctan0 .064344

=3 .682° （5 .66 .26）

　 　 由（5 .66 .25）、（5 .66 .26）两式得：这时

θ=θ1 +θ2 =0 .667°+3 .682°=4 .349° （5 .66 .27）
这个值比（5 .66 .23）式的值5 .085°小.这就证明了，θ的极大值不出现在u′1 和u′2

都垂直于v 的时候.
5 .67 　 一个π

+介子以速度v 相对于实验室运动，在运动中衰变成一个 μ
+ 子
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和一个中微子νμ；在跟随π
+介子运动的参考系中，μ

+ 子的运动方向与π
+介子的

运动方向之间的夹角为θ.已知π
+介子的静质量为m π

，μ
+ 子的静质量为m μ

，中微

子νμ 的静质量为零.试求在实验室测得衰变前后各粒子的能量和动量.
【解】　 以实验室系为Σ系，π

+ 介子的质心系（即跟随 π
+ 介子运动的参考系）

为Σ′系，并以π
+ 介子的运动方向为x 轴方向.衰变前，在Σ系观测，π + 介子的动量

和能量分别为

p π =
m πv

1 -v 2

c寶 2

（5 .67 .1）

E π =
m πc 2

1 -v 2

c寶 2

（5 .67 .2）

　 　 衰变后，在Σ′系观测，设μ
+ 和νμ 的动量和能量分别为p′μ，E′μ 和p′ν，E′ν ，则有

p′μx =p′μcosθ，　 p′μy =p′μsinθ，　 p′μz =0 （5 .67 .3）

p′νx =-p′μcosθ，　 p′νy =-p′μsinθ，　 p′νz =0 （5 .67 .4）

E′μ = p′2
μc 2 +m 2

μc寶
4 （5 .67 .5）

E′ν = p′2
νc 2 +m 2

νc寶
4 =p′νc （5 .67 .6）

因能量守恒，故有

p′2
μc 2 +m 2

μc寶
4 +p′νc =m πc 2 （5 .67 .7）

因动量守恒，故有

p′μ+p′ν =0 （5 .67 .8）

p′μ = p′ν （5 .67 .9）
即

p′μ =p′ν （5 .67 .10）
代入（5 .67 .7）式解得

p′μ =p′ν =
（m 2

π -m 2
μ
）c

2m π

（5 .67 .11）

分别代入（5 .67 .5）和（5 .67 .6）式解得

E′μ=
（m 2

π +m 2
μ
）c 2

2m π

（5 .67 .12）

E′ν =
（m 2

π -m 2
μ
）c 2

2m π

（5 .67 .13）

　 　 最后变换到Σ系，得μ
+ 和ν的动量分别为

p μx =a′11p′μx +a′14
i
c E′（ ）μ =γp′μcosθ+γv

c 2 E′μ

=γ
m 2

π -m 2
（ ）μ c

2m π

cosθ+ m 2
π +m 2

（ ）μ v
2m［ ］π

（5 .67 .14）
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p μy =a′22p′μy =p′μy =p′μsinθ= m 2
π -m 2

（ ）μ c
2m π

sinθ （5 .67 .15）

p μz =a′33p′μz =p′μz =0 （5 .67 .16）

p νx =a′11p′νx +a′14
i
c E′（ ）ν =γp′νx + -iγ（ ）

v
c

i
c E′（ ）ν

=-γp′μcosθ+γv
c 2 E′ν =-γp′μcosθ+γv

c 2 p′μc

=γ -cosθ+v
（ ）c

m 2
π -m 2

（ ）μ c
2m π

（5 .67 .17）

p νy =a′22p′νy =p′νy =-p′μsinθ=- m 2
π -m 2

（ ）μ c
2m π

sinθ （5 .67 .18）

p νz =a′33p′νz =p′νz =0 （5 .67 .19）

　 　 μ
+ 和ν的能量分别为

E μ=
c
i

a′41p′μx +a′44
i
c E′（ ）μ =γvp′μx +γE′μ

=γvp′μcosθ+γE′μ

=γ
m 2

π -m 2
（ ）μ vc

2m π

cosθ+ m 2
π +m 2

（ ）μ c 2

2m［ ］π

（5 .67 .20）

E ν= c
i

a′41p′νx +a′44
i
c E′（ ）ν =γvp′νx +γE′ν

=-γvp′μcosθ+γp′μc =γ（c -vcosθ） m 2
π -m 2

（ ）μ c
2m π

（5 .67 .21）

　 　 5 .68 　 1987 年2 月，地下两个大探测器同时记录到多个中微子事件的爆丛
（burst）.这些事件都发生在几秒时间内，它们被看作是由于能量约为10 M e V 的中
微子和反中微子的到达所形成的，这些中微子和反中微子是从我们的银河系边缘

一个新的超新星突然坍缩而发出来的.
每个探测器都由深矿井（约1k m 深）中的一个大水容器（约盛纯水5kt）构成.

水的周围安装有光电倍增管的大列阵，它们能够探测出来自相对论性带电粒子的

径迹所发生的切连科夫辐射.
在10 M eV 能量时，同纯水的主要相互作用为（i）ν+e → ν+e，和（ii）湼ν+p →

n +e+，其中ν和湼ν分别是电子中微子和反中微子，p 是质子，m pc 2 =9381 28 M eV ，

n 是中子，m nc 2 =9391 57 M eV ，e 和e + 分别是电子和正电子，m ec 2 =0 .51 M eV .
（1）对于10 M eV 的中微子，（i）式中出射电子的最大能量是多少？
（2）在质心系中，上述两个反应的出射带电粒子都具有各向同性的角分布.在

实验室系中，哪个反应的出射带电粒子角分布会显示出入射中微子或反中微子到

来的方向？
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（3）据推测，两个探测器中所记录的事件爆丛（burst of events）是来自能量在

10 M eV 到40 M eV 间的中微子（实际上是电子反中微子）.假定所有这些中微子都是
超新星爆发时在同一瞬间发射出来的.在飞行约十七万光年后到达地球，它们的到达
时间相差不过两秒钟.试用这些数据估算中微子质量的上限.［本题系中国赴美物理
研究生考试（C U SPE A ）1987 年试题.］

　 图5 .68

【解】　（1 ）电子的最大能量出现在电
子和中微子的反应是共线的，即它们都在同

一直线上运动（参见图5 .68 ，图中 p ν 和p′ν
分别是中微子反应前和反应后的动量，电子

反应前静止，反应后动量为p e）.由动量守恒有

p ν =p e -p′ν （5 .68 .1）
（p ν+p′ν）2c 2 =p 2

ec 2 （5 .68 .2）
由能量守恒有

E ν+m ec 2 =E′ν+ p 2
ec 2 +m 2

ec寶
4 （5 .68 .3）

p ν-p′（ ）ν c +m ec［ ］
2 2 =p 2

ec 2 +m 2
ec 4 （5 .68 .4）

由（5 .68 .2）和（5 .68 .4）两式得

2p νp′νc = p ν-p′（ ）ν m ec 2 （5 .68 .5）
式（5 .68 .5）可化为

1
E′ν

- 1
E ν

= 2
m ec 2 （5 .68 .6）

E′ν = m ec 2E ν
2E ν+m ec 2 = 0 .51 ×10

2 ×10 +0 .51 =0 .25（M e V ） （5 .68 .7）

于是得电子的最大能量为

E max =E ν+m ec 2 -E′ν =10 +0 .51 -0 .25 =10 .26（M e V ）（5 .68 .8）
相应的最大动能为

T max =E max -m ec 2 =10 .26 -0 .51 =9 .75（M eV ） （5 .68 .9）

　 　（2）在质心系中，上述两个反应都是各向同性的.当变换到实验室系中后，它
们看起来就很不相同了.对于反应湼ν+p → n +e+，由于E 湼ν =10 M eV 虫 m pc 2 ，实验

室系和质心系几乎重合，因此在实验室系中，这个反应也几乎是各向同性的.而对
于反应ν+e → ν+e 来说，由于E ν 冲 m ec 2 ，当变换到实验室系时，它的

β= v
c = E ν

E ν+m ec 2 ≈ 0 .95 （5 .68 .10）

故在实验室系中，电子几乎是沿着入射中微子的方向运动.因此，这个反应就显示
出入射中微子的方向.

（3）速度为v 的中微子的飞行时间为t = D
v
，它的动量为pc = E 2 -m 2c寶

4 ；
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由于mc 2
虫 E ，故

pc =E 1 -m 2c 4

E（ ）2

1／2

≈ E - 1
2

m 2c 4

E
（5 .68 .11）

v = p
m

=pc 2

E
=c 1 - 1

2
mc 2

（ ）E［ ］
2

（5 .68 .12）

故飞行时间之差为

Δt = D
v 1

-D
v 2

= D

c 1 - 1
2

mc 2

E（ ）1［ ］
2 - D

c 1 - 1
2

mc 2

E（ ）2［ ］
2

≈
D
c 1 + 1

2
mc 2

E（ ）1［ ］
2

- 1 + 1
2

mc 2

E（ ）2［ ］｛ ｝
2

= D
2c
（mc 2 ）2 1

E 2
1
- 1

E（ ）2
2

（5 .68 .13）

　 　 今 Δt =2s，E 1 =10 M eV ，E 2 =40 M eV ，Dc =1 .7 ×10 5 年 =5 .36 ×10 12s，

由（5 .68 .13）式得

mc 2 = 2E 2
1E 2

2 Δt
D
c
（E 2

2 -E 2
1寶 ）

≈ 0 .9 ×10 -5 M e V =9eV （5 .68 .14）

这便是由上述事件定出的中微子质量的上限.
5 .69 　 两个相同的质点，都以速度v 运动；其中一个受平行于v 的作用力，加速

度的大小为a ‖
；另一个受垂直于v 的作用力，加速度的大小为a ⊥ .设两个力大小相

等，试证明a ⊥ =
c2a ‖

c 2 -v 2 .

【证】　 由牛顿运动定律

F = d
dt

m 0 v

1 -v 2

c寶

烄

烆

烌

烎
2

（5 .69 .1）

得

F = m 0

1 -v 2

c寶 2

d v
dt +m 0 v d

dt

1

1 -v 2

c寶

烄

烆

烌

烎
2

= m 0

1 -v 2

c寶 2

d v
dt +m 0 v 1

1 -v 2

c（ ）2

3／2
v
c 2 ·

d v
dt

（5 .69 .2）

　 　 当F ‖ v 时，d vdt
便平行于v ，所以v ·d v

dt =va ‖ .于是得
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F ‖

m 0

1 -v 2

c寶 2

a ‖ +
m 0v 2a ‖

c 2 1 -v 2

c（ ）2

3／2 =
m 0a ‖

1 -v 2

c寶 2

c 2

c 2 -v 2 （5 .69 .3）

　 　 当F ⊥ v 时，d vdt
便垂直于v ，所以v ·d v

dt =0 .

于是得

F ⊥ = m 0

1 -v 2

c寶 2

d v
dt =

m 0a ⊥

1 -v 2

c寶 2

（5 .69 .4）

　 　 F ⊥ =F ‖
，故由（5 .69 .3）和（5 .69 .4）两式得

a ⊥ = c2

c 2 -v 2a ‖
（5 .69 .5）

　 　 5 .70 　 在相对论情形下，带电粒子在电磁场中运动的拉格朗日量为

L =-m 0c 2 1 -v 2

c寶 2 -e（φ-v ·A ）

式中 m 0 和e 分别是带电粒子的静质量和电荷量，v 和v 分别是它的速率和速度；φ
和A 分别是电磁场的标势和矢势.试由变分问题的欧拉2 拉格朗日方程导出相对
论性的运动方程.
【解】　 欧拉2 拉格朗日方程为

d
dt

矪L
矪�q（ ）i

-矪L
矪qi

=0，　 　 i =1，2 ，3 （5 .70 .1）

或写成矢量形式

d
dt

Δ

�qL -

Δ

qL =0 （5 .70 .2）

今

L =-m 0c 2 1 -v 2

c寶 2 -e（φ-v ·A ） （5 .70 .3）

所以

Δ

�qL =-m 0c 2

Δ

�q 1 -v 2

c寶 2 -e

Δ

�q（φ-v ·A ）

= m 0

1 -v 2

c寶 2

v +eA =p +eA （5 .70 .4）

Δ

qL =-e

Δ

q（φ-v ·A ）=-e

Δ

qφ+e

Δ

q（v ·A ）

=eE +e 矪A
矪t +ev ×（

Δ

q×A ）+e（v ·

Δ

q ）A

·345·第五章　 狭义相对论



=eE +e 矪A
矪t +ev ×B +e（v ·

Δ

q ）A

=eE +ev ×B +e dA
dt

（5 .70 .5）

由（5 .70 .2）、（5 .70 .4）和（5 .70 .5）三式得

d
dt
（p +eA ）- eE +ev ×B +e dA

d（ ）t =0

dp
dt

=e（E +v ×B ） （5 .70 .6）

这便是所求的运动方程.
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第六章　 带电粒子与电磁场的相互作用

6 .1 　 一质量为 m 、电荷量为q 的粒子以速度v 从一电荷量为q 1 的静止点电荷

旁边飞过，瞄准距离为a .假设运动粒子的速度v 很大（但v 虫 c ），以致可以认为基
本上不偏离直线运动，而且其速度大小也基本上不变，试计算运动粒子因电磁辐射

而损失的能量.
【解】　 带电粒子以加速度a 运动时，其辐射功率为

P = q 2

6πε0c 3

（a ）2 - v ×a
（ ）c

2

1 -v 2

c（ ）2

3
（6 .1 .1）

今v 虫 c ，故粒子由于辐射而引起的能量变化率便为

dE
dt =-P =-q 2 |a |2

6πε0c 3
（6 .1 .2）

在距离为r 处，粒子由于受q 1 的作用而产生的加速度为

a = F
m = qq 1

4πε0 mr 2e r （6 .1 .3）

式中e r 是从q 1 到q 方向上的单位矢量.将a 代入（6 .1 .2）式得

dE
dt =- q 4q 2

1

6πε0c 3（4πε0 m ）2
1
r 4 =- 2q 4q 2

1

3（4πε0）
3c 3 m 2

1
r 4

（6 .1 .4）

　 图61 1

依题意有（参见图6 .1）

r 2 =a 2 +x 2 （6 .1 .5）

dr
dt = x

r
dx
dt = x

r v = v
r r 2 -a寶

2（6 .1 .6）

又

dE
dt =dE

dr
dr
dt =dE

dr
v
r r 2 -a寶

2 （6 .1 .7）

故由（6 .1 .7）和（6 .1 .4）两式得

dE
dr =- 2q 4q 2

1

3（4πε0）
3c 3 m 2v

1
r 3 r 2 -a寶

2
（6 .1 .8）

积分得

E ∞ -E a =- 2q 4q 2
1

3（4πε0）
3c 3 m 2v∫

∞

a

dr
r 3 r 2 -a寶

2

=- 2q 4q 2
1

3（4πε0）
3c 3 m 2v

r 2 -a寶
2

2a 2r 2 + 1
2a 3arccos

a［ ］r

∞

a



=-
πq 4q 2

1

6（4πε0 ）
3c 3 m 2va 3

（6 .1 .9）

故辐射损失的能量为

（Δ E ）1 =E a -E ∞ =
πq 4q 2

1

6（4πε0）
3c 3a 3 m 2v

（6 .1 .10）

　 　 如果考虑从-∞ 远来到 ∞ 去，整个飞行过程中的能量损失，则由（6 .1 .8 ）式
得

E ∞ -E -∞ =- 2q 4q 2
1

3（4πε0 ）
3c 3 m 2v∫

∞

-∞

dr
r 3 r 2 -a寶

2

=- 2q 4q 2
1

3（4πε0 ）
3c 3 m 2v

r 2 -a寶
2

2a 2r（ ）2

∞

-∞
+ 1
2a 3（arccosθ）

π／2

-π／｛ ｝2

=-
πq 4q 2

1

3（4πε0 ）
3c 3 m 2va 3

（6 .1 .11）

故整个飞行过程中的能量损失为

（Δ E ）2 =E -∞ -E ∞ =
πq 4q 2

1

3（4πε0）
3c 3a 3 m 2v

（6 .1 .12）

　 　【讨论】　 因q 的速度v 的大小和方向都可以当作不变，故q 到q 1 的距离可写作

r = a 2 +v 2t寶
2 （6 .1 .13）

这样，（6 .1 .4 ）式便可直接对t 积分，例如

（Δ E ）2 = 2q 4q 2
1

3（4πε0c）3 m 2∫
∞

-∞

dt
（a 2 +v 2t 2）2

（6 .1 .14）

其中积分

∫
∞

-∞

dt
（a 2 +v 2t 2）2 =

t
2a 2（a 2 +v 2t2 ）

∞

-∞
+ 1

2a 2
1
av arctan

vt
（ ）［ ］a

∞

-∞

= π

2a 3v
（6 .1 .15）

所以

（Δ E ）2 = 2q 4q 2
1

3（4πε0c ）3 m 2
π

2a 3v = πq 4q 2
1

3（4πε0ca ）3 m 2v
（6 .1 .16）

　 　 6 .2 　 根据经典模型，氢原子中的电子因受氢原子核库仑力的作用而环绕核运

动，其速度比光速c 小很多.设电子的质量为 m ，电荷量为-e ，氢原子核的电荷量
为e ；开始（t =0）时电子轨道的半径为a 0 ；且辐射阻尼力比库仑力小很多.（1）试求
电子因加速度而产生的辐射功率；（2 ）假定辐射能量来源于电子的动能和系统的
势能，试求电子轨道半径r 与时间t 的关系；（3）已知 m =9 .1 ×10 -31kg ，e =
1 .6 ×10 -19 C ，a 0 =5 .3 ×10 -11 m ，试计算电子轨道半径从a 0 减小到零所需要的时间.
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【解】　（1）因氢原子核的质量比电子大很多，故可以认为氢原子核不动，而电
子则以速度v 和加速度a 环绕氢原子核运动，这时它的辐射功率（单位时间向外辐
射的能量）为

P = e 2

6πε0c 3

a 2 - 1
c 2（v ×a ）2

1 -v 2

c（ ）2

3
（6 .2 .1）

因v 虫 c ，故上式可简化为

P = e 2a 2

6πε0c 3 （6 .2 .2）

式中a 是a 的大小.因辐射阻尼力比库仑力小很多，故切向加速度a t 就比法向加

速度a n 小很多，可以略去，于是

a 2 =a 2
n +a 2

t ≈ a 2
n = v 2

（ ）r
2

= e 2

4πε0 mr（ ）2

2

= e 4

16π 2
ε

2
0 m 2r 4 （6 .2 .3）

故所求的辐射功率为

P = e 6

96π 3
ε

3
0c 3 m 2r 4 （6 .2 .4）

　 　（2）根据能量守恒定律，氢原子辐射出的能量就等于它的能量E 所减少的值，
即

P =-dE
dt

（6 .2 .5）

　 　 氢原子的能量为

E =E k +E p =
1
2 mv 2 + 1

4πε0

e（-e ）
r

= 1
2 mv 2 - 1

4πε0

e 2

r
（6 .2 .6）

牛顿运动定律为

m v 2

r = 1
4πε0

e 2

r 2 （6 .2 .7）

所以

E = 1
2

1
4πε0

e 2

（ ）r - 1
4πε0

e 2

r =- 1
8πε0

e 2

r
（6 .2 .8）

于是

dE
dt = e 2

8πε0r 2
dr
dt

（6 .2 .9）

由（6 .2 .4）、（6 .2 .5）和（6 .2 .9）三式得
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dr
dt =- e 4

12π 2
ε

2
0c 3 m 2r 2 （6 .2 .10）

对t 积分并利用初始条件t =0 时r =a 0 ，便得

r 3 =- e4

4π 2
ε

2
0c 3 m 2t +a 3

0 （6 .2 .11）

　 　（3）由上式得，r =0 时，

t =4π 2
ε

2
0c 3 m 2a 3

0

e 4

=4π 2 ×（8 .854 ×10 -12 ×9 .1 ×10 -31）2 ×（3 ×10 8 ×5 .3 ×10 -11）3

（1 .6 ×10 -19）4

=1 .6 ×10 -11（s） （6 .2 .12）

这便是电子轨道半径从a 0 减小到零所需要的时间.
【讨论】　 a 0 是基态氢原子的玻尔半径.上述结果表明，按经典物理学（经典力

学和经典电动力学）的规律计算，基态氢原子的寿命仅有1 .6 ×10 -11 秒.这显然不
符合事实.这就告诉我们，经典物理学的规律不适用于氢原子.今天我们知道，原子
中的电子所遵循的规律是量子力学的规律，只有用量子力学的规律处理原子问题，

才能得到正确的结果.
6 .3 　 一个μ

-子（其质量m μ ～210m e，m e 是电子质量）被一质子俘获，从而在

环绕质子的圆轨道上运动.它的初始半径R 等于电子环绕质子运动的玻尔半径.试
用经典理论中非相对论性的带电粒子在加速运动时的辐射功率表达式，估计需经

过多长时间，μ
- 子才能辐射出足够的能量，从而到达它的基态.［本题系中国赴美

物理研究生考试（C U SP E A ）1985 年试题.］
【解】　 因为

F =m μ a =m μ

v 2

r = 1
4πε0

e 2

r 2 （6 .3 .1）

所以μ
- 子的加速度为

a = 1
4πε0

e 2

m μr 2 （6 .3 .2）

由（6 .3 .1）式得

m μv 2 = 1
4πε0

e 2

r
（6 .3 .3）

故得运动着的μ
- 子其总能量为

E = 1
2 m μv 2 - 1

4πε0

e 2

r =- 1
4πε0

e 2

2r
（6 .3 .4）

　 　 在非相对论性情况下，μ
- 做圆周运动时的辐射功率为

P = e 2a 2

6πε0c 3 = 1
4πε0

2e 2a 2

3c 3
（6 .3 .5）
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由能量守恒得：辐射出去的能量便等于能量的减少，即

-dE
dt =P （6 .3 .6）

- 1
4πε0

e 2

2r 2
dr
dt = 1

4πε0

2e 2a 2

3c 3 = 1
4πε0

2e 2

3c 3
1

4πε0

e 2

m μr（ ）2

2

于是得

dt =-
3m 2

μc 3

4e 4
（4πε0）

2r 2dr （6 .3 .7）

积分得

∫
T

0
dt =T =-（4πε0）

2 3 m
2
μc 3

4e 4∫
r B

R r
2dr

=（4πε0）
2 m 2

μc 3

4e 4
（R 3 -r 3

B
） （6 .3 .8）

　 　 按题意，μ
- 子的初始半径为

R =a 0 = h
2（ ）π

2 4πε0

m ee 2 =5 .29 ×10 -11 m （6 .3 .9）

r B 是 μ
- 子绕质子运动的玻尔半径（这时μ

- 处在基态），其值为

r B = h
2（ ）π

2 4πε0

m μe 2 = m e

m μ

a 0 = 1
210a 0 （6 .3 .10）

故R 3 =a 3
0 冲 r 3

B ，于是得

T ≈
2πε0 m μ

e（ ）2

2

（cR ）3

=
2π ×8 .854 ×10 -12 ×210 ×9 .1 ×10 -31

（1 .6 ×10 -19）［ ］2

2

×

　（3 ×10 8 ×5 .29 ×10 -11）3

=6 .9 ×10 -7（s）

　 　 6 .4 　 一静质量为 m 0 、电荷量为q 的相对论性粒子，在磁感强度为B 的均匀磁
场中做回旋运动，由于发出辐射，它逐渐失去能量.设开始（t =0）时，它的能量为

E 0 ，试求它的能量E 、轨道半径R 以及回旋角频率ω与时间t 的关系.
【解】　 它的能量为

E =mc 2 = m 0c 2

1 -v 2

c寶 2

（6 .4 .1）

它的运动方程为
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ma =m v 2

R =qvB （6 .4 .2）

它发出辐射的功率为 ①

P = q 2

6πε0c 3

a 2 - v ×a
（ ）c

2

1 -v 2

c（ ）2

3 （6 .4 .3）

因回旋运动，故

v ×a
（ ）c

2

=v 2

c 2a
2 （6 .4 .4）

所以

P = q 2a 2

6πε0c 3 1 -v 2

c（ ）2

2
（6 .4 .5）

　 　 它发出辐射的功率就等于它的能量损失率，即

dE
dt =-P =- q 2a 2

6πε0c 3 1 -v 2

c（ ）2

2
（6 .4 .6）

由（6 .4 .1）和（6 .4 .2）两式得

a 2

1 -v 2

c（ ）2

2 =
q 2B 2v 2

m 2
1

1 -v 2

c（ ）2

2 =q 2B 2E 2v 2

m 4
0c 4

=q 2B 2

m 4
0c 2
（E 2 -m 2

0c 4） （6 .4 .7）

所以

dE
dt =- q 4B 2

6πε0 m 4
0c 5
（E 2 -m 2

0c 4 ） （6 .4 .8）

∫
E

E 0

dE
E 2 -m 2

0c 4 =- q 4B 2

6πε0 m 4
0c 5∫

t

0
dt =- q 4B 2

6πε0 m 4
0c 5t （6 .4 .9）

左边积分为

∫
E

E 0

dE
E 2 -m 2

0c 4 =- 1
2m 0c 2∫

E

E 0

dE
E +m 0c 2 + 1

2m 0c 2∫
E

E 0

dE
E -m 0c 2

=- 1
2m 0c 2ln

E +m 0c 2

E 0 +m 0c 2 + 1
2m 0c 2ln

E -m 0c 2

E 0 -m 0c 2
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= 1
2m 0c 2ln

E -m 0c 2

E +m 0c 2
E 0 +m 0c 2

E 0 -m 0c（ ）2 （6 .4 .10）

于是得

E -m 0c 2

E +m 0c 2 = E 0 -m 0c 2

E 0 +m 0c 2e -
q4 B 2t

3πε0 m 30c
3 （6 .4 .11）

解得E 与t 的关系为

E =m 0c 2 E 0 +m 0c 2 +（E 0 -m 0c 2）e-
q4 B 2t

3πε0 m 30c
3

E 0 +m 0c 2 -（E 0 -m 0c 2）e-
q4 B 2t

3πε0 m 30c
3

（6 .4 .12）

　 　 它的轨道半径R 由（6 .4 .2）和（6 .4 .1）式为

R = mv
qB = E

qBc 2v = E
qBc 2 c 2 -m 2

0c 6

E寶 2

= 1
qBc

E 2 -m 2
0c寶

4 （6 .4 .13）

　 　 回旋角频率ω由（6 .4 .2）式为

ω= v
R =qB

m
=qBc 2

E
（6 .4 .14）

　 　【讨论】　（1）由（6 .4 .12）、（6 .4 .13）和（6 .4 .14）式得，开始时（t =0）

E =E 0 ，　 R 0 = 1
qBc

E 2
0 -m 2

0c寶
4 ，　ω0 =qBc 2

E 0

（6 .4 .15）

最后（t → ∞ ）

E ∞ → m 0c 2 ，　 R ∞ → 0，　ω0 →
qB
m 0

（6 .4 .16）

　 　 这个结果表明，粒子最后趋于静止.
（2）用γ0 表示E .
因

E 0 = m 0c 2

1 -v 2
0

c寶 2

=γ0 m 0c 2 （6 .4 .17）

故

E 0

m 0c 2 =γ0 （6 .4 .18）

令

η= q 4B 2t
3πε0 m 3

0c 3
（6 .4 .19）
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则（6 .4 .12）式右边的分式可化为

E 0 +m 0c 2 +（E 0 -m 0c 2 ）e -η

E 0 +m 0c 2 -（E 0 -m 0c 2 ）e -η=
γ0 +1 +（γ0 -1）e -η

γ0 +1 -（γ0 -1）e -η

=
1 +γ0 -1
γ0 +1e

-η

1 -γ0 -1
γ0 +1e

-η

（6 .4 .20）

于是得

E =m 0c 2
1 +γ0 -1
γ0 +1e

-η

1 -γ0 -1
γ0 +1e

-η

（6 .4 .21）

　 　（3）用双曲函数表示E .
　 　 双曲正切的定义为

tanh =ex -e-x

ex +e-x
（6 .4 .22）

反双曲正切的定义为

arctanhy = 1
2 ln

1 +y
1 -（ ）y

（6 .4 .23）

　 　 由（6 .4 .23）式得

1 -y
1 +y

=e-2arctanhy （6 .4 .24）

故（6 .4 .20）式可化为

　
E 0 +m 0c 2 +（E 0 -m 0c 2）e -η

E 0 +m 0c 2 -（E 0 -m 0c 2）e -η =1 +γ0 -（1 -γ0）e-η

1 +γ0 +（1 -γ0）e-η

=1 -e-（2arctanhγ0 +η）

1 +e-（2arctanhγ0 +η）=e（arctanhγ0 +η／2）-e-（arctanhγ0 +η／2 ）

e（arctanhγ0 +η／2）+e-（arctanhγ0 +η／2 ）

=tanh arctanhγ0 +η／［ ］2 （6 .4 .25）
于是得

E =m 0c 2tanh arctanh E 0

m 0c（ ）2 + q 4B 2t
6πε0 m 3c［ ］3 （6 .4 .26）

　 　（6 .4 .26 ）式也可利用积分公式

∫
dx

a 2 -x 2 = 1
a arctanh x

（ ）a
（6 .4 .27）

直接由（6 .4 .10）式积分得出.
6 .5 　 一电子（静质量为 m ，电荷量为e）在一个垂直于均匀磁场的平面内运

动.如果由辐射引起的能量损失可以略去，则轨道便是某个半径为 R 的圆.设 E 是
电子的总能量，考虑到相对论运动学，因而E 冲 mc 2 .
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（1）用上述参数解析地表示出所需的磁感强度B .
若 R =30 m ，E =2 .5 ×10 9eV ，试计算B 的数值.对于问题的这一部分，你应

记得某些普适常数.
（2）实际上，电子之所以辐射电磁能量，是因为电子被磁场B 所加速，然而可

假定每走一圈的能量损失 Δ E 与E 相比很小.
试用上述参数解析地表示出比率 ΔE／E ，然后由前面给出的R 和E 的特定值算

出这个比率的数值.［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SPE A ）1982 年试题.］
【解】　（1）电子的运动方程为

dp
dt

=ev ×B （6 .5 .1）

式中

p =mγv （6 .5 .2）

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（6 .5 .3）

因｜v ｜ 是常量，故

d v
dt =v 2

R
（6 .5 .4）

　 　 因v 2 是常量，故由（6 .5 .1）式得

m

1 -v 2

c寶 2

d v
dt =evB （6 .5 .5）

将（6 .5 .4）式代入（6 .5 .5）式得

B = mv

1 -v 2

c寶 2

1
eR = p

eR
（6 .5 .6）

pc = E 2 -m 2c寶
4 （6 .5 .7）

故由（6 .5 .6）式得

B = E 2 -m 2c寶
4

ceR ≈
E

ceR
=0 .28 T （6 .5 .8）

　 　（2）当�v ⊥ v 时，辐射功率为

P = 1
4πε0

2e 2�v 2

3c 3 γ
4 （6 .5 .9）

将（6 .5 .4）式代入得

P = 1
4πε0

2e 2c
3R 2

v
（ ）c

4

γ
4 （6 .5 .10）
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因为

γ= E
mc 2 （6 .5 .11）

所以

P = 1
4πε0

2e 2c
3R 2

v
（ ）c

4 E
mc（ ）2

4

（6 .5 .12）

　 　 在一周内辐射的能量为

Δ E =2πR
v P = 1

4πε0

4πe 2

3R
v

（ ）c
3 E
mc（ ）2

4

（6 .5 .13）

于是得

Δ E
E = 1

4πε0

4π
3

v
（ ）c

3 e 2

mc 2（ ）R
E

mc（ ）2

3
（6 .5 .14）

因E 冲 mc 2 ，故v
c ≈ 1 .于是上式可化为

Δ E
E = 1

4πε0

4π
3

e 2

mc 2（ ）R
E

mc（ ）2

3

=9 ×10 9 ×4π
3 ×

（1 .6 ×10 -19）2

9 .11 ×10 -31 ×（3 ×10 8 ）2 ×30 ×

　
2 .5 ×10 9 ×1 .6 ×10 -19

9 .11 ×10 -31 ×9 ×10（ ）16

3

=4 .6 ×10 -5 （6 .5 .15）

　 　 6 .6 　 当高能带电粒子在介质中运动，其运动速度超过电磁波在该介质内的传

播速度时，就发生切连科夫辐射.
（1）设切连科夫辐射发射的方向与粒子飞行路线之间的夹角为θ，试导出粒子

的速度v =βc 、介质的折射率n 和角θ之间的关系.
（2）一个大气压的氢气在20 ℃时，折射率为n =1 +1 .35 ×10 -4 .为了使一个

电子（质量为0 .511 M eV／c 2）穿过这样的氢气而发出切连科夫辐射，问所需的最小

动能是多少 M eV ？
（3）充有一个大气压、20 ℃的氢气的长管和一个能探测光辐射并测量发射角

　 图6 .6

（精确到δθ=10 -3 弧度）的光学系统装配

起来，就构成一个切连科夫辐射粒子探测

器.设有一束动量为100 Ge V／c 的带电粒
子穿过这计数器，由于动量已知，所以测

量切连科夫角，在效果上就是测量粒子的

静质量 m 0 .对于 m 0 接近 1 GeV／c 2 的粒

子，在用切连科夫计数器测定 m 0 时，准确

到一级小量的相误差δm 0／m 0 是多少？［本题系中国赴美物理研究生考试（C U S2
P E A ）1983 年试题.］
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【解】　（1）由图6 .6 可见

R = c
n t

（6 .6 .1）

cosθ= R
vt = c

nv

= 1
βn

（6 .6 .2）

　 　（2）如题中指出的，阈值条件（threshold2condition）是

v ≥
c
n 　 或 　β≥

1
n

（6 .6 .3）

在阈限处用等号.粒子的总能量为

E = m 0γc 2 （6 .6 .4）
式中

γ= 1

1 -v 2

c寶 2

（6 .6 .5）

在本题条件下，

β=
1
n = 1

1 +1 .35 ×10 -4 ≈ 1 -1 .35 ×10 -4 （6 .6 .6）

γ= 1
1 -β寶

2
= 1
（1 +β）（1 -β寶 ）

≈
1

2 ×1 .35 ×10 -
寶

4

=60 .86 （6 .6 .7）
所以总能量为

E =T +m 0c 2 =60 .86m 0c 2 （6 .6 .8）
于是得所求粒子的动能为

T =（60 .86 -1）m 0c 2 =59 .86m 0c 2

=31 M eV （6 .6 .9）

　 　（3）由cosθ=1
βn
可得

-sinθdθ=- 1
nβ

2 dβ

dβ=nβ
2sinθdθ （6 .6 .10）

因为

γ= E
m 0c 2 = p 2c 2 +m 2

0c寶
4

m 0c 2 （6 .6 .11）

而根据题给

m 0c 2

pc = 1 GeV
100 GeV =0 .01 （6 .6 .12）
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所以

γ ≈
p

m 0c
（6 .6 .13）

在本题中，p 是固定的，故

dγ= p
c - 1

m 2
0
dm（ ）0 （6 .6 .14）

而

dγ=d
1

1 -β寶（ ）2 = 1
2

2βdβ
（1 -β

2）3／2

所以

βdβ=dγ
γ

3 （6 .6 .15）

由（6 .6 .10）、（6 .6 .14）和（6 .6 .15）三式得

-p
c

dm 0

m 2
0

1
γ

3 =nβ
3sinθdθ

根据（6 .6 .13）式，上式可化为

dm 0

m 0
=nγ2

β
3sinθdθ （6 .6 .16）

由（6 .6 .2）式，n = 1
βcosθ

，代入上式得

dm 0

m 0
=β

2
γ

2tanθdθ （6 .6 .17）

由题给，即由（6 .6 .12）和（6 .6 .13）两式有γ=100 ，所以

β= 1 - 1
γ寶 2 ≈ 1 - 1

2γ2 =1 -0 .5 ×10 -4 （6 .6 .18）

代入（6 .6 .2）式得

cosθ= 1
βn

= 1
（1 -0 .5 ×10 -4）×（1 +1 .35 ×10 -4 ）

=1 -0 .85 ×10 -4 （6 .6 .19）
由上式可见，θ很小，故

cosθ= 1 -sin 2
寶 θ≈ 1 - 1

2 sin 2
θ≈ 1 -θ

2

2
（6 .6 .20）

所以

θ
2 =2 ×0 .85 ×10 -4 =1 .7 ×10 -4 （6 .6 .21）

θ= 1 .7 ×10 -
寶

4
≈ 1 .3 ×10 -2 弧度 （6 .6 .22）

tanθ≈ θ=1 .3 ×10 -2 （6 .6 .23）
于是最后由（6 .6 .17）式得
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δm 0

m 0
=（1 -0 .5 ×10 -4）2 ×100 2 ×11 3 ×10 -2 ×10 -3

=0 .13 （6 .6 .24）

　 　 6 .7 　 在太阳表面附近有一个密度为ρ=1 .0 ×10 3kg／m 3 的黑体小球，设太阳

作用在它上面的辐射压力等于太阳吸引它的万有引力，试求它的半径.已知太阳在

地球大气表面的辐射强度是1 .35k W／m 2 ，地球到太阳的距离为1 .5 ×10 8k m .
【解】　 设太阳表面附近的辐射压强为P ，黑体小球的半径为r ，则它静止的条

件为

πr 2P =G m M
R 2 =G M

R 2
4π
3 r 3
ρ （6 .7 .1）

式中 M 和R 分别为太阳的质量和半径.由（6 .7 .1）式得

r = 3R 2P
4G Mρ

（6 .7 .2）

　 　 辐射压强P 与电磁场能量密度w 的关系为（参见本题解后的附注）

P = 1
3 珡w （6 .7 .3）

w 与坡印亭矢量S 的关系为

S = w cn （6 .7 .4）
设太阳光射到地面时的坡印亭矢量的大小为S′，地球到太阳的距离为a ，则由能量
守恒得

4πa 2S′=4πR 2S （6 .7 .5）

设太阳光在地面处的辐射压强为P′，则由以上三式得

P = 1
3cS = 1

3c
a 2

R 2S′ （6 .7 .6）

将上式代入（6 .7 .2）式得

r = a 2S′
4G Mρc

（6 .7 .7）

因地球绕太阳的运动方程为

G m M
a 2 =m v 2

a =maω2 = ma 2π
（ ）T

2

（6 .7 .8）

式中T 为地球绕太阳公转的周期.将上式代入（6 .7 .7）式，然后代入数值，即得

r = S′T 2

16π 2aρc
= 1 .35 ×10 3 ×（365 ×24 ×60 ×60）2

16π 2 ×1 .5 ×10 8 ×10 3 ×1 .0 ×10 3 ×3 ×10 8

=1 .9 ×10 -7（m ） （6 .7 .9）

　 　【附注】　 作用在黑体上的辐射压强.
设电磁场的能量密度为 w ，能流密度为S ，则它的动量密度为
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g = 1
c 2S = 1

c w n （6 .7 .10）

式中c 为真空中光速，n 为电磁波传播方向上的单位矢量.g 对时间的平均值为

珔g = 1
c 2
珔S = 1

c 珡w n （6 .7 .11）

　 图6 .7（1）

　 　 设平面电磁波以入射角θ射到物体的表面

积元 Δ A 上，这 束 电 磁 波 的 横 截 面 积 为

（Δ A ）cosθ，如图6 .7（1）所示.长为c Δt、横截面
积为（Δ A ）cosθ的柱体内，电磁场动量的平均值
为

Δp =珔gc Δt（Δ A ）cosθ= 珡w cosθΔtΔ An （6 .7 .12）
这动量在垂直于物体表面法线方向上的分量为

（Δp ）n =（Δp ）cosθ= 珡w cos2
θΔtΔ A （6 .7 .13）

　 　 对于黑体来说，这动量在 Δt 秒内被物体表面吸收，故由牛顿运动定律得出，作

　 图6 .7（2）

用在黑体表面辐射压强的大小为

P =
（Δp ）n
ΔtΔ A = 珡w cos2

θ （6 .7 .14）

　 　 当各个方向都有同样强度的辐射射到黑体表

面上时，以r 为半径作一半球面Σ，如图6 .7（2），穿
过Σ上面积元 dΣ=r 2sinθdθd�的电磁波束，其平
均能量密度为

d 珡w = 珡w dΣ
Σ

= 珡wr 2sinθdθd�
2πr 2 = 1

2π 珡
w sinθdθd� （6 .7 .15）

这波束产生的辐射压强为

dP =（d 珡w ）cos2
θ= 1

2π 珡
w sinθcos2

θdθd� （6 .7 .16）

积分便得作用在黑体表面的辐射压强为

P = 1
2π 珡

w∫
π／2

0∫
2π

0
sinθcos2

θdθd�= 1
3 珡w （6 .7 .17）

　 　 6 .8 　 在等离子体内有均匀的恒定磁场 B ，一圆偏振的单色平面波（角频率为

ω）沿B 的方向传播.设电子的质量为 m ，电荷量为e，等离子体内电子的数密度为

N ；略去等离子体内的所有碰撞.试求这时等离子体的折射率.
【解】　 取笛卡儿坐标系使B 平行于z 轴，如图6 .8 所示，这时磁场便为

B =（0，0 ，B ） （6 .8 .1）

　 　 圆偏振电磁波的电场为

E =E 0e -iωt

E 0 =（E 0 ，±iE 0 ，0 ｝） （6 .8 .2）
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　 图6 .8

其中正号代表左旋，负号代表右旋.
按题意，B 和E 作用在电子上的力都与z 轴垂直，

因此，电子必定都在垂直于z 轴的平面内运动；又因E
以角频率ω振动，故电子的位移r =（x ，y ，const.）也必
定以ω振动，即

r =r 0e-iωt （6 .8 .3）

　 　 电子的运动方程为

m d 2r
dt2 =eE +ev ×B （6 .8 .4）

将（6 .8 .1）、（6 .8 .2）和（6 .8 .3）三式代入（6 .8 .4）式得

-ω2 mr =eE -iωer ×B （6 .8 .5）
所以

-ω2 m x =eE x -ieωB y （6 .8 .6）

-ω2 my =eE y +ieωB x （6 .8 .7）
解得

x =

e
m

ω
2
c -ω2（E x -iωc

ω
E y ） （6 .8 .8）

y =

e
m

ω
2
c -ω2

（E y +iωc

ω
E x ） （6 .8 .9）

式中

ωc =-eB
m =|e|B

m
（6 .8 .10）

是等离子体的回旋频率.
等离子体的电极化强度为

P = Ner （6 .8 .11）

P 与E 的关系为

P =（ε-ε0）E （6 .8 .12）
式中

ε=εrε0 （6 .8 .13）
是等离子体的电容率.由（6 .8 .11）和（6 .8 .12）两式得

r =ε-ε0

Ne E （6 .8 .14）

所以

x =ε-ε0

Ne E x （6 .8 .15）
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y =ε-ε0

Ne E y （6 .8 .16）

由（6 .8 .8）和（6 .8 .15）两式消去x 得

εr -1 -
ω

2
p

ω
2
c -ω（ ）2 E x =-i

ω
2
pωc

ω（ω
2
c -ω2）

E y （6 .8 .17）

式中

ωp = Ne 2

mε寶 0
（6 .8 .18）

是电子的等离子体频率.由（6 .8 .9）和（6 .8 .16）两式消去y 得

εr -1 -
ω

2
p

ω
2
c -ω（ ）2 E y =i

ω
2
pωc

ω（ω
2
c -ω2）

E x （6 .8 .19）

由（6 .8 .17）和（6 .8 .19）两式得

εr -1 -
ω

2
p

ω
2
c -ω（ ）2

2

=
ω

4
pω

2
c

ω
2（ω

2
c -ω2）2

（6 .8 .20）

所以

εr -1 -
ω

2
p

ω
2
c -ω2 =±

ω
2
pωc

ω（ω
2
c -ω2）

（6 .8 .21）

分别取正负号便得

εr +=1 -
ω

2
p／ω

2

1 -ωc／ω
（6 .8 .22）

εr -=1 -
ω

2
p／ω

2

1 +ωc／ω
（6 .8 .23）

最后求得折射率为

n += εr寶 + = 1 -
ω

2
p／ω

2

1 -ωc／（ ）ω
1／2

（6 .8 .24）

n -= εr寶 - = 1 -
ω

2
p／ω

2

1 +ωc／（ ）ω
1／2

（6 .8 .25）

　 　 下面我们来分析n +和n -与左右旋的关系.n +是（6 .8 .21）式 右边取正号得出
的.把（6 .8 .21）式右边取正号代入（6 .8 .17）式或（6 .8 .19）式，便得

E y =iE x =E xei π
2 （6 .8 .26）

由此式和（6 .8 .2）式得

E x =E 0e -iωt

E y =E 0e -i ωt-π

（ ）烍
烌

烎
2

（6 .8 .27）

这个表达式表明，当电磁波射向观察者时，观察者将看到它的电矢量 E 逆时针方
向旋转，所以它是左旋圆偏振波.于是得出：n +是左旋圆偏振波的折射率.根据同
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　 图6 .9

样分析可得：n -是右旋圆偏振波的折射率.
6 .9 　 一平面交界面分开两个半无穷大的介质，一

个是真空，另一个是等离子体（电离气体）.从真空来的
圆偏振的平面电磁波正入射到交界面上，相应地有返

回真空的反射波.电磁波的频率为ω.等离子体中有均
匀磁场B ，它的方向沿着入射平面波的方向，如图6 .9
所示.设等离子体内电子的数密度为 N ，电子的质量为

m ，电荷量为e .略去等离子体内的所有碰撞效应，试计
算反射系数 ① R（R 是反射波与入射波的强度之比）作为圆偏振的入射波频率ω的
函数.（答案将与圆偏振的方向有关.）［本题系中国赴美物理研究生考试
（C U SP E A ）1988 年试题.］

【解】　 设等离子体的电容率为ε，折射率为n ，则由菲涅耳公式得出，正入射
时，反射波与入射波的振幅之比为

E′
E = ε／ε寶 0 -1

ε／ε寶 0 +1
=n -1

n +1
（6 .9 .1）

依题意，所求的反射系数为

R = E′
E

2

= n -1
n +1

2

（6 .9 .2）

　 　 下面求n ，设等离子体的电导率为σ，则它的电容率为

ε′=ε0 +i σ
ω

（6 .9 .3）

于是它的折射率n 满足

n 2 =ε′
ε0

=1 +i σ
ωε0

（6 .9 .4）

故只须求出σ即可求出折射率n .下面就来求σ.电子的运动方程为

m dv
dt =eE +ev ×B （6 .9 .5）

取笛卡儿坐标系，使z 轴平行于B ，于是外磁场为

B =（0，0 ，B ）=Be z （6 .9 .6）
圆偏振的电磁波的电场为

E =E（e x ±ie y ）e -iωt （6 .9 .7）
式中正号表示左旋圆偏振，负号表示右旋圆偏振.在上列磁场和电场的作用下，等离子
体中的电子将在垂直于B 的平面内运动；因矢量E 以角频率ω做圆周运动，故电子也
将以角频率ω做圆周运动，它的速度可写作v =v（e x ±iey）e -iωt .于是由（6 .9 .5）式得
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-iωm v（e x ±ie y ）=eE（e x ±ie y ）±ievB（e x ±ie y ）

v =i eE／m
ω±ωB

（6 .9 .8）

式中

ωB =eB
m

（6 .9 .9）

由电流密度公式

j = Nev =σE （6 .9 .10）
得

σ=i Ne 2

m
1

ω±ωB

（6 .9 .11）

代入（6 .9 .4）式得

n 2
±=1 -

ω
2
p

ω（ω±ωB ）
（6 .9 .12）

式中ωp 是等离子体频，它满足

ω
2
p = Ne 2

mε0
（6 .9 .13）

　 　 于是所求的反射系数便为

R ±=
n ±-1
n ±+1

2

（6 .9 .14）

　 　 由（6 .9 .12）式和（6 .9 .14）式可见：
如果ω

2
p ＞ ω（ω-ωB

），则R -=1 ；
如果ω

2
p ＞ ω（ω+ωB ），则R +=1 .

6 .10 　 讨论（圆）频率 为ω的电磁辐射在电离介质中的传播.采用如下一些近
似：（1）磁场作用于电子的洛伦兹力e v ×B 可以略去；（2 ）电磁场和原子离子
（ato mic ions）的相互作用可以完全略去（由于原子离子的大质量）；（3 ）电子与电子
间和电子与离子间的相互作用可以略去.设e 、m 、n 分别为电子的电荷量、质量和
数密度.
（i）试证明，只有在频率ω大于某一临界的“等离子”频率ωp 的情形下，传播才

可能出现，试导出ωp 的表达式.
（ii）当ω＞ ωp 时，试证明，电磁波的相速度v p 大于真空中的光速c .这会引起麻

烦吗？试予以讨论.［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ）1982 年试题.］
【证】　 麦克斯韦方程组为

Δ

×E =-矪B
矪t

（6 .10 .1）

Δ

×H = 矪D
矪t +j （6 .10 .2）
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Δ

·D =ρ （6 .10 .3）

Δ

·B =0 （6 .10 .4）
在本题中，ρ=0 ，由（6 .10 .1）和（6 .10 .2）两式得

Δ

2E -ε0μ0
矪

2E
矪t 2 =μ0

矪j
矪t

（6 .10 .5）

因为所有的量随时间变化的关系都是e -iωt ，所以

Δ

2E +ω
2

c 2 E =-iωμ0j （6 .10 .6）

式中

j =σE （6 .10 .7）

　 　 取平面波解

E =E 0ei（k·r-ωt ） （6 .10 .8）

代入（6 .10 .6 ）式，便得到色散关系

（ik ）2 +ω
2

c 2 =-iωμ0σ

即

ω
2 +iσω
ε0

=c 2k 2 （6 .10 .9）

　 　 为了求出σ=σ（ω），利用题目给的条件

m dv
dt =eE （6 .10 .10）

和（6 .10 .8）式得

v = ie
mω

E （6 .10 .11）

所以

j =nev =ine 2

mω
E （6 .10 .12）

与（6 .10 .7）式对比便得

σ=ine 2

mω
（6 .10 .13）

将σ代入（6 .10 .9）式便得

ω
2 -ω2

p =c 2k 2 （6 .10 .14）

式中

ωp = ne 2

ε0寶m
（6 .10 .15）

称为电子的等离子体频率.由（6 .10 .14）式得
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k =
ω

2 -ω2
寶 p

c
（6 .10 .16）

　 　（1）当ω ＜ ωp 时，k 为虚数，这时电离介质中就不存在传播的电磁波.因此，只
有频率ω ＞ ωp 的电磁波才能在电离介质中传播.
（2）当ω ＞ ωp 时，由色散关系得电磁波的相速度为

v p =ωk = ω

ω
2 -ω2

寶 p

c ＞ c （6 .10 .17）

但是，电磁波的能量或信号传播的速度并不是相速度，而是群速度，即

v g =dω
dk

（6 .10 .18）

由（6 .10 .14）式得

ω= c2k 2 +ω2
寶 p （6 .10 .19）

由以上两式得

v g = 1
2

2c 2k
c 2k 2 +ω2
寶 p

=c 2k
ω

=c c
v（ ）p

＜ c （6 .10 .20）

所以不会引起任何矛盾.
6 .11 　 空间有一射电源发射出一种宽频带的“噪音”脉冲.由于在星际介质中

的色散，这一脉冲到达地球时就变成频率随时间变化的哨声.如果这一变化率（即
频率对于时间的变化率）被测出，并且知道了地球到射电源的距离d ，就可以推导
出星际介质中（假定星际介质完全电离）电子的平均密度 N 来.试证明这一点.（提
示：通过研究一个自由电子对于高频电场的响应特性去推断频率和波数2π／λ之间
的关系.）［本题系中国赴美物理研究生考试（C U SP E A ），1981 年试题.］
【证】　 因假定星际介质处于完全电离状态，其中正离子质量远大于负离子（电

子）的质量，因此，在噪音脉冲产生的高频电场的作用下，电子发生振动，而正离子

可假设不动.电子的运动方程为

m ẍ =eE 0e -iωt （6 .11 .1）
式中 m 和e 分别为电子的质量和电荷量，由上式得

x =x 0e-iωt （6 .11 .2）
电子的振幅为

x 0 =-eE 0

mω2 =-e／m
ω

2 E 0 （6 .11 .3）

　 　 设星际介质中单位体积内的电子数为 N ，则介质的极化强度为

P = Nex =-Ne 2／m
ω

2 E （6 .11 .4）

D =ε0E +P = ε0 -Ne 2／m
ω（ ）2 E （6 .11 .5）
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故介质的电容率为

ε=ε0 -Ne 2

m
1
ω

2 （6 .11 .6）

折射率n 满足

n 2 =ε
ε0

=1 -
ω

2
p

ω
2

（6 .11 .7）

式中

ω
2
p = Ne 2

mε0
（6 .11 .8）

　 　 由k =ωc n ，即可求出群速度为

v g =dω
dk = 1

dk
dω

= 1
n
c +ωc

dn
dω

（6 .11 .9）

由（6 .11 .7）式有

dn
dω=

ω
2
p

ω
3
1
n

（6 .11 .10）

代入（6 .11 .9 ）式便得

v g = nc

n 2 +
ω

2
p

ω
2

（6 .11 .11）

根据（6 .11 .7 ）式，上式可化为

v g =nc =c 1 -
ω

2
p

ω寶 2
（6 .11 .12）

　 　 最后，脉冲由射电源到地球的时间为

t = d
v g

= d
c

1

1 -
ω

2
p

ω寶 2

（6 .11 .13）

由此式得

dω
dt =-c

d
1 -
ω

2
p

ω（ ）2

3／2
ω

3

ω
2
p

（6 .11 .14）

这个结果表明：如果d 和dω
dt
已知，我们就可以定出ωp，从而由（6 .11 .8）式就可以推

出介质中电子的密度 N 来.
6 .12 　 晴朗的天空为什么是蓝色的？试用下面的简单假设来解释这个问题.
地球上空高层大气的大多数分子在太阳的照射下，离解成单个原子.原子的

简单的经典模型为：原子核是一个电荷量为e 的点电荷，其周围是半径为R 的电子
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云，电荷量-e 就均匀分布在这云里.在没有外电场时，电子云的中心与原子核重
合，在太阳光的电场E =E 0e -iωte z 的作用下，电子云与原子核形成振动的电偶极

子，从而散射太阳光，结果使天空看起来是蓝色的.
【解】　 设原子核不动，在外电场的作用下，电子云的位移为z ，并且｜z｜ 虫λ（光

的波长）.把电子云看作一种谐振子，它的固有频率为ω0 ，在太阳光电场E 的作用
下，它的运动方程为（略去阻尼项）

d 2z
dt 2 +ω2

0z =-eE 0

m e -iωt （6 .12 .1）

式中 m 为电子云的质量.上式的解为

z =-eE 0

m
e -iωt

ω
2
0-ω

2 （6 .12 .2）

由此而产生的原子的电偶极矩为

p =-eze z =e 2E 0

m
e -iωt

ω
2
0 -ω

2e z （6 .12 .3）

这是一个以频率ω振动的电偶极矩.振动的电偶极矩要产生辐射，辐射的总功率
为［参见前面4 .6 题的（4 .6 .14）式］

P =|p 0 |2
ω

4

12πε0c 3 =e 4 |E 0 |2

12πε0 m
2c 3

ω
4

（ω
2
0-ω

2）2
（6 .12 .4）

　 　 下面先估算固有频率ω0 .在无外电场时，若电子云相对于原子核产生位移z ，
则有

m d 2z
dt2 =-mω2

0z （6 .12 .5）

式中-m ω
2
0z 即恢复力，也就是电子云与原子核间的吸引力.均匀电子云在距中心

为z 处产生的电场强度为

E =- ez
4πε0R

3 ，　 　 z ＜ R （6 .12 .6）

故电子云与原子核的相互作用力为

F =- e 2z
4πε0R

3 =-mω2
0z （6 .12 .7）

于是得

ω
2
0 =

1
4πε0

e 2

m R 3 （6 .12 .8）

为了估算ω0 ，先要估算R .为此，假定电子的质量 m 全部来源于电子云的自有能
量（即静电能）.由（6 .12 .6）式得出电子云内的电势为

φ=- e
8πε0R

3（3R
2 -r 2 ），　 　 r ≤ R （6 .12 .9）

故电子云的自有能量便为
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W = 1
2∫ρφd V =- ρe

16πε0R 3∫
R

0
（3R 2 -r 2 ）·4πr 2dr

= 3e 2

20πε0R
（6 .12 .10）

根据爱因斯坦的质能关系式

W =mc 2 （6 .12 .11）
便得

R = 3e 2

20πε0 mc 2

= 3 ×（1 .60 ×10 -19）2

20π ×8 .854 ×10 -12 ×9 .11 ×10 -31 ×（3 ×10 8 ）2

=1 .7 ×10 -15（m ） （6 .12 .12）
代入（6 .12 .8）式得　 　

ω0 = 1
4πε0

e 2

m R寶 3

= 9 ×10 9 ×
（1 .60 ×10 -19）2

9 .11 ×10 -31 ×（1 .7 ×10 -15）寶 3

=2 .3 ×10 23（rad／s） （6 .12 .13）
由于可见光的频率ω， 10 15rad／s，故ω0 冲ω.所以（6 .12 .4）式可近似为

P = |E 0 |2e 4
ω

4

12πε0c
3 m 2
ω

4
0

（6 .12 .14）

　 　 这个结果表明，地球上空高层大气对太阳光的散射，其散射功率与太阳光的频

率的四次方（ω
4 ）成正比.由于在可见光范围内，太阳光里各种频率的光的强度相差

不很大，故在散射光里，频率高（即波长短）的光的强度就大得多.这就是为什么晴
朗的天空呈现蔚蓝色的原因.乘宇宙飞船在地球大气外看地球，地球也呈现蔚蓝
色，同我们在地面上看天空的颜色是一样的，其原因也是地球上高层大气对太阳光

的散射，高频散射光的强度大得多.
6 .13 　 平行光入射到自由电子上并使之发生振动，振动的电子便向外发出辐

射，这就是使入射光发生散射.电子质量为 m ，电荷量为-e ，假定这电荷均匀分布

在半径为re = e 2

4πε0 m c 2（经典电子半径）的球面上.试证明，自由电子对入射光的有

效散射截面为

σ=
散射功率

单位面积入射功率 =
P
I 0

=8π
3 r 2

e

　 　【证】　 设入射光的电场为

E =E 0e-iωt （6 .13 .1）
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则电子的运动方程为

m d 2r
dt 2 =-eE + e 2

6πε0c 3
d 3r
dt3 （6 .13 .2）

式中 e 2

6πε0c 3
d 3r
dt3 是电子发出辐射时的辐射反作用力（辐射阻尼力）.上式的稳态解为

r = eE 0

m（ω2 +iωγ）
e -iωt （6 .13 .3）

式中

γ= e2
ω

2

6πε0 mc 3 （6 .13 .4）

电子振动的振幅为

r 0 = eE 0

mω ω
2+γ寶

2
（6 .13 .5）

因

γ
ω

= e2
ω

6πε0 mc 3

=
（1 .6 ×10 -19）2 ×2π ×10 14

6π ×8 .9 ×10 -12 ×9 .1 ×10 -31 ×（3 ×10 8）3

≈ 10 -9
虫 1

γ虫 ω，故（6 .13 .5）式中的γ2 可以略去.于是得

r = eE 0

mω2e -iωt （6 .13 .6）

这表明，电子在随光波的电场E 作简谐振动.根据振动电荷发出辐射的规律，其辐
射的平均能流密度为［参见前面4 .37 题的（4 .37 .5）式］

S = q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3

sin 2
α

r 2 e r = e 2
ω

4

32π 2
ε0c 3

eE 0

mω（ ）2

2 sin 2
α

r 2 e r

=ε0cE 2
0

2
r e（ ）r

2

sin 2
αe r （6 .13 .7）

图61 13 　

式中α是E 0 与辐射方向e r 之间的夹角（图6 .13）.
根据定义，散射光的强度为

I =|S |=ε0cE 2
0

2
r e（ ）r

2

sin 2
α （6 .13 .8）

入射光的强度为

I 0 = 1
2ε0cE 2

0 （6 .13 .9）

所以

·865· 电动力学题解（第二版）



I =I 0
r e（ ）r

2

sin 2
α （6 .13 .10）

　 　 散射的平均功率为

P =∮IdΣ

=∫
π

0∫
2π

0
I 0

r e（ ）r

2

sin 2
α·r 2sinθdθd�

=I 0r 2
e∫

π

0∫
2π

0
sin 2
αsinθdθd� （6 .13 .11）

由图6 .13 可见

cosα=sinθcos� （6 .13 .12）

∫
π

0∫
2π

0
sin 2
αsinθdθd�=∫

π

0∫
2π

0
（1 -cos2

α）sinθdθd�

=∫
π

0∫
2π

0
（1 -sin 2

θcos2
�）sinθdθd�=8π

3
（6 .13 .13）

于是得

P =8π
3 I 0r 2

e （6 .13 .14）

最后得自由电子对入射光的有效散射截面为

σ=
P
I 0

=8π
3 r 2

e =8π
3

1
4πε（ ）0

2 e 2

mc（ ）2

2

（6 .13 .15）

　 　 6 .14 　 一椭圆偏振的单色平面电磁波的电场强度为

E =acos（ωt +α）+bsin（ωt +α）
式中a 和b 是两个互相垂直的常矢量，α是常数.这电磁波射到一质量为 m 、电荷
量为q 的自由粒子上并被散射.已知这粒子在电磁波的作用下产生的速度v 虫 c .
试求：（1）散射波的电磁场；（2 ）散射波的平均能流密度；（3 ）粒子的微分散射
截面.
【解】　（1）因v 虫 c ，故电磁波作用在带电粒子上的洛伦兹力可以略去，于是粒

子的运动方程为

m d 2r′
dt′2 =qE =q acos（ωt′+α）+bsin（ωt′+α［ ］） （6 .14 .1）

在E 的作用下，粒子在原点附近振动，因有加速度便向外发出辐射，这辐射便称为
对入射电磁波的散射.

因v 虫 c ，只须考虑粒子的电偶极辐射.粒子的电偶极矩为

p =qr′ （6 .14 .2）
由以上两式得

d 2p
dt′2 =q

d 2r′
dt′2 =q 2

m
E =q 2

m
acos（ωt′+α）+bsin（ωt′+α［ ］） （6 .14 .3）
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因

t′=t -|r -r′|
c ≈ t -r

c
（6 .14 .4）

故

ωt′=ωt -r
（ ）c =ωt -ωc r =ωt -kr （6 .14 .5）

于是得r 处t 时刻散射波的电磁场为

H（r ，t）= 1
4πcr

d 2p（t′）
dt′2

×er = q 2

4πcmr
acos（kr -ωt -α）［ -

　 bsin（kr -ωt -α ］）×er

= q 2

4πcmr
a ×ercos（kr -ωt -α）-b ×ersin（kr -ωt -α［ ］） （6 .14 .6）

E（r ，t）= 1
ε0c

H（r ，t）×er = q 2

4πε0c 2 mr
（a ×er）×ercos（kr -ωt -α）［ -

　（b ×er）×ersin（kr -ωt -α ］）

= q 2

4πε0c 2 mr
（a ·e r）e r -［ ］a cos（kr -ωt -α）｛ -

　 （b ·e r）e r -［ ］b sin（kr -ωt -α ｝） （6 .14 .7）

　 　（2）由（6 .14 .6）、（6 .14 .7）两式得散射波的能流密度为

S =E ×H = q 4

16π 2
ε0c 3 m 2r 2

（a ·e r）e r -［ ］a cos（kr -ωt -α）｛ -

　 （b ·e r）e r -［ ］b sin（kr -ωt -α ｝）× a ×ercos（kr -ωt -α）［ -
　 b ×ersin（kr -ωt -α ］）

= q 4

16π 2
ε0c 3m 2r 2 a 2 -（a ·e r）［ ］

2 cos2（kr -ωt -α）e r｛ +

　 b 2 -（b ·e r）［ ］
2 sin 2（kr -ωt -α）e r + ｝X （6 .14 .8）

式中

X =- （a ·er）e r -［ ］a ×（b ×er）+ （b ·er）er -［ ］b ×（a ×er｛ ｝）×
sin（kr -ωt -α）cos（kr -ωt -α） （6 .14 .9）

因

I
T∫

T

0
sin 2（kr -ωt -α）dt = I

T∫
T

0
cos2（kr -ωt -α）dt = 1

2
（6 .14 .10）

I
T∫

T

0
sin（kr -ωt -α）cos（kr -ωt -α）dt =0 （6 .14 .11）

故散射波的平均能流密度为
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S = I
T∫

T

0
S dt = q 4

32π 2
ε0c 3m 2r 2 a 2 -（a ·e r）

2 +b 2 -（b ·e r）［ ］
2 e r

（6 .14 .12）
因

a 2 -（a ·er）
2 =（a ×er）

2 （6 .14 .13）

b 2 -（b ·e r）
2 =（b ×er）

2 （6 .14 .14）
故得

S = q 4

32π 2
ε0c 3 m 2r 2

（a ×er）
2 +（b ×er）［ ］

2 e r （6 .14 .15）

　 　（3）在r 处通过面积元dA 的散射波的功率为

dP =珔S ·dA = q 4

32π 2
ε0c 3 m 2

（a ×er）
2 +（b ×er）［ ］

2 e r·dA
r 2

= q 4

32π 2
ε0c 3 m 2

（a ×er）
2 +（b ×er）［ ］

2 dΩ （6 .14 .16）

式中dΩ是dA 对原点（r =0）所张的立体角.
入射电磁波的强度为

I 0 = 1
2ε0c |E 0 |2 = 1

2ε0c（a 2 +b 2） （6 .14 .17）

依定义，粒子的微分散射截面为

dσ
dΩ=

dP
I 0dΩ

= q 4

32π 2
ε0c 3 m 2

（a ×er）
2 +（b ×er）［ ］

2 · 2
ε0c（a 2 +b 2 ）

= q 4

16π 2
ε

2
0c 4m 2

（a ×er）
2 +（b ×er）

2

a 2 +b 2 （6 .14 .18）

　 　 6 .15 　 一质量为 m ，电荷量为q 的带电粒子作简谐振动，固有角频率为ω0 ；一

电场强度为E =E 0e -iωt 的电磁波射到这粒子上，E 0 是常矢量.设粒子的辐射阻尼

力为f =-q 2
ω

2

6πε0c 3
dr
dt
，粒子的速度v 虫 c .试求它对电磁波的微分散射截面和散射

截面.
　 　【解】　 因v 虫 c ，故电磁波作用在粒子上的洛伦兹力可以略去不计，于是粒子
的运动方程为

m d 2r′
dt′2 =-mω2

0r′+qE 0e -iωt′ -q 2
ω

2

6πε0c 3
dr′
dt′

（6 .15 .1）

令

γ= q 2
ω

2

6πε0 c 3 m
（6 .15 .2）

则（6 .15 .1）式可化为
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d 2r′
dt′2 +γdr′

dt′+ω
2
0r′= q

m
E 0e -iωt′ （6 .15 .3）

这是一个受迫振动的微分方程，它的通解为

r′=e-γ2 t′（c 1eβt′ +c 2e -βt′）+q
m

E 0

（ ω
2
0-ω

2 ）2 +γ2
ω寶

2
e -i（ωt′-δ）（6 .15 .4）

式中c 1 和c 2 是两个积分常数，另外两个常数是

β= γ
2

4 -ω寶
2
0 （6 .15 .5）

δ=arctan γω
ω

2
0-ω

2 （6 .15 .6）

（6 .15 .4）式右边第一项是（6 .15 .3 ）式的辅助解（余函数），因含有e -γ2 t′因子，是瞬

态解，它只在刚加上电磁波后的瞬间起作用，很快便随时间t′趋于零，所以对散射
无贡献.（6 .15 .4）式右边第二项是（6 .15 .3 ）式的特解，它随电磁波的频率作简谐
振动，是稳态解，它所产生的辐射便是对入射电磁波的散射.下面便只考虑特解这
一部分.

根据前面4 .37 题，带电粒子作简谐振动时，它向外发出的辐射在r =re r 处的

平均能流密度为［参见（4 .37 .5）式］

S = q 2
ω

4a 2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r （6 .15 .7）

式中a 是粒子振动的振幅.将（6 .15 .4 ）式右边第二项的值代入（6 .15 .7 ）式，便得
散射波的平均能流密度为

S = q 4
ω

4

32π 2
ε0c 3 m 2

E 2
0

（ω
2
0 -ω

2 ）2 +γ2
ω

2
sin 2
θ

r 2 e r （6 .15 .8）

式中θ是e r 与入射电磁波的E 0 之间的夹角.
散射波在r 处通过面积元dA 的功率为

dP =S ·dA = q 4
ω

4E 2
0

32π 2
ε0c 3 m 2

sin 2
θ

（ω
2
0-ω2 ）2 +γ2

ω
2 dΩ （6 .15 .9）

式中

dΩ=er·dA
r 2 （6 .15 .10）

是dA 对原点（振子中心）张的立体角.粒子的微分散射截面定义为

dσ
dΩ=

dP
I 0dΩ

（6 .15 .11）

式中I 0 是入射电磁波的强度，在本题中为

I 0 = 1
2ε0cE 2

0 （6 .15 .12）
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将（6 .15 .9）式和（6 .15 .12）式代入（61 151 11）式，便得所求的微分散射截面为

dσ
dΩ= q 4

ω
4

16π 2
ε

2
0c 4 m 2

sin 2
θ

（ω
2
0-ω

2）2 +γ2
ω

2 （6 .15 .13）

　 　 粒子的散射截面为

σ=∫
4π

0

dσ
dΩ

dΩ=∫
π

0∫
2π

0

dσ
dΩ

sinθdθd�

= q 4
ω

4

8πε2
0c 4 m 2

1
（ω

2
0-ω2）2 +γ2

ω
2∫

π

0
sin 3
θdθ

=8π
3

q 2

4πε0 mc（ ）2

2
ω

4

（ω
2
0-ω2）2 +γ2

ω
2 （6 .15 .14）

　 　 6 .16 　 单色平面电磁波入射到电容率为ε、磁导率为μ0 、半径为a 的均匀介质
球上，已知入射波的电场强度为E =E 0e -iωt ，波长λ=2πc／ω冲 a .（1）试求介质球散
射波的平均能流密度；（2）试求单位立体角内散射波的功率以及微分散射截面；（3）
若入射波是非偏振的电磁波（即在垂直于入射波进行方向的平面内，E 0 的方向是

随机的），试求微分散射截面.
【解】　（1）由于电磁波的波长λ冲 a（介质球的半径），故介质球可看做是处在

均匀电场中，从而产生均匀极化 .根据前面2 .13 题的（2 .13 .22 ）式，这时介质球的
电偶极矩为

p =4πε0（ε-ε0）a 3

ε+2ε0
E =4πε0（ε-ε0）a 3

ε+2ε0
E 0e -iωt （6 .16 .1）

可见这介质球在入射电磁波的作用下，成为一个振动的电偶极子，它振动时发出的

辐射就是它对入射电磁波的散射.
根据前面4 .6 题的（4 .6 .18）式和（4 .6 .17）式，（6 .16 .1）的p 的辐射场为

E =-μ0ω
2p 0

4π
ei（kr -ωt ）

r sinθe θ （6 .16 .2）

H =-
ω

2p 0

4πc
ei（kr -ωt ）

r sinθe � （6 .16 .3）

式中

p 0 =4πε0（ε-ε0）a 3

ε+2ε0
E 0 （6 .16 .4）

k =ωc =2π
λ

（6 .16 .5）

θ是辐射方向e r与E 0 之间的夹角，eθ 和e � 分别是以E 0 为极轴的球坐标系的两个

基矢.
散射波的平均能流密度为

S = 1
2 R e（E ×H 倡 ）=

ω
4|p 0|2

32π 2
ε0c 3

sin 2
θ

r 2 e r
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=ε0（ε-ε0）
2
ω

4a 6

2c 3（ε+2ε0 ）
2 E 0

2 sin 2
θ

r 2 e r （6 .16 .6）

式中e r =e θ ×e�.
（2）散射波通过面积元dA 的平均功率为

dP =S ·dA =ε0（ε-ε0）
2
ω

4a 6

2c 3（ε+2ε0）
2 |E 0|2 sin 2

θ
r 2 e r·dA （6 .16 .7）

因

er·dA
r 2 =dΩ （6 .16 .8）

是dA 对介质球中心所张的立体角，故得

dP =ε0（ε-ε0）
2
ω

4a 6

2c 3（ε+2ε0）
2 |E 0|2sin 2

θdΩ （6 .16 .9）

于是得单位立体角散射波的功率为

dP
dΩ =ε0（ε-ε0）

2
ω

4a 6

2c 3（ε+2ε0）
2 |E 0|2sin 2

θ （6 .16 .10）

微分散射截面的定义为

dσ
dΩ= dP

I 0dΩ
（6 .16 .11）

式中I 0 是入射波的强度，其值为

I 0 = 1
2 cε0 |E 0|2 （6 .16 .12）

将（6 .6 .10）式、（6 .16 .12）式代入（6 .16 .11）式，便得所求的微分散射截面为

dσ
dΩ=

（ε-ε0）
2
ω

4a 6

c 4（ε+2ε0）
2 sin 2

θ （6 .16 .13）

　 图61 16

　 　（3）以介质球心为原点取笛卡儿坐标
系，设入射波沿z 轴方向进行，则 E 0 便平

行于 x2y 平面，如图6 .16 所示，当入射波
为非偏振波时，E 0 的方位角�便是随机的，

这时的微分散射截面便要将（6 .16 .13 ）式
对所有可能的�求平均得出，即这时　

dσ
dΩ=

（ε-ε0）
2
ω

4a 6

c 4（ε+2ε0 ）
2

1
2π∫

2π

0
sin 2
θd�

（6 .16 .14）

　 　 设散射方向er 的方位角为�′，e r 与z
轴的夹角为α，则有［参见本书末数学附录

（V .1）式］
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cosθ=cosαcos π

2 +sinαsin π

2 cos（�′-�）

=sinαcos（�′-�） （6 .16 .15）
于是

sin 2
θ=1 -cos2

θ=1 -sin 2
αcos2（�′-�） （6 .16 .16）

将sin 2
θ对E 0 的方位角�求平均，即

1
2π∫

2π

0
sin 2
θd�=1

2π∫
2π

0
1 -sin 2

αcos2（�′-�［ ］）d�

=1 - 1
2π

sin 2
α

1
2
（�′-�）+1

4 sin2（�′-�［ ］）
�=2π

�=0

=1 - 1
2 sin 2

α= 1
2
（1 +cos2

α） （6 .16 .17）

将（6 .16 .17）式代入（6 .16 .14）式，便得所求的微分散射截面为

dσ
dΩ=

（ε-ε0）
2
ω

4a 6

2c 4（ε+2ε0）
2
（1 +cos2

α） （6 .16 .18）

　 　【讨论】　（1）本题所给的条件“磁导率为μ0”好像没有用到，但实际上用到了.
因为μ=μ0 ，所以在入射电磁波的作用下，就没有磁偶极矩出现，因而也就不用考

虑相应的散射.
（2）本题如果不加上条件λ冲 a ，则问题的解就很复杂.有兴趣的读者可参看

J .A .Stratton ，Electro m agnetic T heory（1941），pp .562 ， 573 .
6 .17 　 单色平面电磁波入射到半径为a 的导体球上，已知电磁波的电场强度

为E =E 0e -iωt′，波长λ=2πω
c 冲 a ；这电磁波是非偏振的，即E 0 的方向在垂直于波进

行方向的平面内是随机的.试证明：导体球的微分散射截面为

dσ
dΩ= ω

2a 3

c（ ）2

2 5
8
（1 +cos2

θ）-cos［ ］θ
式中θ为散射方向与入射波进行方向之间的夹角.
【证】　 由于电磁波的波长λ冲 a ，故导体球可看作是处在均匀的电磁场中；由

于交变的外电场，导体球表面上产生电荷，其电偶极矩为［参见前面 2 .11 题的
（21 111 17）式］

p =4πε0a 3E 0e -iωt′ （6 .17 .1）
由于交变的外磁场，导体球表面上产生电流，其磁矩为［参见前面2 .69 题的（2 .69 .16）
式，因为当作理想导体，故μ=0］

m =-2πa 3 H 0e -iωt′ （6 .17 .2）
式中

H 0 =ε0ce i ×E 0 （6 .17 .3）
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　 图61 17

是入射电磁波的磁场强度，ei 是入射电磁波

进行方向上的单位矢量.
振动的电偶极矩p 和振动的磁矩m 向外

发出的辐射便是导体球对入射电磁波的散

射，以导体球的中心为原点，入射电磁波的进

行方向ei 为z 轴，取坐标系如图 6 .17 所示，
则电磁波的 E 0 和 H 0 都平行于 x2y 平面.考
虑r =re r 处的辐射场：p 所产生的辐射场为

　 E e = 1
4πε0c 2r

e r × e r ×p̈（t′［ ］） 　（6 .17 .4）

H e = 1
4πcrp̈

（t′）×er （6 .17 .5）

m 所产生的辐射场为

E m = 1
4πε0c 3r

e r ×m̈（t′） （6 .17 .6）

H m = 1
4πc 2r

e r × er ×m̈（t′［ ］） （6 .17 .7）

于是得散射场的电场强度为

E =E e +E m = 1
4πε0c 3r

ce r ×（e r ×p̈ ）+er ×¨［ ］m

= 1
4πε0c 3r -4πε0cω2a 3e r ×（e r ×E 0e -iωt′）+2πω2a 3e r ×H 0e -iω

［ ］
t′

=ω
2a 3

2c 3r
-2ce r ×（er ×E 0）+1

ε0
e r ×H［ ］0 e -iωt′ （6 .17 .8）

散射场的磁场强度为

H =H e +H m = 1
4πc 2r

cp̈ ×er +er ×（e r ×m̈［ ］）

= 1
4πc 2r -4πε0cω2a 3（E 0e -iωt′）×er +2πω2a 3e［ r×（e r ×H 0 ）e-iω

］
t′

=ω
2a 3

2c 2r -2ε0cE 0 ×er +er ×（e r ×H 0［ ］）e-iωt′ （6 .17 .9）

散射场的平均能流密度为

S = 1
2 Re（E ×H 倡 ）=ω

4a 6

8c 5r 2 -2ce r ×（e r ×E 0）+1
ε0
e r ×H［ ］0 ×

　 -2cε0E 倡
0 ×er +er ×（e r ×H 倡

0［ ］） （6 .17 .10）

（6 .17 .10）式中两方括号的叉乘共四项，分别计算如下：两电场项的叉乘为

　 e r ×（e r ×E 0［ ］）×（E 倡
0 ×er）= （e r·E 0 ）e r -E［ ］0 ×（E 倡

0 ×e r）
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=（e r·E 0）E 倡
0 -（e r ·E 0）（e r·E 倡

0 ）er -（E 0 ·e r）E 倡
0 +|E 0|2e r

=-|E 0|2cos2
θee r +|E 0|2e r =|E 0|2sin 2

θee r （6 .17 .11）

式中θe 是e r 与E 0（或E 倡
0 ）的夹角，｜E 0｜

2 =E 0E 倡
0 .

两磁场项的叉乘为

　（e r ×H 0 ）× er ×（e r ×H 倡
0［ ］）=（e r ×H 0 ）× （er ·H 倡

0 ）e r -H 倡
［ ］0

=（e r·H 倡
0 ）H 0 -（er ·H 倡

0 ）（e r·H 0）e r -（e r·H 倡
0 ）H 0 +|H 0|2e r

=-|H 0|2cos2
θme r +|H 0|2e r =|H 0|2sin 2

θme r （6 .17 .12）

式中θm 是e r 与H 0（或 H 倡
0 ）的夹角，｜ H 0｜

2 =H 0 H 倡
0 .

电场与磁场的叉乘项为

　 e r ×（e r ×E 0［ ］）× er ×（er ×H 倡
0［ ］）

= （e r ·E 0）er -E［ ］0 × （e r·H 倡
0 ）e r -H 倡

［ ］0

=（e r ·E 0）e r ×（-H 倡
0 ）-（e r ·H 倡

0 ）E 0 ×er +E 0 ×H 倡
0

= （e r ·E 0）H 倡
0 -（e r·H 倡

0 ）E［ ］0 ×er +E 0 ×H 倡
0

= （E 0 ×H 倡
0 ）×e［ ］r ×er +E 0 ×H 倡

0

= （E 0 ×H 倡
0 ）·e［ ］r e r -E 0 ×H 倡

0 +E 0 ×H 倡
0

= （E 0 ×H 倡
0 ）·e［ ］r e r =E 0 H 倡

0 ei·e re r =E 0 H 倡
0 cosθe r （6 .17 .13）

式中θ是e r 与e i（电磁波进行方向，即图6 .17 中的z 轴）的夹角.
磁场与电场的叉乘项为

　 　 　（er ×H 0）×（E 倡
0 ×er）= er ·（H 0 ×er［ ］）E 倡

0 - er ·（H 0 ×E 倡
0［ ］）e r

　 　 =- er ·（H 0 ×E 倡
0［ ］）er = er·（E 倡

0 ×H 0［ ］）e r =E 倡
0 H 0cosθe r （6 .17 .14）

将（6 .17 .11）、（6 .17 .12）、（6 .17 .13）、（6 .17 .14）四式代入（6 .17 .10）式即得

S =ω
4a 6

8c 5r 2 4c 2
ε0 |E 0|2sin 2

θe + 1
ε0

|H 0|2sin 2
θm -2cE 0 H 倡

0 cosθ-2cE 倡
0 H 0cos［ ］θe r

（6 .17 .15）
由（6 .17 .3）式有

H 0 =ε0cE 0 ，　 　 H 倡
0 =ε0cE 倡

0 （6 .17 .16）
代入（6 .17 .15）式即得

S =ω
4a 6

8c 5r 2 ·ε0c 2 |E 0|2 4sin 2
θe +sin 2

θm -4cos（ ）θe r

=ω
4a 6

c 4r 2 I 0 sin 2
θe + 1

4 sin 2
θm -cos（ ）θe r （6 .17 .17）

式中I 0 是入射电磁波的强度，其值为

I 0 = 1
2ε0c |E 0 |2 （6 .17 .18）

　 　 通过r 处面积元dA 的功率为
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　 　 　 dP =S ·dA = ω
2a 3

c（ ）2

2

I 0 sin 2
θe + 1

4 sin 2
θm -cos（ ）θ

e r ·dA
r 2 （6 .17 .19）

式中

er·dA
r 2 =dΩ （6 .17 .20）

是dA 对导体球心所张的立体角，于是得单位立体角内的散射功率为

dP
dΩ = ω

2a 3

c（ ）2

2

I 0 sin 2
θe + 1

4 sin 2
θm -cos（ ）θ （6 .17 .21）

　 　 对偏振的入射波来说，E 0 的方向是固定的，这时的微分散射截面依定义为

dσ
dΩ= dP

I 0dΩ= ω
2a 3

c（ ）2

2

sin 2
θe + 1

4 sin 2
θm -cos（ ）θ （6 .17 .22）

　 　 设E 0 的方位角为�，er 的方位角为�′，则由本书末数学附录的公式Ⅴ .1 和图

6 .17 得

cosθe =cosθcos π

2 +sinθsin π

2 cos（�′-�）=sinθcos（�′-�）

（6 .17 .23）

cosθm =cosθcos π

2 +sinθsin π

2 cos �′-�- π

（ ）2 =sinθsin（�′-�）

（6 .17 .24）
将以上两式代入（6 .17 .22）式即得

dσ
dΩ= ω

2a 3

c（ ）2

2

1 -sin 2
θcos2（�′-�）+1

4 - 1
4 sin 2

θsin 2（�′-�）-cos［ ］θ

= ω
2a 2

c（ ）2

2 5
4 - 3

4 sin 2
θcos2（�′-�）-1

4 sin 2
θ-cos［ ］θ （6 .17 .25）

　 　 对非偏振的入射波来说，E 0 的方向在垂直于入射方向ei 的平面内是随机的，

这时的微分散射截面便要对所有可能的�（E 0 的方位角）求平均得出，即

dσ
dΩ= 1

2π
ω

2a 3

c（ ）2

2

∫
2π

0

5
4 - 3

4 sin 2
θcos2（�′-�）-1

4 sin 2
θ-cos［ ］θ d�

= ω
2a 3

c（ ）2

2 5
4 - 5

8 sin 2
θ-cos（ ）θ

= ω
2a 3

c（ ）2

2 5
8
（1 +cos2

θ）-cos［ ］θ （6 .17 .26）

　 　【讨论】　 本题如果不加上条件λ冲 a ，则问题的解就很复杂.有兴趣的读者可
参看J .D .Jackson ，Classical Electrodyna mics ，3rd ed .（2001），pp .473 ， 477 .

6 .18 　 电场强度为E i =E 0ei（k ·r -ωt）的平面电磁波正入射到一无穷长的理想导

体圆柱面上，E 0 与圆柱的轴线平行，圆柱的半径为a ，试求被这圆柱面散射的电磁
波.
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【解】　 由于E i 与圆柱的轴线平行，它在理想导体圆柱面上产生的感应电流也

与轴线平行，因此散射波的电场强度E s 也与轴线平行，故总电场强度

E =E i +E s （6 .18 .1）
也与轴线平行.

以圆柱轴线上一点O 为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系，并使�=0 为入射方向

　 图61 18 　 圆柱的横截面

（如图6 .18 所示），则有

E =E e-iωte z =（E i +E s）e -iωte z

（6 .18 .2）
式中E i =E 0e -ik ·r，E s 待求.由于圆柱是无
穷长，故E s 与z 无关，即

E s =E s（r ，�） （6 .18 .3）

　 　 因为E 满足波动方程

Δ

2E - 1
c 2

矪
2E
矪t2 =0 （6 .18 .4）

故由（6 .18 .2 ）式得

Δ

2E +k 2E =0 （6 .18 .5）
这是亥姆霍兹方程，其中

k = ωc
（6 .18 .6）

是传播常数，c 是真空中光速.由（6 .18 .2）、（6 .18 .3）两式可知，散射波的E s 也满

足亥姆霍兹方程，于是得

1
r

矪

矪r
r 矪E s

矪（ ）r + 1
r 2

矪
2E s

矪�
2 +k 2E s =0 （6 .18 .7）

　 　 用分离变数法求解（6 .18 .7）式，令

E s =R（r ）Φ（�） （6 .18 .8）
代入（6 .18 .7 ）式，并除以E s，即得

1
rR

d
dr

r dR
d（ ）r + 1

r 2
Φ

d 2
Φ

d�2 +k 2 =0 （6 .18 .9）

因为E s 应是�的以2π 为周期函数，故令

1
Φ

d 2
Φ

d�2 =-n 2 （6 .18 .10）

解得

Φ=A ncosn�+B nsinn�，　 　 n =0 ，1，2 ，⋯ （6 .18 .11）
将（6 .18 .10）式代入（6 .18 .9）式得

d 2R
dr 2 + 1

r
dR
dr + k 2 -n 2

r（ ）2 R =0 （6 .18 .12）
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这是一个n 阶贝塞耳方程，它的解中能代表从圆柱面向外传播的波的是第一类汉
克耳函数

R（r ）= H （1）n （kr ） （6 .18 .13）

H（1 ）n （x ）也叫做第三类贝塞耳函数，当 x → ∞时，H （1）n （x ）→ eix ，故 R（r ）e -iωt
→

ei（kr -ωt ），代表从圆柱面向外传播的散射波，于是得（6 .18 .7）式的散射波的解为

E s = ∑
∞

n =0

（A ncosn�+B nsinn�）H （1）n （kr ） （6 .18 .14）

　 　 下面由边界条件定系数 A n 和B n .因为圆柱是理想导体，故有

E i +E s =0 ，　 　 当r =a 时 （6 .18 .15）
所以

E s |r =a =-E i |r =a =-E 0eika cos� （6 .18 .16）
由公式［参见郭敦仁，《数学物理方法》（人民教育出版社，1978），295 页］

eikrcos� =J0（kr ）+2 ∑
∞

n =1
inJn（kr ）cosn� （6 .18 .17）

得

　 　 　 E s |r =a =-E 0eika cos� =-E 0J0（ka ）-2E 0 ∑
∞

n =1
inJn（ka ）cosn� （6 .18 .18）

式中Jn（x ）是n 阶贝塞耳函数.比较（6 .18 .14 ）和（6 .18 .18 ）两式中cosn�和sinn�
的系数，便得

A 0 =-E 0J0（ka ）
H（1 ）0 （ka ）

，　 A n =-2inE 0Jn（ka ）
H （1 ）n （ka ）

，　 n ≥ 1 （6 .18 .19）

B n =0 （6 .18 .20）
代入（6 .18 .14）式得

E s =-
E 0J0（ka ）
H （1）0 （ka ）

H （1 ）0 （kr ）+2E 0 ∑
∞

n =1
in Jn（ka ）

H （1 ）n （ka ）
H （1）n （kr ）cosn［ ］�

（6 .18 .21）
最后得被理想导体圆柱面散射的电磁波的电场强度为

E s =-
J0（ka ）
H（1）0 （ka ）

H（1）0 （kr ）+2 ∑
∞

n =1
in Jn（ka ）

H（1）n （ka ）
H（1）n （kr ）cosn［ ］� E 0e-i ωte z

=
J0（ka ）
H（1）0 （ka ）

H（1）0 （kr ）+2 ∑
∞

n =1
in Jn（ka ）

H（1）n （ka ）
H（1）n （kr ）cosn［ ］� E 0e-i（ωt-π）ez 　 （6 .18 .22）

　 图61 19

　 　 6 .19 　 能量为1 .00 M eV 的γ 射线光子

被静止的电子散射，已知电子的静质量为

m 0 =9 .11 ×10 -31kg ，散射角为�，如图61 19
所示.试求：（1）散射光子的波长λ′；（2）散射
过程中电子获得能量的最小值 E min 和最大
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值E max .
【解】　（1）入射光子的能量为hν=11 00 M eV ，设散射后光子的能量为hν′，动

量的大小为hν′／c ；电子的质量为 m ，速度为v ，则由能量守恒定律得

hν′+mc 2 =hν+m 0c 2 （6 .19 .1）
由动量守恒定律得

hν′
c e′+mv =hν

c e （6 .19 .2）

式中e 和e′分别是散射前后光子进行方向上的单位矢量.由（6 .19 .1）式得

m 2c 4 = m 0c 2 +h（ν-ν′［ ］）
2

=m 2
0c 4 +2m 0c 2h（ν-ν′）+h 2（ν

2 +ν′2 -2νν′） （6 .19 .3）
由（6 .19 .2）式得

m 2v 2c 2 =h 2（ν
2 +ν′2 -2νν′cos�） （6 .19 .4）

式中�是散射角，即e′与e 之间的夹角.以上两式相减得

m 2c 4 1 -v 2

c（ ）2 =m 2
0c 4 +2m 0c 2h（ν-ν′）-2h 2

νν′（1 -cos�）（6 .19 .5）

因为

m = m 0

1 -v 2

c寶 2

（6 .19 .6）

故得

m 0c 2 1
ν′-1
（ ）ν =h（1 -cos�） （6 .19 .7）

又因

νλ=c （6 .19 .8）
故得所求的波长为

λ′=λ+ h
m 0c
（1 -cos�） （6 .19 .9）

　 　（2）上式可化为

ν′= ν

1 + hν
m 0c 2（1 -cos�）

（6 .19 .10）

由此式得出：当�=π 时，

ε=εmin =hν′min = hν

1 + 2hν
m 0c 2

= 1 .00 M eV

1 +2 ×1 .00 ×10 6 ×1 .6 ×10 -19

9 .11 ×10 -31 ×（3 ×10 8）2

=0 .204 M eV （6 .19 .11）
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当�=0 时，

ε=εmax =hν′max =hν=1 .00 M eV （6 .19 .12）

　 　 最后得出，散射过程中电子获得能量的最大值为

E max =1 .00 -εmin =1 .00 -0 .204 =0 .796 M eV （6 .19 .13）
电子获得能量的最小值为

E min =1 .00 -εm ax =1 .00 -1 .00 =0 （6 .19 .14）

　 图61 20

　 　 6 .20 　 处于基态的氢原子在线偏振光的作用下

发生电离（氢原子的光电效应）.已知氢原子基态的

波函数为 Ψ0 =（πa 3
0 ）

-1
2 e - r

a 0 ，电离后的波函数为

Ψq =V - 1
2 eiq ·r，线偏振光的电场为 E =E 0ei（k ·r -ωt ）.

以氢原子核为原点O 取坐标系如图6 .20 ，使z 轴在
入射光的波矢量k 的延长线上，x 轴则平行于光的
电场E 0 .电离时，电子沿q（θ，�）方向脱离氢原子核
的概率与体积积分

I =∫Ψ
倡
q E ·rΨ0dV

　 图61 20（1）

的模方｜I｜ 2 成正比.试计算这个积分的
值以及｜I ｜ 2 的值，并说明所得结果的物

理意义.
【解】　 为了便于计算，我们以氢原

子核为原点，以电子脱离氢原子核的方

向q 为ζ轴，取坐标系ξηζ如图6 .20（1 ）
所示.在这个坐标系中，积分点的坐标为

r =（r ，α，β） （6 .20 .1）
光波的电矢量为

E 0 =（E 0 ，γ，δ） （6 .20 .2）
于是有

q ·r =qrcosα （6 .20 .3）

E 0 ·r =E 0r［cosγcosα+sinγsinαcos（δ-β）］ （6 .20 .4）
把这些表达式代入积分I ，便得

I =E 0e -iωt（πa 3
0V ）-

1
2

∫
∞

0∫
π

0∫
2π

0
［cosγcosα+sinγsinαcos（δ-β）］×

exp -iqrcosα-r
a（ ）0

r 3sinαdrdαdβ （6 .20 .5）

其中
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∫
2π

0
dβ=2π ，　 　∫

2π

0
cos（δ-β）dβ=0 （6 .20 .6）

故

I =E 0e-iωt（πa 3
0V ）-

1
2 ·2πcosγ∫

∞

0∫
π

0
exp -r

a 0
-iqrcos（ ）αr 3sinαcosαdrdα

=E 0e-iωt（πa 3
0V ）-

1
2 ·2πcosγ·6∫

π

0

1
a 0

+iqrcos（ ）α
-4

sinαcosαdα

=12πE 0（πa 3
0V ）-

1
2 e -iωtcosγ∫

π

0

1
a 0

+iqcos（ ）α
-4

sinαcosαdα （6 .20 .7）

式中对α的积分为

∫
π

0

1
a 0

+iqcos（ ）α
-4

sinαcosαdα=-
8iq
3a 0

1
a 2

0
+q（ ）2

-3

（6 .20 .8）

于是得所求积分的值为

I =-32iπ
qE 0

a 0

（πa 3
0V ）-

1
2

1
a 2

0
+q（ ）2

-3

cosγe-iωt （6 .20 .9）

｜I｜ 2 的值为

|I |2 =1024πq 2E 2
0

a 5
0V

cos2
γ

1
a 2

0
+q（ ）2

6 （6 .20 .10）

　 　 上述结果表明，求出的积分只与电子脱离氢原子核的方向q 和光波电场E 0 之

间的夹角γ有关.由图6 .20 和图6 .20（1）可知，γ与题目所给的角度θ和�的关系
为

cosγ=cosθcos π

2 +sinθsin π

2 cos（�-0）

=sinθcos� （6 .20 .11）
于是回到图6 .20 ，所求的积分值便为

I =-32iπ
qE 0

a 0

（πa 0V ）-
1
2

1
a 2

0
+q（ ）2

-3

sinθcos�e -iωt （6 .20 .12）

|I |2 =
1024πq 2E 2

0

a 5
0V

sin 2
θcos2

�

1
a 2

0
+q（ ）2

6
（6 .20 .13）

这便是题目所要求的结果.
下面说明所得结果的物理意义.根据题意，电子沿q 方向脱离氢原子核的概率

与｜I｜ 2 成正比.由（6 .20 .13）式可见，当θ=0 或�=π

2
时，｜I｜ 2 =0 ，它的物理意义

是：电子不会沿光线进行的方向（即θ=0 ）脱离氢原子核，也不会在垂直于光波电

场E 的平面内（即�=π

2
）脱离氢原子核.当θ=π

2
和�=0 或 π 时，｜I｜ 2 达到极大

值，因光波的电场为E =E 0ei（k ·r -ωt ）=E 0ei（k ·r -ωt ）e x ，θ=π

2
和�=0 或 π 正是电场
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图61 20（2）　

强度E 的振动方向，它的意义就是：电子
在光波电场振动的方向上脱离氢原子核

的概率最大.
在光波的电场E 中，电子所受的力为

f =-eE .因为 E 是振动的，故f 也是振
动的.所以电子在光波的作用下，在 E 的
振动方向上振动，因而在这个方向上脱离

氢原子核的可能性最大.可见上述结果是
合理的.

上述结果还表明：电子脱离氢原子

核的方向与光线进行的方向无关，而只

与光的偏振方向（E 0 的方向）有关.从电子受力 f =-eE 的观点来看，这是应当
如此的.
【讨论】　 如果用图6 .20 所给的坐标系直接计算，则由图6 .20（2）可见，

q ·r =qr［cosθcosθ′+sinθsinθ′cos（�-�′）］ （6 .20 .14）

E 0 ·r =E 0rsinθ′cos�′ （6 .20 .15）

dV =r 2sinθ′drdθ′d�′ （6 .20 .16）

把这些代入积分I ，便得

I =E 0e -iωt（πa 3
0V ）-

1
2

∫
∞

0∫
π

0∫
2π

0
exp｛-iqr［cosθcosθ′+

sinθsinθ′cos（�-�′）］｝exp -r
a（ ）0

r 3sinθ′drdθ′d�′ （6 .20 .17）

这个积分太复杂，不易算出结果，所以我们在前面采用图6 .20（1 ）所示的坐标系

ξηζ计算.
6 .21 　 在电容率为ε冲ε0 、磁导率为μ=μ0 的均匀介质中存在均匀的静磁场

B 0 ，考虑平面光波通过这个介质沿B 0 的方向传播.
（1）试用简单模型证明，若入射光是线偏振光，则磁场会使偏振面旋转.
（2）若入射光沿B 0 的方向传播，偏振面往哪个方向旋转？若入射光逆B 0 的

　 图61 21

方向传播，偏振面往哪个方向旋转？

（3）如果线偏振光正入射到这种介质的平面平
行片上，如图 6 .21 所示，假定片的厚度 d 选择成这
样：在B 0 =0 的情况下，考虑多次反射，使透射光的强

度为极大.试估算在 B 0 ≠ 0 的情况下，透射光的偏振

面旋转过的角度.［本题系中国赴美物理研究生考试
（C U SP E A ）1987 年试题.］
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　 图61 21（1）

【解】　（1 ）显示这种效应（法拉第效应）的最
简单模型是，把在（弱）洛伦兹力的作用下的束缚电

子看作是由光波电场E 驱动的线性振子，洛伦兹力
使振子的振动面旋转.这种旋转与波矢量k 是平行
于B 0 还是逆平行于 B 0 无关.在图 6 .21（1 ）中，旋
转是顺时针方向.

另一种简单模型是，在B 0 ≠ 0 的情况，对于左、右旋圆偏振光，考虑介质的新本
征模（new eigen m odes）.束缚电子的共振显示出塞曼分裂±μB ，这里μ是轨道磁
矩.对于圆偏振的两个旋转方向来说，折射率是不同的［参见图6 .21（2 ）］.把线偏

　 图6 .21（2）

振波表示为旋转方向相反的两个圆偏振

波的叠加，我们便得出，在经过距离d 后，
它们的相位差为（k +d -k -d ），因而偏振
面旋转的角度为

　 　θ旋 ≈
1
2
（k +d -k -d ） （6 .21 .1）

　 　 更为全面但仍是初等的分析可以在

有些书中（例如 Rossi 的 O ptics 中 428
页）找到.先考虑B 0 =0 的情况，一个频率
为ω 的圆偏振的驱动场（driving field ）E .
设电子的质量为 m ，电荷量为-e ，介质中电子的数密度为 N ，则电子的位移r 应
满足下式：

-eE -kr =-mω2r （6 .21 .2）
式中k =mω2

0 ，ω0 是电子的固有频率.由上式得

r =-

e
m E

ω
2
0 -ω2 （6 .21 .3）

电偶极矩为

p =-er =e 2

m
E

ω
2
0-ω2 （6 .21 .4）

介质的电极化强度为

P = N p = Ne 2

m
E

ω
2
0-ω2

（6 .21 .5）

电位移为

D =εE =ε0E +P （6 .21 .6）
故得

n 2 =ε
ε0

=1 +Ne 2

mε0

1
ω

2
0-ω2

（6 .21 .7）
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　 　 现在考虑B 0 ≠ 0 .这时对做圆周运动的电子来说，便增加了一个额外的力，即
沿径方向的洛伦兹力.于是由电子的运动方程得

-eE 碢 eB ωr -kr =-mω2r （6 .21 .8）

r =-

e
m E

ω
2
0 -ω2±eB ω

m

（6 .21 .9）

于是得介质的电容率为

ε±=ε0 +Ne 2

m
1

ω
2
0-ω2±eB ω

m

（6 .21 .10）

所以

n 2
±=1 +Ne 2

mε0

1

ω
2
0 -ω2 ±eB ω

m

（6 .21 .11）

n 2
--n 2

+=Ne 2

ε0

1
m（ω2

0-ω2 ）-eB ω
- 1

m（ω2
0-ω2）+eB［ ］ω

=Ne 2

ε0

2eB ω
m 2（ω

2
0-ω2）2 -e 2B 2

ω
2 （6 .21 .12）

考虑到eBω虫 m（ω2
0 -ω2），上式可化为

n 2
--n 2

+≈
Ne 2

ε0

2eB ω
m 2（ω

2
0-ω2）2 =（n 2 -1） 2eB ω

m（ω2
0-ω2）

=2（n 2 -1）2ε0Bω
N e

（6 .21 .13）

n --n += 2
n -+n +

（n 2 -1）2ε0Bω
N e ≈

（n 2 -1）2
n

ε0Bω
N e

（6 .21 .14）

　 　（2）上面提到的几种模型都预言，线偏振的入射光不论是沿着B 0 的方向传播

　 图61 21（3）

还是逆着B 0 的方向传播，它的偏振面都将往同一方向

旋转.这个旋转方向就是产生B 的螺线管的电流方向.
（3）ε与ε0 的差越大，反射系数r 就越大.当B 0 =

0 时，透射波的总振幅为［参见图6 .21（3）］

E t（B =0）=E 1 +E 2 +E 3 +⋯

=E 0（1 -r ）2e -iα（1 +r 2e -2iα+r 4e-4iα+⋯）

=E 0（1 -r ）2e -iα

1 -r 2e-2iα
（6 .21 .15）

式中
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α=kd （6 .21 .16）
透射光的强度为

I t =E 倡
t E t =

（1 -r ）4I 0

1 -2r 2cos2α+r 4
（6 .21 .17）

选择厚度d 使得

kd =π （6 .21 .18）
这时cos2α=1 ，透射光的强度I t 便达到极大.

再取B 0 ≠ 0 ，这时左、右两个圆偏振光之间便有相位差出现.设经过距离 d 后，
偏振面旋转过的角度为δ.若光的进行方向相反，则经过同样距离d 后，偏振面往
同一方向旋转的角度也是δ.所以，每经过两次反射后，电场都被转过2δ角度.于
是，透过介质片的电场E 1 、E 2 、E 3 、⋯的相位都相同，但偏振面转过的角度则分别

为δ、3δ、5δ、⋯.因此，透射光的总电场便为

E =E 0（1 -r ）2e -iδ（1 +r 2e -2iδ+r 4e-4iδ+⋯）

=E 0（1 -r ）2e -iδ

1 -r 2e -2iδ

= E 0（1 -r 2）

1 -2r 2cos2δ+r 4［（ 1 -r 2）cosδ-i（1 +r 2）sinδ］ （6 .21 .19）

　 　 设总电场的偏振面旋转过的角度为Δ，则由上式得

tanΔ=1 +r 2

1 -r 2tanδ （6 .21 .20）

Δ的旋转方向与δ的旋转方向相同，即对于磁场 B 的方向来说，是右手螺旋性
（right2hand helicity）.（在光学里习惯上称为“左旋”.）

注意：当r =0 时，Δ=δ；当r → 1 时，Δ冲δ.
6 .22 　 一质量为 m 、电荷量为q 的粒子，处在磁感强度为B 的均匀静磁场中，

当它处在r 处时，受到的弹性恢复力为F e =-mω2
0r ，这里ω0 是它的固有角频率.

设粒子的速度远小于真空中的光速，ω0 冲
qB
m
，并且辐射阻尼力可以略去.试求这

粒子运动方程的解，从而分别说明它沿磁场方向和垂直于磁场方向发出的辐射的

频率和偏振状态.
【解】　 粒子的运动方程为

m d 2r
dt2 =-mω2

0r +q dr
dt ×B （6 .22 .1）

以粒子的平衡点为原点取笛卡儿坐标系，使z 轴沿B 的方向，则上式的三个分量
便为

d 2x
dt2 +ω2

0x -qB
m

dy
dt

=0 （6 .22 .2）
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d 2y
dt2 +ω2

0y +qB
m

dx
dt =0 （6 .22 .3）

d 2z
dt2 +ω2

0z =0 （6 .22 .4）

对于（6 .22 .2）和（6 .22 .3）两式，我们求下列形式的解：

x =ae-iωt （6 .22 .5）

y =a′e-iωt （6 .22 .6）
式中a 和a′都是任意常数，ω为待定常数，下面先求ω.将（6 .22 .5）和（6 .22 .6）两式
代入（6 .22 .2）和（6 .22 .3）两式得

（ω
2
0-ω2）a +iqB ω

m
a′=0 （6 .22 .7）

（ω
2
0-ω2）a′-iqB ω

m
a =0 （6 .22 .8）

由以上两式得

（ω
2
0-ω2）2 =

qB ω（ ）m

2

（6 .22 .9）

ω
2
0 -ω2 =±qB ω

m
（6 .22 .10）

ω
2±qB

m
ω-ω2

0 =0 （6 .22 .11）

解得

ω=碢
qB
2m

± ω
2
0+

qB
2（ ）m寶

2

（6 .22 .12）

因ω＞ 0 ，故上式根号前只能取正号；又因ω0 冲
qB
m
，故上式根号中的

qB
2（ ）m

2

项可略

去，于是得

ω=ω0 碢
qB
2m

（6 .22 .13）

最后便得所求的角频率为

ω+=ω0 +
qB
2m

（6 .22 .14）

ω-=ω0 -
qB
2m

（6 .22 .15）

　 　 再求a′与a 的关系 .由（6 .22 .7）式得

a =-
iqB ω

m（ω2
0-ω2）

a′ （6 .22 .16）
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对于ω+来说，由（6 .22 .10）、（6 .22 .14）和（6 .22 .16）三式得

a′=-ia （6 .22 .17）
于是得所求的解为

x =ae -iω+t，　 　 y =-iae-iω-t （6 .22 .18）

　 　 对于ω-来说，由（6 .22 .10）、（6 .22 .15）和（6 .22 .16）三式得a′=ia .为了区别
不同的解，我们把这时的（即ω-的）a 和a′换成另外两个常数b 和b′，即对ω-来说，

b′=ib （6 .22 .19）
于是得所求的解为

x =b e -iω-t，　 　 y =ib e -iω-t （6 .22 .20）

　 　 此外，（6 .22 .4）式的解为

z =c e-iω0t （6 .22 .21）

　 　 最后便得（6 .22 .1）式的通解为

r（t）=a（e x -ie y ）e -iω+t +b（e x +ie y ）e-iω-t +ce ze -iω0t （6 .22 .22）
这个结果表明，带电粒子的运动可以分解成三种不同频率（ω+、ω-和ω0）的简谐振

动.因此，它所发出的辐射便含有三种频率：ω+、ω-和ω0 .
下面分析辐射的偏振状态.
（1）沿磁场B =Be z 进行的辐射.频率为ω0 的辐射是沿磁场方向（z 轴方向）的

简谐振动发出的，根据带电粒子作简谐振动发出辐射的规律［见前面 4 .37 题的
（41 371 5）式］，沿振动方向（即z 轴方向）辐射强度为零.频率为ω +的辐射由

（61 221 22）式可见，是由振动

　 图61 22

　 　 x =ae-iω+t，　 　 y =ae-i（ω+t+
π
2 ）　（6 .22 .23）

发出的，其中y 方向的振动比x 方向的振动超前

π

2
，故射入观察者的眼睛时，观察者观察到它是右

旋圆偏振的，如图6 .22 所示，频率为ω-的辐射则

是由振动

　 　 x =b e-iω-t，　 　 y =b e-i（ω-t-
π
2 ）　（6 .22 .24）

发出的，其中y 方向的振动比x 方向的振动落后

π

2
，故射入观察者的眼睛时，观察者观察到它是左

旋圆偏振的.结果在B =Be z 方向上的观察者（即图6 .22 中的观察者）只观察到两
种频率的辐射：右旋圆偏振的ω+和左旋圆偏振的ω-.
（2）垂直于磁场B =B e z 进行（如沿x 轴进行）的辐射.这时沿x 方向振动所

发出的辐射强度为零，故只有沿y 和z 两个方向的振动所发出的辐射.结果在x 轴
方向的观察者，便观察到三种辐射，其频率分别为ω0 、ω+和ω-.其中ω0 是平行于z
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轴的线偏振波，而ω+和ω-则都是平行于y 轴的线偏振波.
【讨论】　（1）本题中的带电粒子若是原子中的电子，则本题的内容实际上就

是塞曼效应的经典理论.这时q =-e ，故

ω+=ω0 -eB
2m ＜ ω0 （6 .22 .25）

ω-=ω0 +eB
2m ＞ ω0 （6 .22 .26）

结果沿磁场B 方向进行的辐射波，ω+（＜ ω0）是右旋圆偏振的，而ω-（＞ ω0 ）则是

左旋圆偏振的.
关于塞曼效应的量子理论，参见张之翔，《光的偏振》（1985 年高等教育出版社

出版），第四章.

（2）前面的解是利用ω0 冲
qB
m
，略去

qB（ ）m

2

项，求x 和y 的e -iωt 形式的解.这样

做比较简单.下面我们不略去 qB（ ）m

2

项，直接求微分方程（6 .22 .1）式的解.

令 D =d
dt
，α=

qB
m
，则（6 .22 .1）的两个分量式（6 .22 .2）和（6 .22 .3）便为

D 2x +ω2
0x -αD y =0 （6 .22 .27）

D 2y +ω2
0y +αD x =0 （6 .22 .28）

对t 求导得

D 3x +ω2
0 D x -αD 2y =0 （6 .22 .29）

D 3y +ω2
0 D y +αD 2x =0 （6 .22 .30）

再对t 求导得

D 4x +ω2
0 D 2x -αD 3y =0 （6 .22 .31）

D 4y +ω2
0 D 2y +αD 3x =0 （6 .22 .32）

将（6 .22 .27）和（6 .22 .30）两式代入（6 .22 .31）式消去y ，便得

D 4x +（2ω2
0+α2 ）D 2x +ω4

0x =0 （6 .22 .33）
特征方程为

D 4 +（2ω2
0+α2）D 2 +ω4

0 =0 （6 .22 .34）
解得

D 2 =-ω2
0-α

2

2 ± ω
2
0α

2 +α
4

寶 4
（6 .22 .35）

D = -ω2
0-α

2

2 ± ω
2
0α

2 +α
4

寶寶 4
（6 .22 .36）

令

D =寶a ±寶b （6 .22 .37）
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便得

a +b =-ω2
0 -α

2

2
（6 .22 .38）

ab = 1
4 ω

2
0α

2 +α
4

16
（6 .22 .39）

解得

a =-α
2

4
，　 　 b =-ω2

0-α
2

4
（6 .22 .40）

a =-ω2
0-α

2

4
，　 　 b =-α

2

4
（6 .22 .41）

于是得 D 的四个根为

D =±i ω
2
0+α

2

寶 4 ±i α2
（6 .22 .42）

由 于 取 实 部 时，ei ω
2
0 +
α
2

寶 4 +
α（ ）2

t 与 e-i ω
2
0 +
α
2

寶 4 +
α（ ）2

t 相 同，ei ω
2
0 +α

2

寶 4 -
α（ ）2

t 与

e -i ω
2
0 +
α
2

寶 4 -
α（ ）2

t 相同，故四个根只要取两个就够了，于是得x 的解为

x =c 1e -i ω
2
0 +
α
2

寶 4 +
α（ ）2

t +c 2e -i ω
2
0 +
α
2

寶 4 -
α（ ）2

t （6 .22 .43）

式中c 1 和c 2 为积分常数.
将（6 .22 .29）和（6 .22 .28）两式代入（6 .22 .32）式消去x ，便得

D 4y +（2ω2
0+α2 ）D 2y +ω4

0y =0 （6 .22 .44）

此式与（6 .22 .33）式相同，故仿上面的解法得

y =c′1e -i ω
2
0 +
α
2

寶 4 +
α（ ）2

t +c′2e-i ω
2
0 +
α
2

寶 4 -
α（ ）2

t （6 .22 .45）

式中c′1 和c′2 为积分常数.
下面求c′1 和c′2 与c 1 和c 2 的关系.把（6 .22 .43 ）和（6 .22 .45 ）两式代入

（6 .22 .27）式，然后比较系数，便得

c′1 =-ic 1 ，　 　 c′2 =ic 2 （6 .22 .46）

于是（6 .22 .45）式可写为

y =-ic 1e -i ω
2
0 +
α
2

寶 4 +
α（ ）2

t +ic 2e -i ω
2
0 +
α
2

寶 4 -
α（ ）2

t （6 .22 .47）

　 　（6 .22 .1 ）式的第三个分量（6 .22 .4）是简谐振动的微分方程，其解为

z =c 3e-iω0t （6 .22 .48）

式中c 3 是积分常数.
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将（6 .22 .43）、（6 .22 .47）和（6 .22 .48）三式合起来，便得（6 .22 .1）式的解为

r =c 1（e x -ie y ）e-i ω
2
0 +
α
2

寶 4 +
α（ ）2

t

+c 2（e x +ie y ）e-i ω
2
0 +α

2

寶 4 -α（ ）2
t +c 3e -iω0t （6 .22 .49）

这个结果与前面的（6 .22 .22 ）式相同，只是现在的ω+和ω-都保留了α
2 = qB（ ）m

2

项，即现在的ω+和ω-分别为

ω+= ω
2
0+α

2

寶 4 +α2 = ω
2
0+

qB
2（ ）m寶

2

+qB
2m

（6 .22 .50）

ω-= ω
2
0+α

2

寶 4 -α2 = ω
2
0+

qB
2（ ）m寶

2

-qB
2m

（6 .22 .51）

　 　 关于辐射的偏振状态，前面的分析仍然可用.
6 .23 　 电磁波在色散介质里传播时，相速度定义为v p =ω／k ，群速度定义为

v g =
dω
dk
，式中ω为电磁波的频率，k =2πn

λ
，n 为介质的折射率，λ为真空中波长.

（1）试用n 和λ等表示v p 和v g；（2）已知某介质的n =1 .00027 +1 .5 ×10 -18
λ

2 ，平

均波长为550n m 的1ns 的光脉冲，在这介质中传播10k m 比在真空中传播同样距
离所需的时间长多少？

【解】　（1）以c 表示真空中光速，则

v p = ωk = ωλ2πn =νλn = c
n

（6 .23 .1）

v g =dω
dk =d（kv p）

dk =v p +k dv p

dk
（6 .23 .2）

将v g 改用λ表示，因

k dv p

dk =k dv p

dλn

dλn

dk
，　 　λn =λn

（6 .23 .3）

又

kλn =2π （6 .23 .4）

k dλn

dk =-λn （6 .23 .5）

于是得

v g =v p -λn
dv p

dλn
=v p -λdv p

dλ

=v p -λc d
dλ

1
（ ）n =v p +λcn 2

dn
dλ
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=v p 1 +λn
dn
d（ ）λ （6 .23 .6）

　 　（2）光脉冲在介质中的传播速度是群速度v g，介质的折射率为

n =1 .00027 + 1 .5 ×10 -18

（550 ×10 -9）2 =1 .000275 （6 .23 .7）

群速度为

v g =v p 1 +λn
dn
d（ ）λ = c

n
1 -2 ×1 .5 ×10 -18

nλ（ ）2

= c
1 .000275

1 - 3 ×10 -18

1 .000275 ×（550 ×10 -9 ）［ ］2

= c
1 .000285

（6 .23 .8）

故所求时间为

Δt =l
v g

-l
c =2 .85 ×10 -4 l

c =21 85 ×10 -4 ×10 ×10 3

3 ×10 8

=9 .5 ×10 -9s =9 .5ns （6 .23 .9）

　 　 6 .24 　 2 .5keV 的 X 射线射到真空中的石墨平面上，已知石墨的密度为ρ=
21 1 ×10 3kg／m 3 ，试求全反射的临界角.
【解】　 对于频率为ν的 X 射线，物质的折射率为

n =1 - N Ze 2

8π 2
ε0 mν2 （6 .24 .1）

式中 N 为单位体积内的原子数，Z 为原子序数，e 和m 分别为电子的电荷量和质

量.对于石墨来说，

N =2 .1 ×10 3

12 ×10 -3 ×6 .022 ×10 23 =1 .054 ×10 29／m 3 （6 .24 .2）

2 .5keV 的 X 射线的频率为

ν=εh =2 .5 ×10 3 ×1 .602 ×10 -19

6 .626 ×10 -34 =6 .044 ×10 17 H z （6 .24 .3）

故石墨对这 X 射线的折射率为

n =1 - N Ze 2

8π 2
ε0 mν2

=1 - 1 .054 ×10 29 ×6 ×（1 .602 ×10 -19）2

8π 2 ×8 .854 ×10 -12 ×9 .11 ×10 -31 ×（6 .044 ×10 17）2

=1 -6 .98 ×10 -5 =0 .9999 （6 .24 .4）

所求的临界角为

θc =arcsin0 .9999 =89°11′ （6 .24 .5）
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　 图61 25

　 　 6 .25 　 描述超导体内超导电流密度j s 与电磁场关系

的伦敦方程为

矪j s

矪t =αE ，　 　

Δ

×j s =-αB

式中α=
n Se 2

m
，m 和e 分别是电子的质量和电荷量，n S 是参

加超导电流的电子数密度.（1 ）将超导体放在磁感强度为

B 0 的均匀而稳恒的外磁场中，B 0 平行于超导体的表面（平

面），如图6 .25 所示.设超导体的μ=μ0 ，试求超导体内的

磁感强度和超导电流密度；（2）磁场对超导体的穿透深度定义为

λ= 1
B 0∫

∞

0
B dx

试求λ的值；（3）已知m =9 .11 ×10 -31kg，e 的绝对值为1160 ×10 -19 C，n s =4 ×1028 m -3，

计算λ的数值.
【解】　（1）因为是稳恒情况，故由伦敦第一方程

矪j s

矪t =αE （6 .25 .1）

得出，超导体内的电场强度为零.于是由麦克斯韦方程得
Δ

×B =μ0

Δ

×H =μ0j s （6 .25 .2）

Δ

·B =0 （6 .25 .3）
故由

Δ

×（

Δ

×B ）=

Δ

（

Δ

·B ）-

Δ

2B =-

Δ

2B （6 .25 .4）
和伦敦第二方程

Δ

×j s =-αB （6 .25 .5）
得

Δ

2B =μ0αB （6 .25 .6）
根据图6 .25 和对称性，知超导体内的磁感强度为

B =Be y （6 .25 .7）
于是（6 .25 .6）式化为

d 2B
dx 2 =μ0αB （6 .25 .8）

解得

B =c 1e μ0寶 αx +c 2e - μ0寶 αx （6 .25 .9）
式中第一项表示，当x → ∞时，B → ∞，不合理，故c 1 =0 .于是得

B =B 0e - μ0寶 αx （6 .25 .10）
故所求的磁感强度为
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B =B 0e - μ0寶 αxe y （6 .25 .11）

　 　 由（6 .25 .2）式得所求的超导电流密度为

j s = 1
μ0

Δ

×B = 1
μ0

dB
dxe z =- α

μ寶0
B 0e - μ0寶 αxe z （6 .25 .12）

　 　（2）穿透深度λ的值为

λ=1
B 0∫

∞

0
B 0e - μ0寶 αx dx =∫

∞

0
e - μ0寶 αx dx

= 1

μ0寶 α
= m
μ0n Se寶 2

（6 .25 .13）

　 　（3）λ的数值为

λ= m
μ0n Se寶 2 = 9 .11 ×10 -31

4π ×10 -7 ×4 ×10 28 ×（1 .602 ×10 -19）寶 2

=3 ×10 -8（m ） （6 .25 .14）

　 　 6 .26 　 在稳恒情况下，超导体内超导电流密度j s与磁感强度 B 的关系（伦敦

　 图61 26

第二方程）为

Δ

×j s =-n se 2

m B

式中 m 和e 分别是电子的质量和电荷量，

n s 是参加超导电流的电子数密度.现有一
无穷大的超导平板，厚为2a ，处在磁感强
度为 B 0 的均匀外磁场中，B 0 与板面平

行.取笛卡儿坐标系，使超导平板的中心
平面为 x2y 平面，B 0 平行于 x 轴，如图

6 .26 所示.已知超导体的磁导率为μ0 .试求超导平板内的磁感强度 B 和超导电流
密度j s .
【解】　 由麦克斯韦方程得

Δ

×B =μ0

Δ

×H =μ0j s （6 .26 .1）
由矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×B ）=

Δ

（

Δ

·B ）-

Δ

2B =-

Δ

2B （6 .26 .2）
和伦敦第二方程

Δ

×j s =-n se 2

m B （6 .26 .3）

得

Δ

×（

Δ

×B ）=μ0

Δ

×j s =-μ0n se 2

m B （6 .26 .4）

令
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λ= m
μ0n se寶 2 （6 .26 .5）

由（6 .26 .2）、（6 .26 .4）两式得

Δ

2B = 1
λ

2 B （6 .26 .6）

　 　 根据对称性可知，超导平板内的磁感强度B 的y 分量和z 分量均为零，且B
仅为z 的函数，即

B =Be x （6 .26 .7）

矪
2B

矪x 2 =0，　 　
矪

2B
矪y 2 =0 （6 .26 .8）

于是由（6 .26 .6）式得

d 2B
dz 2 = 1

λ
2 B （6 .26 .9）

解得

B =c 1e
z
λ +c2e-z

λ （6 .26 .10）

式中c 1 和c 2 是两个积分常数.由B 的边值关系

z =±a 时，　 　 B =B 0 （6 .26 .11）

得

c 1 =c 2 = B 0

e
a
λ +e-a

λ

（6 .26 .12）

代入（6 .26 .10）式即得超导平板内的磁感强度为

B =e
z
λ +e-z

λ

e
a
λ +e-a

λ

B 0e x =e
z
λ +e-z

λ

e
a
λ +e-a

λ

B 0 ，　 　 -a ≤ z ≤ a （6 .26 .13）

　 　 由（6 .26 .1）式得，超导平板内超导电流密度为

j s =1
μ0

Δ

×B = 1

μ0（e
a
λ +e-a

λ ）

Δ

（e
z
λ +e-z

λ［ ］）×B 0

= e
z
λ -e-z

λ

μ0λ（e
a
λ +e-a

λ ）
n ×B 0 ，　 　 -a ≤ z ≤ a （6 .26 .14）

式中n =e z 是超导平板表面外法线方向上的单位矢量.
根据双曲正弦函数和双曲余弦函数的定义

sinhx = 1
2
（ex -e-x ） （6 .26 .15）

coshx = 1
2
（ex +e-x ） （6 .26 .16）

超导平板内的磁感强度B 和超导电流密度j s 可表示为
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B =
cosh z

λ

cosh a
λ

B 0 ，　 　 -a ≤ z ≤ a （6 .26 .17）

j s = 1
μ0λ

sinh z
λ

cosh a
λ

n ×B 0 ，　 　 -a ≤ z ≤ a （6 .26 .18）

　 　 6 .27 　 在稳恒情况下，超导体内的磁感强度B 与超导电流密度j s 之间的关系

（伦敦第二方程）为

Δ

×j s =-n se 2

m B

式中 m 和e 分别为电子的质量和电荷量，n s 为参加超导电流的电子数密度.现有
一无穷长的超导体圆柱，横截面的半径为a ，处在磁感强度为B 0 的均匀外磁场中，

B 0 与圆柱的轴线平行.已知超导体的磁导率为μ0 .试求这超导体圆柱内的磁感强
度B 和超导电流密度j s .
【解】　 根据麦克斯韦方程

Δ

×B =μ0

Δ

×H =μ0j s （6 .27 .1）
Δ

·B =0 （6 .27 .2）
由矢量分析公式

Δ

×（

Δ

×B ）=

Δ

（

Δ

·B ）-

Δ

2B （6 .27 .3）
和伦敦第二方程

Δ

×（

Δ

×B ）=μ0

Δ

×j s =-μ0n se 2

m B （6 .27 .4）

得

Δ

2B = 1
λ

2 B （6 .27 .5）

式中

λ= m
μ0n se寶 2 （6 .27 .6）

　 　 以圆柱轴线上任一点为原点，轴线为z 轴，取柱坐标系，则有

B =B re r +B �e �+B ze z （6 .27 .7）

Δ

2B =

Δ

2B r -B r

r 2 - 2
r 2

矪B �
矪（ ）r

e r +

Δ

2B �-
B �
r 2 + 2

r 2
矪B r

矪（ ）� e �+

Δ

2B（ ）z e z

（6 .27 .8）
根据对称性可知，在本题中，B r =0 ，B �=0 ，故

B =B ze z =Be z （6 .27 .9）
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且B 与�和z 均无关，即B 仅是r 的函数，于是（6 .27 .8）式化为

　 　 　

Δ

2B =（

Δ

2B ）e z = 1
r

d
dr

r dB
d（ ）［ ］r e z = d2B

dr 2 + 1
r

dB
d（ ）r e z （6 .27 .10）

　 　 由（6 .27 .5）、（6 .27 .9）、（6 .27 .10）三式得

d 2B
dr 2 + 1

r
dB
dr - 1

λ
2 B =0 （6 .27 .11）

这是零阶变型贝塞耳方程，它在r =0 处有界的解为

B =CI0
r

（ ）λ （6 .27 .12）

式中C 是积分常数，I0（x ）是零阶变型贝塞耳函数，它的级数表达式为

I0（x ）= ∑
∞

k =0

1
（k ！）2

x
（ ）2

2k
（6 .27 .13）

　 　 由B 的边值关系

r =a 时，　 　 B =B 0 （6 .27 .14）

得

C = B 0

I0
a

（ ）λ
（6 .27 .15）

于是最后得超导体圆柱内的磁感强度为

B =
I0

r
（ ）λ

I0
a

（ ）λ
B 0 （6 .27 .16）

　 　 超导体圆柱内的超导电流密度为

j s = 1
μ0

Δ

×B = 1

μ0I0
a

（ ）λ

Δ

× I0
r

（ ）λ B［ ］0

= 1

μ0I0
a

（ ）λ

Δ

I0
r

（ ）［ ］λ
×B 0 = 1

μ0I0
a

（ ）λ
d
drI0

r
（ ）［ ］λ

e r ×B 0

（6 .27 .17）

根据关系式 ①

dI0（x ）
dx =I1（x ） （6 .27 .18）

式中I1（x ）是一阶变型贝塞耳函数，它的级数表达式为
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I1（x ）= x
2 ∑

∞

k =0

1
k ！（k +1）！

x
（ ）2

2k
（6 .27 .19）

于是得超导体圆柱内的超导电流密度为

j s =
I1

r
（ ）λ

μ0λI0
a

（ ）λ
e r ×B 0 （6 .27 .20）

　 　【讨论】　 由前面6 .25 题的（6 .25 .14）式，λ=3 ×10 -8 m ，很小.故对于a ≥ 1 m m

　 图61 27

的超导体圆柱来说，a／λ冲 1 .由于x =0 时，

I0（0 ）=1 ；x → ∞ 时，I0（x ）→ ∞，故知

I0
a

（ ）λ 冲 1，于是得：r =0 时，

I0（0）

I0
a

（ ）λ
虫 1

所以在超导体圆柱的轴线上，B 的值很小，B2r 的关系如图6 .27 所示.

·995·第六章　 带电粒子与电磁场的相互作用



数 学 附 录

Ⅰ　 矢量的运算公式和定理

一、矢量的三重积

A ·（B ×C ）=B ·（C ×A ）=C ·（A ×B ） （Ⅰ .1）

A ×（B ×C ）=（A ·C ）B -（A ·B ）C （Ⅰ .2）
（A ×B ）×C =（A ·C ）B -（B ·C ）A （Ⅰ .3）

二、

Δ

算符的运算公式

在下列各式中，λ和μ代表常数，φ和ψ代表标量函数，f 和g 代表矢量函数.

Δ

（λφ+μψ）=λ

Δ

φ+μ

Δ

ψ （Ⅰ .4）

Δ

（φψ）=（

Δ

φ）ψ+φ

Δ

ψ （Ⅰ .5）

Δ
F（φ）=F′（φ）

Δ
φ （Ⅰ .6）

Δ

（f ·g ）=（f ·

Δ

）g +（g ·

Δ

）f +f ×（

Δ

×g ）+g ×（

Δ

×f ） （Ⅰ .7）

Δ

·（λf +μg ）=λ

Δ

·f +μ

Δ

·g （Ⅰ .8）

Δ

·（φf ）=（

Δ

φ）·f +φ

Δ

·f （Ⅰ .9）

Δ

·（f ×g ）=g ·（

Δ

×f ）-f ·（

Δ

×g ） （Ⅰ .10）

Δ

×（λf +μg ）=λ

Δ

×f +μ

Δ

×g （Ⅰ .11）

Δ

×（φf ）=（

Δ

φ）×f +φ

Δ

×f （Ⅰ .12）

Δ

×（f ×g ）=f

Δ

·g -g

Δ

·f +（g ·

Δ

）f -（f ·

Δ

）g （Ⅰ .13）

三、

Δ

算符的二次运算

Δ

2
φ=

Δ

·（

Δ

φ） （Ⅰ .14）

Δ

×（

Δ

×f ）=

Δ

（

Δ

·f ）-

Δ

2f （Ⅰ .15）

Δ

×（

Δ

φ）=0 （Ⅰ .16）

Δ

·（

Δ

×f ）=0 （Ⅰ .17）

四、

Δ

算符作用于位矢r

Δ

r =r
r

（Ⅰ .18）

Δ

·r =3 （Ⅰ .19）

Δ

×r =0 （Ⅰ .20）



Δ

f（r ）=f′（r ）rr
（Ⅰ .21）

Δ1
r =-r

r 3 （Ⅰ .22）

Δ

2 1
r =-

Δ

· r
r（ ）3 =-4πδ（r ） （Ⅰ .23）

Δ

× r
r（ ）3 =0 （Ⅰ .24）

Δ

× f（r ）［ ］r =0 （Ⅰ .25）

Δ

（a ·r ）=（a ·

Δ

）r =a 　 　（a 为常矢量） （Ⅰ .26）

Δ

ei（a ·r）=iei（a ·r）a 　 　（a 为常矢量） （Ⅰ .27）

五、矢量积分的变换公式

高斯公式

　∫ V
（

Δ

·f ）dV =∮ S
f ·dS （Ⅰ .28）

斯托克斯公式

　∫ S
（

Δ

×f ）·dS =∮ L
f ·dl （Ⅰ .29）

格林公式

　∫ V
（φ

Δ

2
ψ-ψ

Δ

2
φ）dV =∮ S

（φ

Δ

ψ-ψ

Δ

φ）·dS （Ⅰ .30）

格林等式

　∫ V
（φ

Δ

2
ψ+

Δ

φ·

Δ

ψ）dV =∮ S
φ（

Δ

ψ）·dS （Ⅰ .31）

六、矢量场的定理

1 .若矢量场 f 的散度处处为零，则f 叫做无散场或横场.这时存在矢量场A ，
使得f =

Δ

×A .
2 .若矢量场f 的旋度处处为零，则f 叫做无旋场或纵场.这时存在标量场φ，

使得f =

Δ

φ.
3 .一个矢量场f 被它的散度、旋度和边界条件唯一地确定.
4 .任何一个矢量场f 都可分解为无旋场（纵场）f 1 和无散场（横场）f 2 之和，

即f =f 1 +f 2 =

Δ

φ+

Δ

×A .（亥姆霍兹定理）

Ⅱ　 正交坐标系中梯度、散度、旋度以及

Δ

2
φ和

Δ

2A 的表达式

一、正交曲线坐标系

设x ，y ，z 是空间某点在笛卡儿坐标系中的坐标，u 1 ，u 2 ，u 3 是该点在正交曲线
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坐标系中的坐标.长度元ds 的平方表示为
（ds）2 =（dx ）2 +（dy ）2 +（dz ）2

=h 2
1（du 1 ）

2 +h 2
2（du 2 ）

2 +h 2
3（du 3）

2 （Ⅱ .1）

其中

h i = 矪x
矪u（ ）i

2

+
矪y
矪u（ ）i

2

+
矪z
矪u（ ）i寶

2

，　 　 i =1 ，2，3 （Ⅱ .2）

叫做标度因子或拉梅系数.
设正交曲线坐标系的基矢为e 1 ，e 2 ，e 3 ；φ（u 1 ，u 2 ，u 3 ）是标量函数，A（u 1 ，u 2 ，

u 3）=A 1e 1 +A 2e 2 +A 3e 3 是矢量函数，则在正交曲线坐标系中，梯度、散度、旋度以

及

Δ

2
φ和

Δ

2A 的表达式分别如下：

Δ

φ=1
h 1

矪φ

矪u 1
e 1 +1

h 2

矪φ

矪u 2
e 2 +1

h 3

矪φ

矪u 3
e 3 （Ⅱ .3）

Δ

·A = 1
h 1h 2h 3

矪

矪u 1
（h 2h 3 A 1）+ 矪

矪u 2
（h 3h 1A 2 ）+ 矪

矪u 3
（h 1h 2A 3［ ］） （Ⅱ .4）

Δ

×A = 1
h 2h 3

矪

矪u 2
（h 3A 3）- 矪

矪u 3
（h 2A 2［ ］）e 1 +

1
h 3h 1

矪

矪u 3
（h 1A 1）- 矪

矪u 1
（h 3A 3［ ］）e 2 +

1
h 1h 2

矪

矪u 1
（h 2A 2）- 矪

矪u 2
（h 1A 1［ ］）e 3 （Ⅱ .5）

Δ

2
φ= 1

h 1h 2h 3

矪

矪u 1

h 2h 3

h 1

矪φ

矪u（ ）1
+ 矪

矪u 2

h 3h 1

h 2

矪φ

矪u（ ）2
+ 矪

矪u 3

h 1h 2

h 3

矪φ

矪u（ ）［ ］3

（Ⅱ .6）

Δ

2A =1
h 1

矪

矪u 1
（

Δ

·A［ ］）e 1 +
1
h 2

矪

矪u 2
（

Δ

·A［ ］）e 2 +

1
h 3

矪

矪u 3
（

Δ

·A［ ］）e 3 -
1

h 2h 3

矪

矪u 2

h 3

h 1h 2

矪（h 2A 2）

矪u 1
-矪（h 1A 1 ）

矪u（ ）［ ］｛ 2
-

矪

矪u 3

h 2

h 3h 1

矪（h 1A 1）

矪u 3
-矪（h 3A 3）

矪u（ ）［ ］｝1
e 1 -

1
h 3h 1

矪

矪u 3

h 1

h 2h 3

矪（h 3A 3 ）

矪u 2
-矪（h 2A 2）

矪u（ ）［ ］3｛ -

矪

矪u 1

h 3

h 1h 2

矪（h 2A 2）

矪u 1
-矪（h 1A 1）

矪u（ ）［ ］｝2
e 2 -

1
h 1h 2

矪

矪u 1

h 2

h 3h 1

矪（h 1A 1 ）

矪u 3
-矪（h 3A 3）

矪u（ ）［ ］1｛ -

矪

矪u 2

h 1

h 2h 3

矪（h 3A 3）

矪u 2
-矪（h 2A 2）

矪u（ ）［ ］｝3
e 3 （Ⅱ .7）
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二、笛卡儿坐标系

u 1 =x ，u 2 =y ，u 3 =z ；h 1 =1，h 2 =1 ，h 3 =1

Δ

φ=
矪φ

矪x
e x +

矪φ

矪y
e y +

矪φ

矪z
e z （Ⅱ .8）

Δ

·A =矪A x

矪x +
矪A y

矪y
+矪A z

矪z
（Ⅱ .9）

Δ

×A = 矪A z

矪y
-
矪A y

矪（ ）z
e x + 矪A x

矪z -矪A z

矪（ ）x e y +
矪A y

矪x
-矪A x

矪（ ）y
e z （Ⅱ .10）

Δ

2
φ=

矪
2
φ

矪x 2 +
矪

2
φ

矪y 2 +
矪

2
φ

矪z 2
（Ⅱ .11）

Δ

2A = 矪
2 A x

矪x 2 +矪
2 A x

矪y 2 +矪
2 A x

矪z（ ）2 e x +
矪

2 A y

矪x 2 +
矪

2A y

矪y 2 +
矪

2 A y

矪z（ ）2 e y +

矪
2A z

矪x 2 +矪
2 A z

矪y 2 +矪
2 A z

矪z（ ）2 e z （Ⅱ .12）

三、柱坐标系

u 1 =r ，u 2 =�，u 3 =z ；h 1 =1 ，h 2 =r ，h 3 =1

Δ

φ=
矪φ

矪r
e r +1

r
矪φ

矪�
e �+

矪φ

矪z
e z （Ⅱ .13）

Δ

·A =1
r
矪（rA r）

矪r +1
r
矪A �
矪�

+矪A z

矪z
（Ⅱ .14）

Δ

×A = 1
r
矪A z

矪�
-
矪A �
矪（ ）z

e r + 矪A r

矪z -矪A z

矪（ ）r e �

+ 1
r
矪（rA �）

矪r
-1

r
矪A r

矪［ ］� e z （Ⅱ .15）

Δ

2
φ=1

r
矪

矪r r
矪φ

矪（ ）r
+1
r 2

矪
2
φ

矪�
2 +

矪
2
φ

矪z 2
（Ⅱ .16）

Δ

2A =

Δ

2 A r -
A r

r 2 -2
r 2

矪A �
矪（ ）� e r +

Δ

2 A �-
A �
r 2 +2

r 2
矪A r

矪（ ）� e �+（

Δ

2 A z ）e z （Ⅱ .17）

注意：

Δ

2A ≠（

Δ

2 A r）e r +（

Δ

2 A �）e�+（

Δ

2A z ）e z

四、球坐标系

u 1 =r ，u 2 =θ，u 3 =�；h 1 =1 ，h 2 =r ，h 3 =rsinθ
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Δ

φ=
矪φ

矪r
e r +1

r
矪φ

矪θ
e θ+

1
rsinθ

矪φ

矪�
e � （Ⅱ .18）

Δ

·A =1
r 2

矪

矪r
（r 2A r）+ 1

rsinθ
矪

矪θ
（sinθA θ）+

1
rsinθ

矪A �
矪�

（Ⅱ .19）

Δ

×A = 1
rsinθ

矪

矪θ
（sinθA �）-

矪A θ
矪［ ］� e r +

1
r

1
sinθ

矪A r

矪�
- 矪

矪r
（rA �［ ］）eθ+

1
r

矪

矪r
（rA θ）-

矪A r

矪［ ］θ e � （Ⅱ .20）

Δ

2
φ=1

r 2
矪

矪r r 2 矪φ

矪（ ）r
+ 1
r 2sinθ

矪

矪θ
sinθ

矪φ

矪（ ）θ + 1
r 2sin 2

θ

矪
2
φ

矪�
2

（Ⅱ .21）

Δ

2A =

Δ

2 A r - 2
r 2sinθ sinθA r +矪

矪θ
（sinθA θ）+

矪A �
矪［ ］｛ ｝�

e r +

Δ

2 A θ+
2

r 2sinθ
sinθ矪A r

矪θ
- A θ
2sinθ

-cosθ
sinθ

矪A �
矪（ ）｛ ｝�

e θ+

Δ

2A �+
2

r 2sinθ
矪A r

矪�
+cosθ
sinθ

矪A θ
矪�

-
A �

2sin（ ）｛ ｝θ
e � （Ⅱ .22）

注意：

Δ

2A ≠（

Δ

2 A r）e r +（

Δ

2 A θ）eθ+（

Δ

2 A �）e�

Ⅲ　 三种常用坐标系的基矢偏导数

一、笛卡儿坐标系

三个基矢e x 、e y 、e z 都是常矢量，它们的方向都不变，故它们对x 、y 、z 的偏导
数都是零.

二、柱坐标系

三个基矢e r、e�、e z 中，e z 是常量，其方向不变；e r 和e � 的方向都与�有关，而与

r 和z 都无关.

矪e r

矪r =0 ，　 矪er

矪�
=e�，　

矪er

矪z =0 （Ⅲ .1）

矪e�
矪r =0 ，　 矪e�

矪�
=-er，　

矪e�
矪z =0 （Ⅲ .2）

矪e z

矪r =0 ，　 矪e z

矪�
=0 ，　 矪e z

矪z =0 （Ⅲ .3）

三、球坐标系

三个基矢er 、eθ、e� 的方向都与r 无关，而与θ和�有关.

矪e r

矪r =0 ，　 矪e r

矪θ
=eθ，　

矪e r

矪�
=sinθe � （Ⅲ .4）
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矪eθ
矪r =0 ，　 矪eθ

矪θ
=-er，　

矪eθ
矪�

=cosθe � （Ⅲ .5）

矪e�
矪r =0 ，　 矪e�

矪θ
=0 ，　 矪e�

矪�
=-sinθe r -cosθe θ （Ⅲ .6）

Ⅳ　 常用的坐标变换

一、笛卡儿坐标系与柱坐标系的变换

1 .坐标变换
x =rcos�
y =rsin�
z =

烍

烌

烎z

（Ⅳ .1）

r = x 2 +y寶
2

�=arctan y（ ）x
z =

烍

烌

烎z

（Ⅳ .2）

2 .基矢变换

e x =cos�e r -sin�e �
e y =sin�e r +cos�e �
e z =e

烍

烌

烎z

（Ⅳ .3）

e r =cos�e x +sin�e y

e�=-sin�e x +cos�e y

e z =e
烍

烌

烎z

（Ⅳ .4）

3 .矢量变换
设　 A =A xe x +A ye y +A ze z =A re r +A �e �+A ze z ，则

A x =A rcos�-A �sin�
A y =A rsin�+A �cos�
A z =A

烍

烌

烎z

（Ⅳ .5）

A r =A xcos�+A ysin�
A �=-A xsin�+A ycos�
A z =A

烍

烌

烎z

（Ⅳ .6）

二、笛卡儿坐标系与球坐标系的变换

1 .坐标变换
x =rsinθcos�
y =rsinθsin�
z =rcos

烍

烌

烎θ

（Ⅳ .7）
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r = x 2 +y 2 +z寶
2

θ=arccos
z

x 2 +y 2 +z寶（ ）2

�=arctan y（ ）
烍

烌

烎x

（Ⅳ .8）

2 .基矢变换

e x =sinθcos�e r +cosθcos�e θ-sin�e �
e y =sinθsin�e r +cosθsin�e θ+cos�e �
e z =cosθe r -sinθe

烍

烌

烎θ

（Ⅳ .9）

er =sinθcos�e x +sinθsin�e y +cosθe z

eθ=cosθcos�e x +cosθsin�e y -sinθe z

e�=-sin�e x +cos�e
烍

烌

烎y

（Ⅳ .10）

3 .矢量变换
设A =A xe x +A ye y +A ze z =A re r +A θe θ+A �e �，则

A x =A rsinθcos�+A θcosθcos�-A �sin�
A y =A rsinθsin�+A θcosθsin�+A �cos�
A z =A rcosθ-A θsin

烍

烌

烎θ

（Ⅳ .11）

A r =A xsinθcos�+A ysinθsin�+A zcosθ
A θ=A xcosθcos�+A ycosθsin�-A zsinθ
A �=-A xsin�+A ycos

烍

烌

烎�

（Ⅳ .12）

Ⅴ　 球坐标系中两位矢间的夹角

如图Ⅴ 所示，球坐标系中两位矢r 1 和r 2 间的夹角α由下式决定：

cosα=cosθ1cosθ2 +sinθ1sinθ2cos（�1 -�2 ） （Ⅴ .1）

　 图Ⅴ

Ⅵ　 勒让德多项式

一、勒让德多项式

1 .勒让德多项式是勒让德方程的有
界解

勒让德方程

d
dx
（1 -x 2）

dy
d［ ］x +μy =0

（Ⅵ .1）
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在有界条件下的本征值为μ=l（l +1），l =0 ，1，2 ，⋯，相应的本征函数Pl（x ）称为勒
让德多项式.

2 .勒让德多项式的生成函数
勒让德多项式的生成函数为

（1 -2xt +t2）-
1
2 = ∑

∞

l =0
Pl（x ）tl （Ⅵ .2）

　 　 3 .勒让德多项式的罗巨格公式

Pl（x ）= 1
2l·l！

dl

dx l（x 2 -1）l （Ⅵ .3）

二、勒让德多项式的性质

1 .勒让德多项式的正交性

∫
1

-1
Pl（x ）pl′（x ）dx = 2

2l +1δll′ （Ⅵ .4）

　 　 2 .勒让德多项式的对称性

Pl（-x ）=（-1）lP l（x ） （Ⅵ .5）

　 　 3 .勒让德多项式的特殊值

P 2l+1（0）=0 （Ⅵ .6）

P 2l（0）=（-1）l
（2l）！

2 2l·（l！）2
（Ⅵ .7）

Pl（1）=1 （Ⅵ .8）

Pl（-1）=（-1）l （Ⅵ .9）

三、前七个勒让德多项式

P 0（x ）=1 ，　 P 1（x ）=x

P 2（x ）=1
2
（3x 2 -1），　 P 3（x ）=1

2
（5x 3 -3x ）

P 4（x ）=1
8
（35x 4 -30x 2 +3）

P 5（x ）=1
8
（63x 5 -70x 3 +15x ）

P 6（x ）=1
16
（231x 6 -315x 4 +105x 2 -5

烍

烌

烎

）

（Ⅵ .10）

Ⅶ　 贝塞耳函数

一、贝塞耳方程

ν阶贝塞耳方程为
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d 2y
dx 2 + 1

x
dy
dx

+ 1 -ν
2

x（ ）2 y =0 （Ⅶ .1）

它的解叫做贝塞耳函数.

二、三类贝塞耳函数

1 .第一类贝塞耳函数
第一类贝塞耳函数Jν（x ）是方程（Ⅶ .1）的一个解，它的级数表达式为

Jν（x ）= ∑
∞

k =0

（-1）k
k ！Γ（ν+k +1）

x
（ ）2

2k+ν
（Ⅶ .2）

　 　 当ν不是整数时，Jν（x ）和J -ν（x ）是方程（Ⅶ .1）的两个线性无关解.
2 .第二类贝塞耳函数
第二类贝塞耳函数 N ν（x ）也叫做诺伊曼函数，其定义为

N ν（x ）=
Jν（x ）cosνπ -J-ν（x ）

sinνπ
（Ⅶ .3）

　 　 当ν是整数n 时，Jn（x ）和 N n（x ）是方程（Ⅶ .1）的两个线性无关解.
3 .第三类贝塞耳函数
第三类贝塞耳函数 H ν（x ）也叫做汉克耳函数，其定义为

H （1）ν（x ）=Jν（x ）+iN ν（x ） （Ⅶ .4）

H （2）ν（x ）=Jν（x ）-iN ν（x ） （Ⅶ .5）

　 　 H （1）ν（x ）和 H （2）ν（x ）分别叫做第一类和第二类汉克耳函数.

Jν（x ）、N ν（x ）、H （1 ）ν（x ）、H （2 ）ν（x ）四个函数中任意两个都是方程（Ⅶ .1）的两个
线性无关解.

三、变型贝塞耳方程 ① 及其解

变型贝塞耳方程为

d 2y
dx 2 + 1

x
dy
dx

- 1 +ν
2

x（ ）2 y =0 （Ⅶ .6）

它的一个解Iν（x ）叫做第一类变型贝塞耳函数，其级数表达式为

Iν（x ）= ∑
∞

k =0

1
k ！Γ（ν+k +1）

x
（ ）2

2k+ν
（Ⅶ .7）

　 　 若ν不是整数，则Iν（x ）和I -ν（x ）便是（Ⅶ .6）式的两个线性无关解.
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第二类变型贝塞耳函数 K ν（x ）定义为

K ν（x ）= π

2sinνπ
I-ν（x ）-Iν（x［ ］） （Ⅶ .8）

不论ν为何值，Iν（x ）和 K ν（x ）都是方程（Ⅶ .6）的两个线性无关解.

四、贝塞耳函数的渐近展开

1 .x → 0 时

J0（0）=1 ；　 　 Jn（0）=0，　 　 n ≥ 1 （Ⅶ .9）

N 0（x ）， 2
π
ln x

2
；　 　 N n（x ）， -

（n -1）！
π

x
（ ）2

-n
，　 　 n ≥ 1 （Ⅶ .10）

H （1）0 （x ）， i π

2 ln
x
2
；　 　 H （1）n （x ）， -i

（n -1）！
π

x
（ ）2

-n
，　 　 n ≥ 1 （Ⅶ .11）

H （2）0 （x ）， -i 2
π
ln x

2
；　 　 H （2）n （x ）， i

（n -1）！
π

x
（ ）2

-n
，　 　 n ≥ 1 （Ⅶ .12）

I0（0）=1 ；　 　 In（0）=0，　 　 n ≥ 1 （Ⅶ .13）

K 0（x ）， -ln x
2
；　 　 K n（x ），

（n -1）！
2

x
（ ）2

-n
，　 　 n ≥ 1 （Ⅶ .14）

2 .x → ∞时

Jν（x ）=
2
π寶x cos x -νπ2 -π

（ ）4 +O（x -3／2） （Ⅶ .15）

N ν（x ）=
2
π寶x sin x -νπ2 -π

（ ）4 +O（x -3／2） （Ⅶ .16）

H （1）ν（x ）=
2
π寶x e

i x -νπ2 - π

（ ）4 +O（x -3／2） （Ⅶ .17）

H （2）ν（x ）=
2
π寶x e

-i x -νπ2 - π

（ ）4 +O（x -3／2 ） （Ⅶ .18）

Iν（x ）=
ex

2π寶 x
［1 +O（x -1）］ （Ⅶ .19）

K ν（x ）= π

2寶x e
-x［1 +O（x -1 ）］ （Ⅶ .20）

五、贝塞耳函数J m（x ）及其一阶导数J′m（x′）的零点

整数阶贝塞耳函数J m（x ）是一个衰减的振荡函数，有无穷多个实数零点，也就
是说，J m（x ）=0 有无穷多个实根.下面两个表分别列出阶数较低的几个贝塞耳函
数及其一阶导数的一些较小的根.由于x =0 明显地是 m ≥ 1 的J m（x ）=0 的根，故
不列入表中.
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附表1 　 贝塞耳函数J m（x ）=0 的根x m n

　 　 m
n 　 　

0 1 2 3 4 5

1 2 .4048 3 .8317 5 .1356 6 .3802 7 .5883 8 .7715
2 5 .5201 7 .0156 8 .4172 9 .7610 11 .0647 12 .3386
3 8 .6537 10 .1735 11 .6198 13 .0152 14 .3725 15 .7002
4 11 .7915 13 .3237 14 .7960 16 .2235 17 .6160 18 .9801

附表2 　 贝塞耳函数一阶导数J′m（x′）=0 的根x′mn

　 　 m
n 　 　

0 1 2 3 4 5

1 3 .8317 1 .8412 3 .0542 4 .2012 5 .3176 6 .4156
2 7 .0156 5 .3314 6 .7061 8 .0152 9 .2824 10 .5199
3 10 .1735 8 .5363 9 .9695 11 .3459 12 .6819 13 .9872
4 13 .3237 11 .7060 13 .1704 14 .5859 15 .9641 17 .3128

Ⅷ　 张量基础知识

一、张量的并矢表示

1 .并矢
两个矢量并列所构成的量叫做并矢，a 和b 的并矢写作ab .三维并矢有九个分

量，如用笛卡儿坐标表示，则为

ab =a 1b 1e 1e 1 +a 1b 2e 1e 2 +a 1b 3e 1e 3 +

　 a 2b 1e 2e 1 +a 2b 2e 2e 2 +a 2b 3e 2e 3 +

　 a 3b 1e 3e 1 +a 3b 2e 3e 2 +a 3b 3e 3e 3

= ∑
3

i，j =1
a ib je ie j （Ⅷ .1）

　 　 一般地，并矢本身不对易，即

ab ≠ ba （Ⅷ .2）

　 　 2 .并矢的点乘
（1）一次点乘.

（ab ）·（cd ）=a（b ·c）d ，是张量 （Ⅷ .3）

a ·（bc ）=（a ·b ）c ，是矢量 （Ⅷ .4）
（ab ）·c =a（b ·c），是矢量 （Ⅷ .5）

　 　（2）二次点乘.
（ab ）∶（cd ）=（b ·c）（a ·d ） （Ⅷ .6）
（cd ）∶（ab ）=（a ·d ）（b ·c ） （Ⅷ .7）

并矢的一次点乘不对易，两次点乘对易.
3 .用并矢表示张量
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（1）零阶张量是一个数.
（2）n 维一阶张量A 是一个n 维矢量，有n 个分量.可表示为

A = ∑
n

i =1
A ie i （Ⅷ .8）

　 　（3）n 维二阶张量A 有n 2 个分量，用并矢表示为

A = ∑
n

i ，j =1
A ije ie j （Ⅷ .9）

式中 A ij 叫做A 的ij 分量.
若 A ij =A ji ，则A 叫做对称张量；
若 A ij =-A ji ，则A 叫做反对称张量.
4 .张量的点乘
（1）张量与矢量的点乘

a ·A = ∑
i
a ie（ ）i · ∑

j ，k
A jke je（ ）k

= ∑
k
∑
i
a iA ike k = ∑

i，j
a iA ije j （Ⅷ .10）

A ·a = ∑
j，k

A jke je（ ）k · ∑
i
a ie（ ）i

= ∑
i，j

A ija je i = ∑
i，j

A jia ie j （Ⅷ .11）

　 　 一般地，张量与矢量的点乘不对易，即

a ·A ≠ A ·a （Ⅷ .12）
只有对称张量，才有

a ·A =A ·a 　 　（A 为对称张量） （Ⅷ .13）

　 　（2）张量与张量的点乘

A ·B =（∑
i，j

A ije ie j）·（∑
k ，l

B kle ke l）

= ∑
i，j ，k

A ijB jke ie k （Ⅷ .14）

B ·A = ∑
k ，l

B kle ke（ ）l · ∑
i，j

A ije ie（ ）j

= ∑
i，j ，k

A ijB kie ke j （Ⅷ .15）

　 　 张量与张量的点乘不对易.
（3）张量的二次点乘

A ∶B = ∑
i，j

A ije ie（ ）j ∶ ∑
k ，l

B kle ke（ ）l

= ∑
i，j

A ijB ji （Ⅷ .16）
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　 　 张量的二次点乘对易，即

A ∶B =B ∶A （Ⅷ .17）

二、张量的矩阵表示

1 .一阶张量

一阶张量（矢量）用一行或一列的矩阵表示.如

a =（a 1 ，a 2 ，⋯，a n ） （Ⅷ .18）

或

a =

a 1

a 2

…

a

烄

烆

烌

烎n

（Ⅷ .19）

　 　 2 .二阶张量
二阶张量用方阵表示，如三维二阶张量为

A =

A 11 A 12 A 13

A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A

烄

烆

烌

烎33

（Ⅷ .20）

一个n 维二阶张量可表示为一个n 行n 列的方阵，共有n 2 个分量.

3 .张量的点乘

（1）张量与矢量的点乘

a ·A =（a 1 ，a 2 ，a 3）

A 11 A 12 A 13

A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A

烄

烆

烌

烎33

= ∑
i
a iA i1 ，∑

i
a iA i2 ，∑

i
a iA i（ ）3 （Ⅷ .21）

A ·a =

A 11 A 12 A 13

A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A

烄

烆

烌

烎33

a 1

a 2

a

烄

烆

烌

烎3

=

∑
i
A 1ia i

∑
i
A 2ia i

∑
i
A 3ia

烄

烆

烌

烎
i

（Ⅷ .22）

　 　（2）张量与张量的点乘
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A ·B =

A 11 A 12 A 13

A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A

烄

烆

烌

烎33

B 11 B 12 B 13

B 21 B 22 B 23

B 31 B 32 B

烄

烆

烌

烎33

=

∑
i
A 1iB i1 ∑

i
A 1iB i2 ∑

i
A 1iB i3

∑
i
A 2iB i1 ∑

i
A 2iB i2 ∑

i
A 2iB i3

∑
i
A 3iB i1 ∑

i
A 3iB i2 ∑

i
A 3iB i

烄

烆

烌

烎
3

（Ⅷ .23）

三、张量的加、减

同维同阶的张量才能相加或相减.两张量的和或差仍为张量，其分量等于原
来两张量的相应分量之和或差.用并矢表示为

A ±B = ∑
i，j

A ije ie j ±∑
i，j

B ije ie j = ∑
i，j

（A ij ±B ij ）eie j （Ⅷ .24）

用矩阵表示为

A ±B =

A 11 A 12 A 13

A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A

烄

烆

烌

烎33

±

B 11 B 12 B 13

B 21 B 22 B 23

B 31 B 32 B

烄

烆

烌

烎33

=

A 11 ±B 11 A 12 ±B 12 A 13 ±B 13

A 21 ±B 21 A 22 ±B 22 A 23 ±B 23

A 31 ±B 31 A 32 ±B 32 A 33 ±B

烄

烆

烌

烎33

（Ⅷ .25）

四、张量的分解定理

任何张量都可以分解为一个对称张量与一个反对称张量之和.例如

A 11 A 12 A 13

A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A

烄

烆

烌

烎33

=

A 11
1
2
（A 12 +A 21）

1
2
（A 13 +A 31）

1
2
（A 21 +A 12 ） A 22

1
2
（A 23 +A 32）

1
2
（A 31 +A 13 ）

1
2
（A 32 +A 23） A

烄

烆

烌

烎
33

+

　

0 1
2
（A 12 -A 21）

1
2
（A 13 -A 31）

1
2
（A 21 -A 12） 0 1

2
（A 23 -A 32）

1
2
（A 31 -A 13）

1
2
（A 32 -A 23）

烄

烆

烌

烎
0

（Ⅷ .26）
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五、单位张量

1 .单位张量

若二阶张量的分量满足条件A ij =δij ，则该张量便称为单位张量，记作I.
2 .三维二阶单位张量
用并矢表示为

I = ∑
3

i，j =1
δije ie j =e 1e 1 +e 2e 2 +e 3e 3 （Ⅷ .27）

　 　 用矩阵表示为

I =

1 0 0
0 1 0

烄

烆

烌

烎0 0 1

（Ⅷ .28）

　 　 3 .位矢的梯度
在笛卡儿坐标系中，位矢r 的梯度是单位张量.

Δ

r =I （Ⅷ .29）

　 　 4 .运算性质
a ·I =I ·a =a （Ⅷ .30）

A ·I =I ·A =A （Ⅷ .31）

A ∶I =I ∶A = ∑
i
A ii （Ⅷ .32）

六、

Δ

算符的作用

1 .矢量的梯度是张量

Δ

f = ∑
i
e i

矪

矪x（ ）i ∑
j
f je（ ）j = ∑

i，j

矪f j

矪x i
e ie j （Ⅷ .33）

　 　 2 .张量的散度是矢量

Δ

·A = ∑
i
e i

矪

矪x（ ）i
·A = ∑

i，j

矪A ij

矪x i
e j （Ⅷ .34）

　 　 3 .积分变换（高斯公式）

∫ V
dV

Δ

·A =∮ S
dS ·A （Ⅷ .35）

Ⅸ　 椭圆积分

一、可积和不可积

1 .可积和不可积
凡是积分结果能用初等函数表示的，就叫做可积；否则就叫做不可积，如

·416· 电动力学题解（第二版）



∫
eax

x dx 就不可积.

2 .可积
（1）设 P（x ）和Q（x ）都是x 的多项式，即具有a nx n +a n -1x n -1 +⋯+a 1x +a 0

的形式，则∫P（x ）dx 以及∫
P（x ）
Q（x ）dx

都是可积的.

（2）设R（x ，y ）为x 、y 的有理函数，即两个多项式之商，如 R（x ）=P（x ）
Q（x ）

，则

∫R（x n ， ax +寶 b ）dx 和∫R（x ， ax 2 +bx +寶 c ）dx 都是可积的.

二、椭圆积分和超椭圆积分

∫R（x ， ax 3 +bx 2 +cx +寶 d ）dx 和∫R（x ， ax 4 +bx 3 +cx 2 +dx +寶 e ）dx 都

不可积.这两种积分叫做椭圆积分.若 R 中的根式里是高于四次的多项式，则积分
便叫做超椭圆积分.

三、三个基本椭圆积分

1 .勒让德标准形式
一般椭圆积分都可以用下面三个基本椭圆积分（勒让德标准形式）表示.
第一种椭圆积分

F（k ，x ）=∫
x

0

dx
（1 -x 2）（1 -k 2x 2
寶 ）

（Ⅸ .1）

式中k 2
＜ 1 ，k 叫做模数，下同.

第二种椭圆积分

E（k ，x ）=∫
x

0

1 -k 2x 2

1 -x寶 2 dx （Ⅸ .2）

　 　 第三种椭圆积分

Π（h ，k ，x ）=∫
x

0

dx
（1 +hx 2） （1 -x 2 ）（1 -k 2x 2

寶 ）
（Ⅸ .3）

式中h 叫做第三种椭圆积分的参数.
2 .用正弦函数表示
令x =sin�，则以上三种椭圆积分可分别化成下列形式：
第一种椭圆积分

F（k ，�）=∫
�

0

d�
1 -k 2sin 2
寶 �

（Ⅸ .4）

　 　 第二种椭圆积分
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E（k ，�）=∫
�

0
1 -k 2sin 2
寶 �d� （Ⅸ .5）

　 　 第三种椭圆积分

Π（h ，k ，�）=∫
�

0

d�
（1 +hsin 2

�） 1 -k 2sin 2
寶 �

（Ⅸ .6）

四、全椭圆积分

第一种全椭圆积分

K =F k ，π（ ）2 =∫
π
2

0

d�
1 -k 2sin 2
寶 �

= π

2 1 +（ ）
1
2

2

k 2 + 1·3
2·（ ）4

2

k 4 + 1·3·5
2·4·（ ）6

2

k 6 +［ ］⋯ （Ⅸ .7）

　 　 第二种全椭圆积分

E =E k ，π（ ）2 =∫
π
2

0
1 -k 2sin 2
寶 �d�

= π

2
1 -（ ）

1
2

2

k 2 - 1·3
2·（ ）4

2 k 4

3 - 1 ·3·5
2 ·4·（ ）6

2k 6

5 -［ ］⋯ （Ⅸ .8）

　 　 以上两式中k 2
＜ 1 .
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基本物理常数

真空中光速　 　 c =299 792 458 m ·s -1

真空电容率　 　ε0 =8 .854 187 817 ⋯×10 -12 F ·m -1

真空磁导率　 　μ0 =4π ×10 -7 N ·A -2

基本电荷量　 　 e =1 .602 177 33（49）×10 -19 C
普朗克常量　 　 h =6 .626 075 5（40）×10 -34J·s
玻尔兹曼常量　 k =1 .380 658（12）×10 -23J·K -1

电子静质量　 　 m =9 .109 389 7（54）×10 -31kg
质子静质量　 　 m p =1 .672 623 1（10）×10 -27kg
经典电子半径　 r e =2 .817 940 92（38）×10 -15 m
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