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1 原子模型和单电子原子

1.1 电子的质量:me = 9.1 × 10−31kg

1.2 电子的电量：e = 1.602 × 10−19C

1.3 密立根油滴实验测油滴电量：

1: 先不在电容器上加电压，当油滴所受的重力和空气相对它的浮力相

平衡时，油滴的下降速度 vg 就不再增加, 且满足以下关系：

4
3
πr3(ρ − ρ0)g = 6πηrvg (1)

由此可以得到油滴的半径:

r =

√
9ηvg

2(ρ − ρ0)g
(2)

2: 设电容器两极板之间的距离为 l，若在电容器上下极板间加正向电压 V，

那么如果油滴带有负电荷 ek，力的平衡条件变为

−4
3
πr3(ρ − ρ0)g +

V
l

ek = 6πηrve (3)

测出油滴的上升速度 ve, 就可以算得

ek =
l
V

[6πηrve +
4
3
πr3(ρ − ρ0)g] =

6πηrve

V
(ve + vg) (4)

1
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1.4 库伦散射偏转角公式：cot θ2 =
2b
a 其中 a = zZe2

4πϵ0E

由散射偏转角公式可见：θ 与 b 有对应关系，b 大，θ 就小。凡通过以 b 为

内半径，以 b+db 为外半径的那个环形面积 dS 的 α 粒子，必定散射到角度

在 θ 到 θ − dθ 之间的一个空心圆锥体内。

由 cot θ
2 =

2b
a =⇒ db = − a

4
1

sin2 θ
2
dθ

则有 dσ = 2πb · db = πa2

4
cos θ

2

sin3 θ
2
dθ

又立体角 dΩ = ds
r2 =

2πr sin θ rdθ
r2 = 2π sin θdθ‘

得 dσ = a2

16
1

sin4 θ
2
dΩ

最后得到卢瑟福散射公式:

dσ
dΩ
= (

1
4πϵ

zZe2

4E
)2 1

sin4 θ
2

(5)
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1.4.1 在散射角为 θ的条件下，粒子到原子核的最近距离为：r = a
2 (1+csc θ

2 )

1.5 里德柏公式：̃ν = ν
c = R( 1

m2− 1
n2 )其中 R为里德柏常熟=1.097×107m−1

1.6 波尔模型：

1.6.1 定态假设：经典轨道 + 定态条件 (假设电子在这些轨道上运动时不
向外辐射能量)

1.6.2 辐射条件：定态跃迁 hν = Em − En

1.6.3 角动量量子化：L = nℏ

1.7 一些常用的常数： e2

4πϵ0
= 1.44ev · nm

ℏc = 197ev · nm

mec2 = 0.511Mev

α = e2

4πϵ0ℏc
= 1

137

1.8 氢原子半径：rn = n2a0 = n2 ℏc
mec2α

a0 = 0.53 × 10−10m

氢原子速度：vn =

√
e2

4πϵ0mern

氢原子频率： fn =
vn

2πrn

1.9 注:ṽ = v
c =

1
λ

1.10 氢原子谱系公式

赖曼系:ṽ = R( 1
12 − 1

n2 ) n = 1, 2, 3 · · ·
巴尔末系:ṽ = R( 1

22 − 1
n2 ) n = 2, 3, 4 · · ·

帕邪系:ṽ = R( 1
32 − 1

n2 ) n = 3, 4, 5 · · ·

1.11 跃迁与原子光谱

对氢原子来说，电离能 = 基态能量 =-13.6ev
氢原子的连续谱: 当电子的总能为正时，能量将不是量子化的，可以从

0 到任意正数
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1.12 类氢离子光谱

定义 Z= 原子核内含的质子数
例：Z(He+) = 2 Z(li2+) = 3 Z(Be3+) = 4

1.13 类氢离子的能量，半径和辐射波长公式

En = −Z2mec2α2

2n2 = Z2EH

rn =
ℏcn2

Zmec2α
=

rH
Z

v̄ = Z2R( 1
m2 − 1

n2) = Z2v̄H

1.14 原子核质量的影响：

里德柏常数的修正：RA = R∞( 1
1+me/M

)

1.15 特殊的氢原子体系

1.15.1 里德柏态：原子或分子中电子被激发到高量子态

里德柏态的特征：1. 尺度很大 rn = n2a0

2. 电离能很小 In =
IH
n2

3. 寿命很长，受外来电场, 磁场影响较大
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1.15.2 奇特原子：不同于电子的其他带负电粒子与普通原子核形成的原子

奇特原子的特征：1. 形成过程：高能带负电粒子进入物质后

被捕获，慢化后离原子核很近，最后因为衰变或者被原子核俘获而

消失

2. 原子半径小:rn =
n2

Z
me
µ

a0其中 µ 为折合质量 µ = mM
m+M

3. 能量较大：En = − Z2µ

n2me
IH

4. 不稳定，寿命很短

2 量子力学初步

2.1 波粒二象性

2.1.1 光子的参量

1. 速度：
光子在真空中的速度 v真空 = c = 3 × 108m/s

光子在介质中的相速度:v = c
n , 式中，n 为介质的折射率。

2. 能量
光子的能量 E 由普朗克公式给出：E = hν = hc

λ
≈ 1240

λ

h 是普朗克常数，λ 的单位是 nm，E 的单位是 ev。
3. 动量与角动量

光子的动量为 p = E
c =

hν
c =

h
λ

对光子来说，E = pc

4. 质量
由相对论可知，光子的相对论质量为 m = E

c2 =
hν
c2

光子的静质量为 0

2.1.2 单光子的粒子性

1. 光子探测器：对 hν 反应，对 1
2hν 不反应
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2. 如果有一光源向四面八方发射光，根据经典理论，测得的

能量密度反比于 r2，只要 r 足够远，光电倍增管测量到的能量要

多小就多小，但实际上有下限 hv。

2.1.3 单光子的波动性

显示光的波动性的最典型实验是单缝干涉和双缝衍射

2.1.4 德布罗意波

由相对论的包括粒子静质量的总能量, 动能和动量的公式

E2 = m2
0c4 + p2c2

E = T + m0c2

最后得到粒子的波长 λ 与能量 E 的关系：

λ =
h
p
=

hc
√

E2 − m2c4
=

hc
√

2mc2T
√

1 + T/(2mc2)

在 v ≪ c 非相对论粒子的情况下，T=mv2

2 , 则上述公式变为：

λ =
h
p
≈ h

mv
=

h
√

2mT

显然, 粒子的动量越大, 或者能量越大, 或者质量越大, 与之相联系

的波的波长就越小, 这种与实物粒子相对应的波称为德布罗意波
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2.2 电子的晶体衍射实验

出现反射光相干加强的条件是两平行光的光程差为 λ 的整数

倍, 即:
d sin θ = nλ

电子的德布罗意波长：

λ ≈ λ
√

2meT
=

hc√
2mec2T

=
hc√

2mec2eV
=

1.227
√

V

其中，V 的单位是 v，λ 的单位是 nm

2.3 单电子的波动性

演示电子波动性的最典型的实验是通过狭缝的干涉衍射实验

2.4 不确定关系

2.4.1 位置和动量的不确定关系

∆x · ∆px ≥
ℏ

2

∆y · ∆py ≥
ℏ

2

∆z · ∆pz ≥
ℏ

2
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2.4.2 单狭缝电子衍射实验中的不确定关系

电子在 x 方向上的位置不确定度：∆x ≈ d

电子经过狭缝后，主要打在 k=1 之间的主极大：sin θ = λ
d

电子 x 方向的动量 px 在 0 ∼ p sin θ 之间:
∆p = p sin θ = pλ

d = p 1
d

h
p =

h
d

则有：∆px∆x = h

∆py∆y = h

∆pz∆z = h

∆p∆r = h

2.4.3 不确定关系的应用：

电子在质子静电场中的非相对论总能量是动能和库仑质能之

和，由于电子被束缚在线度为半径 r 的范围内，用 r 代替位置的不

确定性 ∆r,p 代替动量的不确定性 ∆p, 那么不确定关系为：rp ≈ ℏ,
则总能量 E 的表达式为：

E =
p2

2me
− e2

4πϵ0r
=

p2

2me
− e2 p

4πϵ0ℏ

氢原子具有稳定状态的条件是 E 最小，即 E 对 p 的微分为 0，
由此我们得到处于稳定状态的氢原子的电子的动量为：

p1 =
e2me

4πϵ0ℏ

2.4.4 能量和时间的不确定关系

∆E · ∆t ≥ ℏ2
原子所处的激发态能量的范围为:Γ
原子处在激发态的时间的平均值为:τ
不确定关系给出了这个能级宽度与寿命的关系是:Γ · τ = ℏ
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2.5 波函数及其物理意义

经典波：弦振动，电磁波

实物粒子的德布罗意波：不受外力作用时，实物粒子的动能和

动量保持不变：E = hv = ℏω p⃗ = ℏk⃗

自由粒子的德布罗意波的波长 λ 和频率 ν 也是不变的，这是

一个平面单色波，用粒子参数进行表示：

ψ(⃗r, t) = ψ0e
1
ℏ ( p⃗·⃗r−E·t)

2.5.1 波函数的统计解释和物理要求：

1. 电子本身看作是波包结构：电子的大小即波包的大小。电

子的速度即为波包的群速度

2. 大量电子空间分布形成疏密波

粒子的概率统计解释：描述微观粒子的波函数模的平方 ∥ψ(⃗r, t)∥2

与 t 时刻在空间 r 处单位体积内找到的粒子数目成正比。
对单个粒子而言，∥ψ(⃗r, t)∥2 代表 t时刻在空间 r处单位体积内

发现粒子的概率，即概率密度 ω(⃗r, t)

因此，在空间 dτ 体积内发现一个粒子的概率 dω 就等于概率

密度乘以空间体积，即：

dω(⃗r) = ω(⃗r)dτ = ∥ψ(⃗r, t)∥2dτ = ψ∗(⃗r)ψ(⃗r)dτ

归一化条件：
∫

v
dω(⃗r) =

∫
v
ψ∗(⃗r)ψ(⃗r)dτ = 1

2.6 薛定谔方程

2.6.1 薛定谔方程的建立

已知自由粒子的波函数为：ψ(⃗r, t) = ψ0e
1
ℏ ( p⃗·⃗r−E·t)
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将此平面波对坐标 x,y,z 求二阶偏导并引入拉普拉斯算符 ∇2

∇2ψ(⃗r, t) = − p2

ℏ2ψ(⃗r, t)

将平面波对时间求微分，得：

iℏ
∂ψ(⃗r, t)
∂t

= Eψ(⃗r, t)

在粒子的速度 v ≪ c 的非相对论低能情况下，能量即动能 E
与动量 p 之间存在关系 E = p2/2m, 最后得到：

iℏ
∂ψ(⃗r, t)
∂t

= − ℏ
2

2m
∇2ψ(⃗r, t)

下面对自由粒子的波动方程进行推广，使其能适用于有外力

作用的情况，设粒子在力场中的势能为 V (⃗r, t) 这时粒子能量为

E = p2/2m + V (⃗r, t), 这样我们得到了一般的薛定谔方程：

iℏ
∂ψ(⃗r, t)
∂t

= [− ℏ
2

2m
∇2 + V (⃗r, t)]ψ(⃗r, t)

2.6.2 薛定谔方程–概率流密度和概率守恒

已知粒子在 r⃗ 处的空间概率密度为：

ρ(⃗r, t) = |ψ(⃗r, t)|2 = ψ∗(⃗r, t)ψ(⃗r, t)

对时间求导，我们有

∂ρ(⃗r, t)
∂t

=
∂ψ∗(⃗r, t)
∂t

ψ(⃗r, t) +
∂ψ(⃗r, t)
∂t

ψ∗(⃗r, t)

由薛定谔方程知：

∂ψ(⃗r, t)
∂t

=
1
iℏ

[− ℏ
2

2m
∇2 + V (⃗r, t)]ψ(⃗r, t)

∂ψ∗(⃗r, t)
∂t

= − 1
iℏ

[− ℏ
2

2m
∇2 + V (⃗r, t)]ψ(⃗r, t)

∂ρ

∂t
= −∇ · [ ℏ

2im
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)]
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记 j(⃗r, t) = ℏ
2im(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

最后我们得到粒子概率密度随时间变化的方程：

∂ρ

∂t
+ ∇ · j(⃗r, t) = 0

粒子概率守恒：粒子在空间某处出现的概率的改变，是通过概

率流的方式与空间其它处进行概率传递的

2.6.3 薛定谔方程———波函数的标准条件

1. 平方可积：在没有实物粒子湮灭和产生的情况下，粒子在

空间各点出现概率的总和为 1
2. 有限，单值和连续：波函数应当在全空间内满足有限性，单

值性和连续性。

3. 态叠加原理：如果 ψ1(⃗r, t), ψ2(⃗r, t), ψ3(⃗r, t), ψ4(⃗r, t) 满足薛定

谔方程，那么他们的线性组合也满足薛定谔方程

2.6.4 定态薛定谔方程

对原子情况，电子受到的原子核的库伦势能 V (⃗r) 仅是空间的

坐标函数，与时间无关，体系属于定态，即体系的能量不随时间变

化。解决这种情况，我们使用分离变量的方法 ψ(⃗r, t) = ψ(⃗r) f (t)，最

后可以解出粒子的波函数为：

ψ(⃗r, t) = ψ(⃗r) · e− iE
ℏ t

定态：

1. 体系的总能量 E=T+V 保持不变

2. 粒子的概率分布不随时间变化：

ρ(⃗r, t) = |ψ(⃗r, t)|2 = |ψ(⃗r) · e− iE
ℏ t|

2
= |ψ(⃗r)|2

于是得到定态薛定谔方程：

(− ℏ
2

2m
∇2 + V (⃗r))ψ(⃗r) = Eψ(⃗r)
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2.6.5 一维无限高方势阱和零点能

一维无限高方势阱是势能在势阱内为 0，在势阱外等于 ∞ 的

的情况，即：

V(x) =

0, if 0 < x < a

∞, if x ⩽ 0, x ⪖ a

势阱内的薛定谔方程可以写为：

d2ψ(x)
dx2 = −2mE

ℏ2 ψ(x) = −k2ψ(x) 0 < x < a

由波函数必须是连续的条件，在边界上，即 x=0 和 x=a 处，

波函数必须是 0，于是我们可以得到：ka = nπ, n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 这

里面没有 n=0 的原因是在此条件下的到的波函数衡为 0，该解没

有物理意义。

我们得到能量的通解为：

En =
ℏ2

2m
k2 =

π2ℏ2

2ma2 n2, n = 1, 2, 3, 4

而能量为上式的归一化波函数为：

ψn =

√
2
a

sin
nπ
a

x, n = 1, 2, 3, 4,

在无限高方势阱情况下，n=1 的能量值为 E1 =
π2ℏ2

2ma2 , 这个能量

值具有特殊的意义，称为零点能，它是粒子被无限高方势阱束缚在

0<x<a 区域内所具有的最低总能量，即基态能量。

基态能量的出现说明粒子的动能不可能为 0，这和经典理论是

违背的，这是由于粒子的波粒二象性。

2.6.6 一维方势垒和隧道效应

现在来讨论质量为 m，能量为 E 的粒子沿 x 轴正方向与如图

所示的厚度为 D，高度为 VB 的方势垒发生散射的情形。
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方形势垒可以表示为

V(x) =

0, if x ⩽ 0(区域一), x ⩾ D(区域三)

VB, if 0 < x < D区域二

由定态薛定谔方程，我们得到三个区域的薛定谔方程分别为：

d2ψ(x)
dx2 =

−k2ψ, if x ⩽ 0(区域一), x ⩾ D(区域三)

λ2ψ, if 0 < x < D(区域二)

其中，k2 = 2mE/ℏ2,λ2 = 2m(VB − E)/ℏ2. 用类似方势阱的方法

进行求解，可得：

ψ(x) =


ψ1 = A1eikx + B1e−ikx, if x ⩽ 0(区域一), x ⩾ D(区域三)

ψ2 = A2eikx + B2e−ikx, if 0 < x < D(区域二)

ψ3 = A3eikx, x ⩾ D(区域三)

区域一中 A1eikx 表示沿 x 轴方向传播的入射波，,B1e−ikx 表

示反射波

如图给出了计算势垒穿透的波动图像，原来在区域一的入射

势垒的粒子有通过区域二进入区域三的可能性，按照经典力学的

观点，这几乎是不可能的。但是在量子力学中，一部分粒子将穿透

势垒到达区域三，称为隧道效应。

粒子从区域一经二到达三的穿透概率或贯穿系数 P 等于三区

透射波与一区入射波强度之比，即 |A3|2/|A1|2, 在 λD ≫ 1, 即势垒

比较高，比较厚的情况下，由量子力学算得：

P =
|A3|2

|A1|2
≈ 16E(VB − E)

V2
B

e−
2
ℏ

√
2m(VB−E)D
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2.7 力学量的算符，本征值和测量值

定态薛定谔方程可以看做一个算符作用在波函数 ψ(r) 上，得

到一个能量数值 E 乘以同一状态 ψ(r), 这种等式被称为本征方程。

这里算符代表力学量对量子态进行运算，以便求解方程得到状态

的力学量的数值和波函数。

因此，在势场 V(r) 中运动的单粒子的总能量算符是：

2.7.1 哈密顿算符：

H = − ℏ
2

2m
∇2 + V(r)

由更一般的含时间的薛定谔方程得到哈密顿算符的另一种算

符：

H = iℏ
∂

∂t

通常在力学量 A 的上方加符号“Â”, 表示相对应的算符，它的

本征方程就是

Âψ(r) = Aψ(r)

2.7.2 位置矢量算符

r̂ = {x̂, ŷ, ẑ}

2.7.3 动量矢量算符

p̂ = {p̂x, p̂y, p̂z} = {−iℏ
∂

∂x
,−iℏ

∂

∂y
,−iℏ

∂

∂z
} = −iℏ∇
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2.7.4 非相对论动能算符

T̂ =
p̂2

2m
= − ℏ

2

2m
∇2

2.7.5 势能算符

V̂ = V̂(r)

2.7.6 角动量关系算符

L̂ = r̂ × p̂ = −iℏr⃗ × ∇

在球坐标中，角动量算符的三个分量分别为：
L̂x = yp̂x − zp̂y = iℏ(sinφ ∂

∂θ
+ cot θ cosφ ∂

∂φ
)

L̂y = zp̂x − xp̂z = iℏ(− cosφ ∂
∂θ
+ cot θ cosφ ∂

∂φ
)

L̂z = xp̂y − yp̂x = −iℏ ∂
∂φ

2.7.7 角动量平方算符

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z = −ℏ2[

1
sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1
sin θ

∂2

∂φ2 ]

2.7.8 算符的对易

为了计算的方便，我们引入量子括号：[Ĥ, Ĝ] = ĤĜ − ĜĤ，这

个大概类似于柏松括号

若 [Ĥ, Ĝ] , 0，则我们称这两个算符是不对易的。

若 [Ĥ, Ĝ] = 0，则我们称这两个算符是对易的。

如果两个算符是对易的，那么说明他们可以同时被确定, 同理
我们知道如果两个算符是不对易的，那他们不能被同时确定
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如果一个算符和 Ĥ 对易，那么它不随时间变化，是个守恒量

2.8 氢原子的量子力学解

2.9 Φ 和 Θ 方程式的解和角动量

λ = l(l + 1) l = 0, 1, 2, 3

m = 0,±1,±2, . . . ,±l

方程式的解角向波函数用 Ylm(θ, ϕ) 来进行表示

此时写出几个简单情况下的角向波函数

l = 0 : Y00(θ, ϕ) =

√
1

4π

l = 1 : Y10(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ

l = 2 : Y20(θ, ϕ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1)

角动量平方算符的本征值即角动量平方的大小

为：

L2 = λℏ2 = l(l + 1)ℏ2

量子数 l 与电子运动的角动量直接相关，通常把 l 称为轨道角

动量量子数，简称角量子数. 轨道角动量的大小为:

L =
√

l(l + 1)ℏ l = 0, 1, 2 . . .

角动量在 Z 方向分量的本征值为：

Lz = mℏ, m = 0,±1,±2, . . . ,±l



2 量子力学初步 17

我们要指出在旧量子论中 L = nℏ,n 最小值取 1. 对 n = 1 的情

况，按波尔理论 L = ℏ, 而按量子力学 l 的最小值为 0，即 L=0，而

且 L 的取值为
√

l(l + 1)ℏ

另外还有一点，角动量在 Z 方向分量数值是 mℏ, 最大值为 lℏ,
而不等于角动量本身数值

√
l(l + 1)ℏ.

2.9.1 R 方程式的解和能量

径向波函数除与主量子数 n 有关外，还与角量子数 l 有关，常

常用 n，l 来表示处于这种波函数的能量状态或电子，l=0,1,2,3,4,5,6
的电子用字母 s,p,d,f,g,h,i 表示，能态则用大写正体英文字母 S,P,D,
F,G,H,I 表示，字母前的数字表示 n

可以求出几个 n，l 值小时的径向波函数表达式为：

n = 1 : R10(r) = 2
Z
a0

e−
Zr
a0

n = 2 : R20(r) = 2
Z

2a0
(1 − Zr

2a0
)e−

Zr
a0

n = 3 : R30(r) = 2
Z

3a0
[1 − 2Zr

3a0
+

2
3

Zr
3a0

2
]e−

Zr
a0

由此可见, 描述氢原子状态的波函数由三个量子
数 n,l,m 决定，只要选取相印的 Rnl(r) 和 Ylm(θ, ϕ)，将
他们相乘就得到氢原子的总波函数 ψnlm(r, θ, ϕ) 的具
体表达式。

2.10 氢原子中电子的概率密度分布

2.10.1 角向分布函数

角向分布函数表示：处在束缚态 unlm(r, θ, ϕ) 的氢原子 (类氢离

子), 在 (θ, ϕ) 方向单位立体角内电子出现的概率。

Wlm(θ, ϕ) = |Ylm(θ, ϕ)|2 = N2
lm|Plm(cos θ)|2
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由此我们可以观察到, 角向分布函数与方位角 ϕ 没关系

2.10.2 径向分布函数

径向分布函数表示：处在束缚态 unlm(r, θ, ϕ) 的氢原子 (类氢离

子)，在半径 r 处单位厚度球壳内电子出现的概率。

Wnl = Rnl · r2

2.10.3 只有 l = 0 的 s 态，径向波函数在 r = 0 处不为零。

2.10.4 最可几半径

dWn,n−1(r)
dr

= 0 =⇒ rm = n2a0

2.10.5 一系列重要的平均值

⟨r⟩nlm =
n2a0

Z
{1 + 1

2
[1 − l(l + 1)

n2 ]}

当氢原子处于 1s 状态时, 电子的 ⟨r⟩ 为 3
2a0〈

r2
〉

nlm
=

n4a2
0

Z2 {1 +
3
2

[1 −
l(l + 1) − 1

3

n2 ]}

当氢原子处于 1s 状态时, 电子的
〈
r2
〉
为 3a2

0〈
1
r

〉
nlm
=

Z
n2a0

当氢原子处于 1s 状态时, 电子的
〈

1
r

〉
为 1

a0〈
1
r2

〉
nlm
=

Z2

n3a2
0(l + 1

2)
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当氢原子处于 1s 状态时, 电子的
〈

1
r2

〉
为 2

a2
0〈

1
r3

〉
nlm
=

Z3

n3a3
0l(l + 1

2)(l + 1)

当氢原子处于 1s 状态时, 电子的
〈

1
r3

〉
为 2

a3
0

2.11 量子数的物理意义

2.11.1 主量子数 n 和氢原子能

氢原子能量是量子化的, 氢原子能量取决于量子数 n. 称为主

量子数

n =
Ze2

4πϵℏ
{me

2E
}

1
2

这和波尔的理论成果相同
对于给定的量子数 n : l = 0, 1, 2, 3 . . . n − 1

对于角量子数 l m = 0,±1,±2,±3 . . . ,±l

2.11.2 轨道量子数 l 和轨道角动量的大小

量子数 l 描述电子做轨道运动角动量的大小，称为轨道角动量

量子数，简称轨道量子数或角量子数。

L =
√

l(l + 1)ℏ l = 0, 1, 2, 3 . . . , n − 1

角动量可以等于 0，这和波尔的 L = nℏ 不同

2.11.3 磁量子数 m 和轨道角动量的 z 分量

量子数 m 描述电子轨道角动量 z 分量，称为磁量子数。

Lz = mℏ m = 0,±1,±2 . . . ,±l
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2.11.4 角动量矢量 L

经典的角动量矢量：大小和方向可以取任意值

量子的角动量矢量：

大小量子化：

L =
√

l(l + 1)ℏ l = 0, 1, 2, 3 . . . , n − 1

方向：

Lz = mℏ m = 0,±1,±2 . . . ,±l

Lx, Ly 没有固定的取值，但他们有期望：

⟨Lx⟩ =
〈
Ly

〉
= 0

2.12 氢原子跃迁的选择定则

要求：

1.∆n = n − n = 任意值

2.∆l = l′ − l = ±1

3.∆m = m′ − m = 0,±1
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3 电子自旋和原子能级的精细结构

3.1 原子的轨道磁矩和斯特恩——盖拉赫实验

3.1.1 原子的轨道磁矩

闭合轨道上的电子运动形成一个小电流环，小电流环可以看

作一个磁偶极子，磁偶极矩为 µl = IS n = ev
2πrπr2 −r⃗×v⃗

rv = −
e

2me
L⃗ 即：

µ⃗l = −
e

2me
L⃗
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对于氢原子，轨道角动量的大小 L 和在 z 方向的分量 Lz 分别为：

L =
√

l(l + 1)ℏ l = 0, 1, 2, 3 . . . , n − 1

Lz = mℏ m = 0,±1,±2 . . . ,±l

因而，相应的轨道磁矩的大小：

µl =
e

2me

√
l(l + 1)ℏ =

√
l(l + 1)µB

轨道磁矩在 z 方向的分量：

µlz = −
e

2me
Lz = −mlµB m = 0,±1,±2 . . . ,±l

其中：

µB =
eℏ

2me
≈ 9.274×10−24 j ·T−1 ≈ 5.788×10−5eV ·T−1

µB 是轨道磁矩的最小单元，称为波尔磁子
轨道磁矩在 z 方向的分量 µlz 和轨道角动量 z 分量 Lz 的比值

是一个常数，称为电子的轨道旋磁比，用符号 γl 表示

γl =
∥µlz∥
Lz
=

e
2me
=
µB

ℏ

3.1.2 磁矩和磁场的相互作用

磁矩 µ 在磁场 B 中具有势能，可以表示为：

U = −µ⃗ · B⃗ = −(µxBx + µyBy + µzBz)

由势能可以求出磁矩在磁场中所受到的力

F⃗ = −∇U = −(⃗i
∂U
∂x
+ j⃗

∂U
∂y
+ k⃗

∂U
∂z
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式中，⃗i, j⃗, k⃗ 分别是 x，y，z 方向的单位矢量。它的直角坐标

分量可写为：

Fx = −
∂U
∂x
= µx

∂Bx

∂x
+ µy

∂By

∂x
+ µz

∂Bz

∂x

Fy = −
∂U
∂y
= µx

∂Bx

∂y
+ µy

∂By

∂y
+ µz

∂Bz

∂y

Fz = −
∂U
∂z
= µx

∂Bx

∂z
+ µy

∂By

∂z
+ µz

∂Bz

∂z

磁矩受到的力矩：

τ = µ⃗ × B⃗

力矩的作用将引起角动量的变化

τ =
dL⃗
dt
= µ⃗ × B⃗

在均匀磁场中磁矩虽然不受静平移力的作用，但仍要受到一

个力矩的作用。

对于原子中的电子轨道磁矩，我们有：

τ =
dL⃗
dt
= µ⃗l × B⃗ = − e

2me
L⃗ × B⃗ = ω⃗ × L⃗

其中

ω⃗ =
e

2me
B⃗ =

µB

ℏ
B⃗

在均匀磁场中力矩垂直于角动量，不改变角动量的大小，只改

变角动量的方向。角动量 L⃗ (从而轨道磁矩 µl) 绕磁场 B⃗ 以恒定的

角频率 ω 做拉莫尔进动

3.1.3 斯特恩-盖拉赫实验
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3.2 电子自旋和自旋——轨道相互作用

3.2.1 电子自旋

将电子看作一个带电的小球，原子中的电子除了围绕原子核

的轨道运动之外，还有自旋运动，相应的自旋角动量为 S⃗ , 与轨道

角动量类似，S⃗ 的平方值和 z 分量值分别有以下量子化关系

S⃗ 2 = s(s + 1)ℏ2

S z = msℏ

其中，s 是电子自旋角动量量子数，简称自旋量子数，ms 是与

自旋角动量

从氢原子的双分裂结果可以知道，自旋角动量的 z 分量只能

取两个值，即 2s + 1 = 2，由此得到电子自旋量子数 s 和磁量子数

ms 分别为：

s =
1
2
, ms = ±

1
2

电子的自旋旋磁比的大小为：

γs =
∥µsz∥
∥S z∥

=
µB

ℏ/2
=

e
me



3 电子自旋和原子能级的精细结构 25

电子的自旋磁矩 µs 和自旋角动量 S 以及他们的 z 分量之间存

在以下关系：

µs = −
e

me
S = −gs

µs

ℏ
S

µsz = −
e

me
S z = −gs

µs

m s

其中，gs = 2, 称做电子的自旋郎德 g 因子，它可以表示为；

gs =
∥µsz/µB∥
∥S z/ℏ∥

即以 µB 为单位的磁矩 z 分量与以 ℏ 为单位的角动量 z 分量

的比值，是一个无量纲的常数。

同理有 gl = 1 轨道磁矩也可以表示为：

µl = −
e

2me
= −gl

µB

ℏ
L

3.2.2 自旋——轨道相互作用

电子的轨道运动会在原子内部产生一个内磁场，引入自旋后，

电子具有的内禀自旋磁矩与原子内磁场的磁相互作用会引起能级

分裂，通常将这种相互作用称为自旋——轨道相互作用

在相对于电子静止的坐标系中，相当于原子核位于-r，以速

度-v 绕电子运动，构成一个电流环，电子就处在这个电流环产生

的磁场内

Be =
Ze

4πϵ0mec2r3 L⃗

则电子自旋磁矩 µs 在该磁场中具有取向势能

U = −µs · Be

于是我们得到：

U =
1

m2
ec2

Ze2

4πϵ0r3 S⃗ · L⃗
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上式是在相对电子静止的坐标系中导出的，需要更换到实验

室坐标系，1926 年托马斯给出了相应的洛伦兹变换，变换的结果

是上式乘一个 1
2 即：

U =
1

2m2
ec2

Ze2

4πϵ0r3 S⃗ · L⃗

其中

ξ(r) =
1

2m2
ec2

Ze2

4πϵ0r3

表示自旋——轨道耦合作用能系数

对于 l=0 的原子态，自旋——轨道耦合能等于 0，能级不分
裂。

对于 l , 0 的态，由于 s = 1
2 , S⃗ 相对于 L⃗ 有两个取向，平行于

L⃗ 时，S⃗ · L⃗ 为正值，反平行于 L⃗ 时，为负值，能级一分为二

3.2.3 总角动量

如果忽略自旋——轨道相互作用，则电子的自旋运动和轨道

运动彼此独立，自旋角动量和轨道角动量的大小以及他们的 z 分

量都不随时间改变，具有特定的取值。

但是，考虑自旋——轨道相互作用之后，电子的自旋磁矩在轨

道运动产生的内磁场 Be 中将受到一个力矩的作用，导致自旋角动

量 S 随时间改变，不再是个守恒量，有：

dS⃗
dt
= µ⃗s × B⃗e

即我们有：
dS⃗
dt
= ζ(r)L⃗ × S⃗

其中ζ(r) = Ze2/(4πϵ0m2
ec2r3), 同时，轨道角动量受到一个相反

的力矩，使得 L⃗ 也不再是守恒量，其随时间的变化率为：

dL⃗
dt
= ζ(r)S⃗ × L⃗
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引入电子的总角动量 J⃗, 即轨道角动量 L⃗ 和自旋角动量 S⃗ 的

矢量和，表示为

J⃗ = L⃗ + S⃗

J⃗ 的平方和 z 分量分别满足一般的角动量量子化关系

J⃗2 = j( j + 1)ℏ2

Jz = m jℏ

其中，j 是总角动量量子数，描述其大小；m j 是相应的磁量子

数，描述其 z 分量

L⃗和 S⃗ 受到的力矩都垂直于角动量矢量本身，则
L⃗ 和 S⃗以相同的角速度 ω = ζ(r)J⃗ 围绕 J⃗ 做拉莫尔
进洞，大小不变，方向不变
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3.2.4 角动量相加法则和原子多重态

已知体系角动量 J⃗1 和 J⃗2 的量子数 j1 和 j2, 总角动量量子数 j
的可能取值是什么？

对给定的 j1 和 j2, 总角动量量子数的可能取值为：

j = j1 + j2, j1 + j2 − 1, · · · , ∥ j1 − j2∥

对给定的量子数 l 和 s 的单电子原子，由此法则

可以确定总角动量量子数 j 的可能取值为：

j = l + s, l + s − 1, · · · , |l − s|

又 s = 1
2 , 所以：

j = l +
1
2
, |l − 1

2
|

3.3 氢原子能级的精细结构和超精细结构

3.3.1 自旋——轨道相互作用的修正

当 l=0 时，自旋——轨道相互作用的修正为 0
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当 l , 0,j 有两个取值, j = l ± 1
2 , 得到：

V(x) =


−En

α2Z2

n2
n

2(l+ 1
2 )(l+1)

, j = l + 1
2

+En
α2Z2

n2
n

2l(l+ 1
2 )
, j = l − 1

2

因此，自旋——轨道相互作用使得氢原子 l , 0 的能级产生分

裂，其中 j = l + 1
2 的能级上升， j = l − 1

2 的能级下降

3.3.2 电子动能的相对论修正

动能的相对论修正为：

∆ET = T − T0 = −
1
8

p4

m3
ec2 = −

T 2
o

2mec2

在类氢离子的本征态下，求其平均值, 我们得到：

∆ET = −En
α2Z2

n2 (
3
4
− n

l + 1
2

)

动能的相对论修正造成氢原子 (类氢离子) 能级的下降

3.3.3 势能的相对论修正

l , 0 ∆Ev = 0

l = 0 ∆Ev = −En
α2Z2

n

势能的相对论修正造成氢原子 (类氢离子) 能级的上升
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3.3.4 类氢原子的总的相对论修正
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最后我们得到。无论 l 是否为零，氢原子（类氢原子）精细结

构总的能量修正公式为：

∆E = ∆En j = −En
α2Z2

n2 (
3
4
− n

j + 1
2

)
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3.3.5 氢原子光谱的精细结构

原子对应的跃迁要满足如下的选择定则：

∆l = ±1 ∆ j = 0,±1

我们以氢原子光谱巴耳末系的 Hα 线为例讨论光谱的精细结

构，按照选择定则，Hα 线相应的精细结构跃迁如下图所示，允许

的跃迁有七个：
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3.3.6 兰姆移位

兰姆移位指的是：对于氢原子的 2s 和 2p 能级，他们之间的

能级并不吻合，而是存在一个能级差，其中 s 能级比 p 能级的高

0.035cm−1

兰姆移位主要发生在 j=1/2 时，当 j>1/2 时兰姆移位不明显

发生兰姆移位的因素:
1. 真空极化:
氢原子的原子核（即质子）就使真空极化，吸引一部分负电荷

靠近它，而将正电荷推离它。由于极化电荷的存在，质子的电场受

到屏蔽。在一定距离处观察质子, 它的有效电荷比原有值为小。距

离愈小, 有效电荷愈大。氢原子的 2S1/2 态电子距核较 2P1/2 态

的电子为近，感受到的质子有效电荷较大，因此修正的能级位置相

对要较低。
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2. 自能修正：电子与自身产生的电磁场作用

真空中有虚光子，电子不断发射和吸收虚光子，产生电磁场，

因而造成“零场强”的起伏，场强起伏的平均值虽然为零, 但它的均

方值不为零。这种场强起伏作用于原子中的电子上，使电子轨道发

生随机的抖动而产生能级的微小变化。

3. 自旋磁矩：

3.3.7 兰姆移位总结

3.4 氢原子能级的精细结构-超精细结构

3.4.1 原子核具有自旋角动量和相应的自旋磁矩

原子核的自旋会产生角动量 I：其满足量子化关系：

I = i(i + 1)ℏ2

其中 i 是核自旋角动量量子数。
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自旋角动量为 I 的带正电荷的原子核具有相应的磁矩

µl =
glµnI
ℏ

其中 µn = eℏ/2Mp, 称为核磁子。Mp 为质子的质量，gl 为原子核的

g 因子。

波尔磁子 µB = eℏ/2me, 显然有：µn/µB=me/mp = 1/1837

核磁子大约是波尔磁子的 1/2000

3.4.2 原子核具有电四磁矩

3.4.3 原子核的自旋运动和电子运动相互作用

经过量子力学计算我们可以得到：

∆E =
a
2

[F(F + 1) − J(J + 1) − I(I + 1)]

其中 F 为 I 和 J 的耦合，即 F 从 I+J 取到 ∥I − J∥

对于氢原子或者类氢原子，我们可以计算得到：

a = −2gI(
me

MP
)
α2Z

n
En

1
j( j + 1)(2l + 1)
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3.5 碱金属原子的能级和光谱

3.5.1 碱金属原子的能级及量子数亏损

碱金属原子的能级与氢原子相似，价电子的状态同样可以用

量子数 n,l,m 进行描述，基态为 ns 态

对于锂钠钾铷铯，基态的 n 分别等于 2，3，4，5，6，7
原子实和氢原子的原子核不同，平均而言，价电子感受到的有

效核电荷数不再是 1，而是一个大于 1 的值, 设为 Z∗, 按照单电子

的图像，可以将价电子的能量写为：

En = −
1
2
µα2c2 Z∗2

n2

其中 µ 为电子和原子核的约化质量

由于有效核电荷数 Z∗ 大于 1，能量应该比相同主量子数的氢

原子能量低，我们把由此引起的能量降低称为轨道贯穿效应

主量子数 n 相同，轨道量子数 l 小的电子，出现在原子核附

近的概率大，感受到的有效核电荷数也就越大，即：

Z∗ns > Z∗np > Z∗nd > · · ·

则价电子的能量可表述为：

Enl = −
1
2
µα2c2 Z∗nl

2

n2 = −
1
2
µα2c2 1

n∗2

其中，n∗ = n/Z∗nl，又 Z∗nl > 1, 所以 n∗ < n, 可以令 n∗ = n−∆nl

则上式改写为：

Enl = −
1
2
µα2c2 1

n − ∆nl
2 = −

Rhc
n − ∆nl

2

l 大的价电子出现在原子核附近的概率小，贯穿弱，量子数亏

损 ∆nl 就小；反之，l 小的价电子出现在原子核附近的概率大，贯

穿强，量子数亏损 ∆nl 就大。
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钠原子能级的量子数亏损 ∆nl

锂原子和钠原子的能级图

3.5.2 关于 ∆nl 的总结

1. 对于同一个原子，l 越大，∆nl 越小
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2. 对于同一个原子，n 越大，∆nl 越小

3. 对于不同原子，原子序数越大，∆nl 越大

3.6 碱金属原子的光谱

原子偶跃迁的选择定则为：∆l = ±1,∆ j = 0,±1

3.6.1 主线系：np→ 3s

则谱线相应的波数为：ṽn =
R

(3−∆s)2 − R
(n−∆p)2 ,n=3,4,5· · ·

3.6.2 漫线系 (第一辅线系)：nd → 3p

则谱线相应的波数为：ṽn =
R

(3−∆p)2 − R
(n−∆d)2 ,n=3,4,5· · ·

3.6.3 锐线系 (第二辅线系)：ns→ 3p

则谱线相应的波数为：ṽn =
R

(3−∆p)2 − R
(n−∆s)2 ,n=4,5,6· · ·

3.6.4 基线系：n f → 3d

则谱线相应的波数为：ṽn =
R

(3−∆d)2 − R
(n−∆ f )2 ,n=4,5,6· · ·

3.7 碱金属原子能级的精细结构

碱金属原子能级的精细结构分裂主要是自旋-轨道相互作用：
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对于 l=0 的 S 态，能级没有精细结构分裂；对于 l , 0 的态，

由于价电子的自旋量子数 s = 1/2, 其总角动量量子数 j = l ± 1/2,
能量的修正值为：

j=l+1/2 的能级上移，j=l-1/2 的能级下移，能级间的裂距为：

3.8 外场中原子

原子中：电子具有轨道磁矩 µl 和自旋磁矩 µs

原子核具有自旋磁矩 µI

原子的总磁矩：µ = µl + µs + µI ≈ µl + µs

µ⃗ = µl + µs = −
µB

ℏ
(glL⃗ + gsS⃗ )

由于 gs = 2 和 gl=1, 原子的总磁矩也可以写为：

µ⃗ = −µB

ℏ
(L⃗ + 2S⃗ )

原子磁矩在外磁场 B 中具有取向势能：

U = −µ⃗ · B⃗ = −µB

ℏ
(L⃗ + 2S⃗ ) · B⃗

外加磁场的强弱是相对内磁场而言的，内磁场大小的数量级

在 0.1～100T
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3.8.1 弱磁场的情况

有 j⃗ = L⃗ + S⃗ , 则 µ⃗ == µB
ℏ

(J⃗ + S⃗ )

将 µ⃗ 分解为两个分量，一个平行于 J⃗ 的分量，记作 µ j, 另一

个垂直于 J⃗ 的分量，可以证明垂直分量的平均值为零。

经过一些复杂的计算，我们最后得到：

µ j = −
µB

ℏ
[1 +

j( j + 1) + s(s + 1) − l(l + 1)
2 j( j + 1)

]J = −g j
µB

ℏ
J

其中

g j = 1 +
j( j + 1) + s(s + 1) − l(l + 1)

2 j( j + 1)
显然，原子的有效磁矩 µ j 是守恒量，其大小和 z 分量分别为：

µ j = g j

√
j( j + 1)µB

µ jz = −g jm jµB m j = ± j,±( j − 1), · · ·

则能级的间隔为：

∆E = glµBB

在没有外磁场时，精细结构谱线的频率 v0 满足：v0 = (E2 − E1)/h,
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加外磁场后两个能级会发生分裂，分裂后的能量为：

E′2 = E2 + m2g2µBB, E′1 = E1 + m1glµBB

光谱线的频率变为：

v = v0 +
µBB

h
(m2g2 − m1g1)

用波数表示为：

ṽ = ṽ0 + (m2g2 − m1g1)A

式中：

A =
µBB
hc
=

eB
4πmeC

称为洛伦兹单位。当 B=1T 时，A = 0.466cm−1

3.8.2 强磁场的情况

当外磁场远大于原子内部磁场时 (外磁场 B > Z4T ), 这是原子

与外磁场的磁相互作用时主要的，先忽略自旋——轨道相互作用，

则轨道角动量 L 和自旋角动量 S 都为守恒量

对于磁能级，产生光谱线的电偶极跃迁需要服从的磁量子数

的选择定则；

∆ms = 0. ∆ml = 0,±1

在强磁场下，能量 E2 和 E1 会进行分裂，能量分别为：

E′1 = E1 + (ml1 + 2ms1)µBB

E′2 = E2 + (ml2 + 2ms2)µBB
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谱线的频率变为：

ν =
E′2 − E′1

h
= ν0 +

2µBB
h
∆ms +

µBB
h
∆ml

当我用选择定则 ∆ms = 0, 则原式可以表示为：

ν = ν0 +
µBB

h
∆ml

也可以用波数表示为：

此时再考率自旋轨道相互作用，这种修正对 l=0 的 S 态为 0，
量子力学的计算结果为：

∆Els = ξnlmlms, l , 0
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3.8.3 塞曼谱线的偏振特性

∆m = ±1 的跃迁对应 xy 平面内的电偶极震荡，称为 σ 偏振态

∆m = 0 的跃迁对应 z 方向的电偶极震荡，称为 π 偏振

∆m = −1 时，光子具有正螺旋性，即 σ+ 偏振，∆m = +1 时，

光子具有负螺旋性，即 σ− 偏振。
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4 多电子原子的能级和光谱

4.1 氦原子的光谱与能级

4.1.1 有两套能级，一套能级时单重机构，另一套能级是三重结构的

4.1.2 三重态的能级比相应的单重态的能级低

4.1.3 n=1 的原子态不存在三重态

4.2 泡利不相容原理和交换效应

4.2.1 全同性原理和波函数的交换对称性

微观粒子如电子，质子，中子，光子等具有静止质量，电荷，

自旋，磁矩等固有属性，这些属性不受外界作用的影响，故称为粒

子的内禀属性。

内禀属性都相同的微观粒子称为全同粒子
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对于两个全同粒子，在波函数重叠的区域，本质上无法分辨它

们。全同粒子的这种不可分辨性使得在全同粒子组成的体系中，交

换任意两个粒子不会引起体系物理状态的变化，这称为全同性原

理。

4.2.2 泡利不相容原理

泡利认为在多电子原子中，不能有任何两个电子处于完全相

同的状态。

为了解释实验现象，波尔引入了第四个量子数，即自旋量子数

ms. 泡利不相容原理的另一种表述为：原子中不能有任何两个电子

具有完全相同的四个量子数 (n, l,ml,ms)。
泡利不相容原理的实质：费米子体系的波函数一定是交换反

对称的

4.3 两个电子的自旋波函数

单个电子的自旋状态：s = 1/2; ms = ±1/2

单电子的自旋波函数：自旋朝上的 ms = +1/2 的态：σ+

自旋朝下的 ms = −1/2 的态：σ−
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4.3.1 氦原子的波函数与交换效应

氦原子的总波函数可以写成空间以及自旋波函数的乘积，即：

ψ(q1, q2) = u(r1, r2)χ(s1, s2) (6)

其中 u(r1, r2) 是两个电子的空间波函数，χ(s1, s2) 是两个电子

的自旋波函数。泡利不相容原理说总波函数应该满足交换反对称

性，则二者一个为对称另一个为反对称

体系总空间波函数 u(r1, r2) = un1l1ml1(r1)un2l2ml2(r2), 即体系的空

间波函数取决于 n,l,m
1. 氦原子基态：两个电子都处在能量最低的 1s 态，电子组态

记为 1s2. 此时两个电子的三个量子数均相同，即 n=1,l=0,ml=0,
此时的空间波函数只能是交换对称的，则自旋波函数只能是交换

反对称的，即氦原子基态只存在自旋反平行的单重态。

基态的能量未经修正为：Eg = 4E0 = −108.8ev, 未经修正的电

离能 I.P. = 54.4ev 而电子间库伦斥力修正 ∆E = 5
8( e2

4πϵ0a0
)Z, 对于氦

原子 ∆E = 34ev

则修正后的基态能量为 Eg = −74.8ev, 修正后的电离能为

I.P. = 20.4ev

2. 氦原子激发态氦原子的激发态是指一个电子处在 1s 态，另

一个电子处在 nl 态的单电子激发态，电子组态表示为 1snl
忽略库伦斥力势能的氦原子空间波数为交换对称或交换反对

称，体系的总能量为 E1snl = −54.4ev− 1
2mec2α2 22

n2 ，交换对称的能量

和交换反对称的能量是简并的，称为交换简并。

现在考虑两个电子库伦斥力势能的修正，对于空间交换对称

态好交换反对称态，其平均值为：

∆Es = C + J ∆EA = C − J (7)

对于交换对称的空间波函数，自旋波函数一定是交换反对称

的单重态，此时氦原子的能量为：Es = En1 + En2 +C + J
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而对于交换反对称的空间波函数，自旋波函数一定是交换对

称的三重态，此时氦原子的能量为：EA = En1 + En2 +C − J

考虑了两个电子之间的库伦斥力修正以后，能级按照单重态

和三重态进行分裂，并且三重态的能级低于单重态的能级

交换能 J 造成了能级按照单重态和三重态进行分裂，这种效

应称为交换效应

4.4 多电子原子的电子组态和壳层结构

4.4.1 多电子原子的中心力场近似和电子组态

单电子的能量与氢原子不完全相同，不仅与主量子数 n 有关，

而且与轨道量子数 l 有关。这是因为，对其中一个电子而言，其他

N-1 个电子的平均场对原子核有一定的屏蔽作用

则有效电荷核数 Z∗ 和该电子的状态量子数 n,l 有关，记为 Z∗nl,
且有 1 < Z∗nl < Z, 则单电子的能量可以表示为：

Enl = −1
2

mec2α2 Z∗nl

n2

通常用小写字母 s, p, d, f , · · · 表示单个电子 l = 0, 1, 2, 3, · · · 的
状态，用各电子状态量子数 n,l 合起来表示原子的电子组态。例如，

氦原子基态的两个电子都处在 1s 态，所以电子组态 1s1s, 或 1s2

4.4.2 原子的壳层结构和元素周期律

1. 原子的壳层结构：通常把具有相同量子数 n,l 的电子称为同

一支壳层，用小写字母 s, p, d, f , · · · 表示 l = 0, 1, 2, 3, · · · 的支壳层。

在中心力场近似下单电子的状态由四个量子数 (n, l,ml,ms) 描述。

n,l 相同而 ml,ms 不同的可能状态数为 2(2l+ 1), 每一个支壳层

可以容纳的最大电子数为：

Nl = 2(2l + 1)



4 多电子原子的能级和光谱 50

具有相同量子数 n 的不同支壳层 (l 不同) 具有粗略相同的能

量，通常称其为属于同一壳层。通常用大写字母 K,L,M,N,O,P· · · ,
表示 n=1,2,3,4,5,6,· · · 的壳层。当 n 一定时，l 可以有 n 个取值，

因此每一个壳层可以容纳的最大电子数目为：

Nn = Σ
n−1
l=0 2(2l + 1) = 2n2

2. 基态原子的核外电子分布
决定基态原子的核外电子分布的原则有两条，其一是泡利不

相容原理，它决定了各壳层，支壳层可以容纳的最大电子数目；其

二是能量最低原则，按照壳层能量的高低，电子由低到高依次排

布，使得原子能量最低。

核外电子依次填充支壳层的次序可以用一个经验规律来描述：

(1) 按照 n+l 值增大的次序填充 (2) 当 n+l 值相同时，按照 n 增

大的次序填充。

3. 元素周期律、

硼的核电荷数比铍增加了 1，但 2p 电子的轨道贯穿较弱，有

效核电荷数比铍小，因而电离能比铍小。

到了氧原子，2p 上多出一个电子，它的 ml 必定与原子的三个

电子中的一个相同，受泡利原理的限制，它的自旋一定与原来的三

个电子相反，而自旋反平行的电子趋于靠近，使能量增大，因此电

离能减少。

4.4.3 电子组态能级的简并度

1. 不同电子的电子组态
考察 ν 个电子的电子组态，如果这 ν 个电子的 n,l 均不相同，

则该电子组态可能的状态数，即组态能级的简并度为：

G = Πνl=12(2li + 1)

2. 等效电子
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我们把处在同一支壳层，具有相同的 n,l 值的电子称为等效电

子。如果 ν 个电子是等效电子，电子组态是 (nl)v

一般而言，对于等效电子组态 (nl)v, 可能的状态数，即组态能

级的简并度为组合数：

G = Cv
2(2l+1)

对于氦原子的激发态电子组态 1s2s，简单计算得到 G = 4, 但

如果是氦原子的基态组态 1s2, 则 G = C2
2 = 1

4.5 多电子原子的原子态和能级

第一个重要的修正为剩余静电势修正，它是电子-电子间的静

电斥力势能去除球对称平均场后剩余的部分；另一个比较重要的

修正是自旋-轨道相互作用

4.5.1 LS 耦合

剩余静电势远大于自旋-轨道相互作用的情形称为罗素-桑德

尓斯耦合，即 LS 耦合

1. 剩余静电势引起的电子组态分裂
由于剩余静电势的存在，每个价电子受到其他电子非中心力

的作用，从而也受到一个力矩的作用，单个电子的轨道角动量不再

守恒

各个电子轨道角动量耦合成的总轨道角动量 L 是守恒的。

L = Σνl=1li

总轨道角动量的平方 L2 及其 z 分量 Lz 的本征值分别为：

L2 = L(L + 1)ℏ2

Lz = MLℏ Ml = ±L,±L − 1, · · · , 0

其中,L 是总轨道角动量量子数，ML 是相应的磁量子数，L 和

ML 是好量子数
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同样，各个电子的自旋角动量耦合成的总自旋角动量 S 也是

一个守恒量；

S = Σνs=1si

总轨道角动量的平方 S 2 及其 z 分量 S z 的本征值分别为：

S 2 = S (S + 1)ℏ2

S z = MSℏ Ms = ±S ,±S − 1, · · · , 0

给定 L，S 值的能级对 Ml 和 Ms 仍然是简并的，简并度为：

(2L+1)(2S+1).
在光谱学中将这简并的 (2L+1)(2S+1) 个态的集合称为原子

多重态，计作 2S+1L,2S+1 称为谱项的多重数。用大写字母 S，P，

D，F，等表示 L=0,1,2,· · · 的状态

2. 多重态能级的精细结构
由于自旋-轨道相互作用，内磁场的力矩使得 L 和 S 不再是守

恒量，Ml 和 Ms 不再是好量子数，但由于外力矩为 0，原子的总角

动量 J 是守恒量。

J = L + S

总轨道角动量的平方 J2 及其 z 分量 Jz 的本征值分别为：

J2 = J(J + 1)ℏ2

Jz = M jℏ

其中总轨道角动量量子数 J 和相应的磁量子数 M j 是好量子

数：

J = L + S , L + S − 1, · · · ∥L − S ∥

M j = ±J,±J − 1 · · · 0

对于 2S+1L 原子，其分裂为 2min(L,S)+1 个精细能级结构
郎德间隔定则:
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精细结构修正：

∆E j =
ℏ2

2
ξ(L, S )[J(J + 1) − L(L + 1) − S (S + 1)]

同一多重态相邻能级之间的间隔为：

E j − E j−1 = ℏ
2ξ(L, S )J

4. 等效电子组态的原子多重态
对于只有两个等效电子的组态 (nl)2,L+S 必须为偶数。原因是：

泡利不相容原理要求多电子体系的波函数必须是交换反对称的。

对于满支壳层电子组态 (nl)2(2l+1)，对于满支壳层的等效电子组

态 (nl)v 和 (nl)2(2l+1)−v, 它们具有相同的原子态谱项。

例如，2p4 和 2p2 有相同的多重态 3P0,1,2,
1 D2, 1S

0

对于包含一组或若干组等效电子的电子组态，先要确定每组

等效电子的谱项，总的谱项再由不同的谱项耦合得到。

4.5.2 jj 耦合

下面讨论另一种极端的情形，即自旋-轨道相互作用远大于剩

余静电势的情形。

首先忽略剩余静电势，只考虑自旋-轨道相互作用，这时原子

的总角动量 j⃗ = m⃗ + s⃗ 是守恒量。用量子数 (n, l, j,m j) 来描述这个

电子的状态。

单电子的自旋-轨道相互作用能为：

∆Enili ji =
ℏ2

2
ξ(ni, li)[ j( j + 1) − l(l + 1) − 3

4
]

总的自旋-轨道相互作用引起的能量修正：

∆E = Σv
i=1∆Enili ji

显然，电子组态能级的简并部分将部分撤除，能级按照 ji 的

不同组合产生分裂，其中最小的 ji 的组合能级最低。对于 v 个电

子的组态，通常用 ( j1, j2, · · · , jv) 表示在 jj 耦合下的原子多重态。
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在此基础上，进一步考虑剩余静电势的作用。此时单电子的 j
不再是守恒量，原子的总角动量 J 是守恒量, 能级按照总角动量 J
进一步分裂，相应的原子态用 ( j1, j2, · · · , jv) j 来表示。

LS 耦合和 jj 耦合是两种极端的情况，由此可见，原子的基态

和轻元素的低激发态通常采用 LS 耦合，而 jj 耦合一般出现在重

元素的原子或者某些高激发态中。

4.5.3 洪特定则与原子基态

1925 年，洪特提出了一个经验法则，用以确定在典型的 LS耦
合下，给定电子组态的所有可能原子态的的能量次序，称为洪特定

则：

1. 能量最低的原子态必定具有泡利原理所允许的最大 S 值

2. 在 S 值相同的状态中，L 值最大的态能量最低

3. 对等效电子组态 (nl)v, 当 v<2l+1, 即不到半满支壳层的情

形，一个多重态中 J 值最小的状态能量最低，而在 v>2l+1 时，一

个多重态中 J 值最大的状态能量最低
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4.5.4 外磁场中的多电子原子能级分裂

在外磁场中，原子磁矩的取向势能将引起原子能级的进一步

分裂, 对 M j 的简并也会撤除

与单电子原子类似，多电子原子的总有效磁矩可以表示为：

µ j = g j
µB

ℏ
J⃗

其中 g j 是郎德因子，如果原子能级是 LS 耦合，则有：

g j = 1 +
j( j + 1) + s(s + 1) − l(L + 1)

2 j( j + 1)

于是，外磁场引起的能量变化即塞曼分裂为：

∆E = M jg jµBB

4.5.5 选择定则和多电子原子的光谱

拉波特定则：跃迁只允许在宇称相反的态之间发生

一般情况，原子光谱只涉及单电子的跃迁，即跃迁只涉及一个

电子 n 和 l 的改变，则该选择定则可简化为：

∆l = ±1

除了普遍满足的拉波特定则之外，对 LS 耦合和 jj 耦合下的

能级，还有其他的选择定则
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4.6 原子的内层能级和特征 X 射线

4.6.1 X 射线发射谱

1. 连续谱：轫致辐射。

当 X 射线管上所加的电压一定时，连续谱存在一个最短波长

λmin, 其数值和靶材料无关。事实上，我们有：

λmin =
hc
eU

2. 特征谱

当加速电压大于一定值时，在连续谱上出现了分立的线谱，其

波长与加速电压无关，只与靶材料有关，因此称为特征谱

对于 Kα 线，莫塞莱给出的经验公式为：

v̄k = R(Z − 1)2(
1
12 −

1
22 )
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对于 Lα 线，莫塞莱给出的经验公式为：

v̄l = R(Z − 7.4)2(
1
22 −

1
32 )

对照类氢原子的光谱公式，KαX 射线对应的是电子由 n=2 态

向 n=1 态的跃迁，但由于泡利原理，只有在 n=1 壳层出现空位

时，这种跃迁才能发生。由于 n=1 壳层中剩余的一个电子的屏蔽，

跃迁电子感受的有效核电荷数是 Z-1, 所以在上式中，用 (Z − 1)2

代替了类氢原子光谱公式中的 Z2, 而 LαX 射线则是当 n=2 壳层出

现空位时，n=3 的电子向 n=2 跃迁发出的，此时的有效电荷只有

Z-7.4。

4.6.2 俄歇电子能谱和荧光产额

原子内壳层出现空位形成的电离态是激发态，一种途径是通

过辐射特征 X 射线，也可以通过另外一种不辐射 X 射线的过程退

激发：外层电子填补空位释放的能量使另一个外层电子电离。

这一现象称为俄歇效应，也称作内光电效应，发射的电子称为

俄歇电子。

5 分子结构和分子光谱

5.1 分子能级结构和光谱概述

5.1.1 价电子的能量估算

取 r0 = 0.1nm, 可以得到价电子的能量范围为 1～10ev

5.1.2 核振动

设电子通过作用力 F 束缚于分子，则原子核受到大小相等方

向相反的力。设这个力是简谐力，力常数为 k。
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核振动的能量大约为：Ev = 10−1 10−2ev

5.1.3 核转动

核振动的能量大约为：Ev = 10−3 10−4ev

5.1.4 分子光谱

1. 纯转动光谱：

只在转动能级间跃迁而没有电子能级和振动能级的跃迁，所

产生的光谱在远红外和微波区域，波长为毫米或厘米的数量级。

2. 纯振动光谱或振转光谱

如果分子在振动能级间跃迁而没有电子能级的跃迁，所产生

的光谱在近红外区域，波长为几微米的数量级。

3. 分子光谱带系

如果分子在电子能级之间发生跃迁，所产生的光谱一般在可

见和紫外区域。电子能级的跃迁必然伴随转动和振动能级的跃迁，

分子光谱形成光谱带系。

5.2 分子的化学键

组成分子或晶体的相邻原子之间有相互吸引作用，这种相互

作用称为化学键。参与化学键的主要是原子的价电子。根据性质的

不同，化学键主要有离子键、共价键和金属键。
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5.2.1 共价键

原子通过共用价电子获得惰性原子的电子组态

我们介绍共价键时以最简单的 H+2 分子离子为例来进行说明

在一般情况下，H+2 基态电子波函数与两个氢原子的基态波函

数均不相同，可以用它们的线性组合来近似，这个近似称为原子轨

道的线性组合近似。

5.2.2 离子键

原子通过转移电子获得惰性原子的电子组态

电子亲和势：基态的中性原子俘获一个电子成为一价负离子

而释放出的能量，亲和势越大表示原子获得电子的倾向越强。

当两个离子靠的很近时，两个离子的电子波函数将会重叠，产

生很强的斥力，这种斥力的本质不只是简单的电子之间静电库伦

斥力，还有源自泡利不相容的相互作用力，这种斥力称为泡利斥力

(简并力)
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上式中 α 主要与粒子间的库伦斥力有关，称为库伦积分，β 称

为交换积分，S 称为重叠积分。

上式中下标 g 和 u 表示波函数 ψ 关于两个质子连线中点的空

间反演对称性，即宇称，偶宇称用下标 g 表示；奇宇称用下标 u 表
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示。

其中 ψg 是成键轨道，ψu 是反键轨道
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5.3 双原子分子的能级和光谱

5.3.1 波恩-奥本海默近似

在波恩-奥本海默近似下，考虑到核运动速度远小于电子的运

动速度，将电子运动和核运动分开处理。

5.3.2 双原子分子的转动能级和转动光谱

设双原子分子中两个原子核的质量分别为 ma,mb,R0 为平衡核

间距，两个原子核到质心的距离分别为 ra, rb, 则刚性转子的转动惯

量：

I = mar2
a + mbr2

b = µR2
o

其中 µ = mamb/(ma +mb) 是两个原子核的折合质量。按照经典

力学，转子的转动能 Er 为：

Er =
1
2

Iω2 =
L2

2I

而角动量的本征值即角动量平方的大小为：

L2 = λℏ2 = J(J + 1)ℏ2 J = 0, 1, 2, 3 · · ·

于是有转动能：

Er = EJ =
ℏ2

2I
J(J + 1) J = 0, 1, 2, 3 · · ·

J 称为转动量子数，可见分子转动能也是量子化的。相邻两个

转动能级之间的间隔是：

∆E j = E j − EJ−1 =
ℏ2

2I
[J(J + 1) − (J − 1)J] =

ℏ2

I
J

纯振动光谱只存在于极性分子中

纯转动的电偶极跃迁的选择定则是：

∆J = ±1,∆MJ = 0,±1
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可见转动只能在相邻的能级之间跃迁，相应谱线的波数为：

v̂J =
EJ − EJ−1

hc
= 2BJ

在上式中，B = ℏ
4πIc =

ℏ
4πµR2

0c 称为转动常数

例如，J = 1← J = 0 谱线的波数为 2B。在分子光谱中，通常

约定跃迁的写法，高能态写在前面，低能态写在后面，”← ” 表示

吸收，”→ ” 表示发射

室温下分子的热运动能量远大于转动能级的间隔，因此室温

下有很多分子处于各个转动激发态，在有大量分子存在的热平衡

系统中，初态为不同转动量子态的谱线均存在，最强的谱线也不是

J = 1← J = 0

5.3.3 离心畸变修正

远红外光谱数据显示，谱线间隔虽然大致相等，基本符合刚性

转子模型，谱线间隔随量子数 J 的增大逐步缩小

如图所示，在 R0 处有一个极小值，在偏离平衡位置不太大的

情况下，势能曲线可以用抛物线来近似表示，原子核之间近似受到
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一个弹性力的作用：

f = −k(R − R0)

通过平衡时离心力与弹性力相等，我们得到转动能量的修正

表达式：

EJ = hc[BJ(J + 1) − DJ2(J + 1)2]

在上式中，B = ℏ
4πµR2

0c , 即转动常数；D = ℏ3

4πkµ2R6
0c

相邻谱线之间的间隔为：

∆v̂ = v̂J − v̂J−1 = 2B − 4D(3J2 − 3J + 1)

5.3.4 双原子分子的振动能级和振动光谱

原子核之间的力近似为弹性力，相应的弹性势能为：

U(R) =
1
2

k(R − R0)2 =
1
2

kx2

按照经典力学，谐振子的振动频率为：

v0 =
1

2π

√
k
µ

于是得到振动本征能量的表达式：

Ev = (v +
1
2

)hv0, v = 0, 1, 2 · · ·

v 称为振动量子数, 则有简谐振动的能量也是量子化的，间距

为 hv0; 同时存在振动零点能，为 hv0/2

在谐振子模型下，振动的电偶极跃迁选择定则为 ∆v = ±1

可见只有相邻的振动能级之间才可以发生电偶极跃迁，相应

谱线的波数为：

v̂ =
Ev − Ev−1

hc
=

v0

c
= v̂0
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5.3.5 振动的非谐性修正

考虑高次修正，势能的表达式：

U(x) =
1
2

kx2 + βx3

量子力学的计算给出这种非简谐振动的能量为：

Ev = hv0(v +
1
2

) − hv0η(v +
1
2

)2, v = 0, 1, 2, 3

上式中，η 称为非谐性常数，其值远小于 1。因此，振动能级

不再是等间隔的，能级间隔随振动量子数 v 增大而逐渐减少。

考察 (v′, j′)← (v, j) 的跃迁，不考虑离心畸变，则产生的谱线

的波数为：

v̂ =
1
hc

[(Ev′ + E f ′) − (Ev + E f )] = v̂(v′ ← v) + B′J′(J′ + 1) − BJ(J + 1)

同一电子态的低振动态 B’ 和 B 相差甚小，可认为 B′ ≈ B, 振

动光谱的转动量子数的选择定则与纯转动光谱的相同，即 ∆J = ±1

对应 ∆J = +1, 即 J′ = J + 1, 得到一系列谱线，其波数比 v̂ 大，

称为 R 支，其波数为：

v̂ = v̂ + 2B(J + 1)
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对应 ∆J = −1, 即 J′ = J − 1, 得到一系列谱线，其波数比 v̂ 小，

称为 P 支，其波数为：

v̂ = v̂ − 2BJ

由于 ∆J = 0 是禁戒的，所以谱带的 v̂ 处是空的，v̂ 称为谱带

的基线，也称为” 带心“或”带源“。

5.3.6 双原子分子的电子结构

利用 LCGO 近似，将分子轨道表示为原子轨道的线性组合：

ψ = caua + cbub

而对于异核的双原子分子，则通常 c2
a , c2

b, 原子轨道 ua 和 ub

的能量分别为 Ea 和 Eb, 并设 Ea < Eb, 则成键轨道和反键轨道的能

量分别为：

E1 ≈ Ea − h, E2 ≈ Eb + h

共价键的条件：

1. 能量相近 2. 最大重叠 3. 对称性匹配

作用在电子上的力矩在对称轴方向上的投影为零，角动量在

对称轴上的分量是守恒量。
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