
一、（10 分）如下图所示，质量为𝑚𝑚的薄板挂在弹簧的下端，若空气的阻力可以不计，在空

气中的振动周期为𝑇𝑇1，在某液体中的振动周期为𝑇𝑇2，液体的阻力可表示为−2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂，其中𝜂𝜂为

薄板的面积，𝜂𝜂为速度，𝜂𝜂为液体的黏度，试证𝜂𝜂 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝐴𝐴𝑇𝑇1𝑇𝑇2

∙ �𝑇𝑇22 − 𝑇𝑇12。 

证明：由题意，在液体中薄板的振动方程为 

𝑚𝑚�̈�𝑥 = −𝑘𝑘𝑥𝑥 − 2𝜂𝜂𝜂𝜂�̇�𝑥 
   与阻尼振动的标准运动方程 

�̈�𝑥 + 2𝛽𝛽�̇�𝑥 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

   进行对比，可以得到 

𝛽𝛽 =
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑚𝑚

 

   而薄板在空气中振动周期为𝑇𝑇1，知 

𝑇𝑇1 =
2𝜋𝜋
𝜔𝜔0

 

   又对阻尼振动有𝜔𝜔d = �𝜔𝜔02 − 𝛽𝛽2 
   其周期为 

𝑇𝑇2 =
2𝜋𝜋

�𝜔𝜔02 − 𝛽𝛽2
 

   即 

𝜔𝜔0
2 − 𝛽𝛽2 =

4𝜋𝜋2

𝑇𝑇22
 

   代入 

𝜔𝜔0 =
2𝜋𝜋
𝑇𝑇1

 

   知 

4𝜋𝜋2

𝑇𝑇12
−

4𝜋𝜋2

𝑇𝑇22
=
𝜂𝜂2𝜂𝜂2

𝑚𝑚2  

   从而 

𝜂𝜂 =
2𝜋𝜋𝑚𝑚
𝜂𝜂 �

1
𝑇𝑇12

−
1
𝑇𝑇22

 

                                                                           =
2𝜋𝜋𝑚𝑚
𝜂𝜂𝑇𝑇1𝑇𝑇2

�𝑇𝑇22 − 𝑇𝑇12 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



二、（20 分）如下图所示，两根相同的弹簧与物体𝑀𝑀连接后放在光滑的水平面上，弹簧的另

一端分别固定在墙上，两弹簧均处于自然长度。现令𝑀𝑀沿着水平方向振动，当𝑀𝑀运动至中点

时，将一质量为𝑚𝑚的质点快速粘在𝑀𝑀上（设粘上𝑀𝑀前，𝑚𝑚的速度为零）。 
1. （10 分）试求𝑚𝑚粘上𝑀𝑀之前和之后两种情况下振动系统的角频率比和振幅比； 
2. （10 分）如果在𝑀𝑀运动至最大位移时，将𝑚𝑚快速粘在𝑀𝑀上，求振动系统的角频率比和振

幅比。 

1.  解：以中点O为坐标原点，当𝑀𝑀偏离O点𝑥𝑥时， 

  受力为 

𝑓𝑓 = −2𝑘𝑘𝑥𝑥 
  由牛顿第二定律 

𝑀𝑀�̈�𝑥 = −2𝑘𝑘𝑥𝑥 
  则初始的角频率为 

𝜔𝜔0 = �2𝑘𝑘
𝑀𝑀

 

  当𝑚𝑚粘在𝑀𝑀上后，弹簧振子的质量为𝑀𝑀 +𝑚𝑚，所以角频率变为 

𝜔𝜔1 = � 2𝑘𝑘
𝑀𝑀 + 𝑚𝑚

 

  从而 

𝜔𝜔0

𝜔𝜔1
= �𝑀𝑀 + 𝑚𝑚

𝑀𝑀
 

  设𝑚𝑚粘在𝑀𝑀之前，振幅为𝜂𝜂0，𝑀𝑀通过平衡位置中点O时的速度为𝜂𝜂0，则 

1
2
𝑀𝑀𝜂𝜂02 = 2 ∙

1
2
𝑘𝑘𝜂𝜂02 

  所以有𝜂𝜂0 = 𝜂𝜂0𝜔𝜔0，即 

𝜂𝜂0 =
𝜂𝜂0
𝜔𝜔0

 

  在𝑚𝑚和𝑀𝑀粘接过程中，𝑀𝑀 +𝑚𝑚系统水平方向动量守恒，则 

𝑀𝑀𝜂𝜂0 = (𝑀𝑀 + 𝑚𝑚)𝜂𝜂1 
  由能量守恒 

1
2

(𝑀𝑀 + 𝑚𝑚)𝜂𝜂12 = 2 ∙
1
2
𝑘𝑘𝜂𝜂12 

  所以有𝜂𝜂1 = 𝜂𝜂1𝜔𝜔1，所以 

𝜂𝜂1 =
𝜂𝜂1
𝜔𝜔1

 

  因此 

𝜂𝜂0
𝜂𝜂1

=
𝜂𝜂0
𝜂𝜂1
𝜔𝜔1
𝜔𝜔0

=
𝑀𝑀 + 𝑚𝑚
𝑀𝑀

� 𝑀𝑀
𝑀𝑀 + 𝑚𝑚

= �𝑀𝑀 + 𝑚𝑚
𝑀𝑀

 

 

 

 



2.  解：类似第一问，初始的角频率为 

𝜔𝜔0 = �2𝑘𝑘
𝑀𝑀

 

  当𝑚𝑚粘在𝑀𝑀上后，弹簧振子的质量为𝑀𝑀 +𝑚𝑚，所以角频率变为 

𝜔𝜔2 = � 2𝑘𝑘
𝑀𝑀 + 𝑚𝑚

 

  从而 

𝜔𝜔0

𝜔𝜔2
= �𝑀𝑀 + 𝑚𝑚

𝑀𝑀
 

  当 M运动至最大位移处时，𝑚𝑚粘在𝑀𝑀上 

由水平方向动量守恒知，共同速度为𝜂𝜂2 = 0，因此振幅不变，即 

𝜂𝜂0
𝜂𝜂2

= 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



三、（15 分）一质量为42 u的静止粒子衰变为两个碎片，其一静质量为20 u，速率为0.25𝑐𝑐，
求另一的动量、能量和静质量。（光速𝑐𝑐 = 3.0 × 108  m s⁄ ，原子质量单位1 u = 1.66 × 10−27 kg） 
解：原静止粒子的静质量为𝑀𝑀 = 42 u，衰变成两个粒子，静质量分别为𝑚𝑚1 = 20 u和𝑚𝑚2 

 由能量守恒 

𝑀𝑀𝑐𝑐2 =
𝑚𝑚1𝑐𝑐2

�1− 𝜂𝜂12
𝑐𝑐2

+
𝑚𝑚2𝑐𝑐2

�1 − 𝜂𝜂22
𝑐𝑐2

 

 由动量守恒 

𝑚𝑚1𝜂𝜂1

�1− 𝜂𝜂12
𝑐𝑐2

=
𝑚𝑚2𝜂𝜂2

�1 − 𝜂𝜂22
𝑐𝑐2

 

 即 

42 =
4 × 20
√15

+
𝑚𝑚2

�1− 𝜂𝜂22
𝑐𝑐2

 

20
√15

=
𝑚𝑚2

�𝑐𝑐
2

𝜂𝜂22
− 1

 

 解得 

𝑚𝑚2 ≈ 20.71 u 
𝜂𝜂2 ≈ 0.24𝑐𝑐 

 故第二个粒子的动量为 

𝑝𝑝2 =
𝑚𝑚2𝜂𝜂2

�1− 𝜂𝜂22
𝑐𝑐2

= 2.57 × 10−18 kg ∙ m ∙ s−1 

能量为 

𝐸𝐸2 =
𝑚𝑚2𝑐𝑐2

�1 − 𝜂𝜂22
𝑐𝑐2

= 3.19 × 10−9 J 

 质量为 

𝑚𝑚2 = 3.44 × 10−26 kg 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



四、（10 分）一宇宙飞船的船身固有长度为𝐿𝐿0 = 90 m，相对地面以匀速率𝜂𝜂 = 0.8𝑐𝑐在一观测

站的上空飞过。求： 
1. （6 分）观测站测得飞船的船身通过观测站的时间间隔； 
2. （4 分）宇航员测得飞船的船身通过观测站的时间间隔。 
1.  解：由相对论效应，观测站测出船身的长度为 

𝐿𝐿 = 𝐿𝐿0�1−
𝜂𝜂2

𝑐𝑐2
 

  观测站测得飞船的船身通过观测站的时间间隔为 

∆𝑡𝑡 =
𝐿𝐿
𝜂𝜂

= 𝐿𝐿0�
1
𝜂𝜂2

−
1
𝑐𝑐2
 

  代入数值计算得∆𝑡𝑡 = 2.25 × 10−7 s 
2.  解：宇航员测得飞船船身通过观测站的时间间隔为 

∆𝑡𝑡0 =
𝐿𝐿0
𝜂𝜂
 

  代入数值计算得∆𝑡𝑡 = 3.75 × 10−7 s 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



五、（10 分）证明均质的质量为𝑚𝑚的直杆的动能𝐸𝐸𝑘𝑘 = 1
6
𝑚𝑚(𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 + 𝒖𝒖 ∙ 𝒗𝒗 + 𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗)，其中𝒖𝒖，𝒗𝒗分

别是杆两端的速度。（杆子既有平动也有转动） 
证法一：沿着杆子取𝑥𝑥轴，𝑥𝑥 = 0处质元速度为𝒖𝒖，设杆长为𝑙𝑙，𝑥𝑥 = 𝑙𝑙端质元速度为𝒗𝒗 
  则𝑥𝑥处的质元速度为 

𝒖𝒖+
𝒗𝒗 − 𝒖𝒖
𝑙𝑙

𝑥𝑥 

  按动能的定义 

𝐸𝐸𝑘𝑘 =
1
2
� �𝒖𝒖 +

𝒗𝒗 − 𝒖𝒖
𝑙𝑙

𝑥𝑥� ∙ �𝒖𝒖 +
𝒗𝒗 − 𝒖𝒖
𝑙𝑙

𝑥𝑥�
𝑚𝑚
𝑙𝑙

d𝑥𝑥
𝑙𝑙

0
                                            

=
𝑚𝑚
2𝑙𝑙
� �𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 + 2𝒖𝒖 ∙

𝒗𝒗 − 𝒖𝒖
𝑙𝑙

𝑥𝑥 + (𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗 + 𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 − 2𝒗𝒗 ∙ 𝒖𝒖)
𝑥𝑥2

𝑙𝑙2
�d𝑥𝑥

𝑙𝑙

0
 

=
𝑚𝑚
2𝑙𝑙
�𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖𝑙𝑙 + 𝑙𝑙𝒖𝒖 ∙ (𝒗𝒗 − 𝒖𝒖) +

1
3
𝑙𝑙(𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗 + 𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 − 2𝒗𝒗 ∙ 𝒖𝒖)�            

=
𝑚𝑚
2
𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 +

𝑚𝑚
2
𝒖𝒖 ∙ 𝒗𝒗 −

𝑚𝑚
2
𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 +

𝑚𝑚
6
𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗 +

𝑚𝑚
6
𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 −

𝑚𝑚
3
𝒗𝒗 ∙ 𝒖𝒖      

=
1
6
𝑚𝑚(𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 + 𝒖𝒖 ∙ 𝒗𝒗 + 𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗)                                                                  

证法二：利用柯尼希定理 

  质心的速度为 

𝒗𝒗𝐶𝐶 =
1
2

(𝒖𝒖 + 𝒗𝒗) 

  且有 

𝒗𝒗 = 𝒖𝒖 + 𝝎𝝎 × 𝒍𝒍 
  即 

|𝒗𝒗 − 𝒖𝒖| = |𝝎𝝎 × 𝒍𝒍| = 𝜔𝜔𝑙𝑙 sin𝛼𝛼 
其中𝛼𝛼是𝝎𝝎与𝒍𝒍的夹角，𝒍𝒍为速度为𝒗𝒗的一端对速度为𝒖𝒖的一端的位矢 

  又杆子对质心的转动惯量为 

𝑰𝑰𝐶𝐶 =
1

12
𝑚𝑚𝑙𝑙2 sin2 𝛼𝛼 

  故动能为 

𝐸𝐸𝑘𝑘 =
1
2
𝑚𝑚𝜂𝜂𝐶𝐶2 +

1
2
𝐼𝐼𝐶𝐶𝜔𝜔2                                                                                           

=
1
2
𝑚𝑚�

1
2

(𝒖𝒖+ 𝒗𝒗)�
2

+
1
2
∙

1
12

𝑚𝑚𝑙𝑙2 sin2 𝛼𝛼 ∙ �
|𝒗𝒗 − 𝒖𝒖|
𝑙𝑙 sin𝛼𝛼

�
2

                     

=
1
2
𝑚𝑚�

1
4

(𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 + 2𝒖𝒖 ∙ 𝒗𝒗+ 𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗) +
1

12
(𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗 − 2𝒗𝒗 ∙ 𝒖𝒖 + 𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖)� 

=
1
6
𝑚𝑚(𝒖𝒖 ∙ 𝒖𝒖 + 𝒖𝒖 ∙ 𝒗𝒗+ 𝒗𝒗 ∙ 𝒗𝒗)                                                                   

 

 

 

 

 



六、（15 分）一物体沿𝑥𝑥轴作简谐振动，振幅为𝜂𝜂 = 12.0 cm，周期为𝑇𝑇 = 2.0 s，在𝑡𝑡 = 0时物

体位于𝑥𝑥0 = 6.0 cm处且向正𝑥𝑥方向运动，求： 
1. （3 分）初相位𝜑𝜑0； 
2. （7 分）𝑡𝑡 = 0.50 s时，物体的位置、速度和加速度； 
3. （5 分）在𝑥𝑥 = −6.0 cm处且向负𝑥𝑥方向运动时，物体的速度和加速度。 

1.  解：设该简谐振动为𝑥𝑥 = 𝜂𝜂 cos(𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0)，其中−𝜋𝜋 < 𝜑𝜑0 < 𝜋𝜋 
  由题意，周期为𝑇𝑇 = 2.0 s 
  故角频率为 

𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

= 𝜋𝜋 rad ∙ s−1 

  当𝑡𝑡 = 0时，𝜂𝜂 cos𝜑𝜑0 = 𝑥𝑥0且�̇�𝑥 > 0 
  即 

−𝜔𝜔𝜂𝜂 sin(𝜔𝜔𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) > 0 
代入数值知 

cos𝜑𝜑0 =
1
2
 

  且sin𝜑𝜑0 < 0，故 

𝜑𝜑0 = −
𝜋𝜋
3
 

  若取0 < 𝜑𝜑0 < 2𝜋𝜋，则 

𝜑𝜑0 =
5𝜋𝜋
3
 

2.  解：该简谐振动为 

𝑥𝑥 = 12 cos �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

 cm 

  其速度为 

𝜂𝜂 = �̇�𝑥 = −12𝜋𝜋 sin �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

 cm ∙ s−1 

  其加速度为 

𝑎𝑎 = �̇�𝜂 = −12𝜋𝜋2 cos �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

 cm ∙ s−2 

故在𝑡𝑡 = 0.50 s时，有 

𝑥𝑥 = 12 cos �
𝜋𝜋
2
−
𝜋𝜋
3�

= 12 cos
𝜋𝜋
6

= 6√3 cm 

𝜂𝜂 = −12𝜋𝜋 sin �
𝜋𝜋
2
−
𝜋𝜋
3�

= −12𝜋𝜋 sin
𝜋𝜋
6

= −6𝜋𝜋 cm ∙ s−1 

𝑎𝑎 = −12𝜋𝜋2 cos �
𝜋𝜋
2
−
𝜋𝜋
3�

= −12𝜋𝜋2 cos
𝜋𝜋
6

= −6√3𝜋𝜋2 cm ∙ s−2 

3.  解：当𝑥𝑥 = −6 cm且向负𝑥𝑥方向运动时，�̇�𝑥 < 0 
此时 

cos �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

= −
1
2
 

sin �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

> 0 



  故 

𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3

=
2𝜋𝜋
3
 

  从而 

sin �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

=
√3
2
 

  速度 

𝜂𝜂 = −12𝜋𝜋 sin �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

= −6√3𝜋𝜋 cm ∙ s−1 

  加速度 

𝑎𝑎 = −12𝜋𝜋2 cos �𝜋𝜋𝑡𝑡 −
𝜋𝜋
3�

= 6𝜋𝜋2 cm ∙ s−2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



七、（20 分）如图，在固定于地表倾角为𝛼𝛼的斜面上，质量为𝑚𝑚的木块通过轻绳和质量为𝑀𝑀，

半径为𝑟𝑟的实心均匀圆柱体的转轴相连。已知斜面和木块及圆柱体之间的动、静摩擦系数均

为𝜇𝜇，圆柱体转轴上的摩擦可忽略。圆柱体无滑动滚下，求木块沿斜面下滑的加速度𝑎𝑎，绳中

张力𝑇𝑇，圆柱体所受摩擦力𝑓𝑓。 
解：倾角很小时，木块和圆柱体静止不动；倾角大 

到一定程度，圆柱体无滑动滚动；倾角继续增 

大，圆柱体开始既滚又滑。 

 受力情形如右下图。 

 圆柱体无滑动滚动时 

 𝑚𝑚受力分析，得： 

𝑁𝑁′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝛼𝛼 
𝑚𝑚𝑚𝑚 sin𝛼𝛼 + 𝑇𝑇 − 𝑓𝑓′ = 𝑚𝑚𝑎𝑎 

𝑓𝑓′ = 𝜇𝜇𝑁𝑁′ 
 𝑀𝑀受力分析，得： 

𝑁𝑁 = 𝑀𝑀𝑚𝑚 cos𝛼𝛼 
𝑀𝑀𝑚𝑚 sin𝛼𝛼 − 𝑇𝑇 − 𝑓𝑓 = 𝑀𝑀𝑎𝑎 

 𝑀𝑀转动平衡，得： 

𝑓𝑓𝑟𝑟 = 𝐼𝐼𝛽𝛽 =
1
2
𝑀𝑀𝑟𝑟2𝛽𝛽 

 无滑动滚动条件：𝑎𝑎 = 𝑟𝑟𝛽𝛽 
 解得 

𝑎𝑎 =
(𝑀𝑀 + 𝑚𝑚)𝑚𝑚 sin𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝛼𝛼

3
2𝑀𝑀 +𝑚𝑚

 

𝑓𝑓 =
𝑀𝑀(𝑀𝑀 + 𝑚𝑚)𝑚𝑚 sin𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚 cos𝛼𝛼

3𝑀𝑀 + 2𝑚𝑚
 

𝑇𝑇 =
𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚(3𝜇𝜇 cos𝛼𝛼 − sin𝛼𝛼)

3𝑀𝑀 + 2𝑚𝑚
 

 在无滑动滚动情况下，𝑎𝑎 > 0，即 

tan𝛼𝛼 >
𝜇𝜇𝑚𝑚

𝑀𝑀 + 𝑚𝑚
 

 如果考虑到圆柱体的摩擦力需要满足𝑓𝑓 < 𝜇𝜇𝑁𝑁 
这就给出了tan𝛼𝛼 < 3𝜇𝜇 
此外𝑇𝑇 > 0，得 

tan𝛼𝛼 < 3𝜇𝜇
𝑀𝑀
𝑚𝑚
 

 因此tan𝛼𝛼应满足 

𝜇𝜇𝑚𝑚
𝑀𝑀 + 𝑚𝑚

< tan𝛼𝛼 < min �3𝜇𝜇, 3𝜇𝜇
𝑀𝑀
𝑚𝑚
� 

 

 


