
( ( )f z若 在全平面解析， .)R  半径则收敛

( ) .a f z a展开点 的离 最近奇点 R收敛半径 =
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称幂级数 ( )f z a为 在 点的泰勒展开，
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a
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( )f z 解析
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n
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n
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定理12(P85)

( )f z 可展开成幂级数：

   ( ) ,f z a在点 解析设

并令圆的半径不断扩大，

0

( ) ( ) ,n
n

n
f z z aa





 

则在此圆域D内，

直至圆周首次碰上  ( )f z 的 奇点为止，

若以 a 为中心作一个圆D，

 在圆 内的泰勒展开.或者 (: )f z z Ra 

  须注： 是被展开函幂级数展开点 .数的解析点a
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.

3! 5! 7!
z z zz    

R 收敛故 半径它们 .

(P 87)

熟记

e ,cos ,sin
z

z z在全平面解析，

1.

特别重要 熟记
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3 1 z
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1
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z


例 将 展开为幂级数.在

，
2(3 i

i
)z



 2
(3 i ) 0z 解 由 解得  z奇点 3i ， 3.

( 103 3(8) )习题 页 可仿照类似此例.
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例 将 展开为幂级数.在

，
2(3 i

i
)z



 2
(3 i ) 0z 解 由 解得  z奇点 3i ， 10).(

(P103 3(8) )页 仿照此例.

3
i

  1 3iR  故

在 1z  

 1
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'


因
2( i

1
3 )z
z 

故  1

3 i
i( 1) .

z
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内，10)(

: 1,分母带平方 先分子换成 分母去外层平方,展开,再逐项求导.

 1 ,1
3 i

z
z




先将 在 展开 然后逐项求导,最后

  . #i( 1)z 后化简最后乘以

PPT P 42.详细过程参考此 的



1.z 收敛域为

    , 1 0 , ) 10 ( 1 .   在支割线上 点 离展开点 距离最短
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. (1)( 1) n

n

n z



 

.  Ln(18(P 88) ) 0z z 例 讨论 的各单值解析分支在 的泰勒展开.

1, . 支点

   1 沿负实轴从 到 割开复平面,可分出无穷多个单值解析分支：
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 Ln(1 )z 解 ln 1 i Ar 1),g(z z  
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 0Ln (1 )z '  1
1 z

 对 内任一点1 ,z z
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 1,z  .k

  00 0
Ln (1 ) Ln ln1 i 11 arg

z
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    0.

 1 0 1,z z z    支割线 上离展开点 最近的点是

故收敛半径R  1, 1.z 收敛域为0 ( 1) 
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e
cos10 (P 89) ( )0 .

zz
z' z 例 求 泰勒展式 到第四项在 的

   解 记
2

e
cos( ) .

zz
zf z   由 解得c (os 0 )z f z

离 最近的奇点为 ，0
2

z  

     奇点 , 0, 1, 2,
2
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  故 在 内解析.( )
2

zf z 故 0
2

R   .
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 展开 指到第四 项.项 3
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2

cos(2) )( e
zf z
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 是奇函数,( )f z

 ( )f z 故

2
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0 1 2 3
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1 3( ).z a a z 
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比较两边系数得
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 ( )f z 故 33
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cos 0
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泰勒展开 到第四项
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奇函数,只有奇次幂项( )
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( )( )z a a zz z z zz      故

P103 3(7).

用待定系数法可以

求解 的
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1 3
( ).z a a z 

  展开 指到第 .四 项项 3
( )z

( tan ,cot )z z n类似,将 展 第到 项开 .

类似将 展开到 .第 项( sec ,csc )z nz

故两边乘以分母得

 (5) 待定系数法
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1 0) ,1 z z 提示： 根据分母 求出所有奇点.
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.请大家自己完成
两边乘以分母得

0

m
m

m

C z




 
2

2
m

m
m

C z








10 0 .( )C C C z 

01



      
1

11(P 89). ( ) exp .0z
z

f z z


 例 求 在 泰勒展式的前四项的  3
( .)z展开到

1
z

z


1
1z

z



1

1
z

z


    42 3
1 ( )z z O zz z      42 3

.( )O zz z z   
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  1,z 解 只有一个奇点 ,  1z 在 内1 .0 1R   



    设 点 ，在 解析
0

( )f zz

解析函数的零点
定义     则 是 的零点称

0
( ) .f zz若 ,

0
( ) 0f z 

(用在z=0的泰勒展开)

(P 85) 12由 定理 ，
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00 ( )f za  0.
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00 :( )f z z zUz  某邻域 内且设 在 解析，则    0 ( )f zz设 是 的零点,

此时只可能出现两种情况：

   1) , 0,1,2, ,0 3 ,n na 有要么所 系数    , ( )z U f z 此时, 0 ；

 2) 0,要么所有系数不全为  ,m
 则 使得

0 1 2 1
,0

m
a a a a


    

 0,ma  但是

     0 ( )f z m mz 是 的这时，称 或级零点, 阶零点.  1 级零点称 为单零点.

0
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( ) 0.
m

f z 

    
0

14(P 90) ( ) mf zz定理 是解析函数 的 的充阶零点 要条件是：
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 02) 0,f z在 泰勒展开 有系数不全为所中  ,m
则存在 使得

0 1 2 1 ,0ma a a a      0,ma  但是

     0 ( )f z m mz 是 的这时，称 或级零点, 阶零点.  1 级零点称 为单零点.

     
0

( ) ,z f z设 是 解析函数 的零点 则    0 , ,U Uz存在 使邻 得在某 内域 只能出现两种情况：

  01) , 0,1,2,3, ,0n naf z 在 泰勒展开中所有系数    , ( )f zz U 此时 0 ；

( )f z z 

0 ( sin )z z z  三故 是 的 级零点.

 3 5
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z zz  
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   0 ( ) sinz f z z z  例 是 的几级零点？
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15(P 90) ( )z mf z定理 是解析函数 的 的充阶零点 要条件是：
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 1 00 0 2
2( ) ( )( ) m m m

m
a a az z z z z z     

 
1 0 2 00

1 2
( ) (( )) ) (

m mm
mm m

f z a z z a zz z za
 

     

0( ) mg z a
0 ( ),( )m

g zz z

 1 0( ) ,( )m mg z a a z z  其中

0ma  ，

 011(P 8 )4 (85) , g z Uz 在 邻域 内由定理 知 .解析 必要性得证.
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 0 0( ) 0.b g z 且
0( )g z z可以在解析点 可以展开为幂级数:12(P 85) ,由定理 知
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0

15 ( )f mzz定理 阶零点是解析函数 的 的充要条件是：推论
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 ) 0. #( ( )V gg zV z 的半径, 在 内可以进一步缩短 解使得 且析
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16( )定理 解析函 零点孤立性数

  0 ( ) 0,U f zz 则要么在 某个邻域 内

     00
, ( ) .U U f zzz要么存在 的一个邻域 使得 在 内 唯一零点是
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15故定理 知,
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5.4 罗朗(Laurent)级数

• 泰勒展开是f(z)在解析点附近单连通区域内的级数展开. 
• 是否可以将f(z)在奇点附近多联通区域内展开为级数？

这样的双边级数称为罗朗(Laurent)级数，其中
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(奇点附近多联通区域内级数展开)

   ( ,)f z z a在奇点 附近 可展开为如下形式的级数：
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m
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罗朗级数 由两个级数构成：

负幂项部分 正幂项和常数项部分
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罗朗级数
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罗朗(Laurent)级数收敛概念

定义：若
1

( ) ,
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m
m z aa







 都收敛，
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n

n
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z aa






 ( )n
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则称罗朗级数 收敛.

收敛收敛收敛



 ( ).z a R g z  内收敛到在 解析函数
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(4.3.3) : ( )
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1

(4.3.2) : ( )m
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a z a






 令 1
z a 

关于 幂级数
1

( )
m

m
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a  






设收敛半径为

 1
z af 

   1 1 1(4.3.2) .r z af
z a 


解当 时, 收敛到 析函数
设收敛半径为R

.z a R (4.3.3)收敛域

 若(3) :r R 两收敛域无公共部分, 罗朗级数处处发散.

若 若(1) :r R 两收敛域有公共部分 0 .r z a R  

罗朗(Laurent)级数 收敛域

1
r

 .收敛域：(4.3. 02) z a r 

若(2) :r R 罗朗级数至多在 上某些点收敛.z a R 

( ) ( )n
n

n
f z a z a




 

罗朗(Laurent)级数收敛域

  1 ( ),r f   时 收敛到一个解析函数

圆环域



 ( )n
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n

a z a




罗朗级数 的收敛域为:

圆环域 .r z a R  

特殊圆环域(也是罗朗级数可能的收敛域):

0 z a R   z a r  0z a 

( 0)r  ( )R    ( 0, )r R  

x
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y
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y

. a

y
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罗朗级数在收敛圆环域内收敛到解析函数.

反之,在圆环域内解析的函数也必可展成罗朗级数，即

------(圆环域内解析函数的)罗朗展开定理

圆 域在 环设 ( )f z : r z a RD     内解析,则

( ) ,( )n
n

n
f z a z a







1
,   0, 1, 2, ,
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1
2 i nCn n

f
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其中

C 是圆环域D内任一条围绕点展开点a的逆时针简单闭路.

,  z D 

 a D是圆环域 的中心. r

R

.a
x

y

C C

z

D

17(P 92)定理

( )
( ) ( ) .
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!

n

nf C
f a

n
a   注： 在 内部 故不一定解析 有奇点， 一般不成立
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C C"

f f
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证明:

1
2 i
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( ) d

C

f
f z

z








即 .r z a R"'     

,z D  在 内以 为中心作两个逆时针同心圆周：D a

:  ,   :  ," "C a C a' '      

包含在 之间，,   C Cz ' "

构成复闭路,
,C C C" '  

在 及其所围区域内解析,( )f C

使得 都在 内， ,  "C D'C

负幂项部分正幂项和常数项部分

z
C'

C"


C 是圆环域D内任一条围绕点a的逆时针方向简单闭路.

x

y

r

R

a
在 外侧，  " 'C C

圆 域在 环设 ( )f z : r z a RD     内解析,17(P 92)定理
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( 5P 59) 故由复闭路柯西积分公式 定理 知
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12(P 85)与定理 证明完全类似,
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(1)(2)综合 得

0

( ) ( )
n

n
nf z z aa





 
  

1

( )m
m

m

a z a


 

  ,( )n
n

n
a z a




 

   ,
1

( )
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在D内任取一条围绕点a的逆时针方向简单闭路C,

 
1

( )

( )
, ( )

n

f
n C C C C

a
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  ,在由 和 和 所围的区域边界及内部解析，同理

  (P 55 3)由多联通区域柯西积分定理 定理 可知,

1 1
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取C 是圆环域D内任一条围绕点a的逆时针简单闭路.

证明：    ( )D f z假设在 内, 有两种罗朗展式：

( ) ( )
n

n
nf z z aa




  ( ) .n

n

n
b z a z D





  , 

 下面证明 0, 1, 2, ,k     .k ka b

   
                     

         

2 i,
P 56 5, d

0,1 1,1
1

( )

11 ,
C

z
n k n kz a

n k
 


      

   
由 例

( )

 1
, ( ) ( )

k
k z a C

   式 乘对任意 以 在固定的 两边 并 上积分得

11
.( ) d ( ) d

C C

knn
n n

n

k

n
z a z b z a za  



 



 


   

故   .k ka b

( )

( )  2 i ,kk b2 i kk a 

则 在同一个圆环域D内的罗朗展式是唯一的.

设 在 ( )f z : z a RD r     圆环域 内解析,

( )f z

即 时，n k

即 时.n k

 #k由 任意性得结论.



求圆环域内解析函数的罗朗展开式

(1) 直接展开法

直接利用定理17(P92)中的公式计算系数 :
n

a

1

( )1
2πi ( )

d ,    0, 1, 2,
C nn

f

a
na







   

, ( ) ( ) .
n

n
n

f z z aa



 然后

直接法计算复杂.参见P94例12解法1.

C 是圆环域D内任一条围绕点a的逆时针方向简单闭路

r

R

.a
x

y

C

  ( ) : r zf z RD a  设 在圆环域 内解析,

(#)

(2) 间接展开法

解析圆域内幂级数与 展开非常类似,

,  cos ,   sin 0 ez
z z z灵活利用 在 的泰 ;勒展式

00

1 1
1 1

1  ,    ( 1) . 
n n

n
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n
z z

z z z








 
    灵活应用:当 时，

2
  .n

r RC z a a比如,取 ： ，求出 

间接法计算方便,须熟练掌握. 参见P94-96例12解法2.

PPT P55-60. 以及此 的
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2解法  用间接法.
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0 1 211)     z R求在 的罗朗展开，取 
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在 内，0 1 1   z  
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令

则 时,
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m n
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z

) 11 z 的罗朗展开在点 ；

2) : 2D z  在 的罗朗展开.2 3 2

 (12(P 94-96) ) 1f z
z z

求例
 



只有两奇点
1

1,z





2 2.z 

2 1 1.

( ) ( 1) f z z解析,故可展为 的罗朗级数.

1.m  

0 1 1.z  
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0 1 222) : zD   在 内，
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2解法  用间接法.

) 11 z 的罗朗展开在点 ；

 2) : 2D z  在 的罗朗展开.2 3 2

 (12(P 94-96) ) 1f z
z z

求例
 



只有两奇点
1

1,z





2 2.z 

( )   f z z解析可展为 的罗朗级数.
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    注意：当 时,
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 当 时，

1 z  当 时， ，故0 11
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1,  0                   m n n令 则 时,   1.m 
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 当 时，
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 当 时，



1 解法 用直接法.

x

y

0 1 2

11) { 0 1 1}.D z z考虑   

1 1.  1 ( )   D f z D是以 为中心的圆环域 在 内解析,

117(P92)  D故由定理 知，在 内可展为

1( ) .( )
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nf z A z





   ( ) ,1 1
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 故只需将 在 内展成形如 的罗朗级数即可

1
D

) 11 z 的罗朗展开在点 ；

2) : 2D z  在 的罗朗展开.2 3 2

 (12(P )94-96)  1f z
z z

求例
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只有两奇点
1
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2 2.z 

. 先注意圆环域中心和函数解析性
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 故只需将 在 内展成形如 的罗朗级数即可 ( ) ,1 1

1 2
f z

z z
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17(P 92)由定理 知， 1

1/ 2
d ,    ( 0 , 1, 2 , ),    ( )

( )1

1
2πi
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0 1 2
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D

其中C 是圆环域 内任意一条围绕点1的正向简单闭路.1D

C

据此利用柯西积分公式或柯西积分定理或多联通区域柯西积分定理，

11) { 0 1 1}.D z z考虑   

 1/( 2) C 在 及其内部都解析.

(1 )n 被积函中 数的 ,奇点对 进行讨论 是否是

( ) .na根据 计算

PPT P55-60. #具体计算参见此 的



P 68 17 :无界区域柯西积习题  试证 分公式明 ( )f z C D设  在闭路 及其外部区域  内解析,
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          的内区域.

( )P 59 5 ,多联通区域柯西积分公 定理式根据
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,0 :MaM C C Ma     证明：取 充分大,使得闭路 完全含在圆周  内部, 

, ,MaC C G
记由 和 所围成的多联通区域为

lim ( ) ,
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 由长大不等式, 
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( )f z G则由条件知,  在  内解析.

1) ,Da 若 

M  令 得
( )

.1
2 i

d
a M

f
a

A






  



.G D

.a G则

11
2 i

d
a M a 


  

( )
( ) .1

2 i
d

C

f
a

Af a






  故



P 68 17 :无界区域柯西积习题  试证 分公式明 ( )f z C D设  在闭路 及其外部区域  内解析,
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          的内区域.

( )P 55 3 ,多联通区域柯西积分定  定理理根据
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 即  

,0 :MaM C C Ma     证明：取 充分大,使得闭路 完全含在圆周  内部, 

, ,MaC C G
记由 和  所围成的多联通区域为

1), lim ( ) ,
z

f z A


由  根据

( )f z G则由条件知,  在  内解析.
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可以证明： 
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 则 在 内解析
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3(7)( tan P 89 10,  )
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先求 的

作业：

仿照 例 待定系数法

注意：

然后 ，再逐项求导，最后代展 入开

故

 2
1

1
1

8( PPT  51 )

9( PPT 17 )

10(1)   

11(1)(2)(3)

z z

m



利用 级零点定义及泰勒展开的系数公式,参考此 的 页

参考此 的第 页

提示：先将 展开为级数,再乘以 后化简;



附: 常见函数的泰勒展开式
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   10(P 89). sec 0 ( )z z 例 求 在 的泰勒展开 计算到第五项 .

解 cos 0z 由 解得

0
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z


 离 最近的奇点为 ，

  
2

, 0, 1, 2,z n n     奇点

 
2

sec z z 故 在 内解析.

4( )z到 项

 (2) sec z是偶函数,

2 4 2
0 2 4 2sec

n
na a z a z zz a     1

cos .z

 1
cos(1) sec zz  .

2
0R  故

2
.

sec sec( ) 0z z 由 可证它 奇次幂项系数勒展式 为泰 ,即

2 4
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cos ,z两边乘以分母 得

P 78 4( )利用 定理
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   P 78 4( )利用 定理
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n
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cos .z 乘以分母得



( ) ( ) .
m

zg z z a C z a 将 在 泰勒展开 逐项求导先 乘，最后 以,再关于

  令 则, ( ) ( ),fw z z f w aa  

( ) ( )g z z a F zz将 在 泰勒展开, 逐项关再 于 求积分得 的展式.

求解析函数f(z)在z=a的泰勒展开方法

  ( ) ( ) ( ), ( 0, 1, 2(2) :, ...)
m

f z C z a z C m    对于 是非零复常数,

   ( ) ( ) .
m

z Cz a z a  先将 在 展开，最后两边再乘以

对有理式进行分解然后与实函数类似 ，再求泰, 勒展开.

 先求 分母等于 的根, 奇点, 收敛半径解 得 据此 圆求 ；和收敛0 R

  当 为有理分式时， 和 为 的多项式，
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然后利用 ， 在 的泰勒展式

 (5) 待定系数法



求解析函数 f(z) 在 z=a 的泰勒展式方法10(P 89)由例 知
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n
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C 是圆环域D内任一条围绕点a的逆时针方向简单闭路.
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C 是环域D内任一条围绕点 a 的逆时针方向简单闭路。
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圆 域在 环设 ( )f z 内 析 解 ， |: |r z a RD   定理(P 84)
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则 在D内的罗朗展式是唯一的.

设 在 ( )f z 内 析 解 ， |: |r z a RD   

( )f z

圆环域内解析函数的罗朗展开定理

注：因 可能是 的奇点，( ) z a f z

故 可能在 不解析 ，或无意义( )f z z a

z a故不能在洛朗展式及其逐项 得等式里取求导所 求出所有 推出唯一性.na

罗朗展开式唯一.即同一函数在同一圆环域内



注意: 若在闭圆 f(z)有奇点,则
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a 柯西积分公式不能直接 得由当 时,

z a r  上

  1, 0 0 1 ;nn n a    不能直 柯西接由 积分定理得当 时,

求圆环域内解析函数的罗朗展开式

(1) 直接展开法

直接利用定理17(P92)中的公式计算系数 :na
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 然后

此方法计算复杂.

C 是圆环域D内任一条围绕点a的逆时针方向简单闭路
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