
数理方程 B 第一章参考答案 
1. 解： 

(1)首先极坐标形式下的拉普方程为 

∆2𝑢 =
𝜕2𝑢
𝜕𝑟2

+
1
𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟
+
1
𝑟2
𝜕𝑢
𝜕𝜃
= 0 

由于求形如𝑢 = 𝑢(𝑟), (𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0)的解,因此𝑢的自变量只有𝑟,则

有 

∆2𝑢 =
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
1
𝑟
𝑑𝑢
𝑑𝑟
= 0, (𝑟 ≠ 0) 

 

亦即𝑟2
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+ 𝑟
𝑑𝑢
𝑑𝑟
= 0 

该方程为一欧拉方程. 
做变量替换𝑟 = 𝑒𝑡,则有 

𝑑𝑢
𝑑𝑟
=
𝑑𝑢
𝑑𝑡
𝑑𝑡
𝑑𝑟
=
1
𝑟
𝑑𝑢
𝑑𝑡
⇒ 𝑟

𝑑𝑢
𝑑𝑟
=
𝑑𝑢
𝑑𝑡

 

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

=
𝑑 (1𝑟

𝑑𝑢
𝑑𝑡)
𝑑𝑟

= −
1
𝑟2
𝑑𝑢
𝑑𝑡
+
1
𝑟
𝑑 (𝑑𝑢𝑑𝑡)
𝑑𝑟

== −
1
𝑟2
𝑑𝑢
𝑑𝑡
+
1
𝑟
𝑑 (𝑑𝑢𝑑𝑡)
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑟

= −
1
𝑟2
𝑑𝑢
𝑑𝑡
+
1
𝑟2
𝑑2𝑢
𝑑𝑡2

⇒ 𝑟2
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

= −
𝑑𝑢
𝑑𝑡
+
𝑑2𝑢
𝑑𝑡2

 

所以有 

𝑑2𝑢
𝑑𝑡2

= 0 

故其通解为 

𝑢(𝑡) = 𝐶1 + 𝐶2𝑡 ⇒ 𝑢(𝑟) = 𝐶1 + 𝐶2𝑙𝑛𝑟, 𝐶1, 𝐶2为常数, 𝑟 > 0 

(2)依题，首先将方程化成如下形式： 

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
2
𝑟
𝑑𝑢
𝑑𝑟
+ 𝑘2𝑢 = 0, (𝑘为正常数) 

两边同乘以𝑟，得到 

𝑟
𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
2𝑑𝑢
𝑑𝑟

+ 𝑘2𝑢𝑟 = 0 

设 

𝑓(𝑟) = 𝑢𝑟 
则 

𝑑𝑓
𝑑𝑟
= 𝑟

𝑑𝑢
𝑑𝑟
+ 𝑢 

𝑑2𝑓
𝑑𝑟2

=
𝑑𝑢
𝑑𝑟
+ 𝑟

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
𝑑𝑢
𝑑𝑟
= 𝑟

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
2𝑑𝑢
𝑑𝑟

 

所以 

 



𝑑2𝑓
𝑑𝑟2

+ 𝑘2𝑢𝑟 = 0 

其特征方程为 

𝜆2 + 𝑘2 = 0 
           𝑘为正常数，故其有两个纯虚的根 

𝜆1 = −𝑘𝑖, 𝜆2 = 𝑘𝑖 
           方程通解为 

        𝑓 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑟 ⇒ 𝑢𝑟 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑟, 𝐶1, 𝐶2为常数 

           故原方程的通解为 

𝑢 =
1
𝑟
(𝐶1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑟), 𝐶1, 𝐶2为常数, 𝑟 > 0 

2. 解： 

𝑢𝑥 = 𝐹′ + 𝐺′ 
𝑢𝑦 = 𝜆1𝐹′ + 𝜆2𝑔′ 
𝑢𝑥𝑥 = 𝐹′′ + 𝐺′′ 

𝑢𝑦𝑦 = 𝜆1
2𝐹′′ + 𝜆2

2𝐺′′ 

𝑢𝑥𝑦 = 𝜆1𝐹′′ + 𝜆2𝐺′′ 
        所以，带入题目中方程左边，有 

𝜆1
2𝐹′′ + 𝜆2

2𝐺′′ − (𝜆1 + 𝜆2)(𝜆1𝐹′′ + 𝜆2𝐺′′) + 𝜆1𝜆2(𝐹′′ + 𝐺′′) 
        展开得到上式为 0,满足方程. 
3. 解： 

𝑢𝑡 = −
1
2
𝑡−
3
2 exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} + 𝑡−

1
2
(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡2
exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} 

     化简得 

𝑢𝑡 = −
1
2
𝑡−
3
2 exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} + 𝑡−

5
2
(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2
exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} 

𝑢𝑥 = 𝑡
−12 (−

𝑥 − 𝜉
2𝑎2𝑡

) exp {−
(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} = −

1
2
𝑡−
3
2
𝑥 − 𝜉
𝑎2

exp {−
(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} 

𝑢𝑥𝑥 = −
1
2𝑎2

𝑡−
3
2 exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} + (−

1
2
𝑡−
3
2
𝑥 − 𝜉
𝑎2

) (−
𝑥 − 𝜉
2𝑎2𝑡

) exp {−
(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} 

     化简得 

𝑢𝑥𝑥 = −
1
2𝑎2

𝑡−
3
2 exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} + 𝑡−

5
2
(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎4
exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} 

     将其带入，可知其满足方程. 

lim
𝑡→0
𝑢(𝑡, 𝑥) = lim

𝑡→0

1
√𝑡
exp {−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2𝑡
} , (𝑥 ≠ 𝜉) 



     该极限只与𝑡有关，故其他变量可视为常量，则设 

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎2
= 𝑘 > 0, 𝑘与𝑡无关 

     极限可化为 

lim
𝑡→0

1

𝑒
𝑘
𝑡√𝑡

1
𝑡=ℎ,𝑡>0⇒     lim

ℎ→+∞

√ℎ
𝑒𝑘ℎ

= 0 

4. 解： 

𝑢 = 𝑎𝑥𝑒2𝑥+𝑦 
则 

𝑢𝑥 = 𝑎𝑒2𝑥+𝑦 + 2𝑎𝑥𝑒2𝑥+𝑦 
𝑢𝑥𝑥 = 2𝑎𝑒2𝑥+𝑦 + 2𝑎𝑒2𝑥+𝑦 + 4𝑎𝑥𝑒2𝑥+𝑦 = 4𝑎𝑒2𝑥+𝑦(1 + 𝑥) 

𝑢𝑦 = 𝑎𝑥𝑒2𝑥+𝑦 

𝑢𝑦𝑦 = 𝑎𝑥𝑒2𝑥+𝑦 

所以 

𝑢𝑥𝑥 − 4𝑢𝑦𝑦 = 4𝑎𝑒2𝑥+𝑦 = 𝑒2𝑥+𝑦 ⇒ 𝑎 =
1
4
 

故所求特解为 

𝑢 =
1
4
𝑥𝑒2𝑥+𝑦 

5. 解： 

𝑢𝑥 = 𝑦𝑓′ 
𝑢𝑦 = 𝑥𝑓′ 

带入方程即可知满足 
6. 解： 

(1)先考虑一阶线性微分方程通解问题,即 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

的通解为 

𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 (∫𝑄(𝑥)𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝐶) , 𝐶为常数 

          则此题可看成𝑢关于𝑦的一阶线性微分方程,故 

𝑢 = 𝐶(𝑥)𝑒−∫𝑎(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 

       注：此题为二变量方程和题设中𝑢有𝑥, 𝑦, 𝑧三个变量有些不符，故“积分
常数”含𝑥或𝑥, 𝑧，写哪一种都行。 

(2)设 
𝑢𝑦 = ℎ(𝑥, 𝑦) 

则 
𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝑦𝑥 = ℎ𝑥 

注：本门课程中涉及到的混合偏导在没有特殊说明的情况下都是可交换
的 



所以方程化为 

ℎ𝑥 + ℎ = 0 
解得 

ℎ = 𝐶1(𝑦)𝑒−𝑥 ⇒ 𝑢𝑦 = 𝐶1(𝑦)𝑒−𝑥 ⇒ 𝑢 = 𝑒−𝑥𝐶(𝑦) + 𝐷(𝑥) 
(3)此题用到了叠加原理 

书中提示让我们先求一个形如𝑣(𝑥)的特解,设其通解𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥) +

𝑤(𝑥, 𝑡)则将方程分解为 

0 = 𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 + 3𝑥2 
𝑤𝑡𝑡 = 𝑎2𝑤𝑥𝑥 

其中第一个方程通解为 

𝑣(𝑥) = −
1
4𝑎2

𝑥4 + 𝐶𝑥 

其中第二个方程通解 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝑔(𝑥 − 𝑎𝑡) 
故原方程通解为 

𝑢(𝑥, 𝑡) = −
1
4𝑎2

𝑥4 + 𝐶𝑥 + 𝑓(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝑔(𝑥 − 𝑎𝑡) 

注：所求特解的形式不唯一，选取一种即可，本题中亦可直接写𝑣(𝑥) =

− 1
4𝑎2
𝑥4. 

7. 解： 
先确定总的方程，与热有关的有热传导和场势方程，此题中有热的变化故选
取热传导方程，物体内部没有热源所以选择其次形式。题干也给出了一个边
界条件.再接着“翻译”物理过程，特别要注意傅里叶定律当中方向导数的
求法。 

(1)                                 

{
 

 𝑢𝑡 = 𝑎
2𝑢𝑥𝑥, (𝑡 ≥ 0,0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙)
𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑢𝑥(𝑡, 0) = 0
𝑢(𝑡, 𝑙) = 𝑢0

 

(2)不妨考虑左端流进𝑞1,右端流进𝑞2,则所得方程及边界条件为: 
傅里叶定律： 

−𝑘
𝜕𝑢
𝜕�⃗� 
(流出) + 𝑞(流入) = 0 

{
 
 

 
 𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, (𝑡 ≥ 0,0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙)

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥)

−𝑘
𝜕𝑢
𝜕�⃗� 
|𝑥=0 = −𝑘[−𝑢𝑥(𝑡, 0)] = 𝑘𝑢𝑥(𝑡, 0) ⇒ 𝑘𝑢𝑥(𝑡, 0) + 𝑞1 = 0 ⇒ −𝑘𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝑞1

−𝑘
𝜕𝑢
𝜕�⃗� 
|𝑥=𝑙 = −𝑘𝑢𝑥(𝑡, 𝑙) ⇒ −𝑘𝑢𝑥(𝑡, 𝑙) + 𝑞2 = 0 ⇒ 𝑘𝑢𝑥(𝑡, 𝑙) = 𝑞2

 

(3)由牛顿冷却定律，得到方程及边界条件为： 



{
 
 

 
 𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, (𝑡 ≥ 0,0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙)

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑢(𝑡, 0) = 𝜇(𝑡)

−𝑘
𝜕𝑢
𝜕�⃗� 
|𝑥=𝑙 = −𝑘𝑢𝑥(𝑡, 𝑙) = ℎ(𝑙)[𝑢(𝑡, 𝑙) − 𝜃(𝑡)] ⇒ (𝑘𝑢𝑥 + ℎ𝑢)|𝑥=𝑙 = ℎ(𝑙)𝜃(𝑡)

 

8. 解： 
先考虑无条件的一维弦振动，列出方程 

𝜕2𝑢
𝜕𝑡2

= 𝑎2
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

      (𝑡 ≥ 0,0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑥) 

考虑第一类边界条件，得 

𝑢(𝑡, 0) = 0  
𝑢(𝑡, 𝑙) = 0  

如图所示 

 
由于弦做微小横振动，故可将左右两个曲边三角形看成三角形，由三角

形相似，得 

𝑢(0, 𝑥) =
2ℎ
𝑙
𝑥     0 ≤ 𝑥 ≤

𝑙
2
 

𝑢(0, 𝑥) =
2ℎ
𝑙
(𝑙 − 𝑥)    

𝑙
2
< 𝑥 ≤ 𝑙  

考虑第二类边界条件，得 

𝑢𝑡(0, 𝑥) = 0  
所以所得定解问题为: 



{
 
 
 
 

 
 
 
      

𝜕2𝑢
𝜕𝑡2

= 𝑎2
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

      (𝑡 > 0,0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑥)

𝑢(0, 𝑥) =
2ℎ
𝑙
𝑥     0 ≤ 𝑥 ≤

𝑙
2

𝑢(0, 𝑥) =
2ℎ
𝑙
(𝑙 − 𝑥)    

𝑙
2
< 𝑥 ≤ 𝑙

𝑢(𝑡, 0) = 0
𝑢(𝑡, 𝑙) = 0
𝑢𝑡(0, 𝑥) = 0

 

9. 解： 
(1)由 

𝑢𝑡 = 𝑥2 ⇒ 𝑢 = 𝑥2𝑡 + 𝐶(𝑥)
𝑢(0,𝑥)=𝑥2
⇒      𝐶(𝑥) = 𝑥2 

所以 

𝑢 = 𝑥2(𝑡 + 1) 
(2)由球对称可知, 𝑢的空间分布只与半径𝑟有关,故可得方程为 

{
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2 (𝑢𝑟𝑟 +

2
𝑟
𝑢𝑟)

𝑢(0, 𝑟) = 𝜑(𝑟)
𝑢𝑡(0, 𝑟) = 𝜓(𝑟)

 

根据提升，设 

𝑣(𝑡, 𝑟) = 𝑟𝑢 
则方程可化为 

{
𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2𝑣𝑟𝑟

𝑣(0, 𝑟) = 𝑟𝜑(𝑟)
𝑣𝑡(0, 𝑟) = 𝑟𝜓(𝑟)

 

由达朗贝尔公式，得 

𝑣(𝑡, 𝑟) =
(𝑟 + 𝑎𝑡)𝜑(𝑟 + 𝑎𝑡) + (𝑟 − 𝑎𝑡)𝜑(𝑟 − 𝑎𝑡)

2
+
1
2𝑎
∫ 𝜉𝜓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

所以 

𝑢(𝑡, 𝑟) =
(𝑟 + 𝑎𝑡)𝜑(𝑟 + 𝑎𝑡) + (𝑟 − 𝑎𝑡)𝜑(𝑟 − 𝑎𝑡)

2𝑟
+
1
2𝑎𝑟

∫ 𝜉𝜓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

(3)根据提示,直接研究边界条件 

𝑢 =
1

√(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2

𝑥2+𝑦2+𝑧2=1
⇒         𝑢 =

1
√1 − 2𝑥𝑥0 − 2𝑦𝑦0 − 2𝑧𝑧0 + 𝑥02 + 𝑦02 + 𝑧02

=
1

√5 + 4𝑦
 



通过对比系数,得到 

{
𝑥0 = 0
𝑦0 = −2
𝑧0 = 0

 

满足 

𝑥02 + 𝑦02 + 𝑧02 > 1 
故 

𝑢 =
1

√𝑥2 + (𝑦 + 2)2 + 𝑧2
 

(4)设 

{𝜉 = 𝑥 + 𝑡𝜂 = 𝑥 − 𝑡 

{
𝑢𝑡 = 𝑢𝜉 − 𝑢𝜂
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 

{
𝑢𝑥 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + 2𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂
 

则原方程化为： 

{
 

 
𝑢𝜉𝜂 = 0

𝑢(0, 𝜂) = 𝜑(𝑥)
𝑢(𝜉, 0) = 𝜓(𝑥)
𝜑(0) = 𝜓(0)

 

由 

𝑢𝜉𝜂 = 0 ⇒ 𝑢 = 𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜂) 

𝑢(0, 𝜂) = 𝑓(0) + 𝑔(𝜂)
𝜉=𝑥+𝑡=0
⇒      𝑓(0) + 𝑔(2𝑥) = 𝜑(2𝑥) ⇒ 𝑔(𝑥)

= 𝜑 (
𝑥
2
) − 𝑓(0) 

𝑢(𝜉, 0) = 𝑓(𝜉) + 𝑔(0)
𝜂=𝑥−𝑡=0
⇒      𝑓(𝜉) + 𝑔(0) = 𝜓(2𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥)

= 𝜓 (
𝑥
2
) − 𝑔(0) 

另由 

𝜑(0) = 𝜓(0) 
可得 

𝜑(0) = 𝜓(0) = 𝑓(0) + 𝑔(0) 
所以 

𝑢 = 𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜂) = 𝜓 (
𝑥 + 𝑡
2
) + 𝜑 (

𝑥 − 𝑡
2
) − [𝑓(0) + 𝑔(0)]

= 𝜓 (
𝑥 + 𝑡
2
) + 𝜑 (

𝑥 − 𝑡
2
) − 𝜑(0) 

10.解：提示有误，应该是设 



{𝜉 = 𝑥 − 𝑎𝑡𝜂 = 𝑡  

依题,方程可化为 

{
𝜕𝑢
𝜕𝑡
= −𝑎

𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑡, 𝑥)(𝑡 > 0,−∞ < 𝑥 < +∞)

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥)(𝑎 ≠ 0, 𝑎为常数)
 

设 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑤(𝑡, 𝑥) 
𝑣(𝑡, 𝑥), 𝑤(𝑡, 𝑥)分别满足 

{
𝜕𝑣
𝜕𝑡
= −𝑎

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝑣(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥)
 

{
𝜕𝑤
𝜕𝑡
= −𝑎

𝜕𝑤
𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑤(0, 𝑥) = 0
 

关于𝑣(𝑡, 𝑥)为齐次方程,根据变量替换有 
𝜕𝑣
𝜕𝑡
= −𝑎

𝜕𝑣
𝜕𝜉
+
𝜕𝑣
𝜕𝜂

 

𝜕𝑣
𝜕𝑥
=
𝜕𝑣
𝜕𝜉

 

则方程可化为 

{
𝜕𝑣
𝜕𝜂
= 0

𝑣(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥)
 

则有 

{𝑣 = 𝑓
(𝜉) = 𝑓(𝑥 − 𝑎𝑡)
𝑣(𝑥) = 𝜑(𝑥)  

所以 

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) 
关于𝑤(𝑡, 𝑥)为齐次边界条件方程方程,则利用齐次化原理求解 
则设有函数𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜏)满足 

{
𝜕𝑔
𝜕𝑡
= −𝑎

𝜕𝑔
𝜕𝑥

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜏)|𝑡=𝜏 = 𝑓(𝜏, 𝑥)
 

根据提示的变量代换，设 

{
𝜉 = 𝑥 − 𝑎𝑡
𝜂 = 𝑡
𝜁 = 𝜏

 

则得 

{
𝜕𝑔
𝜕𝜂
= 0

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜏)|𝑡=𝜏 = 𝑓(𝜏, 𝑥)
 

则有 



{
𝑔 = 𝑝(𝜉, 𝜁) = 𝑝(𝑥 − 𝑎𝑡, 𝜏)
𝑝(𝑥 − 𝑎𝑡, 𝜏)|𝑡=𝜏 = 𝑓(𝜏, 𝑥)

 

𝑝(𝑥 − 𝑎𝑡, 𝜏)|𝑡=𝜏 = 𝑝(𝑥 − 𝑎𝜏, 𝜏) = 𝑓(𝜏, 𝑥)
𝑥=𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)
⇒        𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜏) = 𝑝(𝑥 − 𝑎𝑡, 𝜏)

= 𝑓[𝜏, 𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝜏)] 
根据齐次化原理 

𝑤(𝑡, 𝑥) = ∫ 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 =
𝑡

0
∫ 𝑓[𝜏, 𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏
𝑡

0
 

所以原方程通解为 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + ∫ 𝑓[𝜏, 𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏
𝑡

0
 

11.解:根据达朗贝尔公式 

𝑢(𝑡, 𝑥) =
𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)

2
+
1
2𝑎
∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

(1)依题 

 𝑢(𝑡, 0) =
𝜑(𝑎𝑡) + 𝜑(−𝑎𝑡)

2
+
1
2𝑎
∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉 = 0
𝑎𝑡

−𝑎𝑡
 

(2)依题 

𝑢𝑥(𝑡, 𝑥) =
𝜑′(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑′(𝑥 − 𝑎𝑡)

2
+
1
2𝑎
[𝜓(𝑥 + 𝑎𝑡) − 𝜓(𝑥 − 𝑎𝑡)] 

𝜑′(𝑥)为奇函数 

𝑢𝑥(𝑡, 0) =
𝜑′(𝑎𝑡) + 𝜑′(−𝑎𝑡)

2
+
1
2𝑎
[𝜓(𝑎𝑡) − 𝜓(−𝑎𝑡)] = 0 

 
12.解: 

作奇延拓,则有 

{
�̃�𝑡𝑡 = 𝑎2�̃�𝑥𝑥(−∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0)
�̃�(0, 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥, �̃�𝑡(0, 𝑥) = 𝑘𝑥

�̃�(𝑡, 0) = 0
 

则由达朗贝尔公式 

�̃�(𝑡, 𝑥) =
sin(𝑥 + 𝑎𝑡) + sin (𝑥 − 𝑎𝑡)

2
+
1
2𝑎
∫ 𝑘𝜉𝑑𝜉 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑎𝑡 + 𝑘𝑡𝑥
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

所以 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑎𝑡 + 𝑘𝑡𝑥(𝑥 > 0, 𝑡 > 0) 
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1 课本 P252 T1

求方程 y′′ + λy = 0(0 < x < l) 在下列边界条件下的固有值和固有函数：

(1) y′(0) = 0, y(l) = 0;

(2) y′(0) = 0, y′(l) + hy(l) = 0;

(3) y′(0)− ky(0) = 0, y′(l) + hy(l) = 0(k, h > 0).

Sol:
由 S-L 定理可知：λ ≥ 0，λ = 0 当且仅当两端均为第 II 类边界条件.（或分类讨论得出

λ ≥ 0 且仅第 II 类边界条件时 λ = 0，否则为零解）

(1) 对于问题
{

y′′(x) + λy(x) = 0

y′(0) = 0, y(l) = 0

可令 λ
def
= k2 > 0，则得到 y(x) = A cos kx+B sin kx, 0 ≤ x ≤ l.

由 y′(0) = kB = 0 得到 B = 0，则 y(x) = A cos kx, 0 ≤ x ≤ l.

由 y(l) = A cos kl = 0，欲求非零解则 A $= 0，故 kl = π
2 + nπ, n = 0, 1, 2, · · ·

因此 kn = 2n+1
2l π，则固有值为 λn =

(
2n+1
2l π

)2
，固有函数为 yn(x) = cos (2n+1)πx

2l , n ∈ N.

(2) 对于问题
{
y′′(x) + λy(x) = 0

y′(0) = 0, y′(l) + hy(l) = 0

可令 λ
def
= k2 > 0，则得到 y(x) = A cos kx+B sin kx, 0 ≤ x ≤ l.

由 y′(0) = kB = 0 得到 B = 0，则 y(x) = A cos kx, 0 ≤ x ≤ l.

由 y′(l)+hy(l) = −kA sin kl+A cos kl = 0 ⇒ −A(k sin kl−h cos kl) = −A
√
k2 + h2 sin(kl−

ϕ) = 0，其中 tanϕ = h
k , ϕ = arctan h

k

欲求非零解则 A
√
k2 + h2 $= 0，故 knl − arctan h

kn
= nπ，固有值为 λn = k2

n，固有函数为

yn(x) = cos knx, n = 0, 1, 2, · · · .

(3) 对于问题
{
y′′(x) + λy(x) = 0

y′(0)− ky(0) = 0, y′(l) + hy(l) = 0 (k, h > 0)

可令 λ
def
= µ2 > 0，则得到 y(x) = A cosµx+B sinµx, 0 ≤ x ≤ l.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 2
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根据题目条件可得

{
y′(0)− ky(0) = µB − kA = 0

y′(l) + hy(l) = −µA sinµl + µB cosµl + hA cosµl + hB sinµl = 0

⇒
(

k −µ

h cosµl − µ sinµl h sinµl + µ cosµl

)(
A

B

)
=

(
0

0

)

欲使 A 和 B 有非零解，应有系数行列式为 0:
∣∣∣∣∣

k −µ

h cosµl − µ sinµl h sinµl + µ cosµl

∣∣∣∣∣ = (kh− µ2) sinµl + (kµ+ µh) cosµl = 0

得到 µn 满足:
(kh− µ2

n) tanµnl + µn(k + h) = 0, n = 1, 2, · · ·

因此固有值为 λn = µ2
n，固有函数为 yn(x) = cosµnx+ k

µn
sinµnx, n = 1, 2, · · · .

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 3
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2 课本 P252 T2

解下列固有值问题:

(1)
{

y′′ − 2ay′ + λy = 0 (0 < x < 1, a 为常数),

y(0) = y(1) = 0;

(2)
{

(r2R′)′ + λr2R = 0 (0 < r < a),

|R(0)| < +∞, R(a) = 0;
[提示：令 y = rR.]

(3)
{

y(4) + λy = 0 (0 < x < l),

y(0) = y(l) = y′′(0) = y′′(l) = 0

Sol:
(1) 解特征方程：u2 − 2au+ λ = 0，记 ∆

def
= a2 − λ.

若 λ < a2，则 ∆ > 0, u1,2 = a±
√
∆ ∈ R, y = Aeu1x +Beu2x，故

{
y(0) = A+B = 0

y(1) = Aeu1 +Beu2 = 0
⇒ A = B = 0.

若 λ = a2，则 ∆ = 0, u1,2 = a ∈ R, y = Aeax +Bxeax，故

{
y(0) = A = 0

y(1) = Aea +Bea = 0
⇒ A = B = 0.

故 λ > a2，则 ∆ < 0, u1,2 = a± i
√
−∆y = eax(A cos

√
λ− a2x+B sin

√
λ− a2x)，故

{
y(0) = A = 0

y(1) = ea(A cos
√
λ− a2 +B sin

√
λ− a2) = 0

⇒ A = 0,λn − a2 = (nπ)2, n = 1, 2, · · · .

故固有值为 λn = (nπ)2 + a2，固有值函数为 yn(x) = eax sinnπx, n ∈ N+.

(2)令 y(r) = rR(r)，则 R(r) = y(r)
r ，那么 R′(r) = y′(r)

r − y(r)
r2 , R′′(r) = y′′(r)

r − 2y′(r)
r2 + 2y(r)

r3 .

代入泛定方程得：rR′′(r) + 2R′(r) + λrR(r) = y′′(r) + λy(r) = 0, 0 < r < a，即

{
y′′(r) + λy(r) = 0, 0 < r < a

y(0) = y(a) = 0

由 Strum-Liouville 定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，则 y(r) = A cos kr +B sin kr.

由 y(0) = A = 0 可得 y(r) = B sin kr；由 y(a) = B sin ka = 0，欲求得非零解，则

B $= 0, kna = nπ, n = 1, 2, · · ·
因此固有值为 λn =

(
nπ
a

)2
，固有函数为 Rn(r) =

1
r sin

nπr
a , n ∈ N+.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 4
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(3) 若 λ > 0, 令 λ
def
= ω4, (ω > 0), 这时特征根为两对共轭复根:

k1,2 = ω

(√
2

2
±

√
2

2
i

)
, k3,4 = ω

(
−
√
2

2
±

√
2

2
i

)

因此相应的泛定方程解为

y(x) = C1e
√
2

2 ωx cos
√
2

2
ωx+ C2e

√
2

2 ωx sin
√
2

2
ωx+ C3e

−
√
2

2 ωx cos
√
2

2
ωx+ C4e

−
√
2

2 ωx sin
√
2

2
ωx

代入边界条件可得:C1 = C2 = C3 = C4 = 0，因此当 λ > 0 时无相应的固有值.
若 λ = 0，则 y(x) = C3x3 + C2x2 + C1x+ C0，则






y(0) = C0 = 0

y(l) = l3C3 + l2C2 + lC1 + C0 = 0

y′′(0) = 2C2 = 0

y′′(l) = 6lC3 + 2C2 = 0

⇒ C1 = C2 = C3 = C4 = 0（得到零解）

故 λ < 0，令 λ
def
= −ω4, 这样特征方程存在 4 个特征根：k1,2 = ±ω, k3,4 = ±iω

因此可得到：y(x) = C1eωx + C2e−ωx + C3 cosωx+ C4 sinωx.
代入边界条件 y(0) = y(l) = y′′(0) = y′′(l) = 0, 分别得到：

C1 + C2 + C3 = 0, C1 + C2 − C3 = 0

C1eωl + C2e−ωl + C3 cosωl + C4 sinωl = 0

C1eωl + C2e−ωl − C3 cosωl − C4 sinωl = 0

解得 C1 = C2 = C3 = 0, C4 sinωl = 0

所以欲求非零解，只有 C4 $= 0, 因此 sinωl = 0 ⇒ ωl = nπ ⇒ ω = nπ
l , n = 1, 2, · · ·

因此可得到固有值为 λn = −
(
nπ
l

)4
，固有函数为 yn(x) = sin nπx

l , n ∈ N+.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 5
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3 课本 P252 T3

一条均匀的弦固定于 x = 0 及 x = l, 在开始的一瞬间，它的形状是一条以
(
l
2 , h
)
为顶点

的抛物线, 初速度为零，且没有外力作用, 求弦作横振动的位移函数.
Sol:
设位移函数为 u(t, x)，其满足的方程为






utt = a2uxx (t > 0, 0 < x < l).

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) =
4h

l2
x(l − x), ut(0, x) = 0

令 u(t, x) = T (t)X(x)，分离变量得：
1

a2
T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ，得到固有值问题：

{
x′′ + λx = 0

X(0) = X(l) = 0

由 Strum-Liouvilla 定理可知 λ > 0，令 λ
def
= k2 > 0，得到

X(x) = A cos kx+B sin kx.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X(l) = B sin kl = 0，欲求得非零解则 B $= 0，

故 knl = nπ, n = 1, 2, · · ·
因此固有值为 λn = k2

n =
(nπ

l

)2
，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l
, n ∈ N+.

随后解关于 T (t)的 ODE：T ′′(t)+a2λnT (t) = 0，得到 Tn(t) = An cos
nπat

l
+Bn sin

nπat

l
.

叠加得到：u(t, x) =
+∞∑
n=1

(
An cos

nπat

l
+Bn sin

nπat

l

)
sin nπx

l
, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l.

代入初值条件：






u(0, x) =
+∞∑

n=1

An sin
nπx

l
=

4h

l2
x(l − x)

def
= f(x)

ut(0, x) =
+∞∑

n=1

nπa

l
Bn sin

nπx

l
= 0

⇒ Bn = 0(n = 1, 2, · · · )

以下计算 An =
[f(x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
, n = 1, 2, · · ·，其中

||Xn(x)||2 =
ˆ l

0

sin2 nπx

l
dx =

ˆ l

0

1

2

(
1− cos 2nπx

l

)
dx =

l

2

[f(x), Xn(x)] =

ˆ l

0

f(x)Xn(x)dx =

ˆ l

0

4h

l2
x(l− x) sin nπx

l
dx = 4hl

ˆ 1

0

(
t sinnπt− t2 sinnπt

)
dt

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 6
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其中

ˆ 1

0

t sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

td(cosnπt) = − 1

nπ
t cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

cosnπtdt = − 1

nπ
(−1)n

ˆ 1

0

t2 sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

t2d(cosnπt)

=− 1

nπ
t2 cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

2t cosnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2

ˆ 1

0

td(sinnπt)

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2
t sinnπt

∣∣∣∣
1

0

− 2

(nπ)2

ˆ 1

0

sinnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
cosnπt

∣∣∣∣
1

0

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
[(−1)n − 1]

因此得到

An =
[f(x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

2

l
· 4hl · 2

(nπ)3
[1− (−1)n] =

16h

(nπ)3
[1− (−1)n] =






32h

(nπ)3
, n = 2k + 1

0 , n = 2k (k ∈ N)

故 u(t, x) =
32h

π3

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)3
cos (2k + 1)πat

l
sin (2k + 1)πx

l
, t > 0, 0 < x < l.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 7
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4 课本 P252 T4

利用圆内狄氏问题的一般解式, 解边值问题
{

∆2u = 0 (r < a)

u|r=a = f
，其中 f 分别为

(1) f = A (常数);
(2) f = A cos θ;
(3) f = Axy;
(4) f = cos θ sin 2θ;
(5) f = A sin2 θ +B cos2 θ.
Sol:
可知在圆内该泛定方程的通解为 u(r, θ) = C0 +

+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ), r < a.

(1) 对于 u|r=a = f = A，可知 u(a, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ) = A

因而 Ck = Dk = 0 (k ∈ N+), C0 = A，故 u(r, θ) = A, r < a.

(2) 对于 u|r=a = f = A cos θ，可知 u(a, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ) = A cos θ

因而 C1 =
A

a
,Ck = 0 (k = 0, 2, 3, 4, · · · ), Dk = 0 (k ∈ N+)，故 u(r, θ) =

A

a
r cos θ, r < a.

(3) 对于 u|r=a = f = Axy = Ar2 sin θ cos θ = A

2
a2 sin 2θ

可知 u(a, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ) =
A

2
a2 sin 2θ

因而 D2 =
A

2
, Dk = 0 (k = 0, 1, 3, 4, 5, · · · ), Ck = 0 (k ∈ N)，故 u(r, θ) =

A

2
r2 cos θ, r < a.

(4) 对于 u|r=a = f = cos θ sin 2θ = 1

2
(sin 3θ + sin θ)

可知 u(a, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ) =
1

2
(sin 3θ + sin θ)

因而 D1 =
1

2a
,D3 =

1

2a3
，其余为 0，故 u(r, θ) =

1

2

[
r

a
sin θ +

(r
a

)3
sin 3θ

]
, r < a.

(5) 对于 u|r=a = f = A sin2 θ +B cos2 θ = A+B

2
+

B − A

2
cos 2θ

可知 u(a, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ) =
A+B

2
+

B − A

2
cos 2θ

因而 C0 =
A+B

2
, C2 =

B − A

2a2
，其余为 0，故 u(r, θ) =

A+B

2
+

B − A

2

r2

a2
cos 2θ, r < a.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 8
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5 课本 P252 T5

解下列定解问题：

(1)






utt = a2uxx(0 < x < l, t > 0),

u(t, 0) = ux(t, l) = 0,

u(0, x) = 0, ut(0, x) = x;

(2)






ut = a2uxx(0 < x < l, t > 0),

u(t, 0) = u(t, l) = 0,

u(0, x) = x(l − x);

(3)






utt = a2uxx − 2hut

(
0 < x < l, t > 0, 0 < h < πa

l , h 为常数
)
,

u(t, 0) = u(t, l) = 0,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x);

(4)






utt = a2uxx(0 < x < l, t > 0),

ux(t, 0) = 0, ux(t, l) + hu(t, l) = 0(h > 0, h 为常数) ,
u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x);

(5)
{

∆2u = 0(r < a),

ur(a, θ)− hu(a, θ) = f(θ)(h > 0),
特别地, 计算 f(θ) = cos2 θ 时 u 的值;

(6) 环域内的狄氏问题 {
∆2u = 0 (a < r < b)

u(a, θ) = 1, u(b, θ) = 0

(7) 扇形域内的狄氏问题





∆2u = 0 (r < a, 0 < θ < α),

u(r, 0) = u(r,α) = 0

u(a, θ) = f(θ).

Sol:
(1) 令 u(t, x) = T (t)X(x)，分离变量得：

1

a2
T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ，得到固有值问题：

{
x′′ + λx = 0

X(0) = X ′(l) = 0

由 Strum-Liouvilla 定理可知 λ > 0，令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = A cos kx+B sin kx.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X ′(l) = kB cos kl = 0，欲求得非零解则

kB $= 0，故 knl =
2n+ 1

2
π, n = 0, 1, 2, · · ·

因此固有值为 λn = k2
n =

(
2n+ 1

2l
π

)2

，固有函数为 Xn(x) = sin 2n+ 1

2l
πx, n ∈ N.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′′(t) + a2λnT (t) = 0，得到

Tn(t) = An cos
2n+ 1

2l
πat+Bn sin

2n+ 1

2l
πat.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 9
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叠加得到：u(t, x) =
+∞∑
n=0

(
An cos

2n+ 1

2l
πat+Bn sin

2n+ 1

2l
πat

)
sin 2n+ 1

2l
πx.

代入初值条件：






u(0, x) =
+∞∑

n=0

An sin
2n+ 1

2l
πx = 0

ut(0, x) =
+∞∑

n=0

(2n+ 1)πa

2l
Bn sin

2n+ 1

2l
πx = x

⇒ An = 0(n = 0, 1, 2, · · · )

以下计算 Bn =
2l

(2n+ 1)πa

[x,Xn(x)]

||Xn(x)||2
(n = 0, 1, 2, · · · )，其中

||Xn(x)||2 =
ˆ l

0

sin2 2n+ 1

2l
πxdx =

ˆ l

0

1

2

(
1− cos 2n+ 1

l
πx

)
dx =

l

2

[x,Xn(x)] =

ˆ l

0

x sin 2n+ 1

2l
πxdx =

−2l

(2n+ 1)π

ˆ l

0

xd(cos 2n+ 1

2l
πx)

=
−2l

(2n+ 1)π
x cos 2n+ 1

2l
πx

∣∣∣∣
l

0

+
2l

(2n+ 1)π

ˆ l

0

cos 2n+ 1

2l
πxdx

=
4l2

(2n+ 1)2π2
sin 2n+ 1

2l
πx

∣∣∣∣
l

0

=
4l2

(2n+ 1)2π2
· (−1)n

因此得到

Bn =
2l

(2n+ 1)πa

[x,Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

2l

(2n+ 1)πa
· 2
l
· 4l2

(2n+ 1)2π2
· (−1)n =

16l2

(2n+ 1)3π3a
(−1)n

故 u(t, x) =
16l2

π3a

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
· sin (2n+ 1)

2l
πat · sin 2n+ 1

2l
πx, t > 0, 0 < x < l.

(2) 令 u(t, x) = T (t)X(x)，分离变量得：
1

a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ，得到固有值问题：

{
x′′ + λx = 0

X(0) = X(l) = 0

由 Strum-Liouvilla 定理可知 λ > 0，令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = A cos kx+B sin kx.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X(l) = B sin kl = 0，欲求得非零解则 B $= 0，

故 knl = nπ, n = 1, 2, · · ·
因此固有值为 λn = k2

n =
(nπ

l

)2
，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l
, n ∈ N+.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′(t) + a2λnT (t) = 0，得到 Tn(t) = e−a2λnt = e−(nπa
l )2t.

叠加得到：u(t, x) =
+∞∑
n=1

Cne−(nπa
l )2t sin nπx

l
.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 10
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代入初值条件：u(0, x) =
+∞∑
n=1

Cn sin
nπx

l
= x(l − x).

以下计算 Cn =
[x(l − x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
(n = 0, 1, 2, · · · )，其中

||Xn(x)||2 =
ˆ l

0

sin2 nπx

l
dx =

ˆ l

0

1

2

(
1− cos 2nπx

l

)
dx =

l

2

[x(l − x), Xn(x)] =

ˆ l

0

x(l − x) sin nπx

l
dx =

ˆ 1

0

(
t sinnπt− t2 sinnπt

)
dt

其中

ˆ 1

0

t sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

td(cosnπt) = − 1

nπ
t cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

cosnπtdt = − 1

nπ
(−1)n

ˆ 1

0

t2 sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

t2d(cosnπt)

=− 1

nπ
t2 cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

2t cosnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2

ˆ 1

0

td(sinnπt)

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2
t sinnπt

∣∣∣∣
1

0

− 2

(nπ)2

ˆ 1

0

sinnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
cosnπt

∣∣∣∣
1

0

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
[(−1)n − 1]

因此得到

Cn =
[x(l − x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

2

l
· 2l3

n3π3
· [1− (−1)n] =

4l2

n3π3
· [1− (−1)n] =






8l2

n3π3
, n = 2k + 1

0 , n = 2k (k ∈ N)

故 u(t, x) =
8l2

π3

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)3
· e−( 2k+1

l πa)2t · sin 2k + 1

l
πx, t > 0, 0 < x < l.

(3) 令 u(t, x) = T (t)X(x)，分离变量得：
1

a2
T ′′(t)

T (t)
+

2h

a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ，得到固有

值问题： {
x′′ + λx = 0

X(0) = X(l) = 0

由 Strum-Liouvilla 定理可知 λ > 0，令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = A cos kx+B sin kx.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X(l) = B sin kl = 0，欲求得非零解则 B $= 0，

故 knl = nπ, n = 1, 2, · · ·

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 11
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因此固有值为 λn = k2
n =

(nπ
l

)2
，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l
, n ∈ N+.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′′(t) + 2hT ′(t) + a2λnT (t) = 0，其中 0 < h <
πa

l
，其特征方

程为 k2 +2hk+(nπal )2 = 0，得到特征根 k1,2 = −h+ i
√

(nπal )2 − h2，可记 ωn =
√

(nπal )2 − h2，

由此得到 Tn(t) = e−ht(An cosωt+Bn sinωt).
叠加得到：u(t, x) =

+∞∑
n=1

e−ht(An cosωt+Bn sinωt) sin
nπx

l
.

代入初值条件：u(0, x) =
+∞∑
n=1

An sin
nπx

l
= ϕ(x)，得到系数为

An =
[ϕ(x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

2

l

ˆ l

0

ϕ(x) sin nπx

l
dx

又 ut(0, x) =
+∞∑
n=1

(ωnBn − hAn) sin
nπx

l
= ψ(x)，得到

ωnBn − hAn =
[ψ(x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

2

l

ˆ l

0

ψ(x) sin nπx

l
dx

因此 Bn =
hAn

ωn
+

2

ωnl

´ l

0 ψ(x) sin
nπx

l
dx

故 u(t, x) =
+∞∑
n=1

e−ht(An cosωt+Bn sinωt) sin
nπx

l
, t > 0, 0 < x < l，其中

ωn =

√
(
nπa

l
)2 − h2, An =

2

l

ˆ l

0

ϕ(x) sin nπx

l
dx, Bn =

hAn

ωn
+

2

ωnl

ˆ l

0

ψ(x) sin nπx

l
dx.

(4) 令 u(t, x) = T (t)X(x)，分离变量得：
1

a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ，得到固有值问题：

{
x′′ + λx = 0

X ′(0) = 0, X ′(l) + hX(l) = 0

由 Strum-Liouvilla 定理可知 λ > 0，令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = A cos kx+B sin kx.

由 X ′(0) = kB = 0 ⇒ B = 0，此时 X(x) = A cos kx；
又由 X ′(l) + hX(l) = −kA sin kl+ hA cos kl = 0 ⇒ A

√
h2 + k2 sin(arctan h

k − kl)，欲求得

非零解则 A
√
h2 + k2 $= 0，故 knl − arctan h

kn
= nπ ⇒ tan knl = h

kn
, n = 1, 2, · · ·

因此固有值为 λn = k2
n，kn 满足 kn tan knl = h，固有函数为 Xn(x) = cos knx, n ∈ N+.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′′(t) + a2λnT (t) = 0，得到 Tn(t) = An cos knat+Bn sin knat.
叠加得到：u(t, x) =

+∞∑
n=1

(An cos knat+Bn sin knat) cos knx.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 12
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代入初值条件： 




u(0, x) =
+∞∑

n=1

An cos knx = ϕ(x)

ut(0, x) =
+∞∑

n=1

knaBn cos knx = ψ(x)

那么

An =
[ϕ(x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

1

|| cos knx||2
ˆ l

0

ϕ(x) cos knxdx, n ∈ N+

Bn =
1

kna

[ψ(x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

1

kna|| cos knx||2
ˆ l

0

ψ(x) cos knxdx, n ∈ N+

其中

||Xn(x)||2 =
ˆ l

0

cos2 knxdx =

ˆ l

0

1

2
(1 + cos 2knx) dx =

l

2
+

1

4kn
sin 2knl

=
l

2
+

1

2kn
· sin knl cos knl
sin2 knl + cos2 knl

=
l

2
+

1

2kn
· tan knl
tan2 knl + 1

=
l

2
+

1

2kn
· hkn
h2 + k2

n

=
l

2
+

h

2(h2 + k2
n)
.

故 u(t, x) =
+∞∑
n=1

(an cos knat+ bn sin knat) cos knx, t > 0, 0 < x < l,其中,λn = k2
n (n =

1, 2, · · · ), kn 是 kn tan knl = h 的正实根, 且

An =
1

‖Xn‖2
ˆ l

0

ϕ(x) cos knxdx, Bn =
1

kna ‖Xn‖2
ˆ l

0

ψ(x) cos knxdx, ‖Xn‖2 =
l

2
+

h

2 (k2
n + h2)

.

(5) 可知在圆内该泛定方程的通解为 u(r, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ), r < a.

代入边界条件：

f(θ) =ur(a, θ)− hu(a, θ)

=
+∞∑

k=1

kak−1 (Ck cos kθ +Dk sin kθ)−
[
hC0 + h

+∞∑

k=1

ak (Ck cos kθ +Dk sin kθ)
]

=− hC0 +
+∞∑

k=1

(k − ha)ak−1 (Ck cos kθ +Dk sin kθ)

其中

|| cos kθ||2 =
ˆ 2π

0

cos2 kθdθ =
ˆ 2π

0

1 + cos 2kθ
2

dθ = π, k ∈ N+;

|| sin kθ||2 =
ˆ 2π

0

sin2 kθdθ =
ˆ 2π

0

1− cos 2kθ
2

dθ = π, k ∈ N+.
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⇒






C0 = − 1

2πh

ˆ 2π

0

f(θ)dθ

Ck =
1

(kak−1 − hak) π

ˆ 2π

0

f(θ) cos kθdθ, k ∈ N+

Dk =
1

(kak−1 − hak) π

ˆ 2π

0

f(θ) sin kθdθ, k ∈ N+

由此得知通解 u(r, θ) = C0 +
+∞∑
k=1

rk(Ck cos kθ +Dk sin kθ), r < a，系数如上所示.

特別地，当 f(θ) = cos2 θ = 1

2
+

1

2
cos 2θ 时，有

1

2
+

1

2
cos 2θ = −hC0 +

∞∑

k=1

(k − ha)ak−1 (Ck cos kθ +Dk sin kθ)

得到：C0 = − 1

2h
,C2 =

1

2a (2− ha)
，其余为 0. 因而，u(r, θ) = − 1

2h
+

r2 cos 2θ
2a (2− ha)

, r < a.

(6)可知在环中该泛定方程的通解为 u(r, θ) = C0+D0 ln r+
+∞∑
k=1

(Ckrk+Dkr−k)(Ak cos kθ+
Bk sin kθ), a < r < b.

代入边界条件，得：






u(a, θ) = C0 +D0 ln a+
+∞∑

k=1

(
Cka

k +Dka
−k
)
(Ak cos kθ +Bk sin kθ) = 1

u(b, θ) = c0 +D0 ln b+
∞∑

k=1

(
Ckb

k +Dkb
−k
)
(Ak cos kθ +Bk sin kθ) = 0

⇒






Ck = Dk = 0, k > 0

C0 +D0 ln a = 1

C0 +D0 ln b = 0

⇒






C0 =
ln b

ln b− ln a
D0 =

−1

ln b− ln a

因此得到：u(r, θ) =
ln b− ln r
ln b− ln a, a < r < b.

(7) 分离变量，令 u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，得到 r2
R′′

R
+ r

R′

R
=

Θ′′

Θ
def
= −λ

由此得到固有值问题：

{
Θθθ(θ) + λΘ(θ) = 0

Θ(0) = Θ(α) = 0

由 Strum-Liouvilla定理可知 λ > 0，可设 λ
def
= k2 > 0，则 Θ(θ) = A cos kθ+B sin kθ, 0 <

θ < α.
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由 Θ(0) = A = 0，得到 Θ(θ) = B sin kθ；由 Θ(α) = B sin kα = 0，欲求非零解则 B $= 0，那

么 kn =
nπ

α
, n = 1, 2, · · ·，得到固有值为 λn =

(nπ
α

)2
，固有值函数为Θn(θ) = sin nπθ

α
, n ∈ N+.

另外，关于径向部分得到 Euler 方程：r2R′′(r) + rR′(r) +
(nπ
α

)2
R(r) = 0，解得 Rn(r) =

Cnr
nπ
α +Dnr−

nπ
α .

由此得到通解为 u(r, θ) =
+∞∑
n=1

(Cnr
nπ
α +Dnr−

nπ
α ) sin nπθ

α
.

代入边界条件得：





|u(0, θ)| < +∞ ⇒ Dn = 0, n ∈ N+

u(a, θ) =
+∞∑

n=1

Cna
nπ
α sin nπθ

α
= f(θ)

因此系数 Cn =
1

a
nπ
α

· [f(θ),Θn(θ)]

||Θn(θ)||2
, n ∈ N+，其中

||Θn(θ)||2 =
ˆ α

0

sin2 nπθ

α
dθ =

ˆ α

0

1− cos 2nπθ
α

2
dθ = α

2

[f(θ),Θn(θ)] =

ˆ α

0

f(θ) sin nπθ

α
dθ

因此 Cn =
2

αa
nπ
α

´ α

0 f(θ) sin nπθ

α
dθ, n ∈ N+，故得到解：

u(r, θ) =
2

α

+∞∑

n=1

(r
a

)nπ
α

ˆ α

0

f(ξ) sin nπξ

α
dξ sin nπθ

α
, r < a, 0 < θ < α.
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6 课本 P253 T6

长为 2l 的均匀杆，两端与侧面均绝热，若初始温度为

ϕ(x) =






1

2A
(|x− l| < A < l)

0 (其余的x),

求 u(x, t) 及 t → +∞ 时的情况. 又当 A → 0 时，解的极限如何?
Sol:
列出边界问题如下：






ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < 2l

ux(t, 0) = ux(t, 2l) = 0

u(0, x) = ϕ(x) =

{
1
2A , |x− l| < A < l

0 , 其余的x

令 u(t, x) = T (t)X(x)，分离变量得：
1

a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ，得到固有值问题：

{
x′′ + λx = 0

X ′(0) = X ′(2l) = 0

由 Strum-Liouvilla 定理可知 λ ≥ 0，当 λ = 0 时得到固有函数可取 X0(x) = 1；当 λ > 0

时，令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = A cos kx+B sin kx, k $= 0.

由 X ′(0) = kB = 0，此时 X(x) = A sin kx；由 X ′(2l) = −kA sin 2kl = 0，欲求得非零解

则 kB $= 0，故 2knl = nπ, n = 1, 2, · · ·
因此固有值为 λn = k2

n =
(nπ
2l

)2
，固有函数为 Xn(x) = cos nπx

2l
, n ∈ N.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′(t) + a2λnT (t) = 0，得到 Tn(t) = Cne−(nπa
2l )2t, n ∈ N.

叠加得到：u(t, x) =
+∞∑
n=0

Cne−(nπa
2l )2t cos nπx

l
.

代入初值条件：u(0, x) =
+∞∑
n=0

Cn cos
nπx

2l
= ϕ(x).

那么

C0 =

´ 2l

0 ϕ(x)dx´ 2l

0 1 · dx
=

1

2l
· 2A
2A

=
1

2l
;

Cn =

´ 2l

0 cos nπx
2l

ϕ(x)dx
´ 2l

0 cos2 nπx
2l

dx
=

1

l

ˆ l+A

l−A

1

2A
cos nπx

2l
dx

=
l

nπA

[
sin nπ(l + A)

2l
− sin nπ(l − A)

2l

]
=

2

Anπ
sin nπA

2l
cos nπ

2
, n ∈ N+

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 16
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故

u(t, x) =
1

2l
+

1

πA

+∞∑

n=1

2

n
sin nπA

2l
cosnπ2 · e−(nπa

2l )2t · cos nπx
2l

=
1

2l
+

1

πA

+∞∑

k=1

1

k
sin kπA

l
cos kπ · e−( kπa

l )2t · cos kπx
l

=
1

2l
+

1

πA

+∞∑

k=1

(−1)k

k
sin kπA

l
· e−( kπa

l )2t · cos kπx
l

, t > 0, 0 < x < 2l.

对于 A → 0 及 t → +∞，由于 u(t, x) ∈ C2，由 Dirichlet 收敛定理可知其 Fourier 级数一
致收敛，那么

lim
t→+∞

u(t, x) =
1

2l
+

1

πA

+∞∑

k=1

(−1)k

k
sin kπA

l
·
[
lim

t→+∞
e−( kπa

l )2t

]
· cos kπx

l

=
1

2l

lim
A→0

u(t, x) =
1

2l
+

+∞∑

k=1

[
lim
A→0

1

πA
sin kπA

l

]
· (−1)k

k
· e−( kπa

l )2t · cos kπx
l

=
1

2l
+

1

l

+∞∑

k=1

(−1)ke−( kπa
l )2t · cos kπx

l
.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 17
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7 课本 P253 T7

解下列定解问题:

(1)






ut = a2∆3u

u|r=R = 0, u(t, 0)有限,
u|t=0 = f(r);

[提示：采用球坐标系，由定解条件可知 u = u(t, r).]

(2)






∂2u

∂t2
= a2

∂4u

∂x4
(t > 0, 0 < x < l)

u(0, x) = x(l − x), ut(0, x) = 0,

u(t, 0) = u(t, l) = 0,

uxx(t, 0) = uxx(t, l) = 0.
Sol:
(1) 在球坐标系下沿径向展开：∂u

∂t
=

1

r2
∂

∂

(
r2
∂u

∂r

)

分离变量，令 u(t, r) = T (t)R(r)，得到
T ′(t)

T (t)
=

1

r2
1

R
(r2R′)′

def
= −λ.

解以下固有值问题：

{
(r2R′)′ + λr2R = 0

|R(0)| < +∞, R(r) = 0

由 Strum-Liouville 定理可知 λ > 0，令 R(r) =
v(r)

r
，则 R′(r) =

v′(r)

r
− v(r)

r2
, r2R′(r) =

rv′(r)− v(r), (r2R′(r))′ = r2v′′(r).

因此，泛定方程化为 v′′(r) + λv(r)，令 λ = k2 > 0, k $= 0，则 v(r) = A cos kr +B sin kr.
由 v(0) = rR(r)|r=0 = A = 0，得到 v(r) = B sin kr；由 v(R) = B sin kR，欲求非零解则

有 kR = nπ，故 k =
nπ

R
, n = 1, 2, · · ·

因此得到固有值为 λn =
(nπ
R

)2
，固有函数为 Rn(r) =

1

r
sin nπr

R
, n ∈ N+.

此时由关于 T (t) 的 ODE：T ′(t) + λT (t) = 0 得到 Tn(t) = Cne−(nπ
R )2t.

叠加得到：u(t, r) =
+∞∑
n=1

Cne−(nπ
R )2t1

r
sin nπr

R
, t > 0, r ≥ 0.

代入初值条件：u(0, x) =
+∞∑
n=0

Cn
1

r
sin nπr

R
= f(r).

由泛定方程可知内积权重为 ρ(x) = x2，则

||1
r
sin nπr

R
||2 =

ˆ R

0

r2
(
1

r
sin nπr

R

)2

dr = R

2
;

⇒ Cn =
[f(r),

1

r
sin nπr

R
]

||1
r
sin nπr

R
||2

=
2

R

ˆ R

0

tf(t) sin nπt

R
dt

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 18
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因此得：u(t, r) =
2

Rr

+∞∑
n=1

(´ R

0 tf(t) sin nπt

R
dt
)
· e−(nπ

R )2t · sin nπr

R
, t > 0, r ≥ 0.

(2) 分离变量，令 u(t, r) = T (t)X(x)，得到
1

a2
T ′′(t)

T (t)
=

X(4)(x)

X(x)
def
= −λ.

解以下固有值问题：

{
X(4)(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = X ′′(0) = X ′′(l) = 0

由于
´ l

0 λX
2dx = −

´ l

0 X
(4)Xdx = −

´ l

0 XdX(3) =
´ l

0 X
(3)X ′dx =

´ l

0 X
′dX ′′ = −

´ l

0(X
′′)2dx ≤

0，即 λ
´ l

0 X
2dx ≤ 0，而

´ l

0 X
2dx ≥ 0，因此 λ ≤ 0.

当 λ = 0 时，X(x) = Ax + B，由边界条件可得 A = B = 0，得到零解，故 λ < 0，令

λ
def
= −ω4, 这样特征方程存在 4 个特征根：k1,2 = ±ω, k3,4 = ±iω

因此可得到：y(x) = C1eωx + C2e−ωx + C3 cosωx+ C4 sinωx.
代入边界条件 y(0) = y(l) = y′′(0) = y′′(l) = 0, 分别得到：

C1 + C2 + C3 = 0, C1 + C2 − C3 = 0

C1eωl + C2e−ωl + C3 cosωl + C4 sinωl = 0

C1eωl + C2e−ωl − C3 cosωl − C4 sinωl = 0

解得 C1 = C2 = C3 = 0, C4 sinωl = 0

所以欲求非零解，只有 C4 $= 0, 因此 sinωl = 0 ⇒ ωl = nπ ⇒ ω = nπ
l , n = 1, 2, · · ·

因此可得到固有值为 λn = −
(
nπ
l

)4
，固有函数为 yn(x) = sin nπx

l , n ∈ N+.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′′(t) + a2λnT (t) = 0，得到 Tn(t) = An cosh
[(nπ

l

)
at
]
+

Bn sinh
[(nπ

l

)
at
]
.

叠加得到：u(t, x) =
+∞∑
n=1

{
An cosh

[(nπ
l

)
at
]
+Bn sinh

[(nπ
l

)
at
]}

sin nπx

l
, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤

l.

代入初值条件：






u(0, x) =
+∞∑

n=1

An sin
nπx

l
= x(l − x)

ut(0, x) =
+∞∑

n=1

(nπ
l

)2
aBn sin

nπx

l
= 0

⇒ Bn = 0(n = 1, 2, · · · )

以下计算 An =
[x(l − x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
, n = 1, 2, · · ·，其中

||Xn(x)||2 =
ˆ l

0

sin2 nπx

l
dx =

ˆ l

0

1

2

(
1− cos 2nπx

l

)
dx =

l

2

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 19
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[x(l − x), Xn(x)] =

ˆ l

0

x(l − x) sin nπx

l
dx =

ˆ 1

0

(
t sinnπt− t2 sinnπt

)
dt

其中

ˆ 1

0

t sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

td(cosnπt) = − 1

nπ
t cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

cosnπtdt = − 1

nπ
(−1)n

ˆ 1

0

t2 sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

t2d(cosnπt)

=− 1

nπ
t2 cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

2t cosnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2

ˆ 1

0

td(sinnπt)

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2
t sinnπt

∣∣∣∣
1

0

− 2

(nπ)2

ˆ 1

0

sinnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
cosnπt

∣∣∣∣
1

0

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
[(−1)n − 1]

因此得到

Cn =
[x(l − x), Xn(x)]

||Xn(x)||2
=

2

l
· 2l3

n3π3
· [1− (−1)n] =

4l2

n3π3
· [1− (−1)n] =






8l2

n3π3
, n = 2k + 1

0 , n = 2k (k ∈ N)

故 u(t, x) =
8l2

π3

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)3
· cosh

[(nπ
l

)
at
]
· sin 2k + 1

l
πx, t > 0, 0 < x < l.
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8 课本 P254 T8

一半径为 a 的半圆形平板，其圆周边界上的温度保持 u(a, θ) = T θ(π− θ)，而直径边界上

的温度为零度，板的侧面绝缘，试求板内的稳定温度分布.
Sol:
达到稳态后 u = u(r, θ)，得到定解问题：






∆2u = 0

u(a, θ) = Tθ(π − θ)

u(a, 0) = u(a, π) = 0

分离变量：令 u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，得到 r2
R′′

R
+ r

R′

R
=

Θ′′

Θ
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
Θ′′(θ) +Θ(θ) = 0

Θ(0) = Θ(π) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到 Θ(θ) = A cos kθ+B sin kθ, k $=

0.

由 Θ′(0) = A = 0，此时 Θ(θ) = B sin kθ；由 Θ(π) = B sin kπ = 0，欲求得非零解则 B $= 0，

故 kn = nπ, n = 1, 2, · · ·
因此固有值为 λn = k2

n = n2，固有函数为 Θn(θ) = sinnθ, n ∈ N+.

随后解关于 R(r)的 ODE：r2R′′(r)+rR′(r)+λnR(r) = 0，得到 Rn(r) = Cnrn+Dnr−n, n ∈
N+.

叠加得到：u(t, x) =
+∞∑
n=1

(Cnrn +Dnr−n) sinnθ.
代入边界条件得：






|u(0, θ)| < +∞ ⇒ Dn = 0, n ∈ N+

u(a, θ) =
+∞∑

n=1

Cna
n sinnθ = Tθ(π − θ)

以下计算 Cn =
1

an
· [T θ(π − θ),Θn(θ)]

||Θn(θ)||2
, n = 1, 2, · · ·，其中

||Θn(θ)||2 =
ˆ π

0

sin2 nθdθ =
ˆ π

0

1

2
(1− cos 2nθ) dθ = π

2

[T θ(π − θ),Θn(θ)] =

ˆ π

0

T θ(π − θ) sinnθdθ = π3T

ˆ 1

0

(
t sinnπt− t2 sinnπt

)
dt

其中

ˆ 1

0

t sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

td(cosnπt) = − 1

nπ
t cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

cosnπtdt = − 1

nπ
(−1)n
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ˆ 1

0

t2 sinnπtdt = −1

nπ

ˆ 1

0

t2d(cosnπt)

=− 1

nπ
t2 cosnπt

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

2t cosnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2

ˆ 1

0

td(sinnπt)

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2
t sinnπt

∣∣∣∣
1

0

− 2

(nπ)2

ˆ 1

0

sinnπtdt

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
cosnπt

∣∣∣∣
1

0

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
[(−1)n − 1]

因此得到

Cn =
1

an
· [Tθ(π − θ),Θn(θ)]

||Θn(θ)||2

=
1

an
· 2
π
· π3T · 2

n3π3
· [1− (−1)n]

=
4T

πn3an
· [1− (−1)n] =






8T

πn3an
, n = 2k + 1

0 , n = 2k (k ∈ N)

故 u(r, θ) =
8T

π

+∞∑
k=1

1

(2k + 1)3
·
(r
a

)2k+1

· sin(2k + 1)θ, t > 0, 0 < r < a, 0 < θ < π.
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9 课本 P254 T9

求方程 uxx − uy = 0 满足条件

lim
x→+∞

u(x, y) = 0

的解 u = X(x)Y (y).
Sol:
由于 u(x, y) = X(x)Y (y)，因此 uxx = X ′′(x)Y (y) = uy = X(x)Y ′(y)，得到

X ′′(x)

X(x)
=

Y ′(y)

Y (y)
=

def
= k

故可得到关于 X(x) 和 Y(y) 的两个 ODE：

X ′′(x) + kX(x) = 0, Y ′(y) + kY (y) = 0

因此 Y (y) = C0e−ky.
若 k < 0，则 X(x) = A cos

√
−kx+B sin

√
−kx，显然不满足 lim

x→+∞
u(x, y) = 0；若 k = 0，

则 X(x) = Ax+B，显然也不满足 lim
x→+∞

u(x, y) = 0，故 k > 0，得到 X(x) = C1e−
√
kx+C2e

√
kx.

由于 lim
x→+∞

u(x, y) = 0，故 lim
x→+∞

X(x) = 0，因此 C2 = 0, X(x) = C1e−
√
kx

所以得到 u(x, y) = X(x)Y (y) = Ce−
√
kx+ky，此处 k > 0，C 为任意常数.
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10 课本 P254 T10

(1)






ut = a2uxx

u(t, 0) = u0, ux(t, l) = 0

u(0, x) = ϕ(x)

(2)






ut = a2uxx

u(t, 0) = 0, u(t, l) = − q

k
u(0, x) = u0

并求 lim
t→+∞

u(t, x);

(3)






∂2u

∂x2
− a2

∂u

∂t
+ Ae−2x = 0

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) = T0

(4)






utt = a2uxx + b sinhx
u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) = ut(0, x) = 0

(5)






utt = uxx + g(g 为常数),

u(t, 0) = 0, ux(t, l) = E(E 为常数),

u(0, x) = Ex, ut(0, x) = 0;
[提示：先求一个满足泛定方程和边界条件的 v(x), 再令 u(t, x) = w(t, x) + v(x).]

(6)
{

∆2u = a+ b (x2 − y2) (a, b 为常数, r < R),

u(R, θ) = c(c 为常数).

Sol:
(1) 令 u(t, x) = v(t, x) + u0，则 v(t, x) 满足：






vt = a2vxx

v(t, 0) = vx(t, l) = 0

v(0, x) = ϕ(x)− u0

分离变量：令 v(t, x) = T (t)X(x)，得到
1

a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
X ′′(x) +X(x) = 0

X(0) = X ′(l) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到X(x) = A cos kx+B sin kx, k $=

0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kθ；由 X ′(l) = kB cos kl = 0，欲求得非零解则

kB $= 0，故 kn =
(2n+ 1)π

2l
, n = 0, 1, 2, · · ·
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因此固有值为 λn = k2
n =

(
2n+ 1

2l
π

)2

，固有函数为 Xn(x) = sin 2n+ 1

2l
πx, n ∈ N+.

设 v(t, x) =
+∞∑
n=0

Tn(t) sin
2n+ 1

2l
πx.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′(t) + a2λT (t) = 0，得到 Tn(t) = e−a2λnt = e−( 2n+1
2l a)2t, n ∈ N.

叠加得到：v(t, x) =
+∞∑
n=0

Cne−( 2n+1
2l a)2t sin 2n+ 1

2l
πx.

代入初始条件得：v(0, x) =
+∞∑
n=0

Cn sin
2n+ 1

2l
πx = ϕ(x)− u0.

那么系数为：

Cn =
[ϕ(x)− u0, sin

2n+ 1

2l
πx]

|| sin 2n+ 1

2l
πx||2

=
2

l

ˆ l

0

(ϕ(x)− u0) sin
2n+ 1

2l
πxdx

=
2

l

ˆ l

0

ϕ(x) sin 2n+ 1

2l
πxdx− 4u0

(2n+ 1)π

故解为：

u(t, x) = u0 +
+∞∑

n=0

[
2

l

ˆ l

0

ϕ(x) sin 2n+ 1

2l
πxdx− 4u0

(2n+ 1)π

]
e−( 2n+1

2l a)2t sin 2n+ 1

2l
πx.

(2) 令 u(t, x) = v(t, x)− q

k
x，则 v(t, x) 满足






vt = a2vxx

v(t, 0) = vx(t, l) = 0

v(0, x) = u0 +
q

k
x

分离变量：令 v(t, x) = T (t)X(x，得到
1

a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
X ′′(x) +X(x) = 0

X(0) = X ′(l) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到X(x) = A cos kx+B sin kx, k $=

0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kθ；由 X ′(l) = kB cos kl = 0，欲求得非零解则

kB $= 0，故 kn =
2n+ 1

2l
π, n = 0, 1, 2, · · ·
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因此固有值为 λn = k2
n =

(
2n+ 1

2l
π

)2

，固有函数为 Xn(x) = sin 2n+ 1

2l
πx, n ∈ N.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′(t) + a2λT (t) = 0，得到 Tn(t) = e−a2λnt = e−( 2n+1
2l a)2t, n ∈ N.

叠加得到：v(t, x) =
+∞∑
n=0

Cne−( 2n+1
2l a)2t sin 2n+ 1

2l
πx.

代入初始条件得：v(0, x) =
+∞∑
n=0

Cn sin
2n+ 1

2l
πx = u0 +

q

k
x.

那么系数为：

Cn =
[u0 +

q

k
x, sin 2n+ 1

2l
πx]

|| sin 2n+ 1

2l
πx||2

=
2

l

ˆ l

0

(
u0 +

q

k
x
)
sin 2n+ 1

2l
πxdx

其中

ˆ l

0

sin 2n+ 1

2l
πxdx = − 2l

(2n+ 1)π
cos 2n+ 1

2l
πx

∣∣∣∣
l

0

=
2l

(2n+ 1)πˆ l

0

x sin 2n+ 1

2l
πxdx = − 2l

(2n+ 1)π
x cos 2n+ 1

2l
πx

∣∣∣∣
l

0

+
2l

(2n+ 1)π

ˆ l

0

cos 2n+ 1

2l
πxdx

=
4l2

(2n+ 1)2π2
sin 2n+ 1

2l
πx

∣∣∣∣
l

0

=
4l2

(2n+ 1)2π2
(−1)n

因此系数为：Cn =
2u0

l
· 2l

(2n+ 1)π
+
2q

kl
· 4l2

(2n+ 1)2π2
(−1)n =

4u0

(2n+ 1)π
+

8ql

k(2n+ 1)2π2
(−1)n.

故解为：u(t, x) = − q

k
x+

+∞∑
n=0

[
4u0

(2n+ 1)π
+

8ql

k(2n+ 1)2π2
(−1)n

]
e−( 2n+1

2l a)2t sin 2n+ 1

2l
πx,得

到 lim
t→+∞

u(t, x) = − q

k
x.

(3) 先求解对应的齐次问题：
{
a2ut = uxx

u(t, 0) = u(t, l) = 0

分离变量：令 u(t, x) = T (t)X(x，得到 a2
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
X ′′(x) +X(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到X(x) = A cos kx+B sin kx, k $=
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0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kθ；由 X(l) = B sin kl = 0，欲求得非零解则 B $= 0，

故 kn =
nπ

l
, n = 1, 2, · · ·

因此固有值为 λn = k2
n =

(nπ
l

)2
，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l
, n ∈ N+.

设 u(t, x) =
+∞∑
n=1

CnTn(t) sin
nπx

l
.

令 f(x) = Ae−2x =
+∞∑
n=1

fn sin
nπx

l
, T0 =

+∞∑
n=1

tn sin
nπx

l
，则展开系数为：

fn =
2

l

ˆ l

0

Ae−2x sin nπx

l
dx =

2nπA

4l2 + (nπ)2
[1− (−1)ne−2l]

tn =
2

l

ˆ l

0

T0 sin
nπx

l
dx =

2T0

nπ
[1− (−1)n]

代入原问题中得：






a2
+∞∑

n=1

T ′
n(t) sin

nπx

l
= −

+∞∑

n=1

Tn(t)
(nπ

l

)2
sin nπx

l
+

+∞∑

n=1

fn sin
nπx

l

+∞∑

n=1

Tn(0) sin
nπx

l
=

+∞∑

n=1

tn sin
nπx

l

对比系数得：




a2T ′

n(t) +
(nπ

l

)2
Tn(t) = fn

Tn(0) = tn

因此得到：

[
Tne

(nπ
la )2t

]′
=

fn
a2

e(
nπ
la )2t

⇒ Tn(t) =

(
l

nπ

)2

fn + Cne
−(nπ

la )2t

又 Tn(0) =

(
l

nπ

)2

fn + Cn = tn

⇒ Cn = tn −
(

l

nπ

)2

fn

⇒ Tn(t) =

[
tn −

(
l

nπ

)2

fn

]
e−(nπ

la )2t +

(
l

nπ

)2

fn

⇒ u(t, x) =
+∞∑

n=1

Tn(t) sin
nπx

l
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(4) 先求解对应的齐次问题：
{
utt = a2uxx

u(t, 0) = u(t, l) = 0

分离变量：令 u(t, x) = T (t)X(x，得到
1

a2
T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
X ′′(x) +X(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到X(x) = A cos kx+B sin kx, k $=

0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kθ；由 X(l) = B sin kl = 0，欲求得非零解则 B $= 0，

故 kn =
nπ

l
, n = 1, 2, · · ·

因此固有值为 λn = k2
n =

(nπ
l

)2
，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l
, n ∈ N+.

设 u(t, x) =
+∞∑
n=1

Tn(t) sin
nπx

l
.

令 f(x) = b sinhx =
+∞∑
n=1

fn sin
nπx

l
, T0 =

+∞∑
n=1

tn sin
nπx

l
，则展开系数为：

fn =
2b

l

ˆ l

0

b sinhx sin nπx

l
dx

=
2b

l

[
coshx sin nπx

l

∣∣∣
l

0
−
ˆ l

0

coshx · nπ
l

cos nπx
l

dx
]

=
2b

l

[
−nπ

l

ˆ l

0

cos nπx
l

d sinh x
]

=
2b

l

[
− nπ

l
cos nπx

l
sinhx

∣∣∣
l

0
−
(nπ

l

)2 ˆ l

0

sinhx sin nπx

l
dx
]

=
2b

l

[
1

1 +
(
nπ
l

)2 ·
(
−nπ

l

)
· (−1)n sinh l

]

⇒ fn =
2b

l
·

(
nπ
l

)

1 +
(
nπ
l

)2 · (−1)n+1 sinh l

代入原问题中得：






+∞∑

n=1

T ′′
n (t) sin

nπx

l
= −

+∞∑

n=1

Tn(t)
(nπa

l

)2
sin nπx

l
+

+∞∑

n=1

fn sin
nπx

l

+∞∑

n=1

Tn(0) sin
nπx

l
=

+∞∑

n=1

T ′
n(0) sin

nπx

l
= 0
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对比系数得：




T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t) = fn

Tn(0) = T ′
n(0) = 0

因此得到：

Tn(t) = An sin
nπat

l
+Bn cos

nπat

l
+

(
l

nπa

)2

fn

由 Tn(0) = Bn+

(
l

nπa

)2

fn = 0，得到 Bn = −
(

l

nπa

)2

fn；由 T ′
n(0) =

nπa

l
·An = 0，得

到 An = 0，所以解为：

u(t, x) =
+∞∑

n=1

(
l

nπa

)2

fn

(
1− cos nπat

l

)
sin nπx

l

=
+∞∑

n=1

(
l

nπa

)2 2b

l
·

(
nπ
l

)

1 +
(
nπ
l

)2 · (−1)n+1 sinh l
(
1− cos nπat

l

)
sin nπx

l

=
2bl2 sinh l
πa2

+∞∑

n=1

(−1)n+1

n(l2 + n2π2)

(
1− cos nπat

l

)
sin nπx

l

(5) 令 u(t, x) = v(t, x) + g，则 v(t, x) 满足：






vtt = vxx + g

v(t, 0) = vx(t, l) = 0

v(0, x) = vt(0, x) = 0

分离变量：令 v(t, x) = T (t)X(x)，得到
T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
X ′′(x) +X(x) = 0

X(0) = X ′(l) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到X(x) = A cos kx+B sin kx, k $=

0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kθ；由 X ′(l) = kB cos kl = 0，欲求得非零解则

kB $= 0，故 kn =
(2n+ 1)π

2l
, n = 0, 1, 2, · · ·

因此固有值为 λn = k2
n =

(
2n+ 1

2l
π

)2

，固有函数为 Xn(x) = sin 2n+ 1

2l
πx, n ∈ N+.
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设 v(t, x) =
+∞∑
n=0

CnTn(t) sin
2n+ 1

2l
πx.

令 g =
+∞∑
n=0

gn sin
2n+ 1

2l
πx，则展开系数为：

gn =
2

l

ˆ l

0

g sin 2n+ 1

2l
πxdx =

4g

(2n+ 1)π
.

代入原问题中得：






+∞∑

n=0

T ′′
n (t) sin

2n+ 1

2l
πx+

+∞∑

n=0

Tn(t)

(
2n+ 1

2l
π

)2

sin 2n+ 1

2l
πx =

+∞∑

n=0

gn sin
2n+ 1

2l
πx

+∞∑

n=0

T ′
n(0) sin

2n+ 1

2l
πx =

+∞∑

n=0

Tn(0) sin
2n+ 1

2l
πx = 0

对比系数得：





T ′′
n (t) +

(
2n+ 1

2l
π

)2

Tn(t) = gn

T ′
n(0) = Tn(0) = 0

因此得到：

Tn(t) = An cos
2n+ 1

2l
πt+Bn sin

2n+ 1

2l
πt+

4l2gn
(2n+ 1)2π2

由 Tn(0) = An+
4l2gn

(2n+ 1)2π2
= 0，得到 An = − 4l2gn

(2n+ 1)2π2
；由 T ′

n(0) =
2n+ 1

2l
π ·Bn = 0，

得到 Bn = 0，所以得到：

v(t, x) =
+∞∑

n=0

4l2gn
(2n+ 1)2π2

(
1− cos 2n+ 1

2l
πt

)
sin 2n+ 1

2l
πx

=
16gl2

π3

+∞∑

n=0

1

(2n+ 1)3

(
1− cos 2n+ 1

2l
πt

)
sin 2n+ 1

2l
πx

因此，本题的解为：

u(t, x) = v(t, x) + Ex = Ex+
16gl2

π3

+∞∑

n=0

1

(2n+ 1)3

(
1− cos 2n+ 1

2l
πt

)
sin 2n+ 1

2l
πx.

(6) 由于 ∆2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
，所以可以观察出方程显然有特解（对称）：

u1 =
a

4

(
x2 + y2

)
+

b

12

(
x4 − y4

)
=

a

4
r2 +

b

12
r4 cos 2θ
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作变换：u = v + u1 = V +
a

4
r2 +

b

12
r4 cos 2θ，则有：





∆2v = 0, (a, b为常数,r < R)

v(R, θ) = C − a

4
R2 − b

12
R4 cos 2θ

由齐次 Laplace 方程在圆内解的一般公式，可设

v(r, θ) = A0 +
∞∑

n=1

( r

R

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

依据边界条件有：

v|r=R = A0 +
∞∑

n=1

(An cosnθ +Bn sinnθ) = C − a

4
R2 − b

12
R4 cos 2θ

此式比较系数得到：A0 = C − a

4
R2, A2 = − b

12
R4, 其余的 An, Bn 都为 0，这样 v(r, θ) =

C − a

4
R2 − b

12
R2r2 cos 2θ，最后得到：

u(r, θ) = v(r, θ) + u1 = C +
a

4

(
r2 −R2

)
+

b

12
r2
(
r2 −R2

)
cos 2θ
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11 课本 P255 T11

在下列条件下，求环域 a < r < b 内泊松方程 ∆2u = A（A 为常数）的解:

(1)u(a, θ) = u1, u(b, θ) = u2 (u1, u2为常数);

(2)u(a, θ) = u1,
∂u(b, θ)

∂n
= u2 .

Sol:
由于边界条件不含 θ，可知：u = u(r)，故得到

∆2u = u′′(r) +
1

r
u′(r) = A

⇒ (ru′(r))′ = Ar

⇒ ru′(r) =
A

2
r2 + C1

⇒ u′(r) =
A

2
r +

C1

r

⇒ u(r) =
A

4
r2 + C1 ln r + C2, a < r < b

(1) 代入边界条件得到：






u|r=a =
A

4
a2 + C1 ln a+ C2 = u1

u|r=b =
A

4
b2 + C1 ln b+ C2 = u2

⇒






C1 =
u1 − u2 +

A

4
(b2 − a2)

ln a− ln b

C2 = u2 −
A

4
b2 −

u1 − u2 +
A

4
(b2 − a2)

ln a− ln b ln b

因此得到解为：u(r, θ) = u2 +
A

4
(r2 − b2) +

u1 − u2 +
A

4
(b2 − a2)

ln a− ln b · (ln r − ln b), a < r < b.

(2) 代入边界条件得到：





u|r=a =
A

4
a2 + C1 ln a+ C2 = u1

u′|r=b =
A

2
b+

C1

b
= u2

⇒






C1 = u2b−
A

2
b2

C2 = u1 −
A

4
a2 −

(
u2b−

A

2
b2
)
ln a

因此得到解为：u(r, θ) = u1 +
A

4
(r2 − a2) + b

(
u2 −

Ab

2

)
ln r

a
, a < r < b.
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12 课本 P255 T12

解下列矩形区域内的定解问题:

(1)






∆2u = f(x, y) (0 < x < a, 0 < y < b)

u(0, y) = ϕ1(y), u(a, y) = ϕ2(y)

u(x, 0) = ψ1(x), u(x, b) = ψ2(x)
[提示：先求一个满足以上边界条件得函数 Ax+B，然后用固有函数方法求解.]

(2)






utt = a2∆2u (t > 0, 0 < x < l1, 0 < y < l2) ,

u|x=0 = u|x=l1
= u|y=0 = u|y=l2

= 0,

u|t=0 = Axy (l1 − x) (l2 − y) ,

ut|t=0 = 0;

(3)






ut = a2∆2u (t > 0, 0 < x < l1, 0 < y < l2
)

u|x=0 = u|x=l1
= u|y=0 = u|y=l2

= 0,

u|t=0 = ϕ(x, y)

Sol:
(1) 显然，满足以上关于 x 的边界条件的一个特解为：u1 = ϕ1(y) +

ϕ2(y)− ϕ1(y)

a
x

此时，记 u(x, y) = u1 + v(x, y)，可知 v(x, y) 满足：





vxx + vyy = f(x, y)− ϕ′′
1(y)−

ϕ′′
2(y)− ϕ′′

1(y)

a
x

v(0, y) = v(a, y) = 0

v(x, 0) = ψ1(x)− ϕ1(0)−
ϕ2(0)− ϕ1(0)

a
x

v(x, b) = ψ2(x)− ϕ1(b)−
ϕ2(b)− ϕ1(b)

a
x

先求解对应的齐次问题：

{
vxx + vyy = 0

v(0, y) = v(a, y) = 0

分离变量：令 v(x, y) = X(x)Y (y)，得到
X ′′(t)

X(t)
= −Y ′′(y)

Y (y)
def
= −λ，解以下固有值问题：

{
X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(a) = 0

由 Strum-Liouville定理可知 λ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到X(x) = A cos kx+B sin kx, k $=

0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X(a) = B sin ka = 0，欲求得非零解则

B $= 0，故 kn =
nπ

a
, n = 1, 2, · · ·
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因此固有值为 λn = k2
n =

(nπ
a

)2
，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

a
, n ∈ N.

设 v(x, y) =
+∞∑
n=1

fn(y) sin
nπx

a
, f(x, y)− ϕ′′

1(y)−
ϕ′′
2(y)− ϕ′′

1(y)

a
x =

+∞∑
n=1

Cn sin
nπx

a
，其中

Cn =
2

a

ˆ a

0

[
f(x, y)− ϕ′′

1(y)−
ϕ′′
2(y)− ϕ′′

1(y)

a
x

]
sin nπx

a
dx

代入原问题中得：





−
+∞∑

n=1

(nπ
a

)2
fn(y) sin

nπx

a
+

+∞∑

n=1

f ′′
n(y) sin

nπx

a
=

+∞∑

n=0

Cn sin
nπx

a

+∞∑

n=1

fn(0) sin
nπx

a
= ψ1(x)− ϕ1(0)−

ϕ2(0)− ϕ1(0)

a
x

+∞∑

n=1

fn(b) sin
nπx

a
= ψ2(x)− ϕ1(b)−

ϕ2(b)− ϕ1(b)

a
x

对比系数得：





f ′′
n(y)−

(nπ
a

)2
fn(y) =

2

a

ˆ a

0

[
f(x, y)− ϕ′′

1(y)−
ϕ′′
2(y)− ϕ′′

1(y)

a
x

]
sin nπx

a
dx

fn(0) =
2

a

ˆ a

0

[
ψ1(x)− ϕ1(0)−

ϕ2(0)− ϕ1(0)

a
x

]
sin nπx

a
dx

fn(b) =
2

a

ˆ a

0

[
ψ2(x)− ϕ1(b)−

ϕ2(b)− ϕ1(b)

a
x

]
sin nπx

a
dx

(*)

因此得到：

u(x, y) = ϕ1(y) +
ϕ2(y)− ϕ1(y)

a
x+

+∞∑

n=1

fn(y) sin
nπx

a
,

其中 fn(y) 由 (*)ODE 边值问题所确定.

(2) 分离变量：令 u(t, x, y) = T (t)X(x)Y (y)，得到

1

a2
T ′′(t)

T (t)
− Y ′′(y)

Y (y)
=

X ′′(t)

X(t)
def
= −λ

1

a2
T ′′(t)

T (t)
+ λ =

Y ′′(y)

Y (y)
− def

= −µ

得到以下两个固有值问题：

{
X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l1) = 0

{
Y ′′(y) + λY (y) = 0

Y (0) = Y (l2) = 0
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由 Strum-Liouville 定理可知 λ, µ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = Ã cos kx +

B sin kx, k $= 0.

由 X(0) = Ã = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X(l1) = B sin kl1 = 0，欲求得非零解则

B $= 0，故 kn =
nπ

l1
, n = 1, 2, · · ·

因此关于 X(x) 的固有值为 λn = k2
n =

(
nπ

l1

)2

，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l1
, n ∈ N.

同理可得，关于 Y (y) 的固有值为 µn =

(
nπ

l2

)2

，固有函数为 Yn(y) = sin nπy

l2
, n ∈ N.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′′(t) + a2(λ + µ)T (t) = 0，得到 Tmn(t) = Cmn cosωmnat +

Dmn sinωmnat,m, n ∈ N，其中 ωmn =
√

(mπ
l1
)2 + (nπl2 )

2.

叠加得到：u(t, x, y) =
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

(Amn cosωmnat+Bmn sinωmnat) sin
mπx

l1
sin nπy

l2
.

代入初始条件得：






ut(0, x, y) =
+∞∑

m=1

+∞∑

n=1

ωmnaDmn sin
mπx

l1
sin nπy

l2
= 0 ⇒ Dmn = 0,m, n ∈ N+

u(0, x, y) =
+∞∑

m=1

+∞∑

n=1

Cmn sin
mπx

l1
sin nπy

l2
= Axy(l1 − x)(l2 − y)

可知系数 Cmn 为：

Cmn =
4

l1l2

ˆ l1

0

ˆ l2

0

Axy(l1 − x)(l2 − y) sin mπx

l1
sin nπy

l2
dydx

= 4Al21l
2
2

[ˆ 1

0

x(1− x) sinmπxdx
]
·
[ˆ 1

0

y(1− y) sinnπydy
]

其中

ˆ 1

0

x sinnπxdx =
−1

nπ

ˆ 1

0

td(cosnπx) = − 1

nπ
x cosnπx

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

cosnπxdx = − 1

nπ
(−1)n

ˆ 1

0

x2 sinnπxdx =
−1

nπ

ˆ 1

0

x2d(cosnπx)

=− 1

nπ
x2 cosnπx

∣∣∣∣
1

0

+
1

nπ

ˆ 1

0

2x cosnπxdx

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2

ˆ 1

0

xd(sinnπx)

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)2
x sinnπx

∣∣∣∣
1

0

− 2

(nπ)2

ˆ 1

0

sinnπxdx

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
cosnπx

∣∣∣∣
1

0

=− 1

nπ
(−1)n +

2

(nπ)3
[(−1)n − 1]
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因此得到

Cmn = 4Al21l
2
2 ·

2

(mπ)3
[1− (−1)m] · 2

(nπ)3
[1− (−1)n] =

16Al21l
2
2

m3n3π6
[1− (−1)m][1− (−1)n]

那么本题解为：u(t, x, y) =
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

Cmn cos
[√

(mπ
l1
)2 + (nπl2 )

2at
]
sin mπx

l1
sin nπy

l2
，系数 Cmn

如上所述.

(3) 分离变量：令 u(t, x, y) = T (t)X(x)Y (y)，得到

1

a2
T ′(t)

T (t)
− Y ′′(y)

Y (y)
=

X ′′(t)

X(t)
def
= −λ

1

a2
T ′(t)

T (t)
+ λ =

Y ′′(y)

Y (y)
− def

= −µ

得到以下两个固有值问题：

{
X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l1) = 0

{
Y ′′(y) + λY (y) = 0

Y (0) = Y (l2) = 0

由 Strum-Liouville 定理可知 λ, µ > 0，可令 λ
def
= k2 > 0，得到 X(x) = A cos kx +

B sin kx, k $= 0.

由 X(0) = A = 0，此时 X(x) = B sin kx；由 X(l1) = B sin kl1 = 0，欲求得非零解则

B $= 0，故 kn =
nπ

l1
, n = 1, 2, · · ·

因此关于 X(x) 的固有值为 λn = k2
n =

(
nπ

l1

)2

，固有函数为 Xn(x) = sin nπx

l1
, n ∈ N.

同理可得，关于 Y (y) 的固有值为 µn =

(
nπ

l2

)2

，固有函数为 Yn(y) = sin nπy

l2
, n ∈ N.

随后解关于 T (t) 的 ODE：T ′(t) + a2(λ + µ)T (t) = 0，得到 Tmn(t) = e−a2(λm+µn)t =

e
−
[
(mπ

l1
)2+(nπ

l2
)2
]
a2t

,m, n ∈ N.
叠加得到：u(t, x, y) =

+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

Cmne
−
[
(mπ

l1
)2+(nπ

l2
)2
]
a2t sin mπx

l1
sin nπy

l2
.

代入初始条件得：u(0, x, y) =
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

Cmn sin
mπx

l1
sin nπy

l2
= ϕ(x, y)，可知系数 Cmn 为：

Cmn =
4

l1l2

ˆ l1

0

ˆ l2

0

ϕ(x, y) sin mπx

l1
sin nπy

l2
dydx

那么本题解为：u(t, x, y) =
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

Cmne
−
[
(mπ

l1
)2+(nπ

l2
)2
]
a2t sin mπx

l1
sin nπy

l2
，系数 Cmn 如上

所述.
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13 写在最后

本答案仅基于本人对数理方程的粗略理解，为方便同学们复习及纠正自己的答案而编写，

很多题目也仅用了一种方法，仅提供参考，具体到对每个同学的意见，在批改作业的过程中也

已经写了批注。

此外，考虑到本参考答案可能会存在一定的错误，后期可能会有修正版，可以点击此处查

看最新版，对这些可能存在的错误，还请同学们海涵。

2020-2021 春季学期数理方程 B 助教
本科 18 级 地球和空间科学学院 刘炜昊

2021 年 4 月 于合肥
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数理方程 B 第三章参考答案 

1. 解： 

由 

𝜕2𝑢
𝜕𝑟2 +

1
𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟 +

1
𝑟2
𝜕2𝑢
𝜕𝜃2 +

𝜕2𝑢
𝜕𝑧2 = 0 

设 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑅(𝑟)𝛩(𝜃)𝑍(𝑧) 

则 

𝑅′′(𝑟)𝛩(𝜃)𝑍(𝑧) +
1
𝑟  𝑅

′(𝑟)𝛩(𝜃)𝑍(𝑧) +
1
𝑟2 𝑅

(𝑟)𝛩′′(𝜃)𝑍(𝑧) + 𝑅(𝑟)𝛩(𝜃)𝑍′′(𝑧) = 0 

两边同时除以𝑅(𝑟)𝛩(𝜃)𝑍(𝑧)得 

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟  
𝑅′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟2
𝛩′′(𝜃)
𝛩(𝜃) +

𝑍′′(𝑧)
𝑍(𝑧) = 0 

设 

{
 
 

 
 𝑍′′(𝑧)

𝑍(𝑧) = 𝜆

𝛩′′(𝜃)
𝛩(𝜃) = −𝑚

2
 

则 

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) + 𝑟

𝑅′(𝑟)
𝑅(𝑟) = −𝜆 +

𝑚2

𝑟2  

所以 

{
𝑍′′(𝑧) − 𝜆𝑍(𝑧) = 0
𝛩′′(𝜃) +𝑚2𝛩(𝜃) = 0

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + (𝜆𝑟2 − 𝑚2)𝑅(𝑟) = 0
 

2. 解： 

(1) 

𝑑
𝑑𝑥 𝐽0

(𝑎𝑥)
𝑎𝑥=𝑡
⇒  

𝑑
𝑑𝑥 𝐽0

(𝑎𝑥) =
𝑑
𝑑𝑡 𝐽0

(𝑡)
𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 𝑎

𝑑
𝑑𝑡 𝐽0

(𝑡) = 𝑎𝐽−1(𝑡) = −𝑎𝐽1(𝑡) = −𝑎𝐽𝑖(𝑎𝑥) 

(2) 

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥𝐽1(𝑎𝑥)]

𝑎𝑥=𝑡
⇒  

𝑑
𝑑𝑡
[
𝑡
𝑎 𝐽1(𝑡)

]
𝑑𝑡
𝑑𝑥 =

𝑑
𝑑𝑡
[𝑡𝐽1(𝑡)] = 𝑡𝐽0(𝑡) = 𝑎𝑥𝐽0(𝑎𝑥) 

3. 解： 

∫ 𝐽0(𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 =
𝜋
2

0
∫ ∑(−1)𝑘

1
𝑘! Γ(𝑘 + 1)

(
𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃
2
)
2𝑘

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃
+∞

𝑘=0

𝜋
2

0

= ∫ ∑(−1)𝑘
1
𝑘!2
(
𝑥
2
)
2𝑘
𝑐𝑜𝑠2𝑘+1𝜃𝑑𝜃

+∞

𝑘=0

𝜋
2

0

=∑(−1)𝑘
1
𝑘!2
(
𝑥
2
)
2𝑘
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑘+1𝜃𝑑𝜃 =
𝜋
2

0

+∞

𝑘=0

∑(−1)𝑘
1
𝑘!2
(
𝑥
2
)
2𝑘 (2𝑘)‼
(2𝑘 + 1)‼

+∞

𝑘=0

=∑(−1)𝑘
1
𝑘!2
(
𝑥
2
)
2𝑘 2𝑘𝑘!
(2𝑘 + 1)‼

+∞

𝑘=0

=∑(−1)𝑘
1
𝑘!
𝑥2𝑘

2𝑘
1

(2𝑘 + 1)‼

+∞

𝑘=0

=∑(−1)𝑘
𝑥2𝑘

(2𝑘)‼
1

(2𝑘 + 1)‼

+∞

𝑘=0

=∑(−1)𝑘
𝑥2𝑘

(2𝑘 + 1)! =
1
𝑥

+∞

𝑘=0

∑(−1)𝑘
𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)! =
𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥

+∞

𝑘=0

 

4. 解 

𝑑
𝑑𝑥 √𝑥𝐽32

(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥 𝑥

−1 [𝑥
3
2𝐽3
2
(𝑥)] = −𝑥−2 [𝑥

3
2𝐽3
2
(𝑥)] + 𝑥−1

𝑑
𝑑𝑥 𝑥

3
2𝐽3
2
(𝑥) = −𝑥−

1
2𝐽3
2
(𝑥) + 𝑥−1 [𝑥

3
2𝐽1
2
(𝑥)] = −𝑥−

1
2𝐽3
2
(𝑥) + 𝑥

1
2𝐽1
2
(𝑥) 



𝑑2

𝑑𝑥2 √𝑥𝐽32
(𝑥) =

𝑑
𝑑𝑥−𝑥

−12𝐽3
2
(𝑥) +

𝑑
𝑑𝑥 𝑥

1
2𝐽1
2
(𝑥) =

𝑑
𝑑𝑥 𝑥

−2 [𝑥
3
2𝐽3
2
(𝑥)] + 𝑥

1
2𝐽−12

(𝑥) 

𝑑
𝑑𝑥 − 𝑥

−2 [𝑥
3
2𝐽3
2
(𝑥)] = 2𝑥−3 [𝑥

3
2𝐽3
2
(𝑥)] + (−𝑥−2)

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥
3
2𝐽3
2
(𝑥)] = 2𝑥−

3
2𝐽3
2
(𝑥) − 𝑥−

1
2𝐽1
2
(𝑥) 

所以 

𝑑2

𝑑𝑥2 √𝑥𝐽32
(𝑥) = 2𝑥−

3
2𝐽3
2
(𝑥) − 𝑥−

1
2𝐽1
2
(𝑥) + 𝑥

1
2𝐽−12

(𝑥) 

𝑥2
𝑑2

𝑑𝑥2 √𝑥𝐽32
(𝑥) = 2𝑥

1
2𝐽3
2
(𝑥) − 𝑥

3
2𝐽1
2
(𝑥) + 𝑥

5
2𝐽−12

(𝑥) 

(𝑥2 − 2)√𝑥𝐽3
2
(𝑥) = 𝑥

5
2𝐽3
2
(𝑥) − 2𝑥

1
2𝐽3
2
(𝑥) 

𝑥2
𝑑2

𝑑𝑥2 √𝑥𝐽32
(𝑥) + (𝑥2 − 2)√𝑥𝐽3

2
(𝑥) = 𝑥

5
2𝐽3
2
(𝑥) − 𝑥

3
2𝐽1
2
(𝑥) + 𝑥

5
2𝐽−12

(𝑥) 

由递推公式 

𝐽𝑣−1(𝑥) + 𝐽𝑣+1(𝑥) =
2𝑣
𝑥 𝐽𝑣(𝑥) 

取 

𝑣 =
1
2 

则有 

𝐽−12
(𝑥) + 𝐽3

2
(𝑥) =

1
𝑥 𝐽12
(𝑥) 

两边同乘以𝑥
5
2,得 

𝑥
5
2𝐽−12

(𝑥) + 𝑥
5
2𝐽3
2
(𝑥) = 𝑥

3
2𝐽1
2
(𝑥) ⟹ 𝑥

5
2𝐽−12

(𝑥) − 𝑥
3
2𝐽1
2
(𝑥) = −𝑥

5
2𝐽3
2
(𝑥) 

故 

𝑥2
𝑑2

𝑑𝑥2 √𝑥𝐽32
(𝑥) + (𝑥2 − 2)√𝑥𝐽3

2
(𝑥) = 0 

5. 解： 

由例 1可得等式 

𝑒𝑖𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐽0(𝑥) + 2∑𝐽2𝑘(𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑘𝜃
+∞

𝑘=1

+ 2𝑖∑𝐽2𝑘−1(𝑥)sin (2𝑘 − 1)𝜃
+∞

𝑘=1

 

(1) 令𝜃 = 0,则 

1 = 𝐽0(𝑥) + 2∑𝐽2𝑘(𝑥)
+∞

𝑘=1

 

(2) 令𝜃 = 𝜋
2
,则 

𝑒𝑖𝑥 = 𝐽0(𝑥) + 2∑(−1)𝑘𝐽2𝑘(𝑥)
+∞

𝑘=1

+ 2𝑖∑(−1)𝑘−1𝐽2𝑘−1(𝑥)
+∞

𝑘=1

 

令𝜃 = −𝜋
2
,则 

𝑒−𝑖𝑥 = 𝐽0(𝑥) + 2∑(−1)𝑘𝐽2𝑘(𝑥)
+∞

𝑘=1

− 2𝑖∑(−1)𝑘−1𝐽2𝑘−1(𝑥)
+∞

𝑘=1

 

所以 

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖 = 2∑(−1)𝑘−1𝐽2𝑘−1(𝑥) = 2∑(−1)𝑘𝐽2𝑘+1(𝑥)
+∞

𝑘=0

+∞

𝑘=1

 



(3) 由(2)得 

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2 = 𝐽0(𝑥) + 2∑(−1)𝑘𝐽2𝑘(𝑥)
+∞

𝑘=1

 

6. 解： 

递推公式为 

𝐽𝑣′ (𝑥) = 𝐽𝑣−1(𝑥) −
𝑣
𝑥 𝐽𝑣(𝑥) 

𝐽𝑣′ (𝑥) =
𝑣
𝑥 𝐽𝑣
(𝑥) − 𝐽𝑣+1(𝑥) 

𝐽𝑣−1(𝑥) + 𝐽𝑣+1(𝑥) =
2𝑣
𝑥 𝐽𝑣(𝑥) 

𝐽𝑣−1(𝑥) − 𝐽𝑣+1(𝑥) = 2𝐽𝑣′ (𝑥) 

- 

(1) 在第二个递推公式中取𝑣 = 0,则 

𝐽0′ (𝑥) = −𝐽1(𝑥) 

𝐽0′′(𝑥) = −𝐽1′(𝑥)
第二个递推公式
⇒         𝐽0′′(𝑥) = 𝐽2(𝑥) −

1
𝑥 𝐽1
(𝑥) = 𝐽2(𝑥) +

1
𝑥 𝐽0

′(𝑥) ⟹ 𝐽2(𝑥) = 𝐽0′′(𝑥) −
1
𝑥 𝐽0

′ (𝑥) 

(2) 直接证明比较困难，我们可以考虑执果索因 

由要证的 

𝐽3(𝑥) + 3𝐽0′(𝑥) + 4𝐽0
(3)(𝑥) = 0 

观察这个等式我们发现其各项系数均为常数,对比四个递推公式我们首先从第四个入手,取𝑣 = 2,得 

𝐽1(𝑥) − 𝐽3(𝑥) = 2𝐽2′(𝑥) 

即 

𝐽1(𝑥) − 𝐽3(𝑥) = 2𝐽2′(𝑥) 

𝐽0′ (𝑥) = −𝐽1(𝑥) 

得 

𝐽3(𝑥) + 𝐽0′(𝑥) + 2𝐽2′(𝑥) = 0 

对比其与我们要证的式子,即可知需证 

𝐽2′ (𝑥) − 𝐽0′(𝑥) = 2𝐽0
(3)(𝑥) 

再从第三个式子入手,取𝑣 = 1,得 

𝐽0(𝑥) − 𝐽2(𝑥) = 2𝐽1′(𝑥) = −2𝐽0′′(𝑥) ⇒ 𝐽2(𝑥) − 𝐽0(𝑥) = 2𝐽0′′(𝑥) 

         两边求导,得 

𝐽2′ (𝑥) − 𝐽0′(𝑥) = 2𝐽0
(3)(𝑥) 

         综上可知原式得证 

7. 解：(1) 

𝑑
𝑑𝑥
[𝐽𝑣2(𝑥)] = 2𝐽𝑣(𝑥)𝐽𝑣′ (𝑥)

递推公式 4
⇒      𝐽𝑣(𝑥)[𝐽𝑣−1(𝑥) − 𝐽𝑣+1(𝑥)]

递推公式 3
⇒      

𝑥
2𝑣
[𝐽𝑣−1(𝑥) + 𝐽𝑣+1(𝑥)] [𝐽𝑣−1(𝑥) − 𝐽𝑣+1(𝑥)]

=
𝑥
2𝑣
[𝐽𝑣−12 (𝑥) − 𝐽𝑣+12 (𝑥)] 

(2) 

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥𝐽0(𝑥)𝐽1(𝑥)] = 𝐽0′(𝑥)𝑥𝐽1(𝑥) + 𝐽0(𝑥)

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥𝐽1(𝑥)] = −𝑥𝐽12(𝑥) + 𝐽0(𝑥)𝑥𝐽0(𝑥) = 𝑥[𝐽02(𝑥) − 𝐽12(𝑥)] 

8. 解： 

∫ 𝑥𝑛𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑛−1𝑥𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑛−1𝑑𝑥𝐽1(𝑥) = 𝑥𝑛𝐽1(𝑥) − (𝑛 − 1)
𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0
∫ 𝑥𝑛−1𝐽1(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑛𝐽1(𝑥) + (𝑛 − 1)
𝑥

0
∫ 𝑥𝑛−1𝐽0′ (𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

= 𝑥𝑛𝐽1(𝑥) + (𝑛 − 1)∫ 𝑥𝑛−1𝑑𝐽0(𝑥) = 𝑥𝑛𝐽1(𝑥) + (𝑛 − 1)𝑥𝑛−1𝐽0(𝑥) − (𝑛 − 1)2∫ 𝑥𝑛−2𝐽0(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

𝑥

0
 



(1) 

∫ 𝑥3
𝑥

0
𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥3𝐽1(𝑥) + 2𝑥2𝐽0(𝑥) − 4∫ 𝑥𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥3𝐽1(𝑥) + 2𝑥2𝐽0(𝑥) − 4𝑥𝐽1(𝑥) = 2𝑥2𝐽0(𝑥) + (𝑥3 − 4𝑥)

𝑥

0
𝐽1(𝑥) 

(2) 

∫ 𝑥4
𝑥

0
𝐽1(𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥4

𝑥

0
𝐽0′ (𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥4𝑑𝐽0(𝑥) = 4∫ 𝑥3𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑥4𝐽0(𝑥)

𝑥

0

𝑥

0
= (8𝑥2−𝑥4)𝐽0(𝑥) + 4(𝑥3 − 4𝑥)𝐽1(𝑥) 

9. 解：由递推公式 

𝐽𝑣−1(𝑥) − 𝐽𝑣+1(𝑥) = 2𝐽𝑣′ (𝑥) 

∫𝐽3(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝐽1(𝑥) −2𝐽2′(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝐽1 (𝑥)𝑑𝑥 − 𝐽2(𝑥) = ∫−𝐽0′(𝑥)𝑑𝑥 −2𝐽2(𝑥) 

𝐽𝑣−1(𝑥) + 𝐽𝑣+1(𝑥) =
2𝑣
𝑥 𝐽𝑣

(𝑥) ⇒ 𝐽2(𝑥) =
2
𝑥 𝐽1
(𝑥) − 𝐽0(𝑥) 

所以 

∫𝐽3(𝑥)𝑑𝑥 = −𝐽0(𝑥) − 2 [
2
𝑥 𝐽1
(𝑥) − 𝐽0(𝑥)] + 𝐶 = 𝐽0(𝑥) − 4𝑥−1𝐽1(𝑥) + 𝐶 

10. 解：（1） 

𝐽2(𝑥) =
2
𝑥 𝐽1
(𝑥) − 𝐽0(𝑥) 

∫ 𝑥2𝐽2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥
𝑥

0

𝑥

0
𝐽1(𝑥) − 𝑥2𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 

∫ 𝑥𝐽1(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑥

0
−∫ 𝑥𝐽0′(𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥𝑑𝐽0(𝑥) = ∫ 𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑥𝐽0(𝑥)

𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0
 

∫ 𝑥2𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑑𝑥𝐽1(𝑥) = 𝑥2𝐽1(𝑥) − ∫ 𝑥𝐽1(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0
 

所以 

∫ 𝑥2𝐽2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥
𝑥

0

𝑥

0
𝐽1(𝑥) − 𝑥2𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑥2𝐽1(𝑥) + 3∫ 𝑥𝐽1(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

0
 

     （2） 

𝐽1(𝑥) = −𝐽0′(𝑥) 

∫ 𝑥𝐽1(𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥
𝑥

0

𝑥

0
𝐽0′ (𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥𝑑𝐽0(𝑥) = −𝑥𝐽0(𝑥) +∫ 𝐽0(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0
 

11. 解：(1) 

∫𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝑥 𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫𝑥𝑑𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 

∫𝑥𝑑𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∫𝑥[𝐽0′ (𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐽0(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥] 𝑑𝑥

= ∫𝑥𝐽0′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑥𝐽0(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = −∫𝑥𝐽1(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥𝐽1(𝑥) = 𝑥𝐽1(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶 

∫𝑥 𝐽1(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −∫𝑥 𝐽1(𝑥)𝑑𝑐𝑜𝑠𝑥 = −𝑥𝐽1(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 𝐽1(𝑥) 

所以 

∫𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝑥 𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥𝐽1(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶 

(2) 



∫𝐽0(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑥 𝐽0(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 −∫𝑥𝑑𝐽0(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 

∫𝑥𝑑𝐽0(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 = ∫𝑥[𝐽0′ (𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥]𝑑𝑥

= ∫𝑥𝐽0′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑥𝐽0(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −∫𝑥𝐽1(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 −∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥𝐽1(𝑥) = −𝑥𝐽1(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐶 

 

∫𝑥 𝐽1(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = ∫𝑥 𝐽1(𝑥)𝑑𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑥𝐽1(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 𝐽1(𝑥) 

12. 解： 

𝑓(x) =∑𝐴𝑛𝐽0

+∞

𝑛=1

(𝜔𝑛𝑥) 

其中 

𝐴𝑛 =
〈𝑓(𝑥), 𝐽0(𝜔𝑛𝑥)〉
〈𝐽0(𝜔𝑛𝑥), 𝐽0(𝜔𝑛𝑥)〉

=
∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝐽0(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥
2
0

𝑁012
=
∫ 𝑥10 𝐽0(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥
22
2 𝐽1

2(2𝜔𝑛)
 

∫ 𝑥
1

0
𝐽0(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜔𝑛𝑥=𝑡⇒    
1
𝜔𝑛2

∫ 𝑡𝐽0(𝑡)𝑑𝑡 =
1
𝜔𝑛2

𝜔𝑛

0
𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛) =

𝐽1(𝜔𝑛)
𝜔𝑛

 

𝐴𝑛 =
𝐽1(𝜔𝑛)

2𝜔𝑛𝐽12(2𝜔𝑛)
 

所以 

𝑓(𝑥) =∑𝐴𝑛𝐽0

+∞

𝑛=1

(𝜔𝑛𝑥) =∑
𝐽1(𝜔𝑛)

2𝜔𝑛𝐽12(2𝜔𝑛)

+∞

𝑛=1

(𝜔𝑛𝑥) 

13. 解： 

𝑓(𝑥) =∑𝐴𝑛𝐽1

+∞

𝑛=1

(𝜔𝑛𝑥) 

其中 

𝐴𝑛 =
〈𝑓(𝑥), 𝐽1(𝜔𝑛𝑥)〉
〈𝐽1(𝜔𝑛𝑥), 𝐽1(𝜔𝑛𝑥)〉

=
∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝐽1(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥
1
0

𝑁112
=
∫ 𝑥2𝐽1(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥
1
0
12
2 𝐽2

2(𝜔𝑛)
 

∫ 𝑥2𝐽1(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥
𝜔𝑛𝑥=𝑡⇒    

1
𝜔𝑛3

∫ 𝑡2𝐽1(𝑡)𝑑𝑡 =
1
𝜔𝑛3

𝜔𝑛2𝐽2(𝜔𝑛)
𝜔𝑛

0

1

0
=
𝐽2(𝜔𝑛)
𝜔𝑛

 

𝐴𝑛 =
2

𝜔𝑛𝐽2(𝜔𝑛)
 

所以 

𝑓(𝑥) =∑𝐴𝑛𝐽1

+∞

𝑛=1

(𝜔𝑛𝑥) = 𝑓(𝑥) =∑
2

𝜔𝑛𝐽2(𝜔𝑛)
𝐽1

+∞

𝑛=1

(𝜔𝑛𝑥) 

14. 解：依题 



∫ 𝑥𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥 [∑𝐴𝑛𝐽0(𝜔𝑛𝑥)
+∞

𝑛=1

]
2

𝑑𝑥
1

0

1

0

= ∫ 𝑥 [∑𝐴𝑛2𝐽02(𝜔𝑛𝑥) + 2∑𝐴1(𝐴2 + ⋯𝐴𝑛)
+∞

𝑛=2

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔1𝑥)𝐽0(𝜔𝑛𝑥)
1

0

+ 2∑𝐴2(𝐴3 +⋯𝐴𝑛)𝐽0(𝜔2𝑥)𝐽0(𝜔𝑛𝑥) + ⋯2𝐴𝑛−1𝐴𝑛𝐽0(𝜔𝑛−1𝑥)𝐽0(𝜔𝑛𝑥)
+∞

𝑛=3

]𝑑𝑥

=∑𝐴𝑛2 ∫ 𝑥𝐽02(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥 + 2∑𝐴1(𝐴2 + ⋯𝐴𝑛)∫ 𝑥
1

0

+∞

𝑛=2

1

0

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔1𝑥)𝐽0(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥

+⋯2𝐴𝑛−1𝐴𝑛 ∫ 𝐽0(𝜔𝑛−1𝑥)𝐽0(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥
1

0
 

        依题利用内积的性质 

〈𝐽0(𝜔𝑛𝑥), 𝐽0(𝜔𝑛𝑥)〉 = 𝑁012 =
12

2 𝐽1
2(𝜔𝑛) =

1
2 𝐽1

2(𝜔𝑛) 

                                   〈𝐽0(𝜔𝑛𝑥), 𝐽0(𝜔𝑚𝑥)〉 = 0, 𝑛 ≠ 𝑚 

        故 

∫ 𝑥𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 =
1

0
∑𝐴𝑛2 ∫ 𝑥𝐽02(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

1
2

1

0

+∞

𝑛=1

∑𝐴𝑛2
+∞

𝑛=1

𝐽12(𝜔𝑛) 

15. 解： 

1 =∑
2

𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛)
𝐽0(𝜔𝑛𝑥) =∑𝐴𝑛

+∞

𝑛=1

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑥) 

对比系数得 

𝐴𝑛 =
2

𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛)
, 𝑛 = 1,2,⋯ 

令𝑓(𝑥) = 1 

1
2 =

∫ 𝑥𝑑𝑥
1

0
=
1
2
∑

4
𝜔𝑛2𝐽12(𝜔𝑛)

𝐽12(𝜔𝑛) = 2∑
1
𝜔𝑛2

+∞

𝑛=1

+∞

𝑛=1

⇒∑
1
𝜔𝑛2

+∞

𝑛=1

=
1
4 

16. 解:先说分析思路 

依题,设温度函数为𝑢(𝑡, 𝑟) 

所以 

{𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 +
1
𝑟 𝑢𝑟  (𝑡 > 0,0 < 𝑟 < 𝑅)

𝑢(𝑡, 𝑅) = 𝑢0, 𝑢(0, 𝑟) = 0
 

解决此类问题，当然要选择适当的边界条件，因此如何选择适当的边界条件成为至关重要的问题。首先先无脑进行分离变

量 

𝑢(𝑡, 𝑟) = 𝑇(𝑡)𝑅(𝑟) 

{𝑇
′(𝑡)𝑅(𝑟) = 𝑇(𝑡)𝑅′′(𝑟) +

1
𝑟
𝑇(𝑡)𝑅′(𝑟)

𝑇(𝑡)𝑅(𝑅) = 𝑢0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = 0
 

即 

{
𝑇′(𝑡)
𝑇(𝑇) =

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟𝑅(𝑟)𝑅

′(𝑟) =
𝑟𝑅′′(𝑟) + 𝑅′(𝑟)

𝑟𝑅(𝑟) = −𝜆

𝑇(𝑡)𝑅(𝑅) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = 0
 

则有 

{
𝑇′(𝑡) + 𝜆𝑇(𝑡) = 0

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅(𝑟) + 𝜆𝑟2 = 0
𝑇(𝑡)𝑅(𝑅) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = 0

 

得到了一个 0阶贝塞尔方程,考虑贝塞尔当方程的边界条件 



{
{𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝜆𝑥2 − 𝜈2)𝑦 = 0, (0 < 𝑥 < 𝑎, 𝜈 ≥ 0)

𝛼𝑦(𝑎) + 𝛽𝑦′(𝑎) = 0
𝑦(0)有界

 

考虑到本题中的条件 

𝑇(𝑡)𝑅(𝑅) = 𝑢0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = 0 

则需要“调整”为,此题中𝑅(0)有界（物理意义上为初始温度不可能为无穷大 

𝑅(𝑅) = 0 

设 

𝑢(𝑡, 𝑟) = 𝑣(𝑡, 𝑟) + 𝑤(𝑡, 𝑟) 

𝑣(𝑡, 𝑟)满足分离变量之后的贝塞尔方程 

{𝑣𝑡 = 𝑣𝑟𝑟 +
1
𝑟 𝑣𝑟  (𝑡 > 0,0 < 𝑟 < 𝑅)

𝑣(𝑡, 𝑅) = 0, 𝑢(0, 𝑟) =?
 

{𝑤𝑡 = 𝑤𝑟𝑟 +
1
𝑟
𝑤𝑟  (𝑡 > 0,0 < 𝑟 < 𝑅)

𝑤(𝑡, 𝑅) = 𝑢0, 𝑤(0, 𝑟) =?
 

那么如何解决两个？条件的匹配呢，可以从找特解要尽可能往简单找的思路考虑。之前分析的𝑣(𝑡, 𝑟)满足分离变量之后的

贝塞尔方程，故其对应齐次方程。则𝑤(𝑡, 𝑟)为特解。 

𝑤(𝑡, 𝑅) = 𝑢0 

     则可取𝑤(𝑡, 𝑟) = 𝑢0， 

{𝑤𝑡 = 0  (𝑡 > 0,0 < 𝑟 < 𝑅)𝑤(𝑡, 𝑅) = 𝑢0,𝑤(0, 𝑟) = 𝑢0
 

     那么 

{𝑣𝑡 = 𝑣𝑟𝑟 +
1
𝑟 𝑣𝑟  (𝑡 > 0,0 < 𝑟 < 𝑅)

𝑣(𝑡, 𝑅) = 0, 𝑣(0, 𝑟) = −𝑢0
 

𝑣(𝑡, 𝑟)的解决： 

𝑣(𝑡, 𝑟) = 𝑇(𝑡)𝑅(𝑟) 

{𝑇
′(𝑡)𝑅(𝑟) = 𝑇(𝑡)𝑅′′(𝑟) +

1
𝑟 𝑇
(𝑡)𝑅′(𝑟)

𝑇(𝑡)𝑅(𝑅) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = −𝑢0
 

即 

{
𝑇′(𝑡)
𝑇(𝑇) =

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟𝑅(𝑟)𝑅

′(𝑟) =
𝑟𝑅′′(𝑟) + 𝑅′(𝑟)

𝑟𝑅(𝑟) = −𝜆

𝑇(𝑡)𝑅(𝑅) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = 0
 

则有 

{
𝑇′(𝑡) + 𝜆𝑇(𝑡) = 0

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅(𝑟) + 𝜆𝑟2 = 0
𝑅(𝑅) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑟) = −𝑢0

 

下面来解决𝑅(𝑟)对应的贝塞尔方程： 

{
𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅(𝑟) + 𝜆𝑟2 = 0
𝑅(𝑅) = 0, 𝑅(0)有界

 

此为一零阶贝塞尔方程,且边界条件为第一类 

则其固有值为 

𝜆𝑛 = 𝜔𝑛2, 𝑛 = 1,2,⋯ 

固有函数为 

𝑅𝑛(𝑥) = 𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝑛 = 1,2,⋯ 

其中𝜔𝑛为𝐽0(𝜔𝑅) = 0的正实根 

故 

𝑇𝑛′(𝑡) + 𝜆𝑛𝑇𝑛(𝑡) = 0 

得 



𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒−𝜔𝑛
2𝑡 

所以 

𝑣(𝑡, 𝑟) =∑𝐴𝑛𝑒−𝜔𝑛
2𝑡

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑟) 

又 

𝑣(0, 𝑟) =∑𝐴𝑛

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑥) = −𝑢0 

所以 

𝐴𝑛 =
〈𝐽0(𝜔𝑛𝑟),−𝑢0〉
〈𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉

=
−𝑢0 ∫ 𝑟𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑥

𝑅
0

𝑁012
= −𝑢0

1
𝜔𝑛2
∫ 𝑡𝐽0(𝑡)𝑑𝑡
𝜔𝑛𝑅
0

𝑅2
2 𝐽1

2(𝜔𝑛𝑅)
= −𝑢0

2
𝑅𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛𝑅)

 

所以 

𝑣(𝑡, 𝑟) = −2𝑢0
1
𝑅
∑

1
𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛𝑅)

𝑒−𝜔𝑛2𝑡
+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑟) 

故 

𝑢(𝑡, 𝑟) = 𝑣(𝑡, 𝑟) + 𝑤(𝑡, 𝑟) = 𝑢0 − 2𝑢0
1
𝑅
∑

1
𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛𝑅)

𝑒−𝜔𝑛2𝑡
+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑟) 

参考答案实际是对𝑣(𝑡, 𝑟)作了一个处理 

设 

𝑥 =
𝑟
𝑅 

则𝑣(𝑡, 𝑟) = 𝑣(𝑡, 𝑥) 

{𝑣𝑡 = 𝑣𝑟𝑟 +
1
𝑟 𝑣𝑟  (𝑡 > 0,0 < 𝑟 < 𝑅)

𝑣(𝑡, 𝑅) = 0,𝑢(0, 𝑟) = −𝑢0
 

变为 

{𝑣𝑡 =
1
𝑅2 𝑣𝑥𝑥 +

1
𝑅2𝑥 𝑣𝑥  (𝑡 > 0,0 < 𝑥 < 1)

𝑣(𝑡, 1) = 0, 𝑣(0, 𝑥) = −𝑢0
 

𝑣(𝑡, 𝑟)的解决： 

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑇(𝑡)𝑅(𝑥) 

{𝑇
′(𝑡)𝑅(𝑥) =

1
𝑅2 𝑇

(𝑡)𝑅′′(𝑥) +
1
𝑅2𝑥 𝑇

(𝑡)𝑅′(𝑥)

𝑇(𝑡)𝑅(1) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑥) = −𝑢0
 

即 

{𝑅
2 𝑇

′(𝑡)
𝑇(𝑇) =

𝑅′′(𝑥)
𝑅(𝑥) +

1
𝑥𝑅(𝑥) 𝑅

′(𝑥) =
𝑥𝑅′′(𝑥) + 𝑅′(𝑥)

𝑥𝑅(𝑥) = −𝜆

𝑇(𝑡)𝑅(1) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑥) = 0
 

则有 

{
𝑇′(𝑡) +

𝜆
𝑅2 𝑇

(𝑡) = 0

𝑥2𝑅′′(𝑥) + 𝑥𝑅(𝑥) + 𝜆𝑥2 = 0
𝑅(1) = 0, 𝑇(0)𝑅(𝑥) = −𝑢0

 

下面来解决𝑅(𝑟)对应的贝塞尔方程： 

{
𝑥2𝑅′′(𝑥) + 𝑥𝑅(𝑥) + 𝜆𝑥2 = 0

𝑅(1) = 0, 𝑅(0)有界
 

此为一零阶贝塞尔方程,且边界条件为第一类 

则其固有值为 

𝜆𝑛 = 𝜔𝑛2, 𝑛 = 1,2,⋯ 

固有函数为 



𝑅𝑛(𝑥) = 𝐽0(𝜔𝑛𝑥), 𝑛 = 1,2,⋯ 

其中𝜔𝑛为𝐽0(𝜔) = 0的正实根 

故 

𝑇𝑛′(𝑡) +
𝜆𝑛
𝑅2 𝑇𝑛

(𝑡) = 0 

得 

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒
−𝜔𝑛

2

𝑅2 𝑡 

所以 

𝑣(𝑡, 𝑟) =∑𝐴𝑛𝑒
−𝜔𝑛

2

𝑅2 𝑡
+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑥) 

又 

𝑣(0, 𝑥) =∑𝐴𝑛

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑥) = −𝑢0 

所以 

𝐴𝑛 =
〈𝐽0(𝜔𝑛𝑥),−𝑢0〉
〈𝐽0(𝜔𝑛), 𝐽0(𝜔𝑛𝑥)〉

=
−𝑢0 ∫ 𝑥𝐽0(𝜔𝑛𝑥)𝑑𝑥

1
0

𝑁012
= −𝑢0

1
𝜔𝑛2
∫ 𝑡𝐽0(𝑡)𝑑𝑡
𝜔𝑛
0

1
2 𝐽1

2(𝜔𝑛)
= −𝑢0

2
𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛)

 

所以 

𝑣(𝑡, 𝑟) = −2𝑢0∑
1

𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛)
𝑒−𝜔𝑛2𝑡

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑥) 

故 

𝑢(𝑡, 𝑟) = 𝑣(𝑡, 𝑟) + 𝑤(𝑡, 𝑟) = 𝑢0 − 2𝑢0∑
1

𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛)
𝑒−
𝜔𝑛2
𝑅2 𝑡

+∞

𝑛=1

𝐽0(𝜔𝑛𝑥) = 𝑢0 − 2𝑢0∑
1

𝜔𝑛𝐽1(𝜔𝑛)
𝑒−
𝜔𝑛2
𝑅2 𝑡

+∞

𝑛=1

𝐽0 (𝜔𝑛
𝑟
𝑅
) 

17. 解：边缘固定指的是边缘的曲线部分和直线部分都无横向振动 

         考虑如图极坐标系 

          

         设该薄膜的横向振动函数为𝑢(𝑡, 𝑟, 𝜑) 

         则根据题意列出方程及边界条件如下: 

{
 
 

 
 𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆2𝑢 = 𝑎2(𝑢𝑟𝑟 +

1
𝑟 𝑢𝑟 +

1
𝑟2 𝑢𝜑𝜑)

𝑢(𝑡, 𝑟, 0) = 𝑢(𝑡, 𝑟, 𝜋) = 0
𝑢(𝑡, 0, 𝜑) = 𝑢(𝑡, 𝑅, 𝜑) = 0
(0 < 𝑟 < 𝑅, 𝑡 > 0,0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋)

 

         由分离变量法，设𝑢(𝑡, 𝑟, 𝜑) = 𝑇(𝑡)𝑅(𝑟)Φ(𝜑) 



         则有 

{
𝑇′′(𝑡)𝑅(𝑟)Φ(𝜑) = 𝑎2∆2𝑢 = 𝑎2(𝑇(𝑡)𝑅′′(𝑟)Φ(𝜑) +

1
𝑟 𝑇
(𝑡)𝑅′(𝑟)Φ(𝜑) +

1
𝑟2 𝑇

(𝑡)𝑅(𝑟)Φ′′(𝜑))

Φ(0) = Φ(𝜋) = 0
(0 < 𝑟 < 𝑅, 𝑡 > 0,0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋)

 

         即 

{
 
 

 
 
𝑇′′(𝑡)
𝑎2𝑇(𝑡) =

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟
𝑅′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟2
Φ′′(𝜑)
Φ(𝜑)

Φ(0) = Φ(𝜋) = 0
𝑅(0) = 𝑅(𝑏) = 0

(0 < 𝑟 < 𝑅, 𝑡 > 0,0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋)

 

         设 

Φ′′(𝜑)
Φ(𝜑) = −𝑚

2 

         由 

Φ(0) = Φ(𝜋) = 0 

         由第一类边界条件知其特征值大于 0 

         其特征值为 

𝑚,𝑚 = 1,2,⋯ 

         其特征函数为 

Φ𝑚(𝜑) = 𝑠𝑖𝑛𝑚𝜑,𝑚 = 1,2,⋯ 

 

         设 

𝑇′′(𝑡)
𝑎2𝑇(𝑡) = −𝑘

2 

        则有 

{
𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + (𝑘2𝑟2 − 𝑚2)𝑅(𝑟) = 0

𝑅(𝑅) = 0, 𝑅(0) = 0(有界)  

        则该方程的固有值为 

𝑘𝑛2 = 𝜔𝑚𝑛2 ,𝑚 = 1,2,⋯ , 𝑛 = 1,2,⋯ 

则该方程的固有函数为 

𝑅𝑛(𝑟) = 𝐽𝑚(𝜔𝑚𝑛𝑟),𝑚 = 1,2,⋯ , 𝑛 = 1,2,⋯ 

        其中𝜔𝑚𝑛为方程𝐽𝑚(𝜔𝑏)的所有正根𝑚 = 1,2,⋯，𝑛 = 1,2,⋯ 

        所以 

         

𝑇𝑛′′(𝑡)
𝑎2𝑇𝑛(𝑡)

= −𝜔𝑚𝑛2  

         𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑚𝑛𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑚𝑛𝑡) + 𝐵𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑡)  

         所以 

𝑢(𝑡, 𝑟, 𝜑) = ∑∑𝐽𝑚(𝜔𝑚𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

𝑠𝑖𝑛𝑚𝜑[𝐴𝑚𝑛𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑚𝑛𝑡) + 𝐵𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑡)]
+∞

𝑚=1

 

18. 解： 

(1) 设𝑢(𝑟, 𝑧) = 𝑅(𝑟)𝑍(𝑧) 

由分离变量法得 

{
 

 𝑅"(𝑟)𝑍(𝑧) +
1
𝑟 𝑅′(𝑟)𝑍(𝑧) + 𝑅(𝑟)𝑍′′(𝑧) = 0 ⇒

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟
𝑅′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

𝑍′′(𝑧)
𝑍(𝑧) = 0

𝑅(𝑎)𝑍(𝑧) = 0
𝑅(𝑟)𝑍(0) = 0, 𝑅(𝑟)𝑍(𝑙) = 𝑇0

 



设 

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟
𝑅′(𝑟)
𝑅(𝑟) = −𝜆 

得 

{
𝑟2𝑅(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + 𝜆𝑟2𝑅(𝑟) = 0

𝑅(𝑎) = 0, 𝑅(0)有界
 

则其固有值为 

𝜆 = 𝜔𝑛2, 𝑛 = 1,2,⋯ 

其固有函数为 

𝑅𝑛(𝑟) = 𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝑛 = 1,2,⋯ 

其中𝜔𝑛为 

𝐽0(𝜔𝑎) = 0 

的正根 

所以 

{
𝑍𝑛′′(𝑧)
𝑍𝑛(𝑧)

− 𝜔𝑛2 = 0

𝑍(0) = 0
 

则 

{ 𝑍𝑛(𝑧) = 𝐴𝑛𝑒−𝜔𝑛𝑧 + 𝐵𝑛𝑒𝜔𝑛𝑧
𝑍𝑛(0) = 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛 = 0 ⇒ 𝐴𝑛 = −𝐵𝑛

 

所以 

𝑍𝑛(𝑧) = 𝐶𝑛𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑧) 

所以 

𝑢(𝑟, 𝑧) =∑𝐶𝑛𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑧)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

 

𝑢(𝑟, 𝑙) =∑𝐶𝑛𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑙)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

= 𝑇0 

𝐶𝑛𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑙) =
〈𝑇0, 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉

〈𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉
=
∫ 𝑇0𝑟𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟
𝑎
0
𝑎2
2 𝐽1

2(𝜔𝑛𝑎)
= 2𝑇0

∫ 𝑡𝐽0(𝑡)𝑑𝑡
𝜔𝑛𝑎
0

𝑎2𝜔𝑛2𝐽12(𝜔𝑛𝑎)
= 2𝑇0

1
𝜔𝑛𝑎𝐽1(𝜔𝑛𝑎)

 

所以 

𝑢(𝑟, 𝑧) =∑𝐶𝑛𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑧)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

= 2𝑇0∑
1

𝜔𝑛𝑎𝐽1(𝜔𝑛𝑎)
𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑧)
𝑠ℎ(𝜔𝑛𝑙)

𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

 

其中𝜔𝑛为 

𝐽0(𝜔𝑎) = 0 

的正根 

(2) 设𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑅(𝑟)𝑇(𝑡) 

由分离变量法得 

{
 
 

 
 𝑇′′(𝑡)𝑅(𝑟) + 2ℎ𝑇′(𝑡)𝑅(𝑟) = 𝑎2 (𝑇(𝑡)𝑅′′(𝑟) +

1
𝑟 𝑇
(𝑡)𝑅′(𝑟))

𝑅(0)𝑇(𝑡)有限, 𝑇(𝑡)𝑅′(𝑙) = 0
𝑅(𝑟)𝑇(0) = 𝜑(𝑟), 𝑅(𝑟)𝑇′(0) = 0

 

设 

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

1
𝑟
𝑅′(𝑟)
𝑅(𝑟) = −𝜆 

得 

{
𝑟2𝑅(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + 𝜆𝑟2𝑅(𝑟) = 0

𝑅′(𝑙) = 0, 𝑅(0)有界
 



则其固有值为 

𝜆 = { 0
𝜔𝑛2, 𝑛 = 1,2,⋯

 

其固有函数为 

𝑅𝑛(𝑟) = {
𝐶, 𝐶为常数

𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝑛 = 1,2,⋯
 

其中𝜔𝑛为 

𝐽′0(𝜔𝑙) = 0,即𝐽1(𝜔𝑙) = 0 

的正根,其中 

则当𝜆 = 0时 

{
𝑇0′′(𝑡) + 2ℎ𝑇0′(𝑡)

𝑎2𝑇0(𝑡)
= 0

𝑇0′(0) = 0
 

即 

{𝑇0
′′(𝑡) + 2ℎ𝑇0′(𝑡) = 0

𝑇0′(0) = 0
 

得该方程对应的特征方程为𝛼2 + 2ℎ𝛼 = 0,特征根为𝛼1 = −2ℎ, 𝛼2 = 0. 

{𝑇0(𝑡) = 𝐶0 + 𝐷0𝑒
−ℎ2𝑡

𝑇0′(0) = 0
 

则当𝜆 = 𝜔𝑛2, 𝑛 = 1,2,⋯时 

𝐷0 = 0 

{
𝑇𝑛′′(𝑡) + 2ℎ𝑇𝑛′(𝑡)

𝑎2𝑇𝑛(𝑡)
= −𝜔𝑛2

𝑇𝑛′(0) = 0
 

即 

{𝑇𝑛
′′(𝑡) + 2ℎ𝑇𝑛′(𝑡) + 𝜔𝑛2𝑎2𝑇𝑛(𝑡) = 0

𝑇𝑛′(0) = 0
 

          得该方程对应的特征方程为𝛼2 + 2ℎ𝛼 +𝜔𝑛2𝑎2 = 0,判别式为∆= 4ℎ2 − 4𝜔𝑛2𝑎2. 

         题干中ℎ ≪ 1,结合一阶贝塞尔函数零点及𝑎的实际物理意义可知判别式小于 0.（其实就是根据答案凑的说法） 

         则该特征方程解为𝛼1 = −ℎ + 𝑖√(𝜔𝑛𝑎)2 − ℎ2, 𝛼2 = −ℎ − 𝑖√(𝜔𝑛𝑎)2 − ℎ2 

         记𝑞𝑛 = √(𝜔𝑛𝑎)2 − ℎ2 

         则该方程解为 

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒−ℎ𝑡(𝐶𝑛𝑐𝑜𝑠𝑞𝑛𝑡 + 𝐷𝑛𝑠𝑖𝑛𝑞𝑛𝑡) 

         𝑇′𝑛(0) = 0得 

−ℎ𝐶𝑛 + 𝑞𝑛𝐷𝑛 = 0 ⇒ 𝐷𝑛 =
ℎ
𝑞𝑛
  

         故原方程解为 

𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝐶0 + 𝐷0𝑒−ℎ2𝑡(这里本来要乘 C,但将 C规划到两个待定系数显得答案比较美观)

+∑𝑒−ℎ𝑡(𝐶𝑛𝑐𝑜𝑠𝑞𝑛𝑡 + 𝐷𝑛𝑠𝑖𝑛𝑞𝑛𝑡)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

 

         再考虑 𝑢(𝑟, 0) = 𝜑(𝑟) 

𝑢(𝑟, 0) = 𝐶0 +∑𝐶𝑛𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

=∑𝐶𝑛𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=0

= 𝜑(𝑟) 

𝐶𝑛 =
〈𝜑(𝑟), 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉
〈𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉

=
∫ 𝑟𝑙0 𝜑(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟

∫ 𝑟𝐽02(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟
𝑙
0

 



𝐶0 =
∫ 𝑟𝑙0 𝜑(𝑟)𝑑𝑟

∫ 𝑟𝑑𝑟𝑙
0

=
2
𝑙2
∫ 𝑟
𝑙

0
𝜑(𝑟)𝑑𝑟 

𝐶𝑛 =
∫ 𝑟𝑙0 𝜑(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟

𝑁012
=
∫ 𝑟𝑙0 𝜑(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟

𝑙2
2 𝐽1

2(𝜔𝑛𝑟)
=
2
𝑙2
∫ 𝑟𝑙0 𝜑(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟

𝐽12(𝜔𝑛𝑟)
, 𝑛 = 1,2,⋯ 

所以 

𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝐶0 + 𝐷0𝑒−ℎ2𝑡 +∑𝑒−ℎ𝑡(𝐶𝑛𝑐𝑜𝑠𝑞𝑛𝑡 + 𝐷𝑛𝑠𝑖𝑛𝑞𝑛𝑡)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

 

其中 

𝐶0 =
2
𝑙2
∫ 𝑟
𝑙

0
𝜑(𝑟)𝑑𝑟 

𝐶𝑛 =
2
𝑙2
∫ 𝑟𝑙0 𝜑(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟

𝐽12(𝜔𝑛𝑟)
, 𝑛 = 1,2,⋯ 

𝐷0 = 0 

𝐷𝑛 =
ℎ
𝑞𝑛
 

 

19. 解：由分离变量法,设𝑢(𝑟, 𝑧) = 𝑅(𝑟)𝑍(𝑧) 

{
 
 

 
 𝑅′′(𝑟)𝑍(𝑧) +

1
𝑟 𝑅

′(𝑟)𝑍(𝑧) + 𝑅(𝑟)𝑍′′(𝑧) = 0

𝑅(0)𝑍(𝑧) =有限, 𝑅′(𝑅)𝑍(𝑧) + 𝑘𝑅(𝑅)𝑍(𝑧) = 0
𝑅(𝑟)𝑍(0) = 0, 𝑅(𝑟)𝑍(ℎ) = 𝑓(𝑟)

 

即 

{
 
 

 
 𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

𝑅′(𝑟)
𝑟𝑅(𝑟) +

𝑍′′(𝑧)
𝑍(𝑧) = 0

𝑅′(𝑅) + 𝑘𝑅(𝑅) = 0, 𝑅(0)有限

𝑍(0) = 0, 𝑅(𝑟)𝑍(ℎ) = 𝑓(𝑟)

 

设 

𝑅′′(𝑟)
𝑅(𝑟) +

𝑅′(𝑟)
𝑟𝑅(𝑟) = −𝜆 

关于𝑅(𝑟)的方程为 

{
𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + 𝜆𝑟2𝑅(𝑟) = 0
𝑅′(𝑅) + 𝑘𝑅(𝑅) = 0,𝑅(0)有限

 

其为 0阶贝塞尔方程，且具有第三类边界条件 1+ 

故其固有值为 

𝜆 = 𝜔𝑛2, 𝑛 = 1,2,⋯ 

固有函数为 

𝑅𝑛(𝑟) = 𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝑛 = 1,2,⋯ 

其中𝜔𝑛为方程𝜔𝐽0′(𝜔𝑅) + 𝑘𝐽0(𝜔𝑅) = 0[−𝜔𝐽1(𝜔𝑅) + 𝑘𝐽0(𝜔𝑅) = 0]的正根. 

所以 

{𝑍𝑛
′′(𝑧) − 𝜔𝑛2𝑍𝑛(𝑧) = 0

𝑍𝑛(0) = 0
 

解得 

𝑍𝑛(𝑧) = 𝐴𝑛𝑠ℎ𝜔𝑛𝑧 

故 

𝑢(𝑟, 𝑧) =∑𝐴𝑛𝑠ℎ𝜔𝑛𝑧𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

 



𝑢(𝑟, h) =∑𝐴𝑛𝑠ℎ𝜔𝑛ℎ𝐽0(𝜔𝑛𝑟) = 𝑓(𝑟)
+∞

𝑛=1

 

𝐴𝑛𝑠ℎ𝜔𝑛ℎ =
〈𝑓(𝑟), 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉
〈𝐽0(𝜔𝑛𝑟), 𝐽0(𝜔𝑛𝑟)〉

=
∫ 𝑟𝑓(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟
𝑅
0

𝑁032
=

∫ 𝑟𝑓(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟
𝑅
0

1
2 [𝑅

2 + ( 𝑅𝜔𝑛𝑘
)
2
] 𝐽02(𝜔𝑅)

=
2
𝑅2
∫ 𝑟𝑓(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟
𝑅
0

(1 + 1
𝜔𝑛2𝑘2

) 𝐽02(𝜔𝑅)
 

𝑢(𝑟, 𝑧) =
2
𝑅2
∑

∫ 𝑟𝑓(𝑟)𝐽0(𝜔𝑛𝑟)𝑑𝑟
𝑅
0

(1 + 1
𝜔𝑛2𝑘2

) 𝐽02(𝜔𝑅)

𝑠ℎ𝜔𝑛𝑧
𝑠ℎ𝜔𝑛ℎ

𝐽0(𝜔𝑛𝑟)
+∞

𝑛=1

 

20. 解： 

由递推公式 

(𝑛 + 1)𝑝𝑛+1(𝑥) − 𝑥(2𝑛 + 1)𝑝𝑛(𝑥) + 𝑛𝑝𝑛−1(𝑥) = 0, 𝑛 ≥ 1 

及 

𝑝0(𝑥) = 1 

𝑝1(𝑥) = 𝑥 

代入𝑥 = 0 

(𝑛 + 1)𝑝𝑛+1(0) + 𝑛𝑝𝑛−1(0) = 0, 𝑛 ≥ 1 

即 

(𝑛 + 2)𝑝𝑛+2(0) + (𝑛+1)𝑝𝑛(0) = 0,𝑛 ≥ 0 

当𝑛 = 2𝑘 − 2, 𝑘 = 1,2,⋯时 

2𝑘𝑝2𝑘(0) + (2𝑘 − 1)𝑝2𝑘−2(0) = 0 

即 

𝑝2𝑘(0)
𝑝2𝑘−2(0)

= −
(2𝑘 − 1)
2𝑘  

𝑝2𝑘(0) =
𝑝2𝑘(0)
𝑝2𝑘−2(0)

𝑝2𝑘−2(0)
𝑝2𝑘−4(0)

⋯
𝑝2(0)
𝑝0(0)

𝑝0(0) = [−
(2𝑘 − 1)
2𝑘

] [−
(2𝑘 − 3)
(2𝑘 − 2)

]⋯[−
1
2
] ∙ 1 = (−1)𝑘

(2𝑘 − 1)‼
(2𝑘)‼  

𝑘由来:观察底下的2,⋯ ,2𝑘,共𝑘项 

当𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 = 1,2,⋯时 

(2𝑘 + 1)𝑝2𝑘+1(0) + 2𝑘𝑝2𝑘−1(0) = 0 

𝑝1(𝑥) = 𝑥 ⇒ 𝑝1(0) = 0 

𝑘 = 1,3𝑝3(0) + 2𝑝1(0) = 0 ⇒ 𝑝3(0) = 0 

⋯ 

所以 

𝑝2𝑘−1(0) = 0 

综上 

𝑝𝑛(0) = {

1, 𝑛 = 0

(−1)𝑘
(2𝑘 − 1)‼
(2𝑘)‼ , 𝑛 = 2𝑘   ,

0, 𝑛 = 2𝑘 − 1

𝑘 = 1,2,⋯ 

由递推公式 

𝑛𝑝𝑛−1(𝑥) − 𝑝𝑛′ (𝑥) + 𝑥𝑝𝑛−1′(𝑥) = 0 

代入𝑥 = 0 

𝑛𝑝𝑛−1(0) − 𝑝𝑛′ (0) = 0 

𝑝𝑛′ (0) = 𝑛𝑝𝑛−1(0), 𝑛 ≥ 2 

当𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 0,1,2,⋯时 

𝑝2𝑘+1′ (0) = (2𝑘 + 1)𝑝2𝑘(0) = (2𝑘 + 1)(−1)𝑘
(2𝑘 − 1)‼
(2𝑘)‼ = (−1)𝑘

(2𝑘 + 1)‼
(2𝑘)‼  

当𝑛 = 2𝑘, 𝑘 = 1,2,⋯时 



𝑝2𝑘′ (0) = 2𝑘𝑝2𝑘−1(0) = 0 

𝑝0(0) = 1 ⇒ 𝑝0′ (0) = 0 

所以 

𝑝𝑛′ (0) = {
0, 𝑛 = 2𝑘

(−1)𝑘
(2𝑘 + 1)‼
(2𝑘)‼ , 𝑛 = 2𝑘 + `1, 𝑘 = 0,1,2,⋯ 

21. 解： 

由 

𝑝𝑛+1′ (𝑥) − 𝑝𝑛−1′ (𝑥) = (2𝑛 + 1)𝑝𝑛(𝑥), 𝑛 ≥ 1 

得 

𝑝𝑛′ (𝑥) − 𝑝𝑛−2′ (𝑥) = (2𝑛 − 1)𝑝𝑛−1(𝑥), 𝑛 ≥ 2 

所以 

𝑝𝑛−2′ (𝑥) − 𝑝𝑛−4′ (𝑥) = (2𝑛 − 5)𝑝𝑛−3(𝑥), 𝑛 ≥ 3 

𝑝𝑛−4′ (𝑥) − 𝑝𝑛−6′ (𝑥) = (2𝑛 − 9)𝑝𝑛−5(𝑥), 𝑛 ≥ 3 

⋯ 

等式相加 

𝑝𝑛′ (𝑥) = (2𝑛 − 1)𝑝𝑛−1(𝑥) + (2𝑛 − 5)𝑝𝑛−3(𝑥) + (2𝑛 − 9)𝑝𝑛−5(𝑥) +⋯ , 𝑛 ≥ 2 

𝑝1′(𝑥) = 1 = (2 × 1 − 1)𝑝0(𝑥) 

综上 

𝑝𝑛′ (𝑥) = (2𝑛 − 1)𝑝𝑛−1(𝑥) + (2𝑛 − 5)𝑝𝑛−3(𝑥) + (2𝑛 − 9)𝑝𝑛−5(𝑥) +⋯ , 𝑛 ≥ 1 

22. 解：(1) 

𝑚 < 𝑛时, 

𝑥𝑚 =∑𝐴𝑖𝑝𝑖(𝑥)
𝑚

𝑖=0

 

∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ [∑𝐴𝑖𝑝𝑖(𝑥)
𝑚

𝑖=0

]
1

−1

1

−1
𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ ∑𝐴𝑖𝑝𝑖(𝑥)1𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =∑𝐴𝑖 ∫ 𝑝𝑖(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥

1

−1

𝑚

𝑖=0

𝑚

𝑖=0

1

−1
 

注意到∫ 𝑝𝑖(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1
−1 = 0, 𝑖 ≠ 𝑛 

故 

∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0
1

−1
 

𝑚 ≥ 𝑛时, 

     由 

𝑛𝑝𝑛(𝑥) − 𝑥𝑝𝑛′ (𝑥) + 𝑝𝑛−1′ (𝑥) = 0 

𝑛∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑚[𝑥𝑝𝑛′ (𝑥) − 𝑝𝑛−1′ (𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑚+1
1

−1

1

−1

1

−1
𝑝𝑛′ (𝑥)𝑑𝑥 −∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛−1′ (𝑥)𝑑𝑥

1

−1
 

∫ 𝑥𝑚+1𝑝𝑛′ (𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑚+1𝑑𝑝𝑛(𝑥) =
1

−1

1

−1
𝑥𝑚+1𝑝𝑛(𝑥)|−11 − (𝑚 + 1)∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑝𝑛(1) − (−1)𝑚+1𝑝𝑛

1

−1
(−1)

− (𝑚 + 1)∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 1 − (−1)𝑚+1+𝑛 −
1

−1
(𝑚 + 1)∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥

1

−1
 

∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛−1′ (𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= ∫ 𝑥𝑚𝑑𝑝𝑛−1(𝑥) = 𝑥𝑚𝑝𝑛−1(𝑥)|−11

1

−1
− 𝑚∫ 𝑥𝑚−1𝑝𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥 = 1 − (−1)𝑚+𝑛−1 −𝑚∫ 𝑥𝑚−1𝑝𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥

1

−1

1

−1
 

记 

∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑚, 𝑛)
1

−1
 

则 



𝑛𝑓(𝑚, 𝑛) = 1 − (−1)𝑚+1+𝑛 − (𝑚 + 1)𝑓(𝑚, 𝑛) − [1 − (−1)𝑚+𝑛−1 − 𝑚𝑓(𝑚 − 1, 𝑛 − 1)] 

𝑛𝑓(𝑚, 𝑛) = −(𝑚 + 1)𝑓(𝑚, 𝑛) +𝑚𝑓(𝑚 − 1, 𝑛 − 1) 

𝑓(𝑚, 𝑛) =
𝑚

𝑚 + 𝑛 + 1𝑓
(𝑚 − 1, 𝑛 − 1) =

𝑚
𝑚+ 𝑛 + 1 ∙

𝑚 − 1
𝑚 + 𝑛 − 1𝑓

(𝑚 − 2, 𝑛 − 2)

=
𝑚

𝑚 + 𝑛 + 1 ∙
𝑚 − 1

𝑚 + 𝑛 − 1
𝑚 − 2

𝑚 + 𝑛 − 3𝑓
(𝑚 − 3, 𝑛 − 3)

= ⋯
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
1

(𝑚 + 𝑛 + 1)‼
(𝑚 − 𝑛 + 1)‼

∫ 𝑥𝑚−𝑛𝑑𝑥 =
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!

1

−1

(𝑚 − 𝑛 + 1)‼
(𝑚 + 𝑛 + 1)‼

1 + (−1)𝑚−𝑛

𝑚 − 𝑛 + 1

=
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
(𝑚 − 𝑛 − 1)‼
(𝑚 + 𝑛 + 1)‼

[1 + (−1)𝑚−𝑛] =
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)‼
1 + (−1)𝑚−𝑛

(𝑚 + 𝑛 + 1)‼ 

综上 

∫ 𝑥𝑚𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = {
0,𝑚 < 𝑛

𝑚!
(𝑚 − 𝑛)‼

1 + (−1)𝑚−𝑛

(𝑚 + 𝑛 + 1)‼ ,𝑚 ≥ 𝑛

1

−1
 

(2) 

∫ 𝑥𝑝𝑚(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

依题 

𝑥𝑝𝑚(𝑥) = ∑ 𝐴𝑖𝑝𝑖(𝑥)
𝑚+1

𝑖=0

 

∫ 𝑥𝑝𝑚(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= ∫ [∑ 𝐴𝑖𝑝𝑖(𝑥)

𝑚+1

𝑖=0

]𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = ∑ 𝐴𝑖 ∫ 𝑝𝑖(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

𝑚+1

𝑖=0

1

−1
 

所以，当𝑚+ 1 < 𝑛时，由正交性可知上式等于 0 

同理，对于 

𝑥𝑝𝑛(𝑥) =∑𝐵𝑖𝑝𝑖(𝑥)
𝑛+1

𝑖=0

 

所以，当𝑛 + 1 < 𝑚时，由正交性可知上式等于 0 

故只需讨论，𝑚− 𝑛 = 0,±1 

𝑚− 𝑛 = −1时 

原式 = ∫ 𝑥𝑝𝑛−1(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

由递推公式（1） 

𝑛𝑝𝑛 − 𝑥(2𝑛 − 1)𝑝𝑛−1(𝑥) + (𝑛 − 1)𝑝𝑛−2(𝑥) = 0 

得 

𝑥𝑝𝑛−1(𝑥) =
𝑛

2𝑛 − 1𝑝𝑛 +
𝑛 − 1
2𝑛 − 1𝑝𝑛−2

(𝑥) 

         代入并由正交性： 

原式 =
𝑛

2𝑛 − 1
‖𝑝𝑛‖2 =

𝑛
2𝑛 − 1

2
2𝑛 + 1 =

2𝑛
4𝑛2 − 1 

𝑚− 𝑛 = 0时 

         

原式 = ∫ 𝑥𝑝𝑛2(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

对于𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝𝑛2(𝑥), 𝑓(−𝑥) = −𝑥𝑝𝑛2(−𝑥) = −𝑥[(−1)2𝑝𝑛(𝑥)]2 = −𝑥𝑝𝑛2(𝑥) = −𝑓(𝑥) 

因此 



原式 = 0 

𝑚− 𝑛 = 1时 

原式 = ∫ 𝑥𝑝𝑛(𝑥)𝑝𝑛+1(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
 

由递推公式（1） 

(𝑛 + 1)𝑝𝑛+1 − 𝑥(2𝑛 + 1)𝑝𝑛(𝑥) + 𝑛𝑝𝑛−1(𝑥) = 0 

得 

𝑥𝑝𝑛(𝑥) =
𝑛 + 1
2𝑛 + 1𝑝𝑛+1 +

𝑛
2𝑛 + 1𝑝𝑛−1

(𝑥) 

代入并由正交性： 

原式 =
𝑛 + 1
2𝑛 + 1

‖𝑝𝑛+1‖2 =
𝑛 + 1
2𝑛 + 1

2
2𝑛 + 3 =

2(𝑛 + 1)
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3) 

         综上 

原式 =

{
 
 

 
 

2𝑛
4𝑛2 − 1 ,𝑚 − 𝑛 = −1
0,𝑚 − 𝑛 ≠ ±1

2(𝑛 + 1)
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3) ,𝑚 − 𝑛 = 1

 

23. 解： 

考虑到 

𝑑
𝑑𝑥
[(1 − 𝑥2)𝑝𝑛′(𝑥)] + 𝑛(𝑛 + 1)𝑝𝑛(𝑥) = 0 

∫ (1 − 𝑥2)[𝑝𝑛′(𝑥)]2𝑑𝑥 = ∫ (1 − 𝑥2)𝑝𝑛′(𝑥)𝑑𝑝𝑛(𝑥)
1

−1

1

−1
= (1 − 𝑥2)𝑝𝑛′ (𝑥)𝑝𝑛(𝑥)|−11 − ∫ 𝑝𝑛(𝑥)𝑑[(1 − 𝑥2)𝑝𝑛′ (𝑥)]

1

−1
𝑑𝑥

= 𝑛(𝑛 + 1)∫ 𝑝𝑛2(𝑥)𝑑𝑥 =
2𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛 + 1

1

−1
 

24. 解：（1） 

𝑓(𝑥) = 𝑥3,−1 < 𝑥 < 1 

𝑓(𝑥) = 𝐶3𝑝3(𝑥) + 𝐶1𝑝1(𝑥) 

𝑝3(𝑥) =
5
2𝑥

3 −
3
2𝑥, 𝑝1

(𝑥) = 𝑥 

故 

𝑓(𝑥) =
2
5𝑝3

(𝑥) +
3
5𝑝1

(𝑥) 

(2) 

𝑓(𝑥) = 𝑥4,−1 < 𝑥 < 1 

𝑓(𝑥) = 𝐶4𝑝4(𝑥) + 𝐶2𝑝2(𝑥) + 𝐶0𝑝0(𝑥) 

𝑝4(𝑥) =
35
8 𝑥

4 −
15
4 𝑥

2 +
3
8 , 𝑝2

(𝑥) =
3
2𝑥

2 −
1
2 , 𝑝0

(𝑥) = 1 

则 

{
 
 

 
 

35
8 𝐶4 = 1

3
2𝐶2 −

15
4 𝐶4 = 0

𝐶0 −
1
2𝐶2 +

3
8𝐶4 = 0

 

得 



{
 
 

 
 𝐶0 =

1
5

𝐶2 =
4
7

𝐶4 =
8
35

 

    故 

𝑓(𝑥) =
8
35𝑝4

(𝑥) +
4
7𝑝2

(𝑥) +
1
5𝑝0(𝑥) 

   （3） 

𝑓(𝑥) = |𝑥|, −1 < 𝑥 < 1 

𝑓(𝑥) =∑𝐶𝑛𝑝𝑛(𝑥)
+∞

𝑛=0

 

𝐶0 =
1
2
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1
2

1

−1
 

𝐶𝑛 =
2𝑛 + 1
2

∫ |𝑥|𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
, 𝑛 ≥ 1 

∫ |𝑥|𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= ∫ 𝑥𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥

0

−1

1

0
 

∫ 𝑥𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
0

−1

𝑥=−𝑡
⇒  −∫ 𝑡𝑝𝑛(−𝑡)

1

0
𝑑𝑡 = (−1)𝑛−1 ∫ 𝑥

1

0
𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 

∫ |𝑥|𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= [1 + (−1)𝑛]∫ 𝑥𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥

1

0
= {2∫ 𝑥𝑝2𝑘(𝑥)𝑑𝑥

1

0
 𝑛 = 2𝑘

0, 𝑛 = 2𝑘 − 1
, 𝑘 = 1,2,⋯ 

由课本 P280例 1 

∫ 𝑥𝑝2𝑘(𝑥)𝑑𝑥
1

0
=

1
2𝑘 + 2

∫ 𝑝2𝑘−1(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 

由递推公式（6） 

∫ 𝑝2𝑘−1(𝑥)𝑑𝑥
1

0
=

1
4𝑘 − 1

[𝑝2𝑘−2(0) − 𝑝2𝑘(0)] = 

           注意到 

𝑤(𝑡, 𝑥) =
1

√1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
=∑𝑝𝑛(𝑥)𝑡𝑛

+∞

𝑛=0

, |𝑡| < 1 

     则 

𝑤(𝑡, 0) =
1

√1 + 𝑡2
=∑𝑝𝑛(0)𝑡𝑛

+∞

𝑛=0

, |𝑡| < 1 

1
√1 + 𝑡2

= (1 + 𝑡2)−
1
2 =∑

(−12)(−
1
2 − 1)⋯[−

1
2 − (𝑛 − 1)]

𝑛!
(𝑡2)𝑛 =∑(−1)𝑛

(2𝑛 − 1)‼
2𝑛𝑛!

+∞

𝑛=0

+∞

𝑛=0

𝑡2𝑛 =∑(−1)𝑛
(2𝑛 − 1)‼
(2𝑛)‼

+∞

𝑛=0

𝑡2𝑛 

           所以 

𝑝𝑛(0) = {
0，𝑛 = 2𝑘 + 1

(−1)𝑘
(2𝑘 − 1)‼
(2𝑘)‼ , 𝑛 = 2𝑘

𝑘 = 0,1,2,⋯ 

𝑝2𝑘(0) = (−1)𝑘
(2𝑘 − 1)‼
(2𝑘)‼  

𝑝2𝑘−2(0) = (−1)𝑘−1
(2𝑘 − 3)‼
(2𝑘 − 2)! 

𝑝2𝑘(0) − 𝑝2𝑘−2(0) = (−1)𝑘
(2𝑘 − 1)(2𝑘 − 3)‼

(2𝑘)‼ − (−1)𝑘−1
2𝑘(2𝑘 − 3)‼
2𝑘(2𝑘 − 2)!! =

(−1)𝑘
(4𝑘 − 1)(2𝑘 − 3)‼

(2𝑘)‼  



           所以 

∫ 𝑥𝑝2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
1

2𝑘 + 2
∫ 𝑝2𝑘−1(𝑥)𝑑𝑥
1

0
=

1
(2𝑘 + 2)(4𝑘 − 1)

[𝑝2𝑘−2(0) − 𝑝2𝑘(0)] = (−1)𝑘+1
(2𝑘 − 3)‼
(2𝑘 + 2)‼

1

0
 

       𝐶2𝑘 = (4𝑘 + 1)∫ 𝑥𝑝2𝑘(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= (−1)𝑘

(2𝑘 − 3)‼ (4𝑘 + 1)
(2𝑘 + 2)‼ = (−1)𝑘+1

(4𝑘 + 1) (2𝑘 − 2)!(2𝑘 − 2)‼
(2𝑘 + 2)‼            

= (−1)𝑘
(4𝑘 + 1)(2𝑘 − 2)!

2𝑘+1(𝑘 + 1)! 2𝑘−1(𝑘 − 1)! = (−1)
𝑘+!

(4𝑘 + 1)
22𝑘(𝑘 − 1)!

(2𝑘 − 2)!
(𝑘 + 1)!  

𝑓(𝑥) =
1
2 +

∑(−1)𝑘+1
(4𝑘 + 1)
22𝑘(𝑘 − 1)!

(2𝑘 − 2)!
(𝑘 + 1)! 𝑝2𝑘(𝑥)

+∞

𝑘=1

 

 

25. 解： 

根据球坐标系下与方位角𝜑无关的 Laplace方程通解（球内形式） 

𝑢(𝑟, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑟𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝑢(𝑎, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑎𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 =
2
3𝑝2

(𝑐𝑜𝑠𝜃) +
1
3

+∞

𝑛=0

𝑝0(𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝐴0 =
1
3 , 𝐴2 =

2
3𝑎2 , 𝐴𝑛 = 0(𝑛 ≠ 0,2) 

𝑢(𝑟, 𝜃) =
1
3 +

2𝑟2

3𝑎2 𝑝2
(𝑐𝑜𝑠𝜃) =

1
3 +

2𝑟2

3𝑎2
(
3
2 𝑐𝑜𝑠

2𝜃 −
1
2
) =

𝑟2

𝑎2 𝑐𝑜𝑠
2𝜃 −

𝑟2

3𝑎2 +
1
3 

26. 解： 

     根据球坐标系下与方位角𝜑无关的 Laplace方程通解（球内形式） 

𝑢(𝑟, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑟𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝑢(1, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 3𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 1 = 6𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 2 = 4𝑝2(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝐴2 = 4, 𝐴𝑛 = 0(𝑛 ≠ 2) 

𝑢(𝑟, 𝜃) = 4𝑟2𝑝2(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 4𝑟2 (
3
2 𝑐𝑜𝑠

2𝜃 −
1
2
) == 2𝑟2(3𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1) 

27. 解： 

     根据球坐标系下与方位角𝜑无关的 Laplace方程通解（球外形式） 

𝑢(𝑟, 𝜃) =∑𝐵𝑛𝑟−(𝑛+1)𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝑢(1, 𝜃) =∑𝐵𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 =
2
3𝑝2

(𝑐𝑜𝑠𝜃) +
1
3 𝑝0(𝑐𝑜𝑠𝜃)

+∞

𝑛=0

 

𝐵0 =
1
3 , 𝐵2 =

2
3 , 𝐵𝑛(𝑛 ≠ 0,2) 

𝑢(𝑟, 𝜃) =
1
3𝑟 +

2
3𝑟3 𝑝2

(𝑐𝑜𝑠𝜃) =
1
3𝑟 +

2
3𝑟3

(
3
2 𝑐𝑜𝑠

2𝜃 −
1
2
) =

1
3 𝑟

−1 + 𝑟−3𝑐𝑜𝑠2𝜃 −
1
3 𝑟

−3 

 

28. 解：设球的半径为𝑎 

(1) 将半球补成一完整的球，则温度函数𝑢(𝑟, 𝜃)满足： 



{
 
 

 
 
Δ𝑢 = 0, (0 ≤ 𝑟 < 𝑎, 0 ≤ 𝜃 ≤ π

𝑢|𝑟=𝑎 = 𝑢0, 0 < 𝜃 ≤
𝜋
2

𝑢|𝜃=0 = 0

𝑢|𝑟=𝑎 = −𝑢0,−
𝜋
2 ≤ 𝜃 < 0

 

根据球坐标系下与方位角𝜑无关的 Laplace方程通解（球内形式） 

𝑢(𝑟, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑟𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝑢(𝑎, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑎𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) =

{
 
 

 
 𝑢0, 0 ≤ 𝜃 <

𝜋
2

0, 𝜃 =
𝜋
2

−𝑢0
𝜋
2 < 𝜃 ≤ π

+∞

𝑛=0

 

      令𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑥 

       则方程转化为求函数{
𝑢0, 0 < 𝑥 ≤ 1
0, 𝑥 = 0

−𝑢0,−1 ≤ 𝑥 < 0
的傅里叶-勒让德展开 

       该函数为奇函数，故只有奇数项系数不为 0 

𝐶1 = 3𝑢0∫ 𝑥𝑑𝑥 =
3
2

1

0
𝑢0 

       由习题 24.（3） 

             𝑛 ≥ 1时 𝐶2𝑛+1

= (4𝑛 + 3)∫ 𝑢0𝑝2𝑛+1(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= (4𝑛 + 3)𝑢0 ∫ 𝑝2𝑛+1(𝑥)𝑑𝑥 = (4𝑛 + 3)𝑢0 ∙
1

4𝑛 + 3
[𝑝2𝑛(0) − 𝑝2𝑛+2(0)] =

1

0
𝑢0(−1)𝑛

(4𝑛 + 3)(2𝑛 − 1)‼
(2𝑛 + 2)‼  

                 所以 

𝐴1 =
3𝑢0
2𝑎 , 𝐴2𝑛+1 = 𝑢0

(−1)𝑛
(4𝑛 + 3)(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛 + 2)‼
1

𝑎2𝑛+1 , 𝑛 = 1,2,⋯ 

    因此 

𝑢(𝑟, 𝜃) =
3𝑢0
2𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑢0

∑(−1)𝑛
(4𝑛 + 3)(2𝑛 − 1)‼

(2𝑛 + 2)‼
(
𝑟
𝑎
)
2𝑛+1

+∞

𝑛=1

𝑝2𝑛+1(𝑐𝑜𝑠𝜃) 

(2) 将半球补成一完整的球，绝热指底面温度保持不变，则温度函数𝑢(𝑟, 𝜃)满足： 

{∆𝑢 = 0,0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋𝑢|𝑟=𝑎 = 𝑢0
 

根据球坐标系下与方位角𝜑无关的 Laplace方程通解（球内形式） 

𝑢(𝑟, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑟𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝑢(𝑎, 𝜃) =∑𝐴𝑛𝑎𝑛𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑢0 =
+∞

𝑛=0

𝑢0𝑝0(𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝐴0 = 𝑢0, 𝐴𝑛 = 0(𝑛 = 1,2,⋯ ) 

所以 

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑢0 

29. 解：将半空心球补成全空心球，（注意到𝜃 = 𝜋
2
时，𝑓 (𝜋

2
) = 𝐴

2
,说明底面温度没有发生跳变） 

则温度函数𝑢(𝑟, 𝜃)满足 



{
 
 

 
 ∆𝑢 = 0,

𝑅
2 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

𝑢|𝑟=𝑅 = 𝑢|𝑟=𝑅2
= 𝐴𝑠𝑖𝑛2

𝜃
2 =

𝐴
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑢|𝜃=𝜋2
=
𝐴
2

 

根据球坐标系下与方位角𝜑无关的 Laplace方程通解 

𝑢(𝑟, 𝜃) =∑[𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−(𝑛+1)]𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
+∞

𝑛=0

 

𝑢 (
𝑅
2 , 𝜃

) =∑[𝐴𝑛 (
𝑅
2
)
𝑛

+ 𝐵𝑛 (
𝑅
2
)
−(𝑛+1)

] 𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) =
𝐴
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

+∞

𝑛=0

 

𝑢(𝑅, 𝜃) =∑[𝐴𝑛𝑅𝑛 + 𝐵𝑛𝑅−(𝑛+1)]𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) =
𝐴
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

+∞

𝑛=0

 

比较系数得 

{
𝐴0 +

2𝐵0
𝑅 +

𝐴1
2 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 +

4𝐵1
𝑅2 𝑐𝑜𝑠𝜃 =

𝐴
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝐴0 +
𝐵0
𝑅 + 𝐴1𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 +

𝐵1
𝑅2 𝑐𝑜𝑠𝜃 =

𝐴
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

 

{𝐴𝑛 = 0, 𝑛 = 2,3,⋯𝐵𝑛 = 0. 𝑛 = 2,3,⋯
 

得 

{
𝐴0 +

2𝐵0
𝑅 =

𝐴
2

𝐴0 +
𝐵0
𝑅 =

𝐴
2

⇒ {𝐴0 =
𝐴
2

𝐵0 = 0
 

{

𝐴1
2 𝑅 +

4𝐵1
𝑅2 = −

𝐴
2

𝐴1𝑅 +
𝐵1
𝑅2
= −

𝐴
2

⇒ {
𝐴1 = −

3𝐴
7𝑅

𝐵1 = −
𝐴
14
𝑅2

 

则 

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝐴
2 −

(
3𝑟
7𝑅 +

𝑅2

14𝑟
)𝐴𝑐𝑜𝑠𝜃 
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1 课本 P303 T1

1.1 课本 P303 T1(1)

用傅里叶变换解下列定解问题：




∆2u = 0 (−∞ < x < +∞, y > 0),

u(x, 0) = f(x),

当x2 + y2 → +∞ 时, u(x, y) → 0;

Sol:

由于 x 的取值范围无界，可对 x 作 Fourier 变换，记 ũ(λ, y) = F [u(x, y)]，并记 f̃(λ) =

F [f(x)]，因此得到如下 ODE：





d2ũ

dy2 − λ2ũ = 0

ũ(λ, 0) = f̃(λ)

得到其通解为 ũ(λ, y) = A(λ)eλy +B(λ)e−λy，考虑边界条件和有界性条件有：

ũ(λ, y) =






f̃(λ)e−λy, λ ≥ 0

f̃(λ)eλy, λ < 0
= f̃(λ)e−|λ|y

因此作反变换得到：

F−1
[
e−|λ|y] = 1

2π

ˆ +∞

−∞
e−|λ|yeiλxdλ =

1

π

ˆ +∞

0

e−λy cosλxdλ

=
1

π
·

∣∣∣∣∣∣∣

cosλx e−λy

−x sinλx −ye−λy

∣∣∣∣∣∣∣
(−y)2 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+∞

0

=
1

π
· y

x2 + y2

⇒ u(x, y) = F−1[f̃(λ)] ∗ F−1
[
e−λ|y]

= f(x) ∗
(
y

π
· 1

x2 + y2

)

=
y

π

ˆ +∞

−∞

f(ξ − x)dξ
ξ2 + y2

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 2
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1.2 课本 P303 T1(2)

用傅里叶变换解下列定解问题：




ut = a2uxx + f(t, x) (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = 0;

Sol:

由于 x 的取值范围无界，可对 x 作 Fourier 变换，记 ũ(t,λ) = F [u(t, x)]，并记 f̃(t,λ) =

F [f(t, x)]，因此得到如下 ODE：






dũ
dt + a2λ2ũ = f̃(t,λ)

ũ(0,λ) = 0

得到其通解为

ũ(t,λ) = e−a2λ2t

ˆ t

0

ea
2λ2τ f̃(τ,λ)dτ =

ˆ t

0

ea
2λ2(τ−t)f̃(τ,λ)dτ

因此作反变换得到：

F−1 [ũ(t,λ)] =

ˆ +∞

−∞

[ˆ t

0

ea
2λ2(τ−t)f̃(τ,λ)dτ

]
eiλxdλ

=

ˆ t

0

[ˆ +∞

−∞
ea

2λ2(τ−t)eiλxf̃(τ,λ)dλ
]

dτ

=

ˆ t

0

F−1
[
ea

2λ2(τ−t)f̃(τ,λ)
]

dτ

=

ˆ t

0

F−1
[
e−a2λ2(t−τ)

]
∗ F−1

[
f̃(τ,λ)

]
dτ

=

ˆ t

0

e
− x2

4a2(t−τ)

2a
√

π(t− τ)
∗ f(τ, x)dτ

=
1

2a
√
π

ˆ t

0

ˆ +∞

−∞
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ)
f(τ, ξ)√
(t− τ)

dξdτ

以上已用到公式：

ˆ +∞

−∞
e−a2λ2teiλxdλ =

ˆ +∞

−∞
e−a2λ2t cosλxdλ =

1

2a
√
πt

e−
x2

4a2t

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 3
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1.3 课本 P303 T1(3)

用傅里叶变换解下列定解问题：




ut = a2uxx(0 < x < +∞, t > 0),

u(t, 0) = ϕ(t), u(0, x) = 0, （用正弦变换）.

u(t,+∞) = ux(t,+∞) = 0

Sol:

由于 x的取值范围在半直线上，且，可对 x作正弦变换，记 ũ(t,λ) =
´ +∞
0 u�t, x) sinλxdx，

那么则有

Fs

[
∂2u

∂x2

]
=

ˆ +∞

0

∂2u

∂x2
sinλxdx =

∂u

∂x
sinλx

∣∣∣∣
+∞

0

− λ

ˆ +∞

0

∂u

∂x
cosλxdx

= − λu cosλx|+∞
0 − λ2

ˆ +∞

0

u sinλxdx

= −λϕ(t)− λ2ũ.

因此得到如下 ODE：





dũ
dt + a2λ2ũ = a2λϕ(t)

ũ(0,λ) = 0

得到其通解为

ũ(t,λ) = e−a2λ2t

ˆ t

0

ea
2λ2τa2λϕ(τ)dτ =

ˆ t

0

ea
2λ2(τ−t)a2λϕ(τ)dτ

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 4
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因此作反变换得到：

u(t, x) =
2

π

ˆ +∞

0

e−a2λ2t

ˆ t

0

a2λϕ(τ)ea
2λ2τdτ sinλxdλ

=
2

π

ˆ t

0

a2ϕ(τ)dτ

ˆ +∞

0

λ sinλxe−a2λ2(t−τ)dλ

=
1

π

ˆ t

0

ϕ(τ)

t− τ
dτ
ˆ +∞

0

sinλxde−a2λ2(t−τ)dλ

=
1

π

ˆ t

0

ϕ(τ)

t− τ
dτ
ˆ +∞

0

x cosλxe−a2λ2(t−τ)dλ

=
1

π

ˆ t

0

xϕ(τ)

t− τ
dτ · 1

2

ˆ +∞

−∞
cosλxe−a2x2(t−τ)dλ

=
1

2π

ˆ t

0

xϕ(τ)

t− τ
dτ ·
ˆ +∞

−∞
Re

{
eiλx

}
e−a2(t−τ)dλ

=
1

2π

ˆ t

0

xϕ(τ)

t− τ
dτ · Re

{ˆ +∞

−∞
e
−a2λ2(t−τ)(λ− ix

2a2(t−τ)
)2 · e−

x2

4a2(t−τ) dλ
}

=
1

2π

ˆ t

0

xϕ(τ)

t− τ
· e−

x2

4a2(t−τ)

√
π

a2(t− τ)
dτ

=
x

2a
√
π

ˆ t

0

(t− τ)−
3
2ϕ(τ)e

− x2

4a2(t−τ) dτ

其中

ˆ +∞

−∞
e
−a2(t−τ)(λ− ix

2a2(t−τ)
)2dλ =

ˆ +∞

−∞
e−a2(t−τ)λ2dλ =

√
π

a2(t− τ)
.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 5
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2 课本 P303 T2

2.1 课本 P303 T2(1)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






∂2u

∂x∂y
= 1(x > 0, y > 0)

u(0, y) = y + 1, u(x, 0) = 1;

Sol:

对 x 作 Laplace 变换，记 ũ(p, y) = L[u(x, y)]，则有关系：

L

[
∂u

∂x

]
= pũ− u(0, y) = pũ− y − 1

因此得到如下 ODE：





∂

∂y
(pũ− y − 1) =

1

p

ũ(p, 0) =
1

p

因此得到：
∂u

∂y
=

1

p2
+

1

p
，那么 ũ(p, y) =

p+ 1

p2
y + f(p)，f ∈ C1.

由 ũ(p, 0) = f(p) =
1

p
，得到 ũ(p, y) =

p+ 1

p2
y +

1

p
.

因此作反变换得到：

u(x, y) = L−1[ũ(p, y)] = L−1

[
p+ 1

p2
y +

1

p

]
= xy + y + 1.

PS: 也可对 y 作 Laplace 变换，记 ũ(x, p) = L[u(x, y)]，则有关系：

L

[
∂u

∂y

]
= pũ− u(x, 0) = pũ− 1

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 6
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因此得到如下 ODE：





∂

∂x
(pũ− 1) =

1

p

ũ(0, p) =
1

p
+

1

p2

因此得到：
∂u

∂x
=

1

p2
，那么 ũ(p, y) =

x

p2
y + f(p)，f ∈ C1.

由 ũ(0, p) = f(p) =
1

p
+

1

p2
，得到 ũ(x, p) =

x+ 1

p2
+

1

p
.

因此作反变换得到：

u(x, y) = L−1[ũ(x, p)] = L−1

[
x+ 1

p2
+

1

p

]
= y + xy + 1.

PS: 也可以不用 Laplace 变换解题，直接用第一章的知识解题也可.

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 7
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2.2 课本 P303 T2(2)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






ut = a2uxx(t > 0, 0 < x < l)

ux(t, 0) = 0, u(t, l) = u0（常数）

u(0, x) = u1（常数）;

Sol:

对 t 作 Laplace 变换，记 ũ(p, x) = L[u(t, x)]，得到如下 ODE：





pũ− u1 = a2ũxx

ũx(p, 0) = 0, ũ(p, l) =
u0

p

其中以上的方程 pũ− u1 = a2ũxx 等价于以下方程

ũ− u1

p
=

a2

p

∂2

∂x2

(
ũ− u1

p

)

得到通解：ũ(p, x) =
u1

p
+ A sh

√
p

a
x+B ch

√
p

a
x

代入边界条件有：






ũx(p, 0) = A ·
√
p

a
= 0 ⇒ A = 0

ũ(p, l) =
u1

p
+B ch

√
p

a
l =

u0

p
⇒ B =

u0 − u1

p ch
√
p
a l

⇒ ũ(p, x) =
u1

p
+

u0 − u1

p
·

ch
√
p
a x

ch
√
p
a l

对应的奇点（令分母为 0）的 p 值为：

p = 0, pk =

[
(2k + 1)πai

2l

]2
, k ∈ Z+

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 8
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因此作 Laplace 反变换得到：

u(t, x) = L−1[ũ(p, x)] = u1 +
+∞∑

k=0

Res
[
u0 − u1

p
·

ch
√
p
a x

ch
√
p
a l

, pk

]

= u1 + (u0 − u1) + (u0 − u1)
+∞∑

k=0

[
p− pk

p
·

ch
√
p
a x

ch
√
p
a l

, pk

]∣∣∣∣∣
p→pk

= u0 − (u0 − u1)
+∞∑

k=0

{[
2l

(2k + 1)πa

]2
· cos (2k + 1)πx

2l
· e−[

(2k+1)πa
2l ]

2
t · lim

p→pk

p− pk

ch
√
p
a l

}

其中

lim
p→pk

p− pk

ch
√
p
a l

= lim
p→pk

1
l

2a
√
p sh

√
p
a l

=
a2(2k + 1)π

l2 sin(kπ + π
2 )

= (−1)k · a
2(2k + 1)π

l2

因此得到

u(t, x) = u0 +
4

π
(u0 − u1)

+∞∑

k=0

(−1)k+1

2k + 1
· cos (2k + 1)πx

2l
· e−[

(2k+1)πa
2l ]

2
t

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 9
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2.3 课本 P303 T2(3)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






ut = a2uxx − hu(x > 0, t > 0, h > 0, h为常数)

u(0, x) = b （常数）, u(t, 0) = 0

lim
x→+∞

ux = 0;

Sol:

对 t 作 Laplace 变换，记 ũ(p, x) = L[u(t, x)]，得到如下 ODE：





pũ− b = a2ũxx − hũ

ũx(p, 0) = 0, lim
x→+∞

ũ(p, x) = 0

其中以上的方程 pũ− b = a2ũxx − hũ 等价于以下方程

ũ− b

p+ h
=

a2

p+ h

∂2

∂x2

(
ũ− b

p+ h

)

得到通解：ũ(p, x) =
b

p+ h
+ Ae

√
p+ h

a
x
+Be

−

√
p+ h

a
x

代入边界条件有：






lim
x→+∞

ũx = 0 ⇒ A = 0

ũ(p, 0) =
b

p+ h
+B = 0 ⇒ B = − b

p+ h

⇒ ũ(p, x) =
b

p+ h
·
(
1− e−

√
p+h
a x

)

因此作 Laplace 反变换得到：

u(t, x) = L−1[ũ(p, x)] = be−ht

[
1− erfc

(
x

2a
√
t

)]

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 10
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其中余误差函数 erfc(x) 与 erf(x) 的关系为：

erfc(x) = 1− erf(x) = 1− 2√
π

ˆ x

0

e−y2dy

因此有

u(t, x) = be−hterf
(

x

2a
√
t

)
=

2b√
π
e−ht

ˆ x
2a

√
t

0

e−y2dy

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 11
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2.4 课本 P304 T2(4)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






utt = a2uxx(x > 0, t > 0)

u(0, x) = 0, ux(0, x) = b

u(t, 0) = 0, lim
x→+∞

ux = 0;

Sol:

对 t 作 Laplace 变换，记 ũ(p, x) = L[u(t, x)]，得到如下 ODE：





p2ũ− b = a2ũxx

ũ(p, 0) = 0, lim
x→+∞

ũx = 0

得到通解为： ˜u(p, x) = Ae
p
ax +Be−

p
ax +

b

p2

代入边界条件有：






ũ(p, 0) = A+B +
b

p2
= 0

lim
x→+∞

ũx = lim
x→+∞

(Ae
p
ax +Be−

p
ax) = 0

⇒






A = 0

B = − b

p2

⇒ ũ(p, x) =
b

p2
(1− e−

x
ap)

因此作 Laplace 反变换得到：

u(t, x) = L−1[ũ(p, x)] = bt− b
(
t− x

a

)
h
(
t− x

a

)

其中 h(t) 为单位函数，

h(t) =






0, t ≤ 0

1, t > 0

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 12
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2.5 课本 P304 T2(5)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






ut = uxx(t > 0, 0 < x < 4)

u(t, 0) = u(t, 4) = 0

u(0, x) = 6 sin πx

2
+ 3 sinπx;

Sol:
对 t 作 Laplace 变换，记 ũ(p, x) = L[u(t, x)]，得到如下 ODE：





pũ− 6 sin πx

2
− 3 sinπx = ũxx

ũ(p, 0) = 0, ũ(p, 4) = 0

得到齐通解：˜̄u(p, x) = Ae
√
px +Be−

√
px 和特解 ũ∗(p, x) = C sin πx

2
+D sinπx

其中特解代入原方程得：

p(C sin πx

2
+D sinπx)− 6 sin πx

2
− 3 sinπx = −π2

4
C sin πx

2
− π2D sinπx

由于 sin πx

2
和 sinπx 相互正交，因此可得






pC − 6 = −π2

4
C

pD − 3 = −π2D

⇒






C =
6

p+ π2

4

D =
3

p+ π2

因此通解为 ũ(p, x) = Ae
√
px +Be−

√
px +

6

p+ π2

4

sin πx

2
+

3

p+ π2
sinπx

代入边界条件有：





ũ(p, 0) = A+B = 0

ũ(p, 4) = Ae4
√
p +Be−4

√
p = 0

⇒





A = 0

B = 0
⇒ ũ(p, x) =

6

p+ π2

4

sin πx

2
+

3

p+ π2
sinπx

因此作 Laplace 反变换得到：

u(t, x) = L−1[ũ(p, x)] = 6e−
π2

4 t sin πx

2
+ 3e−π2t sinπx

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 13
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2.6 课本 P304 T2(6)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






ut = uxx(0 < x < 2)

ux(t, 0) = ux(t, 2) = 0

u(0, x) = 4 cosπx− 2 cos 3πx;

Sol:
对 t 作 Laplace 变换，记 ũ(p, x) = L[u(t, x)]，得到如下 ODE：





pũ− 4 cosπx+ 2 cos 3πx = ũxx

ũx(p, 0) = 0, ũx(p, 2) = 0

得到齐通解：˜̄u(p, x) = Ae
√
px +Be−

√
px 和特解 ũ∗(p, x) = C cosπx+D cos 3πx

其中特解代入原方程得：

p(C cosπx+D cos 3πx)− 4 cosπx+ 2 cos 3πx = −π2C cosπx− 9π2D cos 3πx

由于 cosπx 和 cos 3πx 相互正交，因此可得





pC − 4 = −π2C

pD + 2 = −9π2D
⇒






C =
4

p+ π2

D = − 2

p+ 9π2

因此通解为 ũ(p, x) = Ae
√
px +Be−

√
px +

4

p+ π2
cosπx− 2

p+ 9π2
cos 3πx

代入边界条件有：





ũx(p, 0) =

√
p(A−B) = 0

ũx(p, 2) =
√
p(Ae2

√
p +Be−2

√
p) = 0

⇒





A = 0

B = 0
⇒ ũ(p, x) =

4 cosπx
p+ π2

− 2 cos 3πx
p+ 9π2

因此作 Laplace 反变换得到：

u(t, x) = L−1[ũ(p, x)] = 4e−π2t cosπx− 2e−9π2t cos 3πx

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 14
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2.7 课本 P304 T2(7)

用拉普拉斯变换解下列定解问题：






utt = a2∆3u(t > 0, r > 0)

u|r=0有界, r =
√
x2 + y2 + z2

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (1 + r2)−2;

[提示: 利用在复变函数部分第 5 章中已求得的积分

ˆ +∞

0

cosωx
1 + x2

=
π

2
e−ω. ]

Sol:

由于初始条件只与 r 有关，故 u = u(t, r)，那么得到:a2∆3u = a2(urr +
2

r
ur)，因此令 v(t, r) = ru，化

简得到如下定解问题：






vtt = a2vrr(t > 0, r > 0)

v|r=0有界, r =
√
x2 + y2 + z2

v|t=0 = 0, vt|t=0 =
r

(1 + r2)2
;

对 v(t, r) 做 Laplace 变换，设 ṽ(p, r) = L[v(t, r)]，因此可得到：






p2ṽ(p, r)− r

(1 + r2)2
= a2ṽ(p, r)

|ṽ(p, 0)| < +∞

对 ṽ(p, r) 作正弦变换，记 Ṽ (p,ω) = Fs[ṽ(p, r)] =
´ +∞
0

ṽ(p, r) sinωrdr，则有

Fs[ṽrr] = int+∞
0 ṽrr sinωrdr

= ṽr sinωr|+∞
0 − ω

ˆ +∞

0

ṽr cosωrdr

= −ω

ˆ +∞

0

cosωrdṽ

= −ω

[
ṽ cosωr|+∞

0 + ω

ˆ +∞

0

ṽ sinωrdr
]

= −ω2Ṽ

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 15
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另外还有

Fs

[
r

(1 + r2)2

]
=

ˆ +∞

0

r

(1 + r2)2
sinωrdr

= −1

2

ˆ +∞

0

sinωrd
(

1

1 + r2

)

= −1

2

[
sinωr

1 + r2

∣∣∣∣
+∞

0

− ω

ˆ +∞

0

cosωr
1 + r2

dr
]

=
ω

2

ˆ +∞

0

cosωr
1 + r2

dr

=
π

4
ωe−ω

因此可以得到：p2Ṽ − π

4
ωe−ω = −a2ω2Ṽ，那么

Ṽ (p,ω) =
1

p2 + a2ω2
· π
4
ωe−ω =

(
1

p− aωi
− 1

p+ aωi

)
· π

8ai
e−ω

因此

v(t, r) = L−1[F−1
s [Ṽ (p,ω)]] = F−1

s [L−1[Ṽ (p,ω)]]

= F−1
s

[
eaωit − e−aωit

8ai
πe−ω

]

= F−1
s

[ π

4a
e−ω sin aωt

]

=
2

π

ˆ +∞

0

π

4a
e−ω sin aωt sinωrdω

=
1

4a

ˆ +∞

0

e−ω[cosω(r − at)− cosω(r + at)]dω

=
1

4a

[
1

1 + (r − at)2
− 1

1 + (r + at)2

]

=
t

[1 + (r + at)2][1 + (r − at)2]

Sol*（未用到 Laplace 变换，直接使用 d‘Alembert 公式）:

由于初始条件只与 r 有关，故 u = u(t, r)，那么得到:a2∆3u = a2(urr +
2

r
ur)，因此令 v(t, r) = ru，化

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 16
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简得到如下定解问题：






vtt = a2vrr(t > 0, r > 0)

v|r=0有界, r =
√
x2 + y2 + z2

v|t=0 = 0, vt|t=0 =
r

(1 + r2)2
;

由于 v 满足的问题是半直线问题，可考虑使用奇延拓得到的全直线问题：






Vtt = a2Vxx(t > 0, x > 0)

V |x=0有界

V |t=0 = 0, Vt|t=0 =
x

(1 + x2)2
;

可利用 d’Alembert 公式得到：

V (t, x) =
1

2a

ˆ x+at

x−at

ξ

(1 + ξ2)2
= − 1

4a
· 1

1 + ξ2

∣∣∣∣
x+at

x−at

=
1

4a
·
[

1

1 + (x+ at)2
− 1

1− (x+ at)2

]

=
xt

[1 + (x+ at)2][1 + (x− at)2]

此时把解 V (t, x) 中限制在 x > 0（对应 r > 0），可得到原半无界弦振动的定解问题的解为：

v(t, r) =
rt

[1 + (r + at)2][1 + (r − at)2]

因此原三位波动方程定解问题的解为：

u(t, r) =
v(t, r)

r
=

t

[1 + (r + at)2][1 + (r − at)2]

未经同意，不得上传 USTC 外网，禁止作商业性使用 17
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3 写在最后

本答案仅基于本人对数理方程的粗略理解，为方便同学们复习及纠正自己的答案而编写，

很多题目也仅用了一种方法，仅提供参考，具体到对每个同学的意见，在批改作业的过程中也

已经写了批注。

此外，考虑到本参考答案可能会存在一定的错误，后期可能会有修正版，可以点击此处查

看最新版，对这些可能存在的错误，还请同学们海涵，同时也很感谢朱健同学在我编写答案的

过程中提供的帮助。

2020-2021 春季学期数理方程 B 助教
本科 18 级 地球和空间科学学院 刘炜昊

2021 年 4 月 于合肥
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数理方程第五章参考答案 

1. 解： 

(1) 由𝛿(𝑥)的性质，有 

∫ 𝑥𝛿(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥|𝑥=0 = 0
+∞

−∞
 

又当𝑥 ≠ 0时，𝛿(𝑥) = 0,𝑥𝛿(𝑥) = 0 
所以当𝑥 = 0时，𝑥𝛿(𝑥) = 0 
所以 

𝑥𝛿(𝑥) ≡ 0 
(2) 对于任意函数𝑔(𝑥) ∈ 𝐾,有 

∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎)
+∞

−∞

= 𝑓(𝑎)∫ 𝑔(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎)𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑎)
+∞

−∞

+∞

−∞
𝛿(𝑥 − 𝑎)𝑑𝑥 

所以 

𝑓(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎) = 𝑓(𝑎)𝛿(𝑥 − 𝑎) 
(3) 对于任意函数𝑔(𝑥) ∈ 𝐾,有 

   𝑎 > 0时 

∫ 𝑔(𝑥)𝛿(𝑎𝑥)
+∞

−∞
𝑑𝑥

𝑡=𝑎𝑥
⇒   ∫ 𝑔 (

𝑡
𝑎
)
1
𝑎
𝛿(𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞
=
1
𝑎
𝑔(0)

=
1
𝑎
∫ 𝑔(𝑥)𝛿(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥)

1
𝑎
𝛿(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+∞

−∞
 

所以 

𝛿(𝑎𝑥) =
1
𝑎
𝛿(𝑥) 

   𝑎 < 0时 

∫ 𝑔(𝑥)𝛿(𝑎𝑥)
+∞

−∞
𝑑𝑥

𝑡=𝑎𝑥
⇒   ∫ 𝑔(

𝑡
𝑎
)
1
−𝑎
𝛿(𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞
=
1
−𝑎
𝑔(0) =

=
1
−𝑎
∫ 𝑔(𝑥)𝛿(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥)

1
−𝑎
𝛿(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+∞

−∞
 

所以 

𝛿(𝑎𝑥) =
1
−𝑎
𝛿(𝑥) 

综上 

𝛿(𝑎𝑥) =
1
|𝑎|
𝛿(𝑥), 𝑎 ≠ 0 

(4)对于任意函数𝑓(𝑥) ∈ 𝐾,有 

∫ 𝑓(𝑥)
+∞

−∞
𝛿′(−𝑥)𝑑𝑥

−𝑥=𝑡
⇒   ∫ 𝑓(−𝑡)𝛿′(𝑡)𝑑𝑡

+∞

−∞
= −[𝑓(−𝑡)]′|𝑡=0 = 𝑓′(−𝑡)|𝑡=0 = 𝑓′(0) 

∫ 𝑓(𝑥)[−𝛿′(𝑥)]𝑑𝑥 = −
+∞

−∞
∫ 𝑓(𝑥)𝛿′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓′(0)
+∞

−∞
 

   所以 

𝛿′(−𝑥) = −𝛿′(𝑥) 



(5) 对于任意函数𝑓(𝑥) ∈ 𝐾,有 

∫ 𝑓(𝑥)𝑥𝛿′(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝛿′(𝑥)𝑑𝑥 = −[𝑥𝑓(𝑥)]′|𝑥=0 = −𝑓(0)
+∞

−∞

+∞

−∞
 

∫ 𝑓(𝑥)[−𝛿(𝑥)]
+∞

−∞
𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)𝛿(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑓(0)

+∞

−∞
 

所以 

𝑥𝛿′(𝑥) = −𝛿(𝑥) 
2. 解： 

对于任意函数𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾,有 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0)𝑑𝑥𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞
 

   做变量替换 

{𝑥 = 𝑥
(𝜉, 𝜂)

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂) 

   所以 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
+∞

−∞

+∞

−∞
 

∬ 𝑓[𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)]
𝐷

𝛿[𝑥(𝜉, 𝜂) − 𝑥0, 𝑦(𝜉, 𝜂) − 𝑦0]
1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂 

 

∬ 𝑓[𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)]
𝐷

𝛿[𝑥(𝜉, 𝜂) − 𝑥0, 𝑦(𝜉, 𝜂) − 𝑦0]
1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂

=∬ 𝑓[𝑥(𝜉0, 𝜂0), 𝑦(𝜉0, 𝜂0)]
𝐷

𝛿[𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)]
1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂 

∬ 𝑓[𝑥(𝜉0, 𝜂0), 𝑦(𝜉0, 𝜂0)]
𝐷

𝛿[𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)]
1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂 =∬ 𝑓(𝜉0, 𝜂0)

𝐷
𝛿(𝜉, 𝜂)

1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂

=∬ 𝑓(𝜉, 𝜂)
𝐷

𝛿(𝜉 − 𝜉0, 𝜂 − 𝜂0)
1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂 

   因此 

    

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0)𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬ 𝑓(𝜉, 𝜂)
𝐷

𝛿(𝜉 − 𝜉0, 𝜂 − 𝜂0)
1
|𝐽|
𝑑𝜉𝑑𝜂

+∞

−∞

+∞

−∞
 

 

   故 

𝛿(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) =
1
|𝐽|
𝛿(𝜉 − 𝜉0, 𝜂 − 𝜂0) 

   对于变量替换 

{𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 , 𝑟 ≥ 0,0 ≤ 𝜃 < 2𝜋 

|𝐽| = 𝑟 

𝛿(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) =
1
𝑟
𝛿(𝑟 − 𝑟0, 𝜃 − 𝜃0) 

3. 解： 

(1) 由分离变量法，设𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑇(𝑡)𝑋(𝑥) 



完成分量变量手续得关于𝑥, 𝑡的方程 

{ 𝑋
′′(𝑥) + 𝜆 = 0

𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0 

𝑇′(𝑡) + 𝜆𝑎2𝑇(𝑡) = 0 

由关于𝑥的方程得固有值𝜆𝑛 = (
𝑛𝜋
𝑙
)
2
,固有函数𝑋𝑛(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥
𝑙
, 𝑛 = 1,2,⋯ 

所以𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝 {−(
𝑛𝜋𝑎
𝑙
)
2
𝑡} 

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∑𝐴𝑛𝑒𝑥𝑝 {−(
𝑛𝜋𝑎
𝑙 )

2
𝑡} 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥
𝑙

+∞

𝑛=1

 

𝑢(0, 𝑥) = ∑𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥
𝑙
= 𝛿(𝑥 − 𝜉)

+∞

𝑛=1

 

𝐴𝑛 =
2
𝑙
∫ 𝛿(𝑥 − 𝜉)𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥
𝑙
𝑑𝑥 =

2
𝑙

𝑙

0
𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝜉
𝑙

 

𝑢(𝑡, 𝑥) =
2
𝑙
∑ 𝑒𝑥𝑝 {−(

𝑛𝜋𝑎
𝑙 )

2
𝑡} 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝜉
𝑙
𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥
𝑙

+∞

𝑛=1

 

(2)由分离变量法，设𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑇(𝑡)𝑋(𝑥) 
完成分量变量手续得关于𝑥, 𝑡的方程 

{ 𝑋
′′(𝑥) + 𝜆 = 0

𝑋′(0) = 𝑋′(𝑙) = 0 

         𝑇′′(𝑡) + 𝜆𝑎2𝑇(𝑡) = 0 

由关于𝑥的方程得固有值𝜆𝑛 = 0, (
𝑛𝜋
𝑙
)
2
,固有函数𝑋0(𝑥) = 1, 

𝑋𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑥
𝑙
, 𝑛 = 1,2,⋯ 

所以𝑇0(𝑡) = 𝐴0 + 𝐵0𝑡,   𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑎
𝑙
𝑡 + 𝐵𝑛𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑎
𝑙
𝑡 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝐴0 + 𝐵0𝑡 +∑𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑎
𝑙
𝑡𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥
𝑙
+ 𝐵𝑛𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑎
𝑙
𝑡

+∞

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑥
𝑙

 

𝑢(0, 𝑥) = 𝐴0 +∑𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑥
𝑙
= 0 ⟹ 𝐴0 = 𝐴𝑛 = 0

+∞

𝑛=1

 

𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝐵0 +∑
𝑛𝜋𝑎
𝑙

+∞

𝑛=1

𝐵𝑛𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑥
𝑙
= 𝛿(𝑥 − 𝜉) 

相当于对𝛿(𝑥 − 𝜉)进行余弦级数展开，第一项为
1
𝑙 ∫ 𝛿(𝑥 − 𝜉)𝑑𝑙 =

1
𝑙

𝑙
0  

𝐵0 =
1
𝑙
 



𝑛𝜋𝑎
𝑙
𝐵𝑛 =

2
𝑙
∫ 𝛿(𝑥 − 𝜉)𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥
𝑙
𝑑𝑥 =

𝑙

0

2
𝑙
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝜉
𝑙

 

𝐵𝑛 =
2
𝑛𝜋𝑎

𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝜉
𝑙
 

𝑢(𝑡, 𝑥) =
𝑡
𝑙
+∑

2
𝑛𝜋𝑎

𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝜉
𝑙
𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑎𝑡
𝑙
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥
𝑙

+∞

𝑛=1

 

4. （1） 

解： 

设 

{
�̅� = 𝑥

�̅� =
1
𝛽
𝑦 

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢�̅��̅� 

𝑢𝑦𝑦 =
1
𝛽2
𝑢�̅��̅� 

所以 

𝑢𝑥𝑥 + 𝛽2𝑢𝑦𝑦 = 𝑢�̅��̅� + 𝑢�̅��̅� = 0 
由二维拉普拉斯方程基本解 

�̃�𝑥𝑥 + 𝛽2�̃�𝑦𝑦 = �̃��̅��̅� + �̃��̅��̅� = 𝛿(𝑥, 𝑦) =
1
𝛽
𝛿(�̅�, �̅�) 

𝑢(�̅�, �̅�) =
1
2𝜋𝛽

𝑙𝑛�̅�, �̅� = √�̅�2 + �̅�2 = √𝑥2 + (
𝑦
𝛽
)
2
 

所以所得基本解为 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1
4𝜋𝛽

𝑙𝑛 [𝑥2 + (
𝑦
𝛽
)
2
] 

书上答案给的是 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1
4𝜋𝛽

𝑙𝑛[𝛽2𝑥2 + 𝑦2] 

其实是 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1
4𝜋𝛽

𝑙𝑛 [𝑥2 + (
𝑦
𝛽
)
2
] =

1
4𝜋𝛽

𝑙𝑛(𝛽2𝑥2 + 𝑦2) −
1
4𝜋𝛽

𝑙𝑛𝛽2 

其中 

−
1
4𝜋𝛽

𝑙𝑛𝛽2 

为常数项，不能反应基本解在原点处无界的性质，故可以舍去 

(2) 

解： 

∆2∆2𝑢 = 0 
设 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∆2𝑢 
则有 

∆2𝑣 = 0 



则有基本解方程 

∆2𝑣 = 𝛿(𝑥, 𝑦) 

𝑣(𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋
𝑙𝑛𝑟 

∆2𝑢 =
1
2𝜋
𝑙𝑛𝑟 

该方程右边只有𝑟，所以设𝑢 = 𝑢(𝑟) 
则有 

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
1
𝑟
𝑑𝑢
𝑑𝑟
=
1
2𝜋
𝑙𝑛𝑟 

该方程为一欧拉方程，做变量替换 

𝑟 = 𝑒𝑡 
则 

𝑑2𝑢
𝑑𝑡2

=
𝑡𝑒2𝑡

2𝜋
 

𝑢 =
1
4 𝑡𝑒

2𝑡 − 14 𝑒
2𝑡

2𝜋
+ 𝐷𝑡 + 𝐶 

𝑢(𝑟) =
1
8𝜋
𝑟2𝑙𝑛𝑟 −

1
8𝜋
𝑟2 + 𝐷𝑙𝑛𝑟 + 𝐶 

Δ2𝐶 = 0 
Δ2𝐷𝑙𝑛𝑟 = 2𝜋𝐷𝛿(𝑥, 𝑦) 

Δ2 −
1
8𝜋
𝑟2 = −

1
2𝜋

 

其中 

Δ2𝐶 = 0,Δ2 −
1
8𝜋
𝑟2 = −

1
2𝜋

 

为常数，无法体现基本解在原点出无界的性质。 

Δ2𝐷𝑙𝑛𝑟 = 2𝜋𝐷𝛿(𝑥, 𝑦) 
Δ2Δ2𝐷𝑙𝑛𝑟 = Δ22𝜋𝐷𝛿(𝑥, 𝑦) = 2𝜋𝐷Δ2𝛿(𝑥, 𝑦) ≠ 0 

无法体现基本解满足齐次方程。 

故基本解为 

𝑢 =
1
8𝜋
𝑟2𝑙𝑛𝑟 

（3） 

解： 
∆3∆3𝑢 = 0 

设 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∆3𝑢 
则有 

∆3𝑣 = 0 
则有基本解方程 

∆3𝑣 = 𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) 



𝑣 = −
1
4𝜋𝑟

 

∆3𝑢 = −
1
4𝜋𝑟

 

该方程右边只有𝑟，所以设𝑢 = 𝑢(𝑟) 
则有 

𝑑2𝑢
𝑑𝑟2

+
2
𝑟
𝑑𝑢
𝑑𝑟
= −

1
4𝜋𝑟

 

该方程为一欧拉方程，做变量替换 

𝑟 = 𝑒𝑡 
则 

𝑑2𝑢
𝑑𝑡2

+
𝑑𝑢
𝑑𝑡
= −

𝑒𝑡

4𝜋
 

对应的非齐次方程特解为（特解主要体现非齐次项影响，对应原方程体现基本解的影响，

故该特解符合条件，不需要再进行Δ3之后的分析） 

𝑢 = −
1
8𝜋
𝑒𝑡 

所以所得方程基本解为 

𝑢 = −
1
8𝜋
𝑟 

5. 解： 

依题 

∆3𝑢 + 𝑘2𝑢 = 𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
两边做三维傅里叶变换 

设 

�̃� = ∫ ∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑥+𝑖𝜇𝑦+𝑖𝜈𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞
 

所以 

(−𝜆2 − 𝜇2 − 𝜈2)�̃� + 𝑘2�̃� = 1 

�̃� =
1

𝑘2 − (𝜆2 + 𝜇2 + 𝜈2)
 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

(2𝜋)3
∫ ∫ ∫

1
𝑘2 − (𝜆2 + 𝜇2 + 𝜈2)

𝑒−(𝑖𝜆𝑥+𝑖𝜇𝑦+𝑖𝜈𝑧)𝑑𝜆𝑑𝜇𝑑𝜈
+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞
 

记 

�⃗� = (𝜆，𝜇，𝜈), 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 
则 

𝜌 = √𝜆2 + 𝜇2 + 𝜈2 
𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

设 

𝜃为�⃗�, 𝑟的夹角,将𝜈轴作为𝑟的方向，做球坐标代换 

{
𝜆 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜇 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜈 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃

 



𝑢 =
1

(2𝜋)3
∫ 𝑑𝜑∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃∫

𝜌2

𝑘2 − 𝜌2
𝑒−𝑖𝜌𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜌

+∞

0

𝜋

0

2𝜋

0
 

𝑢 =
1
4𝜋2

∫
𝜌2

𝑘2 − 𝜌2
𝑑𝜌∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜋

0

+∞

0
𝑒−𝑖𝜌𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒−𝑖𝜌𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 = −∫ 𝑒−𝑖𝜌𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑡=𝑐𝑜𝑠𝜃
⇒    ∫ 𝑒−𝑖𝜌𝑟𝑡𝑑𝑡 = 2

𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝜌𝑟

1

−1

𝜋

0

𝜋

0
 

𝑢 =
1
2𝜋2𝑟

∫
𝜌𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝑘2 − 𝜌2

𝑑𝜌
+∞

0
 

计算 

∫
𝜌𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝑘2 − 𝜌2

𝑑𝜌
+∞

0
 

利用复变函数的方法计算该积分，首先 

∫
𝜌𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝑘2 − 𝜌2

𝑑𝜌
+∞

0
=
1
2
∫

𝜌𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝑘2 − 𝜌2

𝑑𝜌
+∞

−∞
 

设 

𝑓(𝑧) =
𝑧𝑒𝑖𝑟𝑧

𝑘2 − 𝑧2
 

取围道如图：其中设大半圆的半径为𝑅，小半圆的半径为𝑎.围道方向为逆时针方向。 

 

 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑐

+ ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑓

+∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑑

+∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑔

+ ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑒

+ ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
ℎ

= 0 

令𝑅 → +∞,𝑎 → 0 
则由约当引理 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑐

= 0 

由小圆弧引理 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑑

= 𝑖(0 − 𝜋) 𝑙𝑖𝑚
𝑧→−𝑘

(𝑧 + 𝑘)𝑓(𝑧) = 𝑖𝜋
𝑒−𝑖𝑘𝑟

2
 



∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑒

= 𝑖(0 − 𝜋) 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑘
(𝑧 − 𝑘)𝑓(𝑧) = 𝑖𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

2
 

X轴部分 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑓

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
−𝑘

−∞
 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑔

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑘

−𝑘
 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
ℎ

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑘
 

所以 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑖𝜋𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟 = 0
+∞

−∞
 

∫
𝑥𝑒𝑖𝑟𝑥

𝑘2 − 𝑥2
+∞

−∞
𝑑𝑥 = ∫

𝑥
𝑘2 − 𝑥2

+∞

−∞
(𝑐𝑜𝑠𝑟𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑟𝑥)𝑑𝑥 = 𝑖 ∫

𝑥𝑠𝑖𝑛𝑟𝑥
𝑘2 − 𝑥2

𝑑𝑥 = −𝑖𝜋𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟
+∞

−∞
 

故 

∫
𝜌𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝑘2 − 𝜌2

+∞

0
𝑑𝜌 = −

𝜋𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟
2

 

𝑢 =
1
2𝜋2𝑟

∫
𝜌𝑠𝑖𝑛𝜌𝑟
𝑘2 − 𝜌2

𝑑𝜌 =
1
2𝜋2𝑟

∙
+∞

0
(−
𝜋𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟
2

) = −
𝑐𝑜𝑠𝑘𝑟
4𝜋𝑟

 

6. 解： 

(1)如图所示 xoy 截面，在 A 点(𝜉, 𝜂, 𝜁)处放置一大小为𝜀的电荷，为了使𝑥 = 0, 𝑦 = 0处
电势均为 0，需要在 A 点关于平面 x=0 对称点 B(𝜉,−𝜂, 𝜁)处放置一大小为−𝜀的电荷，以

此类推，B 点关于平面 y=0 对称点 C(−𝜉,−𝜂, 𝜁)处放置一大小为𝜀的电荷，C 点关于平面

x=0对称点 D(−𝜉, 𝜂, 𝜁)处放置一大小为−𝜀的电荷。 

 

由三维形式点电荷的 Green函数 

𝐺 =
1
4𝜋
(
1
𝑟𝐴
+
1
𝑟𝐶
−
1
𝑟𝐵
−
1
𝑟𝐷
) 

其中 

𝑟𝐴 = √(𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2 
𝑟𝐵 = √(𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 + 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2 
𝑟𝐶 = √(𝑥 + 𝜉)2 + (𝑦 + 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2 



𝑟𝐷 = √(𝑥 + 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2 
(2) 如图所示 xoz 截面，在 C点(𝜉, 𝜂, 𝜁)处放置一大小为𝜀的电荷，为了使𝑥 = 0和球面处

电势均为 0，需要在 C 点关于平面 z=0 对称点 G 处放置一大小为−𝜀的电荷，C 点关

于球面对称点 E处放置一大小为− 𝑎
𝜌0
𝜀的电荷，E 点关于平面 z=0 对称点 F 处放置一

大小为
𝑎
𝜌0
𝜀的电荷,其中𝜌0 = |𝐷𝐶| = √𝜉2 + 𝜂2 + 𝜁2。 

 

由三维形式点电荷的 Green函数 

𝐺 =
1
4𝜋 [

1
𝑟(𝑀, 𝐶)

+
𝑎
𝜌0

1
𝑟(𝑀, 𝐹)

−
1

𝑟(𝑀,𝐺)
−
𝑎
𝜌0

1
𝑟(𝑀, 𝐸)]

 

其中𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧). 
(3) 如图所示，xoz截面，在0 < 𝑧 < 𝐻间 B 点(𝜉, 𝜂, 𝜁)放置一大小为𝜀的电荷，先只考虑 B

点处电荷，为了使得𝑧 = 0处电势为 0，需要在 D 点(𝜉, 𝜂, −𝜁)（B 点关于 z=0 的对称

点）放置一大小为−𝜀的电荷，为了使𝑧 = 𝐻需要在 G 点(𝜉, 𝜂, 𝜁 + 2𝐻) （B点关于 z=H

的对称点）放置一大小为−𝜀的电荷。 

加入新电荷之后，原来的平衡体系进一步被打破，需要加入新的电荷平衡。 

故在(𝜉, 𝜂, 2𝑛𝐻 + 𝜁)处放置一大小为𝜀的电荷，故在(𝜉, 𝜂, 2𝑛𝐻 − 𝜖)处放置一大小为−𝜀
的电荷。𝑛 = ⋯ ,−2,−1,0,1,2,⋯ 

 



 
由三维形式点电荷的格林函数 

𝐺 =
1
4𝜋

∑ (
1
𝑟𝑛
−
1
𝑟𝑛′
)

𝑛=+∞

𝑛=−∞

 

   其中 

𝑟𝑛 = √(𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + [𝑧 − (2𝑛𝐻 + 𝜁)]2 
𝑟𝑛′ = √(𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + [𝑧 − (2𝑛𝐻 − 𝜁)]2 

7. 解： 

（1） 如图在 A 点(𝜉, 𝜂)处放置一大小为𝜀的电荷，为了使𝑥 = 0, 𝑦 = 0处电势均为 0，需

要在 A点关于 x=0对称点 B(𝜉, −𝜂)处放置一大小为−𝜀的电荷，以此类推，B点关

于 y=0对称点 C(−𝜉,−𝜂)处放置一大小为𝜀的电荷，C点关于 x=0 对称点 D(−𝜉, 𝜂)
处放置一大小为−𝜀的电荷 

 

由二维形式点电荷的 Green函数 

𝐺 =
1
2𝜋
(𝑙𝑛

1
𝑟𝐴
+ 𝑙𝑛

1
𝑟𝐶
− 𝑙𝑛

1
𝑟𝐵
− 𝑙𝑛

1
𝑟𝐷
) 

其中 



𝑟𝐴 = √(𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 
𝑟𝐵 = √(𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 + 𝜂)2 
𝑟𝐶 = √(𝑥 + 𝜉)2 + (𝑦 + 𝜂)2 
𝑟𝐷 = √(𝑥 + 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 

（2） 如图所示在 D 点(𝜉, 𝜂)处放置一大小为𝜀的电荷，为了使𝑥 = 0和圆边处电势均为

0，需要在 D点关于 x=0对称点 F处放置一大小为−𝜀的电荷，D点关于球面对称

点 E处放置一大小为− 1
𝜌0
𝜀的电荷，E 点关于 x=0对称点 G处放置一大小为

1
𝜌0
𝜀的

电荷,其中𝜌0 = |𝐷𝐶| = √𝜉2 + 𝜂2。 

 

 

由二维形式点电荷的 Green函数 

𝐺 =
1
2𝜋
(𝑙𝑛

1
𝑟(𝑀, 𝐷)

+
1
𝜌0
𝑙𝑛

1
𝑟(𝑀,𝐺)

− 𝑙𝑛
1

𝑟(𝑀, 𝐹)
−
1
𝜌0
𝑙𝑛

1
𝑟(𝑀, 𝐸)

) 

其中𝑀(𝑥, 𝑦) 
8. 解：依题基本解𝑈(𝑡, 𝑥)满足 

{𝑈𝑡 = 𝑎
2𝑈𝑥𝑥 + 𝑏𝑈(𝑡 > 0,−∞ < 𝑥 < +∞)

𝑈|𝑡=0 = 𝛿(𝑥)
 

由傅里叶变换，设�̃�(𝑡, 𝜆) = ∫ 𝑈(𝑡, 𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥+∞
−∞  

所以 

{
𝑑�̃�
𝑑𝑡
= (𝑏 − 𝜆2𝑎2)�̃�

�̃�|𝑡=0 = 1
 

故 

�̃�(𝑡, 𝜆) = 𝑒𝑥𝑝{(𝑏 − 𝜆2𝑎2)𝑡} = 𝑒𝑏𝑡𝑒−𝜆2𝑎2𝑡 
所以 

𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑒𝑏𝑡𝐹−1[𝑒−𝜆2𝑎2𝑡] 



𝐹−1[𝑒−𝜆2𝑎2𝑡] =
1
2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜆𝑥−𝜆2𝑎2𝑡𝑑𝜆
+∞

−∞

=
1
2𝜋
∫ 𝑒𝑥𝑝 {−𝑎2𝑡 (𝜆 +

𝑖𝑥
2𝑎2𝑡

)
2
−
𝑥2

4𝑎2𝑡
}𝑑𝜆

+∞

−∞

=
𝑒𝑥𝑝 {− 𝑥2

4𝑎2𝑡}

2𝜋𝑎√𝑡
∫ 𝑒𝑥𝑝 {−[𝑎√𝑡 (𝜆 +

𝑖𝑥
2𝑎2𝑡

)]
2
}𝑑𝑎√𝑡 (𝜆 +

𝑖𝑥
2𝑎2𝑡

)
+∞

−∞

=
𝑒𝑥𝑝 {− 𝑥2

4𝑎2𝑡}

2𝜋𝑎√𝑡
√𝜋 =

1
2𝑎√𝜋𝑡

𝑒−−
𝑥2
4𝑎2𝑡 

𝑈(𝑡, 𝑥) =
1

2𝑎√𝜋𝑡
𝑒−−

𝑥2
4𝑎2𝑡+𝑏𝑡 

9. 解：(1) 

该问题基本解满足 

{𝑈𝑡 = −𝑎𝑈𝑥, (𝑡 > 0,−∞ < 𝑥 < +∞)𝑈|𝑡=0 = 𝛿(𝑥)
 

设 

�̃�(𝑡, 𝜆) = ∫ 𝑈(𝑡, 𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞
 

{
𝑑�̃�
𝑑𝑡
= 𝑖𝑎𝜆�̃�

�̃�|𝑡=0 = 1
 

�̃� = 𝑒−𝑖𝑎𝜆𝑡 

𝑈(𝑡, 𝑥) =
1
2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜆𝑎𝑡𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝜆 =
+∞

−∞

1
2𝜋
∫ 𝑒𝑖(−𝑥+𝑎𝑡)𝜆
+∞

−∞
𝑑𝜆 = 𝛿(−𝑥 + 𝑎𝑡) = 𝛿(𝑥 − 𝑎𝑡) 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥) ∗ 𝜑(𝑥) + ∫ 𝑈(𝑡 − 𝜏, 𝑥) ∗ 𝑓(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏
𝑡

0

= 𝛿(𝑥 − 𝑎𝑡) ∗ 𝜑(𝑥) + ∫ 𝛿[𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝜏)] ∗ 𝑓(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏
𝑡

0

= 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + ∫ 𝑓[𝜏, 𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏
𝑡

0
 

     (2)方程基本解满足 

{
𝜕2𝑈
𝜕𝑡2

+ 2
𝜕𝑈
𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑈
𝜕𝑥2

− 2𝑈

𝑈|𝑡=0 = 0,𝑈𝑡|𝑡=0 = 𝛿(𝑥)
 

            设 

�̃�(𝑡, 𝜆) = ∫ 𝑈(𝑡, 𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞
 

           则有 

{
𝑑2�̃�
𝑑𝑡2

+ 2
𝑑�̃�
𝑑𝑡
= −(𝜆2𝑎2 + 2)�̃�

�̃�|𝑡=0 = 0, �̃�𝑡|𝑡=0 = 1
 

�̃� =
1

√𝜆2𝑎2 + 1
𝑒−𝑡𝑠𝑖𝑛√𝜆2𝑎2 + 1𝑡 



𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝐹−1 [
1

√𝜆2𝑎2 + 1
𝑒−𝑡𝑠𝑖𝑛√𝜆2𝑎2 + 1𝑡] = 𝑒−𝑡𝐹−1

[
 
 
 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑡√𝜆2 + 1𝑎2

𝑎√𝜆2 + 1𝑎2 ]
 
 
 

=
𝑒−𝑡

2𝑎
𝐽0 (
1
𝑎
√𝑎2𝑡2 − 𝑥2)ℎ(𝑎𝑡 − |𝑥|) 

=
𝑒−𝑡

2𝑎
𝐽0 (
1
𝑎
√𝑎2𝑡2 − 𝑥2) (−𝑎𝑡 < 𝑥 < 𝑎𝑡) 

注：课本给的公式有误，应该是 

𝐹−1 [
𝑠𝑖𝑛𝑎√𝜆2 + 𝑏2

√𝜆2 + 𝑏2
] =

1
2
𝐽0 (𝑏√𝑎2 − 𝑥2) ℎ(𝑎 − |𝑥|) 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥) ∗ 𝜓(𝑥) = ∫
𝑒−𝑡

2𝑎
𝐽0 (
1
𝑎
√𝑎2𝑡2 − 𝜉2)𝜓(𝑥 − 𝜉)

𝑎𝑡

−𝑎𝑡
𝑑𝜉 

 

10. 解： 

由二维波动方程的基本解 

𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 1
2𝜋𝑎

∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂

0, 𝑥2 + 𝑦2 > 𝑎2𝑡2
, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2𝑡2 

其中 

𝐷𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < (𝑎𝑡)2 

𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋𝑎

∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂

= {
1
2𝜋𝑎

1
√𝑎2𝑡2 − 𝑥2 − 𝑦2

0, 𝑥2 + 𝑦2 > 𝑎2𝑡2
, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2𝑡2 

其中 

𝐷𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < (𝑎𝑡)2 
记𝒟𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < [𝑎(𝑡 − 𝜏)]2 
  𝔇𝑎𝑡: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ [𝑎(𝑡 − 𝜏)]2 

∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂 ∗ 𝑓(𝜏, 𝑥, 𝑦)

= ∬ ∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂𝑓(𝜏, 𝑥 − 𝓍, 𝑦 − 𝓎)𝑑
𝔇𝑎𝑡

𝓍𝑑𝓎 

= ∬ ∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑓(𝜏, 𝑥 − 𝓍, 𝑦 − 𝓎)𝑑
𝔇𝑎𝑡

𝓍𝑑𝓎𝑑𝜉𝑑𝜂 

= ∬
𝑓(𝜏, 𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂 



这一步是𝛿(𝜉, 𝜂)将𝔇𝑎𝑡区域中𝑓(𝜏, 𝑥 − 𝓍, 𝑦 − 𝓎)中的𝑓(𝜏, 𝜉, 𝜂)筛选出来了。 

因此 

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋𝑎

∫ 𝑑𝜏 ∬
𝑓(𝜏, 𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂
𝑡

0
 

𝒟𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < [𝑎(𝑡 − 𝜏)]2 
11. 解： 

考虑一维波动方程： 

{𝑢𝑡𝑡 = 𝑎
2𝑢𝑥𝑥, (−∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0)

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥)
 

此问题可以看成是二维波动方程 

{𝑢𝑡𝑡 = 𝑎
2∆2𝑢, (−∞ < 𝑥, 𝑦 < +∞, 𝑡 > 0)

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥, 𝑦)
 

自变量限制在𝑦 = 0时的特殊情形。 

由二维情形解的表达式： 

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋𝑎

∬
𝜓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

+
1
2𝜋𝑎

𝜕
𝜕𝑡
[∬

𝜑(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2

𝐷𝑎𝑡

] 

𝐷𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < 𝑎2𝑡2 
则一维情形： 

𝑢(𝑡, 𝑥) =
1
2𝜋𝑎

∬
𝜓(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2
+
1
2𝜋𝑎

𝜕
𝜕𝑡
[∬

𝜑(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜂
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2

𝐷

]
𝐷

 

𝐷: (𝜉 − 𝑥)2 + 𝜂2 < 𝑎2𝑡2 

∬
𝜓(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2
= ∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉∫

1
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2

𝑑𝜂
+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡𝐷

 

对于 

∫
1

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2
𝑑𝜂

+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2
|
−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

= 𝜋 
所以 

∬
𝜓(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2
= 𝜋∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡𝐷

 

𝜕
𝜕𝑡
[∬

𝜑(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜂
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜂2

𝐷

] = 𝜋
𝜕
𝜕𝑡
[∫ 𝜑(𝜉)𝑑𝜉

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
] = 𝜋𝑎[𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)] 

故 



𝑢(𝑡, 𝑥) =
1
2𝑎
∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
+
[𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)]

2
 

12. 解： 

（1） 依题 

已知一维热传导方程的基本解为 

𝑈(𝑡, 𝑥) =
1

2𝑎√𝜋𝑡
𝑒𝑥𝑝 {−

𝑥2

4𝑎2𝑡
} 

则 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑈(𝑡, 𝑥) ∗ 𝑒−𝑥2 =
1

2𝑎√𝜋𝑡
∫ 𝑒𝑥𝑝 {−

𝜉2

4𝑎2𝑡
}

+∞

−∞
𝑒−(𝑥−𝜉)2𝑑𝜉 

∫ 𝑒𝑥𝑝 {−
𝜉2

4𝑎2𝑡
}

+∞

−∞
𝑒−(𝑥−𝜉)2𝑑𝜉

= ∫ 𝑒𝑥𝑝 {−
𝜉2(4𝑎2𝑡 + 1) − 8𝑎2𝑡𝑥𝜉 + 4𝑎2𝑡𝑥2

4𝑎2𝑡
}

+∞

−∞
𝑑𝜉

= 𝑒−𝑥2 ∫ 𝑒𝑥𝑝 {−
𝜉2(4𝑎2𝑡 + 1) − 8𝑎2𝑡𝑥𝜉

4𝑎2𝑡
}

+∞

−∞
𝑑𝜉

= 𝑒−𝑥2𝑒
4𝑎2𝑡𝑥
4𝑎2𝑡+1𝑥

2
∫ 𝑒𝑥𝑝 {−

4𝑎2𝑡 + 1
4𝑎2𝑡

(𝜉 −
4𝑎2𝑡𝑥
4𝑎2𝑡 + 1

)
2

}
+∞

−∞
𝑑𝜉

= 𝑒−
𝑥2

4𝑎2𝑡+1
2𝑎

√4𝑎2𝑡 + 1
√𝜋𝑡 

𝑢(𝑡, 𝑥) =
𝑒−

𝑥2
4𝑎2𝑡+1

√4𝑎2𝑡 + 1
 

（2） 依题 

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋𝑎

𝜕
𝜕𝑡
[∬

𝜉2(𝜉 + 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2

𝐷𝑎𝑡

] 

𝐷𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < 𝑎2𝑡2 

∬
𝜉3𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

 

∬
𝜉3𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= ∫ 𝜉3𝑑𝜉 ∫
1

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2

𝑦+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑦−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
𝑑𝜂 

∫
1

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2

𝑦+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑦−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
𝑑𝜂

𝜂−𝑦=𝜌
⇒    ∫

1
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜌2

√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
𝑑𝜌 = 𝜋 



∬
𝜉3𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= 𝜋2𝑥𝑎𝑡[𝑥2 + 𝑎2𝑡2] 

∬
𝜉2𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= ∫ 𝜉2𝑑𝜉 ∫
𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝑑𝜂

+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

∫
𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝑑𝜂

𝑦+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑦−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝜂−𝑦=𝜌
⇒    ∫

𝜌 + 𝑦
√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜌2

√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
𝑑𝜌 

∫
𝜌

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜌2

√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
𝑑𝜌 = 0 

∫
𝑦

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − 𝜌2

√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2
𝑑𝜌 = 𝜋𝑦 

∬
𝜉2𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

=
2𝜋𝑎𝑦𝑡(3𝑥2 + 𝑎2𝑡2)

3
 

所以 

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
𝜕
𝜕𝑡
[𝑥𝑡(𝑥2 + 𝑎2𝑡2) +

𝑦𝑡(3𝑥2 + 𝑎2𝑡2)
3

] = 𝑥3 + 3𝑎2𝑥𝑡 + 𝑥2𝑦 + 𝑎2𝑦𝑡2 

（3） 依题 

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋𝑎

∬
𝜉 + 𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
+ ∫ 𝑈(𝑡 − 𝜏, 𝑥, 𝑦) ∗ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝜏

𝑡

0𝐷𝑎𝑡

 

𝐷𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < 𝑎2𝑡2 

𝑈(𝑡 − 𝜏, 𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋𝑎

∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂 

其中𝒟𝑎𝑡: (𝜉 − 𝑥)2 + (𝜂 − 𝑦)2 < [𝑎(𝑡 − 𝜏)]2 

∫ 𝑈(𝑡 − 𝜏, 𝑥, 𝑦) ∗ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝜏
𝑡

0

=
1
2𝜋𝑎

∫ ∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂
𝑡

0

∗ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝜏 



∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂 ∗ (𝑥 + 𝑦)

= ∬ ∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

(𝑥 − 𝑥0 + 𝑦
𝐷

− 𝑦0)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑥0𝑑𝑦0 

∬∬
𝛿(𝜉, 𝜂)

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

(𝑥 − 𝑥0 + 𝑦 − 𝑦0)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑥0𝑑𝑦0
𝐷

= ∬
𝜉 + 𝜂

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝒟𝑎𝑡

𝑑𝜉𝑑𝜂 

∬
𝜉𝑑𝜉𝑑𝜂

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= 2𝜋𝑥𝑎(𝑡 − 𝜏) 

∬
𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

√𝑎2(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= 2𝜋𝑦𝑎(𝑡 − 𝜏) 

∬
𝜉𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= ∫ 𝜉𝑑𝜉 ∫
1

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝑑𝜂

+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡

= 2𝜋𝑥𝑎𝑡 

∬
𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝐷𝑎𝑡

= ∫ 𝑑𝜉∫
𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
𝑑𝜂

+√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

−√(𝑎𝑡)2−(𝜉−𝑥)2

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡

= 2𝜋𝑦𝑎𝑡 

1
2𝜋𝑎

∬
𝜉 + 𝜂𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑎𝑡)2 − (𝜉 − 𝑥)2 − (𝜂 − 𝑦)2
+ ∫ 𝑈(𝑡 − 𝜏, 𝑥, 𝑦) ∗ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝜏

𝑡

0𝐷𝑎𝑡

=
1
2𝜋𝑎

[2𝜋𝑥𝑎𝑡 + 2𝜋𝑦𝑎𝑡]

+ (𝑥 + 𝑦)∫ (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = (𝑥 + 𝑦) (𝑡 +
𝑡2

2
)

𝑡

0
 

故 

𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝑥 + 𝑦)(𝑡 +
𝑡2

2
) 

（4） 此题既可以效仿（3）的做法，直接由三维波动方程的公式直接做，也可以用特



解法求解。设𝑢 = 𝑣 + 𝑢∗ 
观察方程的非齐次项，为𝑥 + 𝑦 + 𝑧 
且该非齐次项与初始位置，初始速度均一致。 

且非齐次项的Δ3之后的结果为 0。 

因此我们可以设所求方程的特解为： 

𝑢∗(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑡)(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 
则由题目已知得到三个关于𝑓(𝑡)的条件 

{
𝑓′′(𝑡) = 0
𝑓(0) = 1
𝑓′(0) = 1

 

则可以解得 

𝑓(𝑡) =
1
2
𝑡2 + 𝑡 + 1 

𝑢∗(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
1
2
𝑡2 + 𝑡 + 1) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

之后所得方程为 

{
𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2Δ3𝑣
𝑣|𝑡=0 = 0
𝑣𝑡|𝑡=0 = 0

 

由三维波动方程解的公式可知 

𝑣 ≡ 0 
所以原方程解为 

𝑢 = (
1
2
𝑡2 + 𝑡 + 1) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

与（3）过程做对比，说明恰当的特解选取对于解决问题而言效果十分显著。 


