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  在圆外域：(ii) I z a R 

,若(2) R  

若(3) 0,R 

   :(i) I D z a R  绝在 内圆 对收敛；
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 收敛半径根据 的达朗贝尔计算公式或柯西计算公式知：

其中

  :I z aD R  处处在收敛圆 内 绝对收敛.

 在收敛圆的边界圆周 上任一点，z a R 

定理10(P85)

 P( 103 1(3) )需具体问题具体分析. 参考 习题第 题

,0 R     .I z a  则 在 上 对一致收敛绝Abel 2)由 定理之 知,
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根据 收敛半径 达朗贝尔计算公式或柯西计算的 公式知：
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 )1) (f z 解析幂级数和函数 且可以, 逐项求任意阶导数，
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  1)证明 首先每一项 ( ) 0,1,2, .n
n

a na z  在全平面解析,

  0 ,z a R z  内任取一点对于圆 0  使得 0 .Rz a   

绝对一致收敛.  zI a  幂级数 在闭圆 上

  1. (5.8.1)k 

(P 81- P 82) 8由 定理 知，   ( )I f z z a  幂级数 的和函数 在圆 内解析,

Abel 2)(P 83)由 定理之 知,

逐项求任且可以 意阶导数, (5.8.1).得
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(P 81- 82) 8 (5.8.1)z a  故在 由 定理 证得内 .

    0 01) , .R Rz a z z a     内任取一点证明： 取 使得

 ,m n k 记 .n m k 则    ,n k m 当 时
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0(5.8.2) .z z 成立在0z a   ,

 Abel 2)(P 83) Iz a  在 由 定理之内, 绝对一得 致收敛.
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(5.8.1)

   (5.8.2) I注： 右端级数和原幂级数 有 ,相相同 同收敛半径 收敛圆.
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以 a 为中心作一个圆D:
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幂级数 的和函数  z a R 在收敛圆 内解析,且

 
( )( )

!
, 0.

k

kf a
k

ka  

反之，是否任一解析函数可以在解析域展开成幂级数？
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5.3 解析函数的Taylor(泰勒)展开
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可展开成 ：幂级数( )f z

   ( ) ,f z a在点 解析设

并令圆D半径R不断扩大，
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 把被积函数用： 时, ， 例 表示成级数.

以 a 为中心作一个圆D:定理12(P85)    ( ) ,f z a在点 解析设
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( )f z 可展开成幂级数：

   ( ) ,f z a在点 解析设

并令圆D的半径R不断扩大，
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 则在此圆域D内，

直至D边界首次碰上  ( )f z 的 奇点为止，
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( P 81 )由 定理7知 可以逐项积分,

( )用柯西导数积分公式
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 ( ( )f z若 在全平面解析, .)R  半径则收敛
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( )f z 可展开成幂级数：

   ( ) ,f z a在点 解析设

并令圆D的半径R不断扩大，
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 则在此圆域D内，

直至D边界首次碰上  ( )f z 的 奇点为止，
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  的和函数 在收敛圆 内解析, 逐项求可 任意阶导数,

   13(P 87) ( )f z D在区域 内解析定理 ： 的充要条件是：

     ( ) ( )f z D a z a在 内任一点 可以展开成 的幂级数.
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  ( ) ( )af z za 在 点 唯一地泰勒展可以 的开为 幂级数：
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    ( ) .aR f z a  的离 最近的奇点



   (1) ( )f z D

以下命题等价

在区域 内解析;

 (2) 6(P 25) ( )( ) f z D z每一点定义 在 内的 可微；

  在 内每一点可微且满 程；足 方(3) ( ) ( , ) i ( , ), , C- Rf z u x y v Dv x y u 

   单连通区此外， 在 等价于域 内解析(5) ( ) Df z

   在 内任一点 可以展开成 的幂级 .数(4) ( )f z D a z a

   在单连通区域 内 且对 内连续 任一闭路 , ( .0) )d(
C

C f zf zz D D 

13(P 8 ( )7) f z D在区域 内解析定理 ： 的充要条件是：

  ( )f z D a z a在 内任一点 可以展开成 的幂级数.
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熟记
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特别重要 熟记
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特别重要 熟记
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1 1 1
2i 1 i ( 2i 2i) 1 i2i )2i (z z
 

  
    

3(5)(P103) .习题 类似

9(P 88) .例 也类似



.     2

0
cos d

z
zz z例 将 展为 的幂级数.

  被积函数的泰勒展开，再逐解 先求 项积分.
4

0

( 1) ,
(2 )!

n

n

n z

n






-( 103 104 3(9)(10) )习题 页 可仿照此例.

2
cos z 

0

4

0

( 1)

2
d

( )!

n
n

n n
z

z
z





 
 
 



4 1

0 (4 1

( 1)

2 )! )
,

(

n

n

n

nn
z 








 

2

0

2

( 1)
(2 )!

( ) n

n

n

n

z





  全平面绝对收敛.

 2

0
cos d

z
z z 故

  . #z  



.   e cos ,e sin7(P 87)
z z

z z z 的例 将 展为 幂级数.( 0 )z 在 展开

解 因e (cos i sin )
z

z z 
ie ez z (1 i)

e
z



(cos i sin )ez
z z  (1 i)e z


2两式相加除以 得，

0

,
(1 i)

!
n

n nz
n










0

.
(1 i)

!n

n nz
n










0

cos
(1 i) (1 i)

2( !)
e

n

z n n
z

n
n

z





  


4 42

i i
2

0 2( !)

} ee {)( ){ ( }n
n

n

n

n
z

 








 .
0

4
( )(

!

c s 2)o

n

nn
n

n
z






 

0

i i
4 4

2( !)
2e e ( )

n

n n
n

n
nz

 




 

0

(1 i) (1 i)
2i( !)

sine n

n

n nz
n

z z



  

   .    
0

#4
( )( 2)sin

!
n

n
nn

n
z






 

  2i类似地，两式相减除以 得

ie ez z

(1)

(2)

3(4)(P103) .习题 用此例方法求展式 .不在分母的三角函数尽量化成指数函数去展开



. 
2 21

0
( )

z
z

z


补例 将 展开为幂级数.在

，
2 2(1

2
)

z
z



 解 由 解得2 2
01( )z   奇点 z 1.

( )整理到作业本.

i .  故 0 ( i)R   

在收敛圆 z 

(1)
2

1
1 z

' 
 
 

因 故
2 21( )

z
z


2

1
2

1
1

.
z

' 
 
 

 

 内，1

2
1

1 z



2

0

( 1) ( )
n

n nz





 (2) 逐项求导得

2
1

1 z
' 

 
 

  
0

2( 1)
n

nnz '





2
1

1 ( )z


  0

2
.( 1)

n

nnz



 

1

2 1
.( 1) 2

n

n nnz






 

故
2 2 2

1
21

1
1( )

z
z z

'


 
  

 
  .     

1

1 12
#( 1)

n

n nnz



  

1: ,分子换成 分母去外层平方,展开,再分母带平方 先 逐项求导.



0

2 2
2 22

cos

(2 1)!n

n
n

n
z













.   2
sin( )z z z z例 将 展为 的幂级数.  在 泰勒展开( 0 )z 

 解 2
sin( )z z z  2 2 1

0

( 1)

(2 1)!
( ) n

n

n

z
n

z z




 


 

3 22 2

0 0

( 1)
(2 1)!

( 1)
(2 1)!

n n

n n

nn

nn
z z 

 

 






  

0

2 3
2 32

sin
(2 2)

(2 2)!n

n
n

n
n

z







 




2

2
cos

( 1)!m

m
m

m
z













2

2 2
( 1)sin cos

( 1)!
#

m

m mm m
m

z
 



 


 



 . ( 103 3(2) )习题 页 可仿照此例.

合并整理( )

是偶数时，
2

sin 0.mm  

2

2
sin

( 1)
( 1)!m

m
m

m
m

z




 
 


  是奇数时,

2
cos 0.mm  

12 3
2

sin ( 1)
nn    

12 2
2

cos ( 1)
nn    



.   
2

2

4
9(P 88) 1 1, ( ) 0

4 4
t t f z z

zt

z

z
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18世纪早期英国牛顿学派最优秀代表人物之一的英国数
学家泰勒(Brook Taylor)，于1685年（乙丑年）8月18日在
米德尔塞克斯的埃德蒙顿出生。[1] 1709年后移居伦敦，
获法学硕士学位。[1] 他在1712年当选为英国皇家学会会
员，并于两年后获法学博士学位。同年（即1714年）出
任英国皇家学会秘书，四年后因健康理由辞退职务。最
后在1731年12月29日于伦敦逝世。他提出了著名的泰勒
公式,开创了有限差分理论.

(来自百度百科)

[1]梁宗巨．数学家传略辞典：山东教育出版社，1989.
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