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绪论

0.1 数值计算方法与算法

数值计算方法，是一种研究数学问题的数值近似解方法，是在计算机上使用的

解数学问题的方法，简称计算方法.它的计算对象是那些在理论上有解而又无法用

手工计算的数学问题，以及没有解析解的数学问题例如，解一个有 300 个未知量

的线性方程组;计算 6 阶矩阵的全部特征值.

在科学研究和工程技术中都要用到各种计算方法例如，在航天航空、地质勘

探、汽车制造、桥梁设计、天气预报和汉字字体设计中都有计算方法的踪影.在 20

世纪 70 年代，大多数学校仅在数学系的计算数学专业和计算机系开设计算方法这

门课程，随着计算机技术的迅速发展和普及，现在计算方法课程几乎己成为所有理

工科学生的必修课程.

计算方法是一门理论性和实践性都很强的学科，计算方法既有数学类课程中理

论上的抽象性和严谨性，又有实用性和实验性的技术特征计算方法的前提课程是

微积分、线性代数、常微分方程和一门计算机语言

大多数人学习计算方法的目的是为了使用方法，在学习计算方法中，在套用计

算公式、修改计算公式和创建计算公式中，都需要不同程度的专业知识和数学基础.

要注重学习计算方法中的逼近和迭代等数学思想和常用手法，获取近似计算的能

力，并能触类旁通地应用到各个领域中.一些有创造力的工程师不仅擅长使用某些

计算方法，而且能创建出简便有效的计算方法.例如，样条函数、快速傅里叶变换

和有限元方法都是有创造力的工程师们创建的，再由数学家们完善这些方法的理论

基础，并从理论上进行提高和推广

从方法的计算公式到在计算机上实际运行，两者之间还有距离，这是数学能力

与计算机应用技术能力之问的距离，还与计算机的运行环境和编程工具有关，为了

缩小两者之间的距离，本教材将给出部分计算公式的算法描述.用算法容易准确而

简便地描述计算公式，在算法中能简洁地表达计算公式中的"循环"和"迭代"等

操作有了方法的算法，将它转化成 C 或 PASCAL 等语言的程序上机运行也就容

易了.

在学习计算方法过程中，如果能用某种语言编制该方法的程序并运行通过，那

么有利于准确而深刻地掌握该方法的计算步骤和过程
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.2. 绪论

本教材中提供了部分上机作业题，在平时作业中布置一些上机编程题目，其目

的是通过编程上机，加深对方法实施的理解和体会，训练和提高数学与计算机应用

能力和水平

0.2 误差与有效数字

1 绝对误差与绝对误差界

近似计算必然产生误差，误差表示精确值与近似值的距离.

定义 0.1 设 f 为精确值(或准确值)， x 是 x' 的一个近似值，称 e = x*-x 

为近似值 z 的绝对误差或误差.

绝两误差=精确值一近似值

误差 e 的值可正可负，如果得不到精确值扩，也就算不出绝对误差 e 的值常

用限制误差绝对值的范围 ε 描述和控制误差的范围.

定义 0.2 如果精确值 f 与近似值 z 的误差的绝对值不超过某正数 ε， RP 

lel = 1扩 -xl 运 ε

称 ε 为绝对误差限或误差限

精确值 t 也可表示为 x* =x 土 ε 通常，在误差允许的范围内的近似值 x， 即

认为是精确值，这也是计算中控制循环中止的常用手段.

例。.1 若经四舍五入得到 x = 123.456，对于数 123.4559 ， 123.4555, 123.4561 , 

123.4564 的近似值都是 x = 123.456，即第四位小数太于 5 时，必然进位到第三位小

数，第四位小数小于 5 时，必然舍去.它的误差限是

lel = 1扩 xl .;; 10-4 x 5 =卜 10-3

若扩 = 0.0123456，则它的误差限是

lel = Ix' - xl .;; 10-8 x 5 =卜 10-7

2. 相对误差与相对误差限

在很多情况下，绝对误差并不能全面地反映近似程度.例如，某电器公司两次

进货的某型号电风扇分别为 1000 舍和 2000 台，其中开箱不合格电风扇分别为 8

和 12(绝对误差的值)不合格率分别为 8/1000=0.8%和 12/2000=0.6%(相对误差的
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0.2 误差与有效数字 .3. 

值)，这说明该电风扇的质量有所提高.我们把绝对误差与准确值的比值定义为相

对误差

定义。.3 设♂为精确值， x 是 x' 的一个近似值，称 er = 主=芒尹为近
Z甲 Z甲

似值 z 的相对误差

在实际计算中，有时得不到精确值♂，当 e俨较小时♂可用近似值 z 代替，即

绝对误差 绝对误差
相对误差= 或相对误差

精确值 近似值

相对误差 er 的值也可正可负，与绝对误差一样不易计算，常用相对误差限控
制相对误差的范围.

定义 0.4 如果有正数 Cr 使得 er = I 三|运岛，则称 εr 为扩的相对误差限
IX"'I 

产生误差的因素很多，产生误差的原因主要如下

(1) 原始误差.

由客观存在的模型抽象到物理模型产生的误差包括模型误差和原始数据误差

(2) 截断误差.

用有限项近似无限项时，由截取函数的部分项而产生的误差，称为截断误差.
? "" 00 .... N .... 

例如:e"=l+x+ 主+...+主 +...=γ 乓，在计算中用 eX = γ 芝;同
:l! .K:! ~ n! ~ n! 

主t ez 的截断误差 E(x) = 艺艺
n=O .~- n=N+l 

(3) 舍入误差.

在数值计算中，通常都按有限位进行运算例如，按照四舍五入的原则， 2/3 = 

0.666667 或 2/3 = 0.667，由舍入产生的误差，称为舍入误差.

在实际计算中的数据通常是近似值，它们由观察、估计或计算而得到，这些数

在计算机表示后也会带来进一步误差，即误差的积累和传播.关于误差的传播似乎

没有多少统一的理论，通常积累误差的界是以通例分析为基础而建立的

3. 有效位数

定义。.5 当 z 的误差限为某一位的半个单位，则这一位到第一个非零位的

位数称为 z 的有效位数

例如， x = 12.34，自= 0.004067 均有 4 位有效数字，而 3.00 与 3.0000 分别有 3

位和 5 位有效位数

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong



.4. 绪论

有效位的多少直接影响到近似值的绝对误差和相对误差，因此，在计算中也应

注意保持一定的有效位数

数值计算的近似计算免不了有误差相随，只能尽量约束和控制误差.

(1) 选择收敛的稳定的方法.

对同一问题选择不同的数值计算方法，可能得到不同的计算结果.在计算方法

中，除了给出方法的数值计算公式，还要讨论计算公式的收敛性、稳定性和截断误

差的特性选择收敛性要求低、稳定性好的方法是约束误差扩张最重要的措施.例

如，样条插值函数比高次多项式的效果好得多，是构造插值函数的首选方法.

(2) 提高数值计算精度

数值在计算机中存放的位数称为字长.有限位的字长是带来舍入误差和抑制

数值计算精度的根源.对同一种方法，在字长大的计算机上的计算效果要比在字长

小的计算机上优越.

同一计算问题，简化计算步骤、减少运算次数、控制除法中分母的值等措施都

会约束和减少舍入误差.

例如，将多项式表达式 f(x) = αnxn +句_lXn-1 + … +αlX +向改写为

f(x) = (...(αnx + αn-l)X +... +αl)X+ α。

在计算机上，用同一种数值计算方法对数据选用不同的数值类型，有时会直接

影响到计算效果例如，对病态的线性方程组，采用单精度数据的 Gauss 消元方

法，其数据解大大失真，而用双精度数据 GaUSB 列主元消元方法却可得到满意的数

值解

0.3 矩阵和向量范数

0.3.1 向量范数

1.向量范数的定义

在一维空间中，实轴上任意两点 α， b 的距离用两点坐标差的绝对值 |α bl 表

示绝对值是单变量的一种度量距离的定义.

范数是在广义长度意义下，对函数、向量和矩阵的一种度量定义.任何对象的

范数值都是一个非负实数.使用范数可以测量两个函数、向量或矩阵之间的距离

向量范数是度量向量长度的一种定义形式.范数有多种定义形式，只要满足向量范

数定义的三个条件即可定义一个范数.

对任一向量 xeRn，按照一个规则确定一个非负实数与它对应，记该实数为
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0.3 矩阵和向量范数

IIXII，若 IIXII 满足下面三个性质:

(1) 任取 XERn，有 IIXII 注 0，当且仅当 X=o 时， IIXII=O;

(2) 任取 XERn，由 ER，有 11αXII=IαIIIXII;

(3) 任取 X， YERn ， 有 IIX+YII 运 IIXII+IIYII ，
那么称实数 IIXII 为向量 X 的范数.

.5. 

(非负性)

(齐次性)
(三角不等式)

定义。.6 向量 X = (Xl ， 吨，… ， xn)T 的 Lp 范数 (Hölder 范数)定义为

|川阳|阿问X川叶|川|

其中，经常使用三种 Lp 向量范数是 p= 1， 2 ， ∞，即

1-范数(曼哈顿范数)

IIXII, =艺|叫 =1叫 1+1句1+"'+1向|
i=l 

2-范数(欧几里得范数)

∞-范数

IIXI12=岳=川+叫

IIXII∞=月"" {IXil} = m阻{I圳， 1叫，…， IXnl}
4寄电s:&.n

注 IIXII~ = lim (IXIIP + IX21P +…+ IXnIP)'/p = _Il!8亭 {IXil}.
p→∞ l~l~n 

例。.2 计算向量 X = (1 ， 3， α)T 的向量范数.

IIXII, = 1+3+1α1 =4+1α| 

IIXI12 = (12 + 32 + a2)'/2 = V面王二

IIXII∞= max{1,3, 1αI}=m缸{3 ， 1αI}

(0.1) 

例。.3 设 A 是一个正定矩阵，对任何向量 X E Rn，定义函数 IIXIIA = 
Y'XT豆X， IIXIIA 是一种向量范数.

例 0.4 当 0< p < 1, IIXllp = (兰 |zryh 不是向量范数

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong



.6. 绪论

证明取 α= (1 ,0,… ,O)T ,ß = (0，…， 0， 1户，则

11αIIp = 1, 11剧 Ip = 1, 11αIIp + IIßllp = 2, 11α+ ßllp = 21/ p > 2 

11α+βIIp> 11αIIp + 11βIIp 

所以 O<p<l 不是向量范数.

2. 不同向量范数的关系

同一向量， 在不同的范数定义下，得到不同的范数值.定理 0.1 给出有限维线性

空间 Rn 中任意向量范数都是等价的.

定理 0.1 若 R1 (X) ， R2(X) 是 Rn 上两种不同的范数定义? 则必存在 o < 
m< M < ∞，使't/XεRR， 均有

或

(证明略)

mR2(X) 运 R1(X) ~ MR2(X) 

R1 (X) 
扩 一一一 运 M (X 笋 0)
飞 R2 (X) 

可以验证，对于向量的 1 ， 2 和 ∞ 范数有下列等价关系:

IIXII∞ ~ IIXlh ~ 叫IXII∞

去 IIXlll ~ 川XI12 创IXlll

去IIX川2 ~ IIXII∞运 IIXI12

(0.2) 

例。.5 R2 中向量 1 范数、 2 范数、 4 范数和 ∞范数的单位"圃"?如图 0.1

所示.

图 0.1 范数的单位 "圆"
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0.3 矩阵和向量范数 .7. 

3 向量的极限

向量范数的定义提供了度量两个向量的距离标准，即可定义向量的极限和收敛

概念了

定义 0.7 设 {X(时 ， k= 1, 2,'" ， n} 为 Rß 上向量序列，若存在向量 αERn

有此 IIX(k) 臼 11 =0，则称向量列 X俯瞰棚，自称为该向量序列的极限.

由向量范数的等价性，向量序列是否收敛与选取哪种范数无关.向量的极限是

通过它的所有分量的极限定义的不论选取哪种范数，向量序列 X(m) = (x俨)，
中)，...， x~m))T 收敛的充分必要条件为其序列的每个分量收敛， EH J且zjk) 存在

若 ktzjk)=ZH 则 X = (町，也.. ， xn)T 就是向量序列 {X忡忡= 1 ， 2，'"冽

的极限在数值计算中，当法代的向量序列中相邻两个向量的误差 IIX(k+1) - X(的 11

小于给定精度时，视 X(k+l) 为极限向量 X*.

0.3.2 矩阵范数

1 矩阵范数定义

设 AERnx饵，记方阵 A 的范数为 IIAII ，矩阵范数满足下列性质.

(1) IIAII 注 0，当且仅当 A=O 时， IIAII =0; 
(2) 'v'λER， 11λAII=IλIIIAII; 

(3) 对于任意两个同阶矩阵 A， B 有

IIA+BII 运 IIAII+ IIBII 

(4) 设 A， B 为同阶矩阵，则 IIABIIζIIAIIIIBII;
但)对'v'X E R饵，恒有

IIAXIIζIIAII.IIXII 

(非负性)

(齐次性)

(三角不等式)

(相容性)

只要满足 (1) ， (2) , (3) 就可以定义一个矩阵范数.矩阵范数可用向量范数定义.

定义。.8 设 AE Rnx饵，定义矩阵范数

IIAXII IIAII = sup ;;,i. IIXII 
uo 

下面简化矩阵范数 (0.3) 的定义.

'v'X E R饵，设 11主11 = 1 且 X=t立，则

一 11且 11 _ m._ IIA叫 IIAXII呵呵= BUp ~=出 IIAXII = :~'p. 
穿 IIXII 配 11叫配 11""11

(0.3) 
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论绪.8. 

X A 
sl 

pwh 
m
民
间

一
一

A 
RP 

这样， IIAI12 在 R2 上 X 的选取范围由一张平面压缩到单位圆周上，在 R3 上

选取范围由三维空间压缩到单位球面上

定义。.9 设 11.11 是 Rn 上的一个向量范数，则由

(0.4) 

定义的实值函数 IIAII 是一个矩阵范数.

这类范数称为算子范数、诱导范数或从属范数.几何直观上，矩阵范数是矩阵

对向量的最大拉伸.

AERn阳IIAII = "，!!皿 IIAXII ，
IIXII~' 

2 常用矩阵范数

(列和范数)

对应于向量的三种范数，相应的三种矩阵范数形式为

IIAII, =叫主|α 斗

(行和范数)IIAII∞=战(主 |α;I}
IIAI12=A 

其中 λ1 = _D}~亭 |λ， 1 ， λ，是 ATA 的特征值.
4毒、也毒、n

*证明 矩阵的范数是 Rπ 上满足 IIXII=l 向量范数 IIAXII 的上确界，那么，

找到这个上确界也就找到了矩阵的范数.

(1) 任取 XER饵，设 IIXII ， = 1，则

IAXII , =主|叫=主|主叫 运主苔封主乡|阳阳α向何时叫山'叮，;11'"响3才州川州|川阳问|阳问z句3

= 兰 (信@兰乡|阳α向句斗$叮3

IIAII过 1驰Z|句|

RP 
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.9. 

设极大值在 k列达到有战(兰队牛主|阳|取 X=e=(O， O，... ,0 ,1 

0,... , O)T, e 除第 k个分量为 1 外，其余分量均为 0，于是有 IIAell ， = II(αlk ， a2k ，'" , 

ank)TII , = 主|阳1= 叫去|句I}
由定义和和扪料川叫川|川阳桐例蛐|恰闷同陆e叫叫咐←川|川h←旧1 ，=旧1户卢=1哺故配叫叫叫川|川忡阳问阳IA间叫叫A剧剧刷巾|川h川1 ，υ1山斗斗》兰寺兰乡轩|阳阳α阳k忖昆(信倍主乡|队向句什3

|川恻IA间A剧|川1 ，=卢= ♂战叫昆叫(信言 |阳α句时s叨训ijl

矩阵和向量范数0.3 

(2) 任取 X，设 IIXII∞ =1，则

|且11∞=战{I叫=叫|轩}
ζ战(主|句11句 I} 运战(主|句I}

RP 

IIAII∞《月停 0:1句 1>
.l ~Z~饵 ，一，

另一方面，设极大值在 k 行达到，取 X = e = (signαkl ， signαk2 ， …， siEEah)T， 

这里
a;;'O 

a<O 
1 

1
L「
一

，
E
E
E
.，
、.... 
、

一
一

α
 

n gb s 

IIAel1∞=汇|何|

于是

故

IIAII∞=战(主|句 I}
(3) AT A 为半正定对称矩阵，具有非负特征值，并具有 n 个相互正交的单位

特征向量.设 ATA 的特征值为>'， ;;.λ2 主 ·注 λn 注 0，相应的特征向量为

间，也2γ.. ， U饵，其中间为相互正交的单位向量.
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.10. 

设 X=x山 +x山+… +XnU饵，并且 IIXI12 = 1, L>~ = 1.则
i=l 

ATAX= λ1X1也1+λ2X2也2+"'+λnXnUn

IIAXII~ = (AX ,AX) = (AT AX,X) = LÀ，x~ ζ ÀILX~ = λ1 
也=1 i=l 

即对任意 IIXI12 = 1 均有
IIAXI12 运..;>:;_

故 IIAI12';;;; ..ßl = (p(ATA))i 取 X= 问，则有

得到

IIAXI12 = SUp IIAXI12 =..;>:;_ 
IIXII~1 

IIAI12 = ..;>:;_ 

绪论

如果 A 是对称矩阵，那么 ATA = AA， 设 A 的特征值是 {t川= 1,2,… ,n}; 

则有

IIAI12 = rn阻{而} = 1]驼{lt， l}

按 (0.8) 定义的矩阵范数满足矩阵范数中所需的各种条件，称它为从属于该向

量范数的矩阵范数.由 (0.8) 定义对一切非零向量 X，有

IIAXIIζIIAIIIIXII (0.5) 

使得 (0.5) 成立的矩阵与向量范数称为相容性.根据定义，对任一种从属范数

有 11111 = 1，即单位矩阵的范数是 1

还要介绍一种矩阵范数，称为弗罗贝尼乌斯(Frobeni田)范数，用 IIAIIF 表示，
其定义为

11←(苔|句 (0.6) 

因为Frobenius 范数易于计算，在实用中是一种十分有用的范数.但它不能从属于

任何一种向量范数，因为 IIIIIF =ni. 

与向量范数的等价性质类似，不同定义的矩阵范数之间也是等价的

例。.6 A = ( ~1 ~ )，分别求 IIAII"IIAII 田， IIAI12' IIAIIF \ 5 7 J 晶叩画
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0.3 矩阵和向量范数

解 IIAII ， =m皿{1-ll+5， 3+7}= 1O

IIAII∞=皿昭{1-ll +3,5+7} = 12 

FA=(::)(7:)=(22) 

λ1 = 77.7771 ， λ2 = 6.2229 

IIAI12 =...;行开玩= 8.8191 

IIAllp = (1 + 9+ 25 + 49)'/2 =...;嗣= 9.1652 

3. 谱半径与收敛矩阵

.11 . 

若 λ 是矩阵 A 的特征值， X 为其特征向量， AX = λX， 对任一相容的矩阵

范数

|λIIIXII=I队XII=IIAXIIζIIAIIIIXII

|λ|ζIIAII 

即矩阵特征值的模不大于矩阵的任一范数.

(0.7) 

定义。.10 p(A) = max{1沁 I}，这里机，初，… Aπ 为 A 的特征值， p(A) 称为

A 的谱半径.

由矩阵谱半径定义，可得到矩阵范数的另一重要性质， p(A) ζIIAII. 由矩阵谱

半径定义，记 IIAI12 = (p(AT A))呐.
定义。.11 设 {A(时 ， k= 1 ， 2 ， …}为 Rnxn 上的矩阵序列，若存在 AERnx饵，

使得

，且皿 IIA(k) - AII =。
而→∞

则称序列 {A俐 ， k= 1 ， 2，…}是收敛的，并称 A 为该序列的极限

由矩阵范数的等价性，矩阵序列 {A(时 ， k= 1 ， 2 ， …}的收敛性与矩阵范数的定

义无关.

定义。.12 当 lim Ak = 0 时，称 A 为收敛矩阵
k→∞ 

定理 0.2 月皿 Ak =0 的充分必要条件是 p(A) < 1 
.→∞ 

证明 每个复方阵都可以相似到 Jordan 标准形，故只需考虑 A= λIn+N 是

Jordan 块的情形. Ak = λkI +C~λk-1N+ … +C;;-1λk-n+1Nn-l ， 其中

C~ 些七旦二 (k-i+l)
k - i! 
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.12. 绪论

是关于 k 的 z 次多项式当 |λ1<1 时， AAK=0. 当 |λ| 注 1 时， Jl旦Ak=O 不

成立证毕

推论 JE巳 Ak =0 的一个充分条件是存在范数 11-11 ，使得 IIAII < 1 

证明 1 1A" 11ζ1 1A"-11111AIIζ1 1A"-21111A112ζ … ζIIAllk 则

由范数的性质得

0.3.3 矩阵的条件数

IIAII < 1 斗 IIAllk → 0=争 IIAkl1 → 0

lim Ak = 0 
K→∞ 

在解方程组时，我们总是假定系数矩阵 A和常数项 b 是准确的，而在实际问题

中，系数矩阵A 和常数项 b 往往是由前面的近似计算所得，元素的误差是不可避免

的这些误差会对方程组 Ax=b 的解 z 有多大的影响?矩阵的条件数给出一种粗

略的衡量只度.

定义。.13 若 A 非奇异，称 Cond.(A) = IIAII. IIA- 1 11. 为 A 的条件数.其中

11-11. 表示矩阵的某种范数.
Cond(A) 注 1，当 A 为正交矩阵时 Cond(A) = 1. 

注 Cond(A) = IW' IIIIAII 注 IW'AII = 11I11 = 1. 

用矩阵 A 及其逆矩阵 A-1 的范数的乘积表示矩阵的条件数，由于矩阵范数的

定义不同，因而其条件数也不同，但是由于矩阵范数的等价性，故在不同范数下的

条件数也是等价的.

对于线性方程组 Ax = b， 若常数项 b 有小扰动品，设 A(x+ðx)=b+ 品， ðx 

受到品的影响表示为

所以

Ilðxll _ "__~I A\ Ilðbll 
ζCond(A) Ilxll ~ ----\--1 Ilbll 

分析 A.ðx= 品， ðx = A-1ðb, Ilðxll .;;; IIA-1 1111品11 ，

Ilbll 
Ax = b, IlbllζIIAllllxll ， Ilxl卜'" IIAII 

Ilðxll _ 11 A-111 11 AII 11品 11 _ "__~I A\ 11州|ζIIA-1111IAII"'~L~:1 = Cond(A) Ilxll ~ ,,-- ""--,, Ilbll ----,--, Ilbll 

若系数矩阵有小扰动 ðA， 这时方程组的解也有扰动缸，于是

(A + ðA)(x + ðx) = b 

(0.8) 
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0.3 矩阵和向量范数 .13. 

ðx 受到 M 的影响表示为

IIMII Cond(A) Ilðxll / ----\.., IIAII 
Ilxll ~， "._~( A\ IIMII 1- Cond(A) 

IIAII 

定理 0.3 设 A E Rnx饵， b E R飞 Ax = b, A 非奇异， ðA 和"是 A 和 b 的

扰动，

(0.9) 

IW'IIIIMII < 1 

则

Ilðxll / Cond(A) (IIMII , II倒|飞l+l(010) Ilxll '" 1 - Cond(A) 飞 IIAII ' Ilbll) 

矩阵条件数的太小是衡量矩阵"好知"或

矩阵为

解的失真一般说来，若 A 的按模最大特征值与按模最小特征值之比值较大时，矩

阵就会呈病态.

例。.7 方程组

{ ~肌+0肌=2
0.9998x, + 1.0002x2 = 2 

的准确解为

x = (Xl ,X2)T = (1, 1)T 

对常数项 b 引入小扰动 ðb = (0.001, -O.OO1)T，则
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A1=(JJZj;5732) 

故 Condoo (A) = 2 . 2500 = 5000 血丝100 = 2.5 血型100 = 0.001，解的相对误差是右
, Ilxll∞一.-， Ilbll∞ 

端项相对误差的 2500 倍

从几何上看，这两个方程是平面上的两条直线，求方程组的解是求两条直线的

交点，条件数太表明这两条直线接近平行，求解中对误差必然敏感
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.14. 绪论

对常数项 b 弓|入小扰动 ób = (0.0001, -O.OOOl)T，则
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对常数项 b 引入小扰动 ób = (0.00001, -O.OOOOl)T，则
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注 本节矩阵范数内容可以放在第 4 章中讲授.



第 1章插值

什么是插值?简单地说，用给定的未知函数 f(x) 的若干点的函数值构造近似

函数 ψ(吟，称函数 cp(x) 为 f(x) 的插值函数.

在实际问题中 f(x) 作为未知函数，通过测量或经验只能得到函数 f(功的一些

离散点的值{(町， f(x,)), i = 0, 1,. .. ，叶，或者函数 f(x) 的表达式过于复杂而不便

于运算这时我们需要构造 f(功的近似函数以x) 例如，在服装店订做风衣时，选

择好风衣的样式后，服装师量出并记下你的胸围、衣长和袖长等几个尺寸，这几个

尺寸就是风衣函数的插值点数值，在衣料上画出的裁剪线就是服装师构造的插值函

数'1'(吟，裁剪水平的差别就在于量准插值点和构造合乎身材的插值函数

在数学上常用的函数逼近的方法有插值和拟合.本章讨论用插值方法构造近似

函数第 2 章讨论用拟合逼近函数

定义1.1 f(x) 为定义在区间 [α ， b] 上的函数， {XO ， Xl)'" ，均}为 [α ， b] 上 n+1

个互不相同的点，世为给定的某一函数类.若面上有函数以吟，满足

伊(Xi) = f(叫， i = 0, 1,… ,n 

则称 ψ(x) 为 f(x) 关于节点 {XO ， Xl ，... ， xn} 在西上的插值函数.称点 {XO' 的，'" , 

xn} 为插值节点，称{(句， f(的))， i = 0 ， 1，… ， n} 为插值型值点，简称型值点或插值

点， f(x) 称为被插函数在本章中我们约定 α =XO<Xl<...<xn =b
这样，对函数 f(x) 在区间 [a， b[ 上的各种计算，就用对插值函数 cp(x) 的计算

取而代之

构造插值函数需要关心下列问题:

0 插值函数是否存在?

。插值函数是否唯一?

。如何表示插值函数?

。如何估计被值函数 f(x) 与插值函数 cp(x) 的误差?

1.1 拉格朗日 (Lagrange) 插值多项式

可对插值函数的类型作多种不同函数的选择，由于代数多项式具有简单和一些

良好的特性，例如，多项式是无穷光滑的，容易计算它的导数和积分故常选用代数

多项式作为插值函数
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.16. 第 1章插值

1.1.1 线性插值

1.线性插值问题

问题1.1 给定两个插值点 (x口 ， f(xo)) ， (Xl' f(Xl)) ， 其中句:乒 Xl ， 怎样做通过

这两点的线性插值函数?

过两点作一条直线，这条直线就是通过这两点的一次多项式插值函数，筒称线

性插值，如图1.1 所示.

F 

。
z 

圄1.1 线性插值函数 Ll(X)

在初等数学中，可用两点式、点斜式或截距式构造通过两点的一条直线.下面

先用待定系数法构造插值直线.

设直线方程为 Ll(X) = α+ 阳，将 (Xo ， f(xo)) , (町 ， f(Xl)) 分别代入直线方程

Ll(X) 得

(α叶f(xo)
a + bXl = f(Xl) 

设 Xo 并同时，困 I ~ Xo I 刊所以方程组有解，而且解是唯一的这也表明，
1 Xl 

任给平面上两个不同点，有且仅有一条直线通过，这是大家所熟知的用待定系数

法构造插值多项式的方法简单直观，一目了然地看到解的存在性和唯一性，需要解

一个方程组才能得到插值函数的系数，因有解方程组的工作量而不便向高阶推广，

故常用待定系数法证明插值函数的存在性和唯一性，而不用在构造插值函数中.

设 Xo 并且时，若用两点式表示这条直线，则有

Ll(X) = 二三生f(xo) + 二三生f(xI) (1.1) 
;.(;0 -;.(;1 ;.(;1 -;.(;0 

称这种形式为拉格朗日 (Lagrange) 插值多项式.

记 lo(x) = 芝三午~， lt(X) = 芝工些豆，称 lo(x) ， h(x) 为插值基函数，计算 lo(x) ，
。- Xl Xl - Xo 
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1.1 拉格朗日 (Lagrange) 插值多项式 .17. 

lt(x) 的值，易见
'JeqJ =4T Z·$ 1inu 

fJlt 

一
-

3 '
A
υ
 

一
一

) 
3 z ( 

$ 
1 

(1.2) 

在 Lagran耶插值多项式中可将L乌，(例Z功)看作两条直线F土导':-f巾(估Xoω) ， F车f(x，)
xo - xl xl - xo 

的叠加，可以看到两个插值点的地位和作用都是平等的

拉格朗日插值多项式形式免除了解方程组的计算，易于向高次插值多项式形式

推广

2 线性插值误差

定理1.1 记 L， (x) 为以{(町， f(xo)) ， (x" f(x，))} 为插值点的插值函数，吨，

叫 E[α， b] ， xo 并阳，设 f(x) 一阶连续可导， f气x) 在 (α ， b) 上存在， IJlU对任意给定的

x E [a ， b] ， 至少存在一点 e E [a ， b] ， 使

f气e)R(z)=f(z)Ldz)=li(z zo)(z zdHIZM1l(13) 

证明 令 R(x) = f(x) - L， (x) 困 R(xo) = R(x,) = 0，句，同是 R(功的根，

可设

R(x) = k(x)(x - xo)(x - x ,) 

对任何一个固定的点 x， 引进辅助函数以t) ，

cp(t) = f(t) - L , (t) - k(x)(t - xo)(t - x ,) 

则 ψ(x，) = O,i = 0,1. 

由定义可得以x) =0， 这样 ψ(t) 至少有 3 个零点，不失一般性，假定 xo <x< 

坝，分别在 [xo ， x] 和 [x ， 叫上应用Rolle 定理，可知 ψ (t) 在每个区间至少存在一

个零点，不妨记为白和白，即 cp'他)=0 和叭。) = 0，对伊'(t) 在[缸，也l 上应用

Rolle 定理，得到 cp"(t) 在 [6 ， 6] 上至少有一个零点已 v气e) = O. 

对伊(t) 求二次导数，其中 L~(t) = 0，有

ψ"(t) = f" (t) - 2!k(x) 

f"但)代入已得 f"(e) - 2!k(x) = 0，所以 k(z)=3「·

f"也)
R(x) = ' 2ì" (x - xo)(x 一句)， e E [xo , x ,] 

对于不同的 x， e 的值一般也不相同，即 e = e(x). 
定理1.1给出了线性插值的截断误差，插值函数的截断误差也称余项
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.18. 第 1章插值

1.1.2 二次插值

1.二次插值问题

问题1.2 给定三个插值点{(岛， f(均))， i = 0, 1， 2}; 其中 Xi 互不相等，怎样构

造函数 f(x) 的二次(抛物线)插值多项式?

平面上的三个点能确定一条二次曲线，如图1.2 所示.

y 

。

图1.2 二次(抛物线)插值函数 L2(X)

用插值基函数的方法构造二次插值多项式 L2(x).

z 

设 L2(X) = lo(x)f(xo) + lt(x)f(xt) + l2(X)f(X2)' 每个基画数 l.(x) 是一个二次

函数，对 lo(x) 来说，要求町，巧是它的零点，因此可设

lo(x) = A(x - Xl)(X - X2) 

同理 lt(X) ， l2(X) 也有相应的形式，得

L2(X) =A(x - Xl)(X - x2)f(xo) + B(x - xo)(x - x2)f(Xl) 

+C(x - xo)(x - xl)f(X2) 

将 x=xo 代入 L2 (时，得

所以

L2(XO) = A(xo - Xl)(XO - x2)f(xo) = f(xo) 

A= 面F可(xo - X2) 

一(x - xt) (x 一句)
lo(x) = A(x - Xl)(X - X2) 一

(xo - x t) (xo - X2) 

同理将 x = Xl ,X =X2 代入 L2(X) 得到 B 和 C 的值，以及 h(x) 和 l2(X) 的表
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1.1 拉格朗日 (Lagrange) 插值多项式 .19. 

达式

B 一一一王一
一("" - "'0)(叫一句) , 

G= 一一 1
("'2 - "'0)("'2 - ",,) 

RP 
("'-"'0)("'-"'2) , ,_, ("'-"'0)("'-"") 

l,(",) = ，~- =V~~= -~' " l2("') = ("" - "'0)("" - "'2)' ..,-, ("'2 - "'0)("'2 - ",,) 

得到

('" - "")(，，，一句) ,,_,. ("'-"'0)("'-"'2) L2(z)=f(zo)+f(Z1) 
("'0 一句)("'0 - "'2)' ,-V, ' ("" - "'0)("" - "'2) 

('" - "'0)('" 一的)
j(臼)

("'2 - "'0)(臼-"，，)

容易验证插值基函数仍然满足

(1.4) 

唱
A
A
U

r
l
J、
l
t

一
-

3 z
υ
 

= ) 
2 m ( .. l '=J 

i i' j 

2. 二次插值函数误差

j(3)(t;) 
R2(z)=j(z zo)(Z Z1)(Z Z2), 

t; E [min{"'o，町，巧，吟，m阻{"'o ，酌，巧，，，，}]

(1.5) 

上式证明完全类似于线性插值误差的证明，故从略.

插值作为函数逼近方法，常用于函数的近似计算.当计算点落在插值点区间之

内叫做内插，否则叫做外插.内插的效果一般优于外插.

例1.1 如图1.3 所示，给定 sin 11 0 = 0.190809, sin 120 = 0.207912, sin 130 = 
0.224951.构造二次插值函数并计算 sin 11 030'. 

解

('" -12)(", -13) n , nnnnn , ('" -11)(", -13) 
L2(z)=01908ω+，"、0.207912

(11 - 12)(11 - 13) 

+(z-11)(z-12) 
0.224951 

(13 - 11)(13 - 12) 

L2 (1 1.5) = 0.19936睛，准确值 sin l103σ= 0.199368 

更一般地用弧度作为自变量构造插值函数，易估计误差.

(11 0,120,130) = (0.191986,0.20944,0.226893) 
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例1.2 要制作三角函数 sinx 的函数值表，己知表值有四位小数， 要求用线性

插值引起的截断误差不超过表值的舍入误差， 试确定其最大允许步长

解 设 h = h i = 叫 一 问-1 ，

IR(x)1 = 1 学(卜的1)(…)1 = 1学(x - Xi-1)(… )1 

运 j| (z-24-1)(z - 24时|俨产-Xi-1) 俨户 - X i ) 1 

最大允许步长 h 运 0.02.

1.1.3 n 次拉格朗日插值多项式

l. n 次插值多项式问题

问题1.3 给定平面上两个互不相同的插值点 {(x们 f(町))， i = O， l} ， 有而且

仅有一条通过这两点的直线; 给定平面上三个互不相同的插值点{(町， f(町))， i = 

0 ， 1 ， 2} ， 有而且仅有一条通过这三个点的二次曲线;给定平面上 η+1 个插值点

{(x毡 ， f(Xi )) ， i = 0 ， 1 ， 2 ， … ， n} ， 叫 互不相同，是否有而且仅有一条不高于 η 次的插

值多项式? 如果曲线存在?如何做出这条 η 次插值多项式曲线?

分析 η 次多项式 Pn(X) = α0 +α1X + … 十 αnf， 它完全由 η+ 1 个系数

{α口， α1，… ， an} 决定. 若曲线凡(X) 通过给定平面上 n+1 个互不相同的插值点
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拉格朗日 (Lagrange) 插值多项式 .21. 

{(X也 ， f(x品 i = 0,1,'" ，叶，则凡(X) 满足 {Pn (勾) = f(叫， i = 0 ， 1 ，丸 ，吟，事
实上一个插值点就是一个插值条件

将{(岛 ， f怡，))，也= 0 ， 1 ， 2，… ， n} 依次代入 Pn(X) 中得到线性方程组

1.1 

向 +α1XO +句xã+...+ αnX~ = f(xo) 

α0+α1X1 +句X~+"'+ αnX? = f(X1) 
(1.6) 

向 +αlXn + α2X~ +...+αnX~ = f(xn) 

方程组的系数行列式是范德蒙 (Var由rmonde) 行列式

= II (x,-Xj) 

non-nn zzz 20212n zzz Xo 

X1 

1 

1 
V(XO ,X1 ,... ,Xn) = 

Xn 

当 X， 互异时， II (x， -Xj)#O， 方程组(1.6) 的解存在唯一.即问题 u 的
O:S;;;j<i :E;;n 

1 

解存在而且唯一.

通过求解(1.6) 得到插值多项式凡(功，因其计算量太太而不可取，下面用 L8r

gr阻ge 基函数，构造 n 次 Lagrange 插值多项式.

对于 n+1 个互不相同的插值节点 {(X，，f(Xi)) ， i = 0 ， 1 ， 2，…，叶，由 n 次插

值多项式的唯一性，可对每个插值节点 Xi 作出相应的 n 次插值基函数 {li(吟， Z = 

0 ， 1 ，丸 ，叶，要求

1，(町) = ðij = ~ 1, 
-- - 1 0, i 1正 j

{XO ， X1 γ.. , Xi-l ， 均+1，…，岛}是 l， (x) 零点，因此可设

l,(x) = 向(X - XO)(x - X1) … (X - Xi_1)(X - Xi+1) … (X - Xn) 

(1.7) 

由 li(xi) = 1，将 X= 勾代入 li(x) 得到

li(xi) = 向(Xi 一句)(Xi - X1) .. . (Xi - Xi-1)(Xi - X忏1) …(叫 - Xn) = 1 

(X - XO). .. (x - Xi-1)(X 一句+1)… (X-Xn) -n z-zj 
ldz)=-H 

(Xi - XO)... (Xi - X←1)(均 -X件1) . . . (昕一 Zn) 04乞 Xi -Xj 
j#-i 

(1.8) Ln(x) =艺 li(x)f(xi)
i=O 

作其组合

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong

Hsi-che Soong



.22. 第 1章插值

那么 ι(x) 为一至多 n 次多项式且满足 {Ln(均) = f(叫， i = 0， 1，匀 ，叶，故

Ln(x) 就是关于插值点 {XO ， Xl ， … ， xn } 的插值多项式，这种插值形式称为 Lagrange

插值多项式. l， (x) 称为关于节点 {xo ， x"" ， ， xn } 的 Lagrange 基函数.

例 1.3 用下列插值节点数据，构造三次 Lagrange 插值多项式，并计算 f(0.6).

z ‘ 
f(町)

解基函数为

2.00 

17.∞ 

0.00 

1.00 

1.00 

2.∞ 

2.00 

17.00 

(x - xl) (x 一句)(x - X3) 一 位 - O)(x - 1.00)(x - 2.00) 
lo(x) = 一(xo - x,)(xo - X2)(XO - X3) (-2.00 - 0)( -2.00 -1.00)(-2.00 - 2.00) 

=一专(x 一仰一 2)
(z 一句)(x 一句)(x - X3) 

l1(m)==(z+2)(z1)(z2) 
(纠 - xo)(叫一句)(x， - X3) 

(z 一句)(x - X,)(X - X3) 
12(x) = ，~- :v:;.: -:/，~-_ -O~ , = -~(x + 2)x(x - 2) 

(X2 - XO)(X2 一句)(X2 - X3) 

(x - xO)(x - x、 )(x - X2) 
I3(z)==(z+2)z(z1) 

(X3 - xo)(句 - X, )(X3 - x ,) 

三次 Lagrange 插值多项式

17 
L3(X) = - ~:X(x - 1)(x - 2) + ~(x + 2)(x - 1)(x - 2) - ~(x + 2)x(x - 2) 

24 
17 
+豆(x + 2)x(x - 1) 

f(0.6) 臼 L3 (0.6) = -0.472 

2. n 次插值多项式的误差

定理1.2 设 Ln(x) 是 [α， b] 上过 {(x" f(句))， i = 0, 1,'" ， n} 的 n 次插值多
项式， x, E [a, b]， 的互不相同，当 fEC饲+I [α， b] 时，插值多项式的误差

f(n+I)(ç) 
儿(x) = ',_ , ,\',' (x - xo)(x - x ,) … (x - xn), 其中 çE[α，叫 (1.9) 

飞n -t叮.

*证明记凡.(x) = f(x) - Ln(x). 困 Ln(x，) = f(x，)， 也= 0,1,'" ,n ,{xo , 
町，… ， xn } 是凡.(x) 的根，于是可设凡.(x) = k(x)(x - xo)(x - Xl) … (x - xn). 

下面的目标是算出 k(x) ， 为此引入变量为 t 的函数伊(t):

ψ(t) = f(t) - Ln(t) - k(x)(t - xo)(t - x ,)... (t - xn) 
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1.1 拉格朗日 (Lagrange) 插值多项式 .23. 

令 t=x毡，得 ψ(勾) = 0, i = 0, 1,…,nj 

令 t = x， 由定义 ψ(x) = f(x) - Ln(x) - k(x)(x - xo)(x - X1) … (x - xn) = 0, 
即 ψ(t) 至少有 n+2 个零点，由于 f E Cn+1 忡， b] ， 由Rolle 定理， ψ'(t) 在相邻的

两个零点之间至少有一个零点， RP cp'(t) 至少有 n+1 个零点，同理再对伊气t) 应用

Rolle 定理，即 cp"(t) 至少有 n 个零点，反复应用Rolle 定理得到 rp(肘。 (t) 至少有

一个零点 ι

再对伊(t) 求 n+1 阶导数，

令 t=~， 有

得到

伊(n+1)(t) = f(n+1 )(t) - k(x)(n + 1)1 

。=伊(n+。但) = f(n+1)(~) - k(x)(n + 1)1 

f(饲+1) (~) 
k(x) = 

(n + 1)1 

f(n+1)(~) 
凡， (x) = ',.. • ,\',' (x - Xo)(X - X1) … (x - xn), ~ E ]a, b] 

(n + 1)1 

由于 rp(n+功。)的零点 E 与伊(t) 的零点怡，吨，… ， xn} 有关，因而 E 为 z 的函

数.n 次插值多项式的误差儿 (x) 是插值多项式 Ln(x) 的截断误差，每个插值条

件都在余项也 (x) 中有所贡献.

若 If(n+1) (X)Iζ M， x E ]a， b] ， 则 Rn (x) 可表示为

|ι (x)] .;;;一些7川 ]x -Xil 
、、n~ 叮-ii

由插值多项式的存在唯一牲，对于函数 {f(x) =xk ， k=O， l，...，吟， f(时。(x)=

O 斗凡，(x) = 0，关于节点 {xo ， 町，… ， xn} 的 Lagrange 插值多项式就是其本身，

Ln(x) = Lli(x)x~ = X\ k = 0,1,'" ,n 
也~o

令 k=O， 得到汇 li(x) 三1.
i=O 

定理1.2 给出了当被插函数充分光滑时的插值误差或称插值余项表达式，但是，

在实际计算中，常常不知道 f (x) 的具体表达式，得不到 f(n+1) (x) 的形式或较精确

的误差界在实际计算中，可对误差进行下面的事后估计方法，或用差商计算(见

1.2.2 小节).
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.24. 第 1章插值

给出 n+2 个插值节点 {XO ， Xl ，'" ， Xn+l}' 任选其中的 n+1 个插值节点，不

妨取 {xi ， i = 0 ， 1，… ， n} 构造一个 n 次插值多项式，记为 Ln (x) ， 在 n+2 个插值

节点中另选 n+1 个插值点，不妨取 {X川= 1, 2,'" ， n+1} 构造一个 n 次插值多

项式，记为 ι(吟，由定理1.2，可得到

j(n+1) (白)
j (x) - Ln (x) = - , , ，'~;' (x - xo) (x - X1)'" (x - Xn) (1) 

(n + 1)! 

j(n+1) (Ç2) 
j (x) - Ln (x) = - ,_ , ，'~;' (x - X1) (x - X2) … (X - Xn+1) 

(n+ 1)! 
(2) 

设 j(饲+1) (X) 在插值区间内连续而且变化不大，设 j(n+吟 (6) 田 j(n+1)(6) ，

则有
j(X) - L饲(X) _ X-Xo 

j(X) - Ln(x) X - Xn+1 

得到

j(X) 自 1二车丑Ln(x) + 乒-Xo ι(X)
xo - Xn+l Xn+l - xQ 

."_"，，，、"

j(X) - Ln(x) 臼士二子V_(Ln(x) - Ln(x)) (1.10) 
a;o - a;n+l 

3. Lagrange 插值多项式的算法

下面用伪码描述 La吕range 插值多项式的算法.

step1 输入: 插佳节点饵，插佳点序列 {(X; ， Yi) , i = 0 ， 1，…，叶，要计算

的函数点 X.

step2 for i = 0 to n !i 控制 Lagrange 基函数序列

2.1 { tmp:= 1; !tmp 表示 Lagr皿ge 基函数 l;(x);

for j = 0 to i - 1 

tmp:=tmp*(x - Xj)/(Xi - Xj); 

for j = i - 1 to n 

tmp:=tmp*(x-Xj)/(Xi -Xj); } 

2.2 fx:=fx+tmp*Yi } 

1 计算 Ln(x) = 艺 li(x)Yi= fx; 
i=O 

step3 输出 Ln(x) 的计算结果 fx

伪码是描述算法的过程设计语言，它是某种高级语言和自然语言的混杂语言，

它取某种高级语言中的一些关键字，用于描述算法的结构化构造和数据说明等.伪

码的语句中嵌有自然语言的叙述，伪码易于理解和修改，也易于转化为程序代码，是

一种使用频率较高的描写算法的语言.在伪码中，惊叹号1 表示注释语句.
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1.2 牛顿 (Ne呐。n) 插值多项式 .25. 

本教材中算法重在理解和描述计算过程，没有做优化处理.

例1.4 设岛，1(X) 由点{(句， f(xo)) , (X1 , f(X1))} 构造的 Lagrange 插值多项

式，设鸟，2(X) 由点{(叭， f(Xl)) , (岛 ， f(X2))} 构造的 Lagrange 插值多项式，则

(X - XO)P,,2(X) - (x - X2)岛，1(X)
Rb,13(z)=z zo 

是由点{(句， f(Xi)) , i = 0, 1, 2} 构造的二次 Lagrange 插值多项式.

分析 按插值定义，验证岛，1，2(X，) = f(Xi)' i = 0, 1, 2. 

证明

(Xo - XO)P， ，2(XO) 一 (XO - X2)岛，1(XO)
岛，1，2(zo)=Z2-zo=f(zo)

(X1 - XO)P， ，2(X，) 一位1 - X2)岛，1(Xl)
岛，13(Z1)=Z2-zo=f(Z1)

一位2 一句)P， ，2(X2) 一(句 -X2)岛，1(X2)
岛，m(Z2)-22-20=f(m)

由插值多项式的唯一性，岛，1 ，2(X) 由点(句，/(均))， i=0， 1 ， 2 构造的二次插值

多项式

由点{(町 ， f(Xi)) , i = 0, 1,. .. , n} 按 Neville 方法构造的 n 次插值多项式:

一位 -xo)l飞，2，'月 (X) 一 (X - Xn )岛， 1 ，... ,n-1(X) 
岛，1 ，'" ,n(X) 

~n 也U

1.2 牛顿 (Newton) 插值多项式

Lagrange 插值多项式的优点是格式整齐和规范，它的缺点是没有承袭性质，当

需要增加插值节点时，需要重新计算所有插值基函数 li (X). 本节给出具有承袭性

质的 Newton 插值多项式.在 Newton 插值中需要用到差商计算.

1.2.1 差商及其计算

1.差商定义

定义 1.2 一阶差商

称函数值的差 f(x，) - f(xo) 与自变量的差 (X1 - XO) 之商比值为 f(x) 关于点

{XO ， X1} 的一阶差商，记为f[町，叫，

而称

f(X1) - f(xo) 
f[町， zll=-EIZ正F一

f[Xl ,X2]- f[XO ,Xl] 
f[XO,X1 ,X2] = 

:1;2 -:EO 
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.26. 第 1章插值

为 f(x) 关于点旬，町，吨的二阶差商.

函数 f 关于町的零阶差商即为函数在 Xo 的函数值 f[xo] = f(xo). 

设 f(x) 在包含 Xo 和叫的区间上可徽，则由中值定理有

f[XO ,X1] = 1'((,), (, E [XO ,X1] 

定义1.3 k 阶差商

设 XO ， X1 ， … ， Xk 互不相同， f(x) 关于 XO， X1 ， …，冉的 k 阶差商为

f[X1 ， 吨，… ， Xk]- f[x0，町，… ， Xk-1]
f[句，叫，… ， Xk] = 

Xk -xo 

) 1 1 
唱
i

( 

关于差商有很多性质，我们仅列举其中的两条.

性质1.1 k 阶差商 f[xo ， x". .. , Xk] 是由函数值 f(xo) ， f(X1) ,… , f(Xk) 的
线性组合而成.

f刀[句川川， X1叫l，'''， X冉牛k
主句~ (阳Z均d 一 Z句叫0ω) .…….…. (均一 z均冉4←-1)忡)队(仰阳Z均4 一 Z斟阳忏俐1ο) . . . (的一句)

用归纳法可以证明这一性质.

例如，

fl町，句]-f[句 ， X1]
f[吨，町， hl= Z2 一句

f(xo) f(x ,) f(句)
(xo - X1)(XO - X2) , (X1 - XO)(X1 - X2) , (X2 - XO)(X2 - X1) 

性质1.2 若 {io ， i"" ， ， ik} 为 {O ， l，… ， k} 的任一排列，则

f[XO ,X1'''' ,Xk] =f[x;o ,x;" … , Xik] 

该性质表明差商的值只与节点有关而与节点的顺序无关，即差商对节点具有对

称性，这一性质由性质1.1可直接推出.

性质1.3 若 f(x) 为 m 次多项式，则f[句，町，'" ， Xk-l ， X] 为 m-k 次多
项式

f(x) - f(xo) 
事实上 f(x) - f(xo) 有因子 z 一句，故 f[xo ， x] = 为 m-1 次多

:.&-xo 
项式，于是可归纳证明此性质
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.27. 牛顿 (Newton) 插值多项式1.2 

2. 差商的计算

按照差商定义用两个 k-1 阶差商计算 k 阶差商，通常用差商表的形式存放和

计算(表1.1).

表1.1 差商表

二阶差商 n 阶差商三1阶差商

f[ :Z:O,Xl, X2] 

![Xl ,X2 ,X3] 

阶差商

f[町， Xl] 
f[X1 ,X2] 
f[吨， xal

f[xn- l, Xn] 

f(町)

f(xo) 
f(x l) 
f(町)

f(X3) 

f(Xn) 

--0123 2-zzzz ··-0123 

f[XO ， Xl ， X21 町l

由于差商对节点具有对称性，可以任意选择两个 k-1 阶差商的值计算 k 阶差

商例如·

f [:Z:0 ,X1 ,... ，:Z:饵lf[阳-3 ，'" ,Xn] f[阳-2 ， Xn-I， Xn]Xn n 

一 f[缸，叫一 I[xo ， x，]_1[xo ， X2] - 1[，旬，叫一 f[X"X2]- I[句，均l
fI旬，剑，向l一一

-~ ~-~ ~-~ 

等多种形式

例1.5 计算 (-2 ， 17) ， (0,1), (1, 2) , (2 ， 19) 的一至三阶差商

f[Xi-3 ， 叫-2，叫-1，叫lf[Xi-21 叫-1，叫l

f[-2, 0, 1] = 3 

f[0 ,1,2] =8 

/[Xi- 1， 叫]

1[-2 ， 叫 =-8

f[0 ,1] = 1 

f[1 ,2] = 17 

1
2
l

二
!

Z

一
-
E
1
2

··-0123 

f[-2, 0, 1, 2] = 1.25 

1[-2,0] = (1-17)/(0- (-2)) =-8 

110, 1] = (2 - 1)/(1- 0) = 1, 111, 2] = (19 - 2)/(2 - 1) = 17 

11-2,0, 1] = (1 [0 ,1]- 11-2,0])/(1- (-2)) = 3 

1[0,1,2] = (1 [1 ,2]- 1[0, 1])/(2 - 0) = 8 

1[-2,0,1,2] = (1 [0,1,2]- 1[-2,0,1])/(2 - (-2)) = 1.25 

Newton 插值

解

1.2.2 

1 线性插值

问题 1.4 给定两个插值点 (xo ， /(xo)) ， (x"/(x，))， xo 并町，怎样构造线性插

值函数的 Newton 形式?

用点斜式构造线性插值函数，设 N， (x) = 向 +α， (x - xo) ， 将 x = Xo ,X = Xl 代

入 N， (x) 得
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.28. 第 1章插值

N , (xo) = ao = f(xo) , N , (X,) = f(xo) + α1 (Xl - Xo) = f(x t) 

f(Xl) 一 f(xo)
α1==flzhZ1l 

~C1 - xQ 

得到线性插值的 Newton 形式·

N,(x) = f(xo) + (x - xo)flxo ,x,l (1.12) 

由插值唯一性，线性插值的 Newton 形式 N， (x) 与 Lagrange 形式 L， (x) 为同

一个多项式，仅是表达形式不同而巳

2. 二次插值多项式

问题1.5 给定{(町， f(x,)), i = 0, 1, 2}, x， 互不相同，怎样构造二次 Ne呐on
插值多项式?
分析 Newton 插值基函数 {1 ， x - xo , (x - xo)(x - Xl)} 

N2(x) = 向 +αl(X - xo) +句(x - xo)(x - Xl) 

由
N2 (xo) = f(xo) , N2 (x,) = f(x ,) 

α0+αl(X - xo) 就是 f(x) 关于旬，同的线性 Newton 插值 N， (吟，即

N2(x) = N,(x) + 电(x - xo)(x - Xl) 

在构造 N， (x) 过程中已经计算出 α。，也将 X=X2 代入上式得

N2(X2) = f(xo) + f[XO ,Xl](X2 - xo) + 句(X2 - XO)(X2 - Xl) = f(X2) 

整理得
f[句 ， X2]- flxo ,x , l 

电==fho，町， X2]
X2 - xl 

得到二次插值的 Newton 形式·

N2(x) = f(xo) + (x - xo)f[xo ， 叫] + (x - xo)(x - xl)flxo ，町 ， X2] (1.13) 

3. n 次 Newton 插佳函数

问题1.6 给定{(町，/(的))， i=O， l，…，叶，其中 x， 互不相同，怎样构造 n 次

Newton 插值多项式?
f(x) - f(xo) 有

用数学归纳法给出构造过程.由一阶差商的定义 f[x， xo] = 一τ一气÷一，
~ -;.r;o 

f(x) = f(xo) + (x - xo)flx,xo] 
) 1 ( 
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1.2 牛顿 (Ne呐。n) 插值多项式 .29. 

注 (1) 式是 f(x) 的零次插值， f(x) = No(x) + Ro (x). 
f [x,xo[ - f[町， x11

为了进一步展开 flx， xol ， 由 f[x ， 句，叫 :Z; -Xl

f[x ,xol = f[xo ， 的1 + (x - X1)f[尘 ， XO ， Xl]

将 (2) 代入 (1) 得到 Newton 线性插值多项式·

(2) 

f(x) = f(xo) + flxo ，叫](x 一句)+f[x， 句，叫](x - xo)(x - X1) 

f(x) = N,(x) + R,(X) 

设 k=n-1 时，有

f (x) =f (xo) + (x - xo) f[xo ,x11 + (x - xo) (x - X1) f[xo ， 酌， x21 +… 
+ (x - xo) (x - X1)' .. (x - Xn-2) f [句，酌，'" ,X• 11 +凡-1(X)

f(x) = Nn_1(x) + (x - xo) (x - X1) … (x - xn_ ,) f 怡， XQ，酌，… ， xn-11 (3) 

由
一 f[x， 町，'" ,xn -11- fI:旬，叫，， znl

f怡，句，…，zd-z-zn

有

f[x ,xo,… , xn-11 = flxo , x"... , xnl + (x - xn)flx, XO ,… ,xnl (4) 

将 (4) 式代入 (3) 得到

f(x) = Nn(x) +凡， (x)

其中

Nn (x) = f (xo) + (x - xo) f[xo , x11 +… 
+ (x - xo) (x - X1) .. . (x - Xn-1) f[xo , X1 ,' .. , xnl 

ι(x) = (x - xo) (x - X1)'" (x - xn) f[x ,xo , X1 ,'" ,xnl 

Nη(x) 至多为 n 次多项式，可以验证 N(x;) = f(的)， i = 1 ， 2，…， nj 称 N(x) 是

过 n+1 个插值点的(至多)n 次 Newton 插值多项式.也记

N(x) = f[xol +汇 f[XO ， X1 ， … ， xkl(x - xo)(x - X1) … (x - Xk-1) 

其中
z z 

nHH 
n z -z o z z gJ 

一
-

Z R 
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.30. 第 1章插值

为插值多项式的误差.

由插值多项式的唯一性得到U Lagrange 插值多项式 L(x) 与 Newton 插值多项

式 N(x) 是完全相同的，它们是同一插值多项式在不同基下的不同表达形式，因

此 Lagrange 插值多项式的余项与 Ne呐on 插值多项式的余项也完全相等故当

f E Cn+1 [α， b] 时，有

故有

f(n+1) (ç)古古
R(x)= ',_ "~~' I lCx-x,)=f[x,xo,… xn]11 (x - x,) 

(n -t叮·出 21

f(何+1) (ç) 
=f怡， XO ， Xl ，

飞n+ 1)! 

(1.14) 给出函数差商和导数之间的关系式.

记 Nn(x) = 艺 t， (x)f[句， ，叫，其中

也有

也~o

句(x) 三 1，向(x) = (x - X'_1)t'_1(X) = II (X - Xk) , i = 1,2,… ,n 

(t(勾) = 0, j < i 
t,(Xj)jlO, j=i 

(1.14) 

可以看到 Lagrange 插值多项式是基函数 {l， (x) ， i = 0, 1，… ， n} 的线性组合，

Newton 插值多项式是基函数{岛(吟，也 =0， 1 ，'" ， n} 的线性组合

Newton 插值多项式的承袭性质表现在

Nk(x) = Nk_1(X) +如何)f[xo ， 酌，'" ,Xk] 

对于 k-1 阶 Newton插值多项式 Nk-1(X) ， 只需增加一项 tk(x)f[xo ， 町， ，叫，
即可得到 k 阶 Ne呐on 插值多项式 Nk(X).

例1.6 设 f(x) = lOx3 - 100x + 1，计算 f[句，酌，巧，叫， f[句，町，吨，吨，叫.

其中 {x"i=O， l ，... ， 4} 任取.
f(3)(的

解 f[XO ， X1 ， X2 ， X3] = 丁! -豆 =10
f(4)(ç) 

fhhZhZLZLZ4l====0 
! 4! 

例1.7 给定如表1.2 所列插值节点的值3 构造 Newton 形式插值函数，计算

N2 (0.9) , N3(0.9) 

z ‘ 
f(x ,) 

2 

17 

表1.2

0 

1 

1 

2 

2 

19 
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1.2 牛顿 (Ne呐。n) 插值多项式 .31. 

解 N2 (x) = f(xo) + (x - xo)f[xo ，叫 + (x - xo)(x - xl)f[，町 ， Xl ， X2]

取 xo = -2，同 = O,X2 = 1; 用例1.5 中算出的差商代入上式，得到二阶 Newton
插值多项式

l呗:'(x) = 17-8(x+2)+3(x+2)x 

N 2 (0.9) = 17.0 - 8(0.9 + 2) + 3(0.9 + 2) .0.9 = 1.63 

N3(x) = N2(x) + f[吨，町，巧 ， X3](X - xo)(x - Xl)(X - X2) 

取 Xo = -2，叫 =0，均 =1，均 =2j 得到三阶 Newton 插值多项式:

N3(x) = 17 - 8(x + 2) + 3x(x + 2) + 1.25x(x + 2)(x -1) 

N 3 (0.9) = N 2 (0.9) + 1.25.0.9. (x + 0.9)(0.9 - 1.0) = 1.30375 

构造 N3(x) 的嵌套乘法形式，计算的(x) 只需 3 次乘法.

N3(x) = f(xo) + (x - xo)[f[xo ， 叫] + (x - xl)[f[xo ， 酌 ， X2] + (x - x2)f[xo ， 町，吨， x3111 

N3(x) = 17 + (x + 2)[-8 + 3[x + 1.25(x -1)]1 

一般地，记 go = f[xo] ， 如= f[，旬，酌，… ， Xk] ， Nn(x) = go + (x - XO) [g, + (x 

Xl) [g2 + … + (x - xn-') [gn-l + (x - xn)gnlll. 

计算 Nn(x) 的计算量为 n 次乘法.

4. Newton 插值的算法

stepl 输入插佳节点数 n ， 插值点序列 ((x(i) ， f(i)) , i = 1, 2,… ,n} 

要计算的插佳点 u

step2 形成差商表 {gk ， k = 0, 1,… ,n} !gk 表示 f[吨，町，… ， Xk]

step3 置初始佳 t = 1; newton = 90 

step4 for k = 1 to n 

t = t(u - Xk-l) 

newton = newton + t . gk 

step5 输出 f(时的近似数值 Nn(u) = newton 

从表1.1的差商计算中可以看到，在给定的 n+1 个插值点，似乎存放所有差商

值需要d个存储单元，而在 Newton插值表达式中只用到f[句， Xl] ，f[，句，酌， x21 ， . 

f[句 ， Xl ，'" ， Xn] 对角线上的差商值，在计算中可用一维数组 g[i] ， i = 0,1,2,"',n 
存放这些差商值.

下面对 step2 算法形成差商表 {g(k) ， k = 1 ， 2，… ， n} 作进一步展开.
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(1) 对 {9i ， i = 0, 1 ，丸 ， n} 初始化， {9i = f(Xi) , i = 0, 1, 2，…，叶，

(2) 计算一阶差商时除了 90 以外，其余函数值 {9li] ， j = n , n 一 1，'" , 1} 以

后不再使用，因此可将一阶差商 f[X;-1 ， 叫放在{的，j=n， n-l ， …， 1} 中，其中

90 = f(xo); 

但)计算二阶差商后也不再调用 f[X;-1 ，叫即岛，可将 {f[X;-2 ， X;-1， 均 ]j = 

n ,n-1 ,'" ， 2} 放在 9; 中，这时有 91 = f[xo , X1] , .. "一直做到 n阶差商 f[句，町，'" , 

xn], 9n = f[xo , X1， … ， xη[. 

计算差商算法:

for i=O to n 9, = f(x ,) 

for k = 1 to n ! 计算 k 阶差商

{ for j = n to k 

岛= (9; - 9;- ,)/(X; - X;-k) } 

*1.3 Hermite 插值

在构造插值时，如果不仅要求插值多项式节点的函数值与被插函数的函数值相

同，还要求在节点处的插值函数与被插函数的一阶导数值或更高阶导数值也相同，

这样的插值称为 Hermite 插值或称密切插值

常用的 Hermite 插值描述如下:对于 f(x) 具有一阶连续导数，以及插值点

{xi ,i = 0, 1,'" ,n} , Xi 互不相同，若有至多为如 +1 次的多项式函数 H阳+l (X)
满足

H2n+l (Xi) = f(Xi) , H~n+l (x，) = f'(x,), i = 0, 1,… ,n 

则称 H2n+1 (X) 为 f(x) 关于节点 {x川 =0， 1，…，叶的 Hermite 的插值多项式.

问题1.7 给定 f(xo) = 驹， f(X1) = 仇 ， f'(xo) = mo , f'(X1) = m1, Xo 并 Xli 怎
样构造给定两个节点的函数值和一阶导数值的 Hermite 插值多项式?

分析 用 4 个条件，至多可确定 3 次多项式设二次 Hermite 插值多项式为

H3(X) = 向 +α1X+ α2X2 + 句x3 ， 将插值条件代入马(x) ， 得到线性方程组
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*1.3 Hermite 插值

方程组的系数行列式

1zozizi 
1Xl X~ X~ 
o 1 2xo 3x~ 

o 1 2X1 3x~ 

.33. 

=一(xo - X1)4 并 0

所以方程组有解且唯一，关于节点町，町的 Hermite 插值多项式存在唯一.类似于

构造 Lagrange 插值多项式的方法，通过插值基函数作出 H3(X).
设

H3(X) = ho (x) 目。 + h, (X)Y1 + 90 (x)mo + 91 (x)m, 
要

H3 (Xo) = ho (Xo) ω= 缸。

可设

ho (Xo) = 1, h, (xo) = 0, 90 (xo) = 0, 91 (Xo) = 0 

同理由 H3 (X1) = 的 ， H~ (Xo) = mo , H~ (Xo) = mo，得到

lh()=1Ih()=OI… lg()=o 
ho (X1) = 0, J h, (X1) = 1, J 90 (X1) = 0, J 91 (X1) = 0 

吨位。) = 0, J hi (xO) = 0, J 9Ö (xO) = 1, J 9j (xo) = 0 

hÖ (X1) = 0, l hj (X1) = 0, l 9Ö (X1) = 0, l 9j (X1) = 1 

由 ho(x) 至多为三次多项式， X1 是它的二重根，可设

由

解出

同理可得

问 (x) = (句 +box) (丰去r =(向+阳) l~ 位

ho (xo) = (向 + boxo) l~ (xo) = (α0+ boxo) = 1 

hÖ (xo) = bol3 (x) + (α。 + boxo) 210 (xo) 1'0 (xo) = 0 

ho(x) = (1 - 2(x - xo)IÖ(xo)) 13(x) 

ho忡 (1-2字号)(ζt)2

h,(x) = (1 字号)(乙工)
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.34. 第 1章插值

由

go(xo) = 0, g(x,) = g'(x,) = 0 
令

go(x) = α(x - xo)l~(x) 

由 g!J (xo) = 1，得 α= 1, 

如何) = (x - xo)l~(x) 

同理

g,(x) = (x - x， )l~(x) 

得到以吨，同为节点的 Hermite 插值为

H3(X) = ho(x)f(xo) + h, (x)f(x ,) + go(x)f'(xo) + g， (x)f'但，)

H3(X) = (1- 2(x - xo)I!J (xo)) l~(x)f(xo) + (1- 2(x - x, )l;(x,)) l~(x)f(x，) 

+ (x - xo)l~(x) + (x - x， )l~(x) (1.15) 

时Z)=(12:11)(仨去). f(xo) + (1 -2;二三。) (丰功队)

巾句) (字号) 2 f' (XO) + (x 叫) (ξ去) 2 f' (X,) (1.16) 

容易证明，当 fE C4 [α， b] 时插值误差为

f(4)(ç) ,_ _,2 R(x) = f(x) - H3(X) = J . 4t' (x - XO)2(X - Xt)'， 但 [a, b] (1.17) 

如果要构造 f(x) 关于节点 {xi ， i = 0 ， 1，"'，叶的 n+1 个节点的 2n+ 1 次
Hermite 插值多项式，设

足

H2n+巾)=艺h;(x)f(的)+艺g巾)f'(x;)
i=O i=O 

这里 {h;(x) ， 如何)， i = 0, 1，… ， n} 分别为不高于如+1 次插值多项式，分别满

(仇(勾)=句，及 (9(巧)=0
h;(xj) = 0, 1 g:(Xj) = Ó;j 

类似于问题1.7 的推导: h;(x) = (1- 2(x - x;)l'(x;)) q(x) 

向(x) = 11 均 x;)汇王主王 Il~(x)
\ j#; 叫-， I 

(1.18) 
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*1.3 Hermite 插值 .35. 

g巾:) = (x - xi)l~(x) 

其中 l， (x) 为关于节点 {x川 =0， 1，…，叶的 Lagrange 基函数
当 f E C'饲+2[α ， b] 时，误差为

一 f(2n+2)(ç) ,_ _ ,2 ,_ _ ,2 
R(x) 一 (x - XO)2(X - Xl) … (x - Xn )2 , ç E [a, b] (1.19) 

飞… 1 叮.

例1.8 给定 f(-1) = 0, f(l) = 4, f'( -1) = 2, f'(l) = 0，求 Hermite 插值多项

式，并计算 f(0.5).

解 H3(X) =ho(x) .O+h,(x) .4+如何).2+g， (x).0.
显然本题不必计算 hO(X) ， g，(吟，

2 1i + z z qa ( 'i-AHI 

一
-

2 
、
飞
，
，
，
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一
一
一

一
一
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飞
飞
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J

1-1 
一
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t
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Z-1 
qA 'i 

/
I
t
、

一
一

) Z -L" 

如何)=x 一 川叫(击功r =~护护扣川怡仙川川川+札叫叫1斗川)(
H岛刷胁削3刘市刷(怡例Z功←)=h仇M协1叫巾(归x) .4+ 如蚓仰州(仰例Z叫) .2仨叫=刊(σ2 一咐 + 1)2仙2+寸;(估Z叶川+刊1仰 一 1)' 

H 3 (0.5) = 3历25

利用构造基函数方法做插值多项式广泛地被应用在不同的插值条件中.

例1.9 给定 f(xo) = Yo , f' (xo) = mo, f(Xl) = 机构造二次插值多项式函数

解 设马(x) = to(x)yO +t, (X)Y, +t,(x)mo , to(x) , t,(X) , t， (x) 均为不高于二次
的多项式，它们分别满足

吨(句)=ok(Z)=oro h o ) = 1 臼时阳ω(估阳刨Z句叫0心)

t句削0叫(仰x，) = 0矶， I t， (Xlο) = 1, , 

利用基函数的性质马(x叫)可表示为

(C仁亿U口t句圳协阳叫2纠巾阳削(伊阳刨Z町叫0ω)
吨 (xoω) = 1 

t归， (Xl) = 0 

惯1 I 伊伊n 飞
马 (x) = (向x+bo)土宫。 + a, I _- -U I Yl + a,(x - xo)(x - Xl)mo 

Q -Xl 飞 Xl - XQ J 

由 to(xo) = 1，得句句 +bo = 1; 由吨位。) = 0，得

向丰-Xl + (制。 +bo)717=0
面。- õLi l õLi Q - õLi l 

得到

问 叫
一
副

均
-
h

q
，
"
一
，d

一
一

句
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2xo - X1 - x) (x - X1) to(x) = '--U. -. -/ 
- X1 (xo - X1) 

类似地得到

(X-XO)2 "/_\ (x - xo)(x - X1) 
t,(X) = 一一一-E' t2(z)= 

阳一曲0)2' -"',-, Xo 一叫

Xo - X1 - X X - X1 ,( X - Xo ì 2.. , (x-xo)怜的)
马(z)=po+l l 

O-Xl XO-Xl 飞 XI-XOJ Xo -Xl 

用扩展的 Ne呐m 插值构造 Hermite 插值，需要引入推广的差商定义.

设 f(x) 充分可徽，则定义

f(X1) - f(xo) 
f[xo , Xol = lim f[xo , x1l = lim 一?气?一 = f'(xo) (1.20) 

x,-• ZO Xl-•a: o xl -:t:o 

仇，向l= 扣(机)
对于一部分结点相同的情况类似于(1.20) 的定义.例如.

fl旬，叫一 f[xo ， xol f[句，叫一 f' (xo)f[XO ,XO ,Xl] = J L-Vl- ..l J "L-Ul-VJ_ 

l-XO XI- XO 

问题1.8 对给定的插值点的函数值和一阶导数值(坷， f(叫，f'(x训， i = 0, 

1，… ， n， 定义序列 {Z2i = 均+1 = Xi , i = 0 ， 1，…，叶，用 Newton 插值构造 Hermite
插值多项式.其中

Zo = Zl = xo , Z2 = 均= Xl ,'" ,Z2n = Z2π+1 =Xn 

f(如) - f(Z2i-1) 
f[z且-1，如l=

"'2i - -"2i-I 

f[z缸 ， Z2i+1 l = f'(Xi) , i = 0, 1,… ,n 

在差商表中用 f' (xo) ，f'(叫，…，f' (xn) 代替 f[zo ， z1l , f[句，划，" " j[Z2nl Z2n+l ], 
其余差商公式不变，得到差商型 Hermite 插值公式:

2n+l 
H2n+巾) = f[zol + 艺 f[zo ， Z1 ,'" ， zkl(x 句)(x 组)... (x 马 1) (1.21) 

k=l 

例1.10 用 Newton 插值重做前两个例题.

(1) 给定 f(-1) = 0, f(1) = 4,1'(-1) = 2,1'(1) = 0，构造 Hermite 插值多项式.

(2) 给定 f(xo) = 驹 ， f(xo) = mo , f(X1) = 仇，构造二次插值多项式函数.
解 (1) 例1.8
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*1.3 Hermite 插值 .37. 

" f(岛) !(Zi- l, z.d f(岛-2 ， Zi- l， 句)

一1 。

一1 。 2 

1 4 2 。

1 4 。 一1 -0.5 

H3(X) = 2(x + 1) - 0.5(x + 1)2(x - 1) 

x, " /(局) /(岛1，再) /(岛 2，均"岛)
xo '0 f(xo) 
xo " f(xo) 1110 

X1 '2 /(X1) /[XO ,X1[ (/[町，叫]- mo)/(x1 - xo) 
X1 '3 /(X1) m, (m,- /[町，叫])/(X1 - xo) 

f[句， xll-mo 1_ _ , 2 , m , - 2f[xo ,Xll+mo 
H3(z)=Uo+mo(z-zo)+(z-20)+(z zo)2(z-q) 

XI-XO XI-XQ 

(2) 例1.9

z, 
xo 
xo 

X1 

/(z,) f(均"岛) f(再也再 1，岛)

YO 

YO mo 

Y1 /[xo , X1] 
/[XO ， X1[ 叫

Xl - XO 

F[xo , Xll 
H2(X) = YO +叫(x - Xo) +一些(x - XO)2 

;.(;1 -;L;Q 

例1.11 用下列数据构造 Hermite 插值多项式并计算 f(1.36).

解 计算差商，如表1.3 所示.

/(x,) 

1.2 

1.2 

1.4 

1.4 

1.6 

1.6 

表1.3

![x'_ l, X,[ ![Xi_2 ， Xi_l ，町l /[叫 3，均 2 ， Xi_l ,Xi] 
0.6 

0.6 0.5 

0.9 1.5 5.0 

0.9 0.7 -4.0 -45 

1.1 1.0 1.5 13.75 145 

1.1 0.6 -2.0 一17.5 一76.25 -553.125 

H5(X) = 0.6 + 0.5(x - 1.2) + 5(x - 1.2)2 - 45(x - 1.2)2(X - 1.4) 

+l45(x - 1.2)2(X - 1.4)2 - 553.125(x - 1.2)2(X - 1.4)2(X - 1.6) 

H3(1.36) = 0.8655 
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三次样条函数1.4 

分段插值

1.龙格 (Runge) 现象

在构造插值多项式时，根据误差表达式(1.9)，你是否认为多取插值点总比少取

插值点的效果好呢?答案是不一定.对有些函数来说，有时点取得越多，效果越不

尽如人意.请看下面的例子

例1.12 给定函数 f(x) = 斗5x2 ' X εI一叫，构造 10 次插值多项式
L叫x).

解
2 

对 [-1 ， 1] 作等距分割，取 h = 1-0 = 0.2，向= -1 +0.2i，取插值点为

1.4.1 

(町，斗剖，
LlO(X) 如图1.4 所示从图中可看到3 在零点附近， L叭x) 对 f(x) 的逼近效果

较好，在 x = -0.90，一0.70， 0.70， 0.9。这些点的误差较大.下面列出 LIO(X) 和 f(x)

的几个插值点的数值.

i = 0, 1,…, 10 

}-95 
M
A
-
m目

。
-
m
n

-nunu -0.50 

0.13793 

0.25376 

-0.70 

0.07547 

-0.22620 

-0.90 

1.57872 

0.04706 
) 

-1JZ 
Z

一
。
"

fA 

f(均

百

~o(x) 

" 
2 

1 

i f旦夕'. 
仨=, , 

-1 气，'
z 

'1 

LlO(X) 和 f(x)

这个例子是由 Runge(龙格)提出的，也称插值多项式在插值区间内发生剧烈振

荡的现象为 Runge 现象. Runge 现象揭示了高次插值多项式的缺陷它说明高次多

项式的插值效果不一定优于低次多项式的插值的效果，同时表明等距插值不能保证

有较好的插值效果

圄1.4
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1.4 三次样条函数 .39. 

在插值过程中，误差由截断误差和舍入误差组成， (1.9) 给出的是插值函数 cp(X)

与原函数 f(x) 的截断误差，在近似计算过程中还会产生舍入误差，舍入误差在插

值计算过程中可能被扩散或放大，这就是插值的稳定性问题.而高次多项式的稳定

性就比较差，这从另一角度说明了高次插值多项式的缺陷

2. 分段线性插值

既然增加插值点并不能提高插值函数的逼近效果，那么采用分段插值效果如

何?对给定区间 [a， b] 作分割

α =xo<xl<...<xn =b 

在每个小区间[鸟， Xi+l] 上作 f(x) 以 {Xi ， Xi+1} 为节点的线性插值，记这个插

值函数为 p(x) = p， (x) ， 则

如何)=芝二些丑f(均)+21Lf(zs+1)， zs 运 x ~ Xi+l 
Xi - Xi+l Xi+l - Xi 

把每个小区间的线性插值函数连接起来，就得到了 f(x) 的以剖分(节点)α=

Xo < Xl < …〈阳 =b 的分段线性函数 p(x) ， 如图1.5 所示， p(x) 在[矶 ， Xi+l] 上

为一个不高于一次的多项式.事实上 p(x) 是平面上以点(句， f(Xi)) 为折点的折线

由线性插值误差公式，当 X E [Xi ， 的+1]时，

) 
1 + Z Z ( ) 

PZ Z Z ( )
一卢
、
一

([ 勾

-
2

(-
g
J

一
= ) Z ( .. nr ) Z ( ,

J 
一
一

) Z ( "r ) Z ( ,
J 

因而

|灿)帅)1 运 ?|(z zz)(z h1)| 

M21 , 
运 (zz+1ZzJa={zd+1ZzJ4

2 4 

其中

M2= 」232b|f气功|

于是，当区间分割加密，皿皿(Xi+l 的)→ 0 时，分段线性插值收敛于 f(x). 事

实上，只要 f(x) 连续，分段线性插值序列就能收敛于 f(x).

分段线性插值算法简单，只要区间充分小，就能保证它的误差要求.它的一个

显著优点是它的局部性质，如果修改了某结点(町， f(Xi)) 的值，仅在相邻的两个区

间 [Xi-l ， 叫， [，鸟 ， Xi+l] 受到影响.分段线性插值的缺点是在插值结点处不光滑.

图1.5 给出分段线性插值 p， (X)(虚线表示)和 f(x) 的图形，可以看到分段线性

插值的效果明显好于整体的 Lagrange 插值效果
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y 
2 

1 

。
z 

-1 1 

圄1.5 分段钱性插值 p(x) 和 I(x)

例1.13 对下列数据作分段线性插值，并计算 f(1.2) ， f(3.3). 

Xi -3 

12 

•
-s 2 

1 

3 

6 

9 

12 I(x,) 

解 P(X) = Pi(X) = 主二旦旦f(Xi) + 主二主i_ f(Xi+1), X ε [X仙+1] '
Xi - Xi+l - Xi+l - Xi 

由1.2ε[-1 ， 2]，有

1.2 - 2 _ 1.2 + 1 
P(1.2) =Pl(X) = 一一一 x 5 + -~_ ." - x 1 = 2.0667 

-1-2 -. 2+1 

由 3.3ε[3 ， 9] ，有

3.3 - 9 _ 3.3 - 3 
P(3冽 =P3(X)=~'~ L> ~x6+~'~L> ~x12=6.3 

-6 

1.4.2 三次样条插值的 M 关系式

在制造船体和汽车外形等工艺中，传统的设计方法，首先由设计人员按外形要

求，给出外形曲线的一组离散点值 {(Xi ， Yi) , i = 0 ， 1，…，叶，施工人员准备好样条

(竹条或钢条)和压铁，调整样条的形状，使其通过点{町，叫并自然光顺， 将压铁放

在点{岛，执}的位置上，这时样条表示一条插值曲线，我们称为样条函数从数学上

看，这一条分段的 3 次多项式，在节点处具有一阶和二阶连续微商.样条函数的主

要优点是它的光滑程度较高，它保证了插值函数二阶导数的连续性，对于三阶导数

的间断，人类的眼睛己难以辨认了样条函数是一种隐式格式，最后需要解一个主

对角形系数矩阵的方程组，它的工作量大于多项式 Lagrar耶或 Newton 等显式插

值方法

定义1.4 给定区间 [a， b] 上 π+1 个节点 α= Xo < Xl <… <X.. =b和这些点
上的函数值 {f(Xi) = Yi , i = 0 ， 1，…，叶，若 S(X) 满足: {S(句)=锐， i = 0, 1，…，叶，
S(X) 在每个小区间[岛， Xi+1] 上至多是一个三次多项式; S(x) 在忡， b] 上有连续的
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二阶导数，则称 S(x) 为 f(x) 关于剖分 α =xo<Xt<...<xn=b 的三次样条插

值函数，称 {xo ， 町，… ， xn} 为样条结点.
要在每个子区间[岛， xH11 上构造三次多项式

S(x) = S,(x) = α，x3 + b,x2 + 白x+d" xE [x"xH11 , i=O, l ,'" ,n-1 

共需要 4n 个条件，由插值条件 {S(叫=执， i=O， l ，...， n} 提供了 n+1 个条件;

用每个内点的关系建立条件

S(句+ 0) = S(x, - 0) 

S'(x, + 0) = S'(x, - 0) 

S气功 +O)=S气Xi - 0) , i = 1,. •• ,n - 1 

又得到 3n-3 个条件，再附加两个边界条件，即可唯一确定样条函数了.用待定系

数法确定了构造样条函数的存在性和唯一性下面给出构造二次样条插值的 M 关

系式和 m 关系式的方法.

引入记号 {M， = S"(叫，叫 =S'(叫， i = 0, 1,'" ， n}. 用节点处二阶导数表示

样条插值函数时称为大 M 关系式，用一阶导数表示样条插值函数时称为小 m 关

系式

问题1.9 给定插值点{(町， f(勾))， i=O， l，…，叶，怎样构造用二阶导数表
示的样条插值函数，即怎样构造 M 关系式?

记 S(x) 在区间 [x"x件11 上的表达式为 S，(功 ， S(x) 是三次多项式， S"(x) 是

线性函数，用插值点 {(x"S气x，))， (均+1 ， S气XH1))} 作线性插值，记 S气x，) = 蝇，

S气XH1) = M'+1' 

巧'(x) = 土二生丑M，+ 之二生::-Mi+ll Xi ζzζ Xi+l 
:.1ii - :.Li+l Xi+l - x 

对 S气x) ;积分两次，记 hi = Xi+l 一句，

(Xi+1 - x)3" , (咿一 φ)3
S(x) = Si(X) = '-'T~L -, Mi + 一一""11 Mi+l +口 +d6h, _.-.' _ 6h, 

(x忡1 - x)'" . (x - x,)' 
= '-~T:I -, Mi + 一一二'-MH1 + C(XH1 - x) + D(x - x ,) 6h, _.-.. 6h, 

将 S(x，) = 切 ， S(x'+1) = YH1 代入上式解出

C= y, 些些 n 些1 hiMi+l - ..-
hi 6' - hi 6 
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(Xi+1 - X)3 M, + (x - X,)3Mi+1 , (Xi+1 - x)y, + (x - X')Yi+1 
6h咯 h，

S(X) 

3I(zs+1 幼儿 + (x 均)矶+1]， X E [:鸟，的+1] (1.22) 

在内结点 z毡，由 S:(Xi) = SL, (Xi) 可得到

f(x的 Xi+1) 一些M 一些Mi+1 = f(句-1 ， X,) + 些兰 M'_1+ 些工!Mi3 .... 6 

整理后得到

其中

向Mi-1 +2M，+ 沁Mi+l = dt" i = 1, 2,… ,n - 1 (1.23) 

λg=? ， μi = 1 一 λz
h, + h'_1 

6 {IJ，.唱 仙 'Ui - 11.. 唱飞
d; =, . -, (些卫 王一些 主主 I = 6f(x,-

h, + h'-1 飞仇 h'-1 ) 

式(1.23) 称为样条插值的 M 关系方程组，解方程组(1.23) 得到 {M"i = 

1 ， 2，… ， Mn-l}， 再加上两个端点条件，满足端点条件的样条插值函数 S(X) 在[鸟，

X'+1] 上的表达就是式(1.22).

下面分三种情况讨论边界条件.

(1) 给定 Mo， Mn 的值，此时 n-1 个方程组有 n-1 个未知量 {M，川= 1, 

2，… ， n-1}. 当 Mo=O， Mn=O 时，称为自然边界条件.

2 λ1 M, d， μ1MO 

μ2 2 λ2 M 2 d2 

λn-2 2 λn-2 Mn- 2 

μn-1 2 Mn- 1 dn-1 λn-lMn 

(2) 给定 S'(Xo) = mo , S'(xn) = mn 的值，将 S'(Xo) = mo, S'(xn) = mn 的值分
别代入 S'(X) 在[旬，叫 ， [xn-l> Xn] 中的表达式，得到另外两个方程.

2Mo+M1=1[flzoJ1l m俨 do
"。

MH+2Mn=El[叫一 f[xn-川n]] = dn 
"n-l 
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得到 n+1 个未知量， n+1 个方程组

2 1 

u, 2λ1 
也2 2λ2 

u馆 2 2λn-' 
1 2 

Mo do 

M, d, 
M 2 d2 

Mn- 1 dn- 1 

Mn d鸭

(3) 被插函数以 Xn -xo 为基本周期时，即 I(xo) = I(xn) ， 即

8 (xo) = 8 (xn) , 8' (xo) = 8' (xn) , 8" (xo) = 8" (xn) 

.43. 

即 mo = mn, Mo = Mn' 将 8'(xo) = 8'(xn) 加入方程组，此时化为 n 个变量， n 个
方程的方程组.

样条插值构造的 M 关系式是对角占优的三对角带状矩阵，可用第 4 章中追赶

法求解

例1.14 给出离散数值表(表1.4) 取 Mo =Mn =0， 构造三次样条插值的M

关系式，并计算 1(1.25).

x, 1.1 

y, 0.4四日

表1.4

1.2 

0.8四日

1.4 
1. 65四

解 由;题中(町，如)的数值，计算得

ho = 0.1, h, = 0.2, h2 = 0.1 

(…阳(〕3m
μ，= 0.3333 ， μ2 = 0.6667 

d, = 5, d2 = -55 

由 Mo = Mn = 0 的边界条件，得

l206667lIMl=l5| 
0.6667 2 11M2 I I -55 

解得 M， = 13.125，且也= -31.875. 

因此，三次样条插值的分段表达为

1.5 

1.8000 

I 21.875x3 - 72.1875x2 + 83.1875x - 32.875, x E [1.1,1.21 

8(x) = ~ -37.5x3 + 141.5625x2 
- 173.75x + 59.725, x E [1.2,1.41 

1 53.125x3 - 239.0625x2 + 358.0625x - 179.05, x E [1.4,1.51 
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特别地， f(1.25) 但 8(1.25) = 1.0436. 

1.4.3 三次样条插值的 m 关系式

问题1.10 给定插值点{(句，!(Xi)) ， i = 0， 1，…，叶，怎样构造用节点处一阶

导数表示的样条插值函数，即怎样构造 m 关系式?

对给定的插值点{(町， y (同)) , i = 0，…，叶先假定已知 8' (Xi) = 叫，在每个
小区间 [Xi ， Xi+ll 上作 Hermite 插值，在整个问， xnl 上是分段的 Hermite 插值， 在

[町，民+d 上 8(x) 的表达式为

8 (x) = (1- 2汇乙) (汇去r Yi+ (x 一句) (ζ乙:户，
+ (1-2汇1)(古工) 2 YH1 + (X - Xi+1) (丰功2叫+1

再用 S气向 +0) = 8气Xi 一 0) 得到方程组

λ4叫-1 +2mi +的叫+1 =句， i = 1, 2,… ,n -1 (1.25) 

h. 
λi= 一...一 μi = 1 一 λi ， Cj =3[λi Y [Xi-1 ， 向1+μiY [町'Xi+111

h i + hi - 1 ' 

再附加两个边界条件，即可解出 m 的值.附加的边界条件情况同 M 关系式中类

似，不再详说.

例 1.15 对 f(x) = ~ 作样条插值，插值效果如图1.6 所示可以看到
1 + 25x2' 

样条插值效果优于分段插值效果.

2 

1 

圄1.6 样条插值图示



习题 1 45. 

习题 1

1 作出插值点 {(-1 ∞， 3.00) ， (2.00, 5.00) , (3.00, 7.00)} 的二次 Lagrange 插值多项式

L，(功，并计算 L， (O)

2 作出插值点{(-2.00,0.00), (2.00, 3.00) , (5.00, 6.00)} 的二次 Lagrange 插值多项式

L，(功，并计算 L，(-1.2) ， L ,(1.2) 

3 作出下列插值点的三次 Lagrange 插值多项式

(1) (-1，的， (0，一 1/2) ， (1/2, 0) , (1, 1); 

(2) (-1，刻， (0，时， (2, 1) , (3,3). 

4. 设 f E C2 [a， 时，且 f(α) = f(时，证明:

|削|寸(b - a)2 M 21 a ~ x ~ b 

其中 M2 = m皿 [f(x)[
.".运b

5. f(x) = .，;正在离散点有 {f(81) = 9, f(100) = 10, f(121) = 11}，用插值方法计算

d画面的近似值，并由误差公式给出误差界，同时与实际误差作比较.

6 给出函数表1.5 作出差商表，写出 Newton 插值多项式，并计算 f(1.2) 的近似值

z -1.00 

3 ∞ 

如
有
一
则

3.∞ 

7.00 
4.00 
5.00 f(x) 

7 若函数 f(x) 足够光滑， f(4) = 1, f[1 ,4[ = 2,j[1 ,3,4[ = 1,j[1 ,2,3,4[ =-1 

(1) 写出 f(功的 Newton 插值多项式;

(2) 计算 f(2) 和 f[2， 3, 4] 

8 要制作三角函数 sin x 的函数值表，己知表值有五位小数的近似值，要求用线性插值引

起的截断误差不超过表值的舍入误差，试决定其最大允许步长.

9. f(x) = x7 - 125x. + 237x' - 999，计算差商 f[20 ， 2' [, f[20 , 2" . .. ， 27 [ 以及

fl20 ,2' ,... , 28
]. 

10 给出函数表1.6 构造分段线性函数，并计算 f(1.075) 和 f(1.175) 的近似值

z 1.05 
2.12 

表1.6

1.10 

2.20 
1.15 

2.17 
1.20 
2.32 f(x) 

11 给定数据 f(时， f(1) , 1' (1) 作出二次插值多项式，并写出插值余项
12 给定数据 f(3) = 5.00, f(5) = 15.00, 1' (5) = 7.00 作出二次插值多项式，写出插值余

项并计算 1(3.7) 的近似值

13 给定数据 f(时， f(1) , 1(3) , 1' (3) 作出三次插值多项式，并写出插值余项.
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14 给定数据 f(O) = 1.0, f(1) = 0.75, f(3) = 0.25, 1'(3) = 0.56 作出三次插值多项式.

并写出插值余项

15. 给定数据 f(1) = 0.5, f(2) = 1, 1' (1) = 0.5, 1' (2) = -1 , f气2) = 1，构造四次插值

多项式，并写出插值余项，

16 给数据如表1.7 所示试求满足上列数据和 8"(-2) = 0, 8"(2) =口的三次样条函

数，并计算 8(0) 的值.

z 

f(x) 
-2.00 

4.00 

表1.7

-1.00 
3.00 

1.0日

5.00 

2.00 
12.00 

17 给出数据如表1.8 所示试求满足主列数据和 8'(-1) = 5, 8'(3) = 29.00 的三次样
条函数，并计算 8(2) 的值

z 

f(x) 
1.00 

2.00 
1.00 
4.00 

3.00 
29.00 



第 2 章 最小二乘拟合

2.1 拟合函数

插值和拟合是构造逼近函数的两种方法.通过观察或测量得到一组离散数据

{(Xi , Yi) , i 1 ， 2 ， … ， m}. 当所得数据存在函数关系 Yi = f(町)时， 可构造插值

函数 ψ(X) 逼近客观存在的函数 f(x). 插值的原则是要求插值函数通过这些数据

点， 即 {ψ(Xi ) = Yi , i = 1 ， 2 ， … ， m}. 此时， 向量 z = (ψ(xI)， ψ(X2 ) ， … ， ψ(Xm)) 与

y = (Yl , Y2 ， … ， Ym) 相等

如果数据{(町， Yi ) ， i = 1 ， 2 ， … ， m} 含有误差或 "噪声" (图 2.1)，如果数据无法

同时满足某个特定函数(图 2.2) ， 那么只能要求逼近函数 ψ(X) 尽量靠近数据点，即

向量 z= 忡忡1)， ψ(X2) ， … ?ψ(Xm)) 与 y= (仇，的， … ， Ym) 的误差或距离最小.按

Z 与 Y 之间误差最小的原则构造的逼近函数 ψ(X) 称为拟合函数.
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图 2.1 含有"噪声" 的数据

1.0 
• • • 

• • • 
• • 

0.5 

• • 
• - 0. • 

• • 
• • - 1. 

图 2.2 非函数型的数据
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向量 Z 与 Y 之间的误差或距离有各种不同的定义方式.例如:各种向量范数

特别地，

IIZ - YII, =圭|阳)执1 ， IIZ - YI12 = \1 圭(伊(勾)执)2 ，
i=l i=l 

IIZ - YII= = _Il_l皿 |ψ(叫 -Y;I
u;;，:，~n 

Q = IIZ - YII~ =艺俐的)的)2
i=l 

称为误差平方和，由于计算最小值的方法容易实现而被广泛采用.使误差平方和最

小的原则称为最小二乘法本章主要讲述用最小二乘法构造拟合函数以x)

在运筹学、统计学、逼近论和控制论中，最小二乘法都是很重要的求解思想例

如，它是统计学中估计回归参数的最基本方法.

关于最小二乘怯的发明权，在数学史的研究中尚未定论.有材料表明 Gauss 和

Legendre 分别独立提出这种方法. Legendre 在 1805 年第一次公开发表关于最小二

乘法的论文，这时 Gauss 指出，他早在 1795 年之前就使用了这种方法.但数学史研

究者只找到了 Gau田约在 1803 年之前使用这种方法的证据

在实际问题中，怎样由测量的数据构造和确定"最贴近"的拟合函数?关键在

于选择适当的拟合函数类型.有时根据专业知识和工作经验即可确定拟合函数类

型，如果对拟合函数一无所知，不妨先绘制数据的粗略图形，或许从中观察出拟合

函数的类型一般地，我们从己知函数族 {ψα(x)} 中挑选拟合函数，利用最小二乘

法原则，求参数臼使 Q(臼)=汇 (ψu(Xi) - Yi)2 最小.

例 2.1 下表是 1950 至 1959 年我国的人口数据资料(单位·亿人).

年份 z; 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959 
人口民 5.52 5.63 5.75 5 回 6.03 6.15 6.28 6.46 6.四 6.72 

解 观察数据的散点图，发现数据点大约在一条直线上，故可进行线性拟

合设

ψ(x) = α + b(x -1950) 

Q(α，均=汇(叶帅， - 1950) - y,)2 
i=l 

解得当 α= 5.48945, b = 0.136121 时， Q(α， b) 达最小值。.00331879.

<p(x) = 5.48945 + 0.136121(x - 1950) 
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拟舍直线如圄 2.3 所示.根据专业知识，也可作形如 cp(x) = α . bX 类型的函数

拟合，请见例 2.4.

1952 1954 1956 1958 1960 

圄 2.3 人口增长的结性模型

最小二乘法的思想不仅可用于离散数据的拟合，也可用于连续函数的逼近.

例 2.2 构造 ψ(x) = α+ 缸，在 [-1 ， 1] 上逼近 f(x) = eX
• 

解 根据帽最小二乘法的思想，定义 Q=Lh|W以ψ叫仰(伊Z叫川川)卜川一寸- f(贝(叫蚓巾12 伽叫为恒量 ψ叫仰(怡z叫)
f贝(仰ωZ叫)接近程度的标准'求 α， b 使 Q 最小.

(1 . _. n _ n 2 
Q= I (α + bx - eZ )2dx = 2α2 + ~b2 _ 2(e _ e-1 )α - 4e-1b+ 一 (e2 _ e- 2) 

/ -1 ,- - , --- , 3 

由

解得

所以

(•-… =0 
θQ 4 , , _1 = ~b- 4e-l = 0 
θb 

(α户→=→;川阳叫川…1.1川1口7
b = 3e-1 ~凶挝 1.1036 

ψ(x) 部1.1752 + 1.1036x. 

2.2 多项式拟合

给定一组数据{(町， Yi) ， i = 1 ， 2，…， m}. 当拟合函数 ψ(x) 形如何+α1X+…+
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anx钝时，拟合问题称为 n 次多项式拟舍，即求自 =(α0，町，…， αn) 使得

"M Z n α
 

+ + z a + 
向

阳
艺
创

一
-

a 门
山
市

达到最小值.

首先考虑最常见的线性拟合，即 n=l 情形由微积分知识，我们知道 Q 的最

小值一定存在，并且最小值点。满足

ðQ nιr 、内
。向=~台 \UO Î u.山川 =u

ðQ nι，、《
。α1= 乞 \ao -j- α山 - Yi)Xi = U 

整理得到线性方程组

(叶)令
(去，)向+(会)α，=各y，

(2.1) 主)(:H主)m
Z
国

r
'
'
E
E
E
E
E
E
E
t
飞
、

m 

或写成矩阵形式

mZω一(兰岛)(主执)
m艺d(224)

α，= 

式 (2.1) 称为法方程，其公式解为

Jt，x~)(争)-(t，x，)(兰时)
m兰x~ - (会)

例 2.3 P.Sale 和 R.Dybdall 两年间在某处做的鱼类抽样调查如下表所示，其

中 z 为鱼的数量， y 为鱼的种类数目.用线性函数拟合鱼的数量和种类数目

36 

17 
缸
-
M二
m
一
坦

m
-
H二m
-
n

"
-
M
M
二m
M一
盯

吼
叫-
U二m
m
-
M

"
-
n二U
M
-
2

组
-
M
M
二
白-
2

组
-
M
M二四-
H
H

m
-
H二
臼-
n

臼
-
m二
扭-
U
H

u
-
H二
曲-
u

同
一
如
二
同
一
盹



多项式拟合 . 51 . 2.2 

设 ψ(x) = α +bx. 将表 2.1 数据代入法方程 (2.1) 得到

(:)=(O~江)=争
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解

Q = 111.0 ψ(x) = 8.20841 + 0.179522x, 

拟合直线如图 2.4 所示

表 2.1
·
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线性拟合

下面考虑一般的 n 次多项式拟合.与线性拟合类似， Q(α) 的最小值一定存在，

并且最小值点 α 满足

图 2.4

j = 0,1,… ,n 
θQι 
同=2L(ao+M++时一以 =0，

整理得多项式拟合的法方程
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m 

均
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(2.2) 
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m
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LX?+l 

线性方程组 (2.2) 的系数矩阵 A 显然是对称的，我们还可以证明 A 是半正定的，并

且线性方程组 (2.2) 对任意仇， Y2 ， … ， Ym 都有解尽管如此，在实际应用中 A很有

可能是病态的，需要使用一些高精度或专门的数值算法以保证解的准确性.

例 2.4 用二次多项式拟合下列数据.
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设 ψ(x) = 向 +α1X+ α2X2 ， 如表 2.2 所示.解

。
咖
一
甜

8
3
0

→
。
→4
1

如
-
m
u
4
3
}
1
4

臼
一
如

同
一
一
-
-
E

一
一
一

-
4

t
l
l
l
}
1
2
5

一


u
-
4
2
E
E
-
-

一
-
1

如-
Z
M
1

。

-
m

且
-
m

d
1
-
f
4

→
0
1
8

好
一o

nt·-9410149-n 
1321-z

一
一
一
一

0
1
2
3
-
o

··-1234567-z 

、
、E
E
E
E
E
E
E

，
，
J

7
6

泣

6
8

刚
出

6
2

出

6
9

页

6
3

卫

autiih o-4 /
'
'
E
E
E
E
E
E
E

飞
、

一
一

、
、B
E
E
E
E
E
E

』
，
/

nu--Aqa α
α
α
 

/
'
'
'
E
B
E
E
t

飞
、

"* 

相应的法方程为
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。

'I' (x) = 0.666667 一 1.39286x - 0.130952x2 

Q=汇('I'(x，) - y,)2 = 3刷24

拟合曲线如图 2.5 所示.
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圄 2.5 二次拟合曲线

通过对多项式拟合的考察，我们发现 ψ(x) 是否关于 z 的线性函数并不重要.

只要 ψ(x) 是关于未知参数 α=(α1，句，…， αn) 的线性函数3 则误差平方和 Q 是关

r 8Q n' • n 1 于 α 的二次函数，方程组{一一= O, j = 1,2,… ,n ~是关于 α 的线性方程组.因, -- ,-,- 18α:j -, 01 -, -1 JT-J 

此，多项式拟舍的方法可以推广到其他类型的函数拟舍.

例 2.5 根据 Malthus 关于人口在自然状态下增长的理论模型，对例 2.1 中的

数据作形如 ψ(x) = α .lr 的函数拟合.

解 Q(a,b) = 艺 (α. b'l;i- 旷的最值点不容易求得为此，我们首先对数据

作预处理，令白 =ln仇，然后对(町，在)， i = 1 ， 2，…，m 作形如 lnψ(x) = lna+xlnb 

的线性拟合即求句=旧， Cl = lnb 使得 Q(句， Cl) = 汇(句 +C124-94)2 达到最

小值.

相应的法方程为
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。= é O = 5.50761, b = é 1 = 1.02257 

ψ(X) = 5.50761 X 1.02257'1; 

拟合曲线如图"所示，汇 (α . bX ‘ - Yi)2 = 0.00158641.与例 2.1 的结果相比
i=l 

较，指数增长模型优于线性增长模型
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1952 1956 1958 1960 

圈 2.6 人口增长的指数模型

类似的数据预处理方法可以在其他类型的函数拟合中出现.例如，作双曲函数

拟的(x) = 才辰'可令

Q=主←+bmt-D
α。 +αlX +... +a"xl' 

作有理函数拟合 ψ(z)= p曲，可令
1 + b1x + … +bqxq 

Q=艺 (ao +α1勾 +...+αd 一切XiYi 一 . - bqX~Yi 一切)2
i=l 

需要指出的是，不进行预处理，也可以用最小二乘法求得拟合函数. 预处理的目

的是提高求解效率，但是同时有可能降低求解精度.预处理后求得的拟合函数，其误

差平方和并非最小.我们实际上是定义了一个新的只度来衡量 z=(ψ(Xl) ， ψ(X2) ， …，

CP(Xm)) 与 y = (y!, Y2 ， …，如)之间的误差或距离

2.3 矛盾方程组

2.2 节用最小二乘法构造拟合多项式，本节从线性代数的角度对此方法进行分

析和推广.给定一组数据{(句，执)， i = 1 ， 2，… ， m}. 假设拟合函数 ψ(X) 具有

ψ(X) = α1轨(X) + α2ψ2(X) + … +αnψn(X) 

的形式，其中白(X) ， 向(X) ， …， ψn(X) 是己知的函数， α1 ， α2，' .. ， αn 是未知的参数.

记



2.3 矛盾方程组 .55. 

'P' (x,) 伊2(Xt)

h())(11 仇A = I 'P, (X2) ψ2(X2) 伊n(X2) 由2 自2
?α= 1 . 1, Y= 

伊， (Xm) ψ2(Xm) 'Pn(Xm) J \ O!n 飞 Ym

则误差平方和

Q(α)=艺 (ψ(Xi) - Yi)2 = IIAαYII~ 
也~，

于是，在最小二乘法意义下，拟合问题转化为.己知矩阵AERmxn 和向量YERm，

求向量臼 ER饵使得 IIAO! - Y11 2 最小

当线性方程组 AO! =Y 有解。时，拟合函数 'P(X) 经过所有数据点;当线性方

程组 AO! =Y 无解时，称为矛盾方程组.使 IIAO! - YI12 最小的自称为矛盾方程组

AO! =Y 的最小二乘解

定理 2.1 给定矩阵 A E Rfflxn，向量 YERm:

(1) rankATA = rankAT , 
(2) 线性方程组 ATAα =ATy 恒有解白，

(3) IIAO! - YI1 2 达最小值当且仅当 ATAO! = ATy, 
(4) 使 IIA臼 Y11 2 达最小值的。是唯一的当且仅当 rankA =n

证明 (1) 若 Ax =O， 则 ATAx=O. 若 ATAx=O， 则 XTAT Ax = II Ax II~ = 0, 
Ax = O. 因此线性方程组 ATAx = 0 与 Ax =0 同解.从而 rankATA = rar业A=
rar业AT.

(2) 由 rank(ATA) ζrank(AT A , ATy) ζrankAT 和 (1) 可得 rank(ATA , ATy) = 

rar业ATA， 从而线性方程组 ATA臼 =ATy 有解.

(3) 证法1. IIAO! - Yl12 达最小值特 (AO! - Y)_j_A 的列空间特 AT(AO!-Y) = 0, 

RP AT AO! = ATy 

证法 2. 设 z 满足 ATAx = ATb， 任取缸，记自 =x+(y-X) =x+e， 则

11勾- bl12 = II Ax + Ae - bll~ = (Ax - b+ Ae)T(Ax - b+ Ae) 

= (Ax - W(Ax - b) + 2(Ae)T(Ax - b) + (Ae)T(Ae) 

= II Ax - bll~ + IIAell~ + 2eT(AT Ax - ATb) 

= II Ax - bll~ + IIAell~ ;;. II Ax - bll~ 

由于自是任取的，故法方程组 ATAX = ATb 的解为极小问题 minllAX - bll~ 的解

(4) 由 (3) 可知，使 IIA由一 YI12 达最小值的 α 是唯一的特 ATAO! = ATy 有唯

一解件 detATA#O 件 rankA =n 证毕
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线性方程组 ATAα =ATy 称为矛盾方程组 Aa = Y 的法方程.

在通常情况下， m>>n 且 rankA= 饵，则 ATA 是正定的，矛盾方程组 Aα =y

有唯一的最小二乘解血，可以使用多种数值算法求解，详见第 5 章在某些情况下，

ATA 是近似奇异的，这表明白 (X) ， 向 (X) ， …，如(X) 之间存在一定的相关性，需要

修改拟合函数 ψ(X) 的形式

重新考察多项式拟合问题 <p(X) = α0+α，x+...+an俨，即 "(z)=zk-1，则

Yl 

Y2 

α。

α1 

"-n2'''nm ggia 
Xl 

X2 

1 

1 
y= 。=A= 

Ym 

法方程 ATAa = ATy 与式 (2.2) 完全相同.

伊d 2.6 给定数据序列 {(X毡，如)， i = 1 ， 2，… ， m} ， 用求矛盾方程组的最小二乘
解的方法作拟合直线 p(X) = α0+αlX. 

解 如果要直线 p(X) 过这些点，则 p(叫 =α0+ 阳岛 = Yi ,i = 1 ， 2，… ， m. 即

α" Xm 1 

α。 + a,x, = Yl 

α。 +αlX2 = Y2 

α0+αlXm =Ym 

写成矩阵形式

Yl 

Y2 
一
一

、
l
l
'
/

句
向

/
'
'
E
E
t
飞
、

Xl 

X2 

1 

1 

Ym X m 1 

根据定理 2.1 ，

Yl 

Ym 

Y2 
、
、.. ,,,, 1

阳X3 

1 

X2 

1

叫

/
l
l

飞

一
一

、
l
l
'
/

向
阳

/
'
'
E
E
B
飞
、

Xl 

X2 

X m 

1 

1 

1 

、
1
l
'
/

1

向X3 

1 

X2 



矛盾方程组 .57. 2.3 

(2.3) i;)(:)=( 主)
得到线性拟合的法方程
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求解例 2.2. 设拟合函数 ψ(x) = α0+αlX+α2X2 ， 法方程 ATAa=ATy，例 2.7

其中
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则

。

ao = 0.666667， α1 = -1.39286 ， α2 = -0.130952, 
伊(x) = 0.666667 - 1.39286x - 0.130952x2 

对下列数据用最小二乘法求形如 <p(x) = α +b，沪的经验公式

解得

例 2.8
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列出法方程 ATA臼 =ATy， 其中解
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解得

α= 2.250l7, b = -0.415302 ， ψ(x) = 2.25017 - 0.415302x3 

例 2.9 解矛盾方程

(++=2 x ,+3x2- x3=-1 

2x, +5X2+2x3 = 1 

3x, - X2 + 5X3 = -2 
解 写出法方程
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解得

(;;)=(i35) 
习题 2

1 下面的资料于 1970 年 3 月提交美国参议院反托拉斯委员，说明各种等级汽车在碰撞

时严重损伤的比率，求此数据的最小二乘拟合直线 (1 磅田 0.45 千克)

牢型 车重/磅 严重损伤的比事/%

美国制豪华型 4800 3.1 
美国制中级型 3700 4 日

美国制经济型 3400 5.2 

美国制轻便型 2800 6.4 
外国制轻便型 1900 9.6 

2 构造线性函数，在 [-1 ， 1] 上逼近 f(的= sinx 

3 给出数据如下，分别用一次、二次多项式拟舍这些数据，并给出最小平方误差.



习题 2

z ‘ 
y.‘ 

1.00 

0.22 

0.50 

0.80 

0.00 

2.00 

0.25 

2.50 

4. 对下列数据用最小二乘怯求形如宙(x)=a+bx2 的经验公式.

x , 

"‘ 

3 

14.3 

2 

8.3 

1 

4.7 

2 

8.3 

5 对下列数据用最小二乘怯求形如 ψ(x) = αC国 x + bsinx 的经验公式

x, 0.20 0.25 0.30 

y, 1.36 1.20 1.02 

6 对下列数据用最小二乘法求形如自=回阳的经验公式

x, 0.70 0.50 0.25 

1自 0.99 1.21 2.57 

7 对下列数据用最小二乘时形如 f(x) = 二丽的拟合函数

x, 
y, 

2.1 

0.6087 

2.5 

0.6剧9

8 用最小二乘法求解下列矛盾方程组

I "" +2 阳 =5，

(1) < 2X1 +且 =6，

I "" +阳 =4;

r x, - 2阳= 1, 
I x , + 5X2 = 13.1, 

(2)< 晶.. ----, 
I 2"" +X2 = 7.9, 
1 X , +X2 = 5.1. 

2.8 

0.7368 

0.75 

3.80 

4 

22.7 

0.50 

0.32 

日.75

4.23 

3.2 

0.8111 

5日，
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在自然界中非线性问题远多于线性问题.例如，汽车导航的 GP吕定位取决于

解一个非线性方程组.解非线性方程(组)也是计算方法中的一个主题.一般地，我

们用符号 f(x) 来表示方程左端的函数，方程的一般形式表示为 f(x) = 0, x 称为方

程的根或函数的零点.

与线性方程相比，非线性方程问题无论是从理论上还是从计算公式上都要复杂

得多对于一般的非线性方程，在准确解的意义下没有求解方程的根的数学公式.

例如，求解高次方程 7x6 - X 3 + x - 1.5 = 0 的根，求解含有指数和正弦函数的超越

方程 eX -cω(π x) = 0 的零点

对于非线性方程(组)用法代法可以计算其近似数值解通常，非线性方程的根

不止一个，因此，在求解非线性方程时，要给定初始值或求解范围

3.1 迭代法

3.1.1 实根的对分法

1.使用对分法的条件

对分法或称二分法是求方程近似解的一种简单直观的方法设函数 f(x) 在

Iα， b] 上连续，且 f(α)f(b) < 0，则 f(x) 在 [a， b[ 上至少有一个零点.这在微积分中

称为介值定理，也是使用对分法的理论基础计算中通过对分区间，缩小区间范围

的步骤搜索零点的位置.

例 3.1 用对分法求 f(x) = X3 - 7.7x' + 19.2x - 15.3 =。在区间 [1 ， 2] 的根.

解 f(x) = X3 一 7.7x' + 19.2x - 15.3. 

(1) f (1) = -2.8, f (2) = 0.3，由介值定理可得有根区间 [a， b[ = [1, 2]; 

(2) 计算矶= (1 + 2) /2 = 1.5, f (1.5) = -0.45，有根区间忡， b] = [1.5, 2]; 

(3) 计算 x. = (1.5 + 2) /2 = 1.75, f (1.75) = 0.078125，有根区间 [a ， b] = 

[1.5，1.明，一直做到 [f(xn)1 < ε(计算前给定的精度)或 |α bl <ε 时停止.详细
计算结果见表 3.1
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表 3.1

IZk - zk-11 

0.5 

0.25 

0.125 

0.0625 

0.03125 

0.015625 

求解区间

[1，勾

[1.5,2] 

[1.5, 1.75] 

[1.625,1. 75] 

[1.6875,1. 75] 

[1.6875,1.71875] 

[1.6875,1.70312] 

I(z) 
-2.8 

0.3 

-0.45 

0.078125 

-0.141797 

-0.0215332 

0.03078 

0.00525589 

z 

l 

2 

1.5 

1.75 

1.625 

1.6875 

1.71875 

1.70312 

k-01234867 

2. 对分法求根算法

输入求枉区间 [α ， b] 和误差控制量 e， 定义函数 f(x) , 

if (f(α)f(b) < 0) then step2 

e1se 选用其他求根方法

step1 

whi1e 1α-bl > e 时
(1) 计算中点 x=(α +b)/2 以及 f(功的值，

(2) 分情况处理

If (x)1 <ε: 

f(α)f(x) < 0: 

f(x)f(b) < 0: 

end while 

也 α +b
x-' = 

2 
step4 输出近似根 f

图 3.1 给出对分法的示意图.

step2 

停止计算 x* =X ， 转向 step4

修正区间忡， x] →忡， b] 

修正区问 [x， b] → [α ， b]

step3 

z 

y 

固 3.1 逐步对分区间
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在算法中，常用 sgn(f(α)) . sgn(f(x)) > 0 代替 f(α).f(x)>O 的判断，以避免

f(α) . f(x) 数值溢出

对分法的算法简单，然而，若 f(x) 在忡， b] 上有几个零点时，只能算出其中一

个零点另一方面，即使 f(x) 在忡， b] 上有零点，也未必有 f(α)f(b) < 0，这就限制
了对分法的使用范围对分法只能计算方程 f(x) = 0 的实根.

3.1.2 不动点迭代

对给定的方程 f(x) = 0，将它转换成等价形式: x = ψ(x). 给定初值 xo ， 由此

来构造法代序列 Xk+l = <p(Xk) , k = 1 ， 2，…;如果以x) 连续且迭代收敛，

.lim Xk+1 = .li皿 ψ(Xk) = α， 

.→∞ R→∞ 

则有四 = '1'(，，)， 而自就是方程 f(x) = 0 的根.

例如，代数方程 x3 -2x-5=0 的四种等价形式及其迭代格式·

(1) x3 = 2x + 5, x = .zy'届平E，迭代格式 Xk+l = 扩局豆平百，

(2) 2x = x3 - 5，法代格式 Xk+l = 毛主;
x+5 '~/I'l.J.h__þ，. 2仇 +5

(3) 泸 =2x+5， x=~， 迭代格式 ZK+1=tf'

(4) x=x3 -x-5， 法代格式 Xk+l = x~ - Xk - 5. 

对方程 f(x) = 0 构造的多种送代格式 Xk+l = <p(Xk) ， 怎样判断构造的运代格
式是否收敛?收敛速度与哪个量有关?收敛是否与迭代的初值有关?

定理 3.1 若 ψ(x) 定义在 [α ， b] 上，如果 <p(x) 满足

(1) 当 x E [a ， b] 时有 αζ <p(x) ,,;; b; 

(2) <p (x) 在 [a， b] 上可导，并且存在正数 L < 1，使对任意的 x E [a， b] ， 有

1 <p'(x)1ζ L. 

则在 [α ， b] 上有唯一的点♂满足 x"'= ψ(♂)，称 f 为 ψ(x) 的不动点.而且迭

代格式 Xk+l = ψ(Xk) 对任意的初值 Xo E [a ， b] 均收敛于 ψ(x) 的不动点♂，并有误

差估计式
Tk 

Ix' - xkl ζ 二~ IXI- Xol 1-L 

证明 (1) 令 ψ(x) = x 一 ψ(吟，则有

世(α)=α '1'(α) ,,;; 0，非(b) = b - <p (b) 注。

由介值定理，存在 x' ， αζfζ b， 使得

ψ(扩)=扩 ψ(♂)=0 或扩 =ψ(扩)

(3.1) 
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另一方面，若另有 f咖满足 x"'* = 伊(X**) ， 则由

|扩- x**1 = Iψ(X*) 一 ψ(x**)1 = Iψ'但)(♂- x**)1ζ LI扩 -x叫， ç E [a,b[ 

以及 L< 1 ， 得到♂ = x"'*. 

(2) 当 Xo E [α， b] 时可用归纳法证明，迭代序列 {Xk} c [α， b] ， 由微分中值定理

Xk+l - x'" = ψ(Xk) 一 ψ(X*) = ψ'(Ç)(Xk 一♂)， ç E [a ,b] 

和 Icp'(X)I 运 L， 得

IXk+l - x*1 " L IXk 一扩 I = L Icp(Xk-l) - '1'(扩) I 

运 L2 lxk_l ♂|ζ … ζ Lk+1 lxo 扩|

因为 L< 1 ， 所以当 k →∞时， Lk+l • 0, Xk+l →扩，法代格式 Xk+l = ψ(Xk) 

收敛，

(3) 误差估计:

IXk+ l - xkl = Iψ (Xk) 一 ψ (Xk-l)1 ζ L IXk - Xk-ll ζ..ζ Lk IXl - xol 

设 k 固定，对于任意的正整数 p 有

IXk+p - xkl " IXk+p - Xk+p-ll + IXk+p-l - Xk+p-21 +... + IXkH - xkl 

Lk(l- LP ) 
ζ(LK+p-1+LK+p-2+·+LK)|Z1-zo|=|q-zo| 

1-L 

由于 p 的任意性及 lim Xk+p = x'" ， 故有 X= ψ(功，
p-→。。

Tk 

IX* - xkl ζ 二二 IXl - xol 
1-L 

要构造满足定理条件的等价形式一般不容易做到.事实上，如果♂为 f(x) 的

零点，若能构造等价形式 X= ψ(X) ， 而|扩(x*)1 < 1，由 cp'(X) 的连续性，一定存在扩

的邻域 [X* - p,x* +p[ ， 其上有|矿(X)I < L < 1，这时若初始值 Xo E (x*-p,x*+p) , 
迭代也就收敛了由此构造收敛法代格式，有两个要素.其一，等价形式 X= ψ(X)

应满足|旷(X*)I < 1; 其二，初始必须取自 f 的充分小邻域，这个邻域大小决定于

函数 f(x) ， 以及做出的等价形式 X= 伊(X).

例 3.2 求代数方程 x3 -2x-5= 。在 Xo =2 附近的实根

解 (1) X3 = 2x + 5, XkH = 扩届豆平E
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4(z)=1一 1 一， 1旷(x)1 < 1 
(2x + 5)i 

当 zε[1.5 ， 2.5]，所以构造的迭代序列收敛.

取 Xo = 2，则

Xl = 2.08008, X2 = 2.09235, X3 = 2.094217 

X4 = 2.094494, X5 = 2.094543, X6 = 2.094550 

准确解是

X = 2.09455148150 

(2) 将迭代格式写为

句+1 =咛豆，仰)=斗豆， 1咐)1 = I子1>1
当 zε[1.5 ， 2剧，迭代格式 Xn+l = ω(Xn) 不能保证收敛.

法代法的几何意义:选代格式 Xk+l = g(Xk) ， 求直线 y=X 与曲线 y=g(X) 交

点的横坐标 x" ， 如图 3.2 所示.

y 
y=x 

z 

。 I x] x] 古F

图 3.2 Xk+ l = g(Xk) 的图示

J(X) (, J(x)J气X) 飞 -1
例 3.3 解方程 J(X) = 0 的 Helley公式 g(X) = X一一一 {1- i 

J'(X) 飞 2(f'(X))2 ) 

试写出求解v'5的选代公式 Xk+1 = g(Xk) ， 取初始值 2.0，迭代计算 3 步.

解 J(X) = X2 - 5, f' (x) = 缸， J气X) =2. 

X~ - 5 (, 2(x~ - 5) \ -1 
ZK+1=g(ZK);ZK+1=ZK-l1-l 

Xk 飞 2(2xk)2 ) 
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旬 , 202-5I 2X(22 一时r' = ~~ = 2.0, X1 = 2.0 - -_: _ - 11- - _ ,- _0 -, 1 = 三百 = 2.23529 
2x2 I 8x2" I 17 

X2 = 2.23607, X3 = 2.23607 

3.2 Newton 迭代法

1. Newton 法选代公式

对非线性方程 f(x) = 0 可以构造多种迭代格式 Xk+l = 伊(Xk) ， Newton 迭代法

是对函数 f(x) 作回.ylor 展开取其线性部分构造的一种法代格式，即非线性问题的

局部线性化

作 f(x) 在町的Taylor 展开:

f气xo)
f(x) = f(xo) + f'(xo)(x - xo) +丁「(z-zo)2+

取展开式的线性部分作为 f(x) 目。的近似值，则有

f(xo) + J' (XO)(X - xo) 目。

设 f' (xo) 并 0，则

X=Xn 一旦咀
U f'(xo) 

令
x , = Xn _ f(xo) 

• -U f'(xo) 

再作 f(x) 在町的回.ylor 展开并取其线性部分得到

z=z f(Z1) 
2 = "'1 - f'(X1) 

一直做下去得到tl Newton 迭代格式.

f(Xk) 
= Xk - :.~-"'J\ ， k = 1,2,… (3.2) 

f'(Xk) , 

f(x) 
Newton 迭代对应于 f(x) = 0 的迭代方程是 ψ(x) = x 

f'(x) , 

f(x)f气x)
v'(z)=(3.3) 

飞J 飞x))

若由是 f(x) 的单根时， f(α) = 0, f'但) '" 0，则有 1 '1" (α)1 = 0，只要初值 Xo 充
分接近白， 1旷(xo)1 < 1, Newton 法代则收敛
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定义 3.1 若存在 M>O，

IM Hd=lim 些些1 - "'1 = M 
K→∞ lekln k→∞ IXk -"'In 

称法代格式收敛的阶为 n.

分析 Newton 迭代法收敛的阶:

(Xk _ ",)2 _, 
Xk+l -a =ψ(Xk) - cp(臼) = cp(臼) + (Xk - "，)cp'(α) + \-. 2! ~J cp"但)ψ("') 

(Xk - ",)2 
= \-. n. ~J cp"(e) 

2! 

IX k+ l - "'1 ,,_ lek+ll 
皿 = lim 一丁=扩(由)

k→∞ IXk 一臼 1 2 k→∞ le刷

因此求单根 Newton 迭代是二阶送代方法.

设四为 f(x) 的 p 重根时，记

f(x) = (x - ", )Ph(x) 

(z 一 α)Ph(x)
ψ(x) = x p(x - "，)p- 1 h( 、

h(x) 
ψ(x) = x 

ph(x) + (x - ", )h'(x) 

f. 1 飞 2h'(x) 空 h"(x)
ll+(z a)+(zay 
飞 p) '\- -J ph(x) '\- -J p2h(x) 

cp'(x) = 、 /F 『'r. ,,__ _, h'(x) γ 11 + (x 一 α)|l- ,,- -'ph(x)J 

dh)=1; 

(3.4) 

仍然有|旷(α)1 < 1，当初始值在根 α 附近，法代也收敛，这是一阶迭代方法，收敛因

子为 1 一;若白为 f(x) 的 P 重根时，这时取下面迭代格式，仍是二阶方法

x..~ ， = x.. _ v f(Xk) 
k+1 = "'k - P f'(Xk)' 

2. Newton 法的几何意义

k = 1,2,… (3.5) 

以 I' (xo) 为斜率作过 (xo ， f(xo)) 点的直线，即作 f(x) 在 Xo 点的切线方程

自 f(xo) = I'(xo)(x - xo) 
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令 y=o， 则得此切线与 z 轴的交点町，即

Xl =xo 一 f(xo)/ f'(xo) 

再作 f(x) ;在 Xl 处的切线3 得交点吨，逐步逼近方程的根 α. 如圈 3.3 所示.

f(功

3 

z 
。

牛顿切结法示意图圄 3.3

用 Ne响on 选代法求方程 x3 -7.7x2 + 19.2x-15.3 = 。在 Xo = 1 附近例 3.4

的根.

解 f(x) = x3 一 7.7x2 + 19.2x - 15品

Z 2~ - 7.7x~ + 19.2xk -15.3 
k+l = Xk - .. 3x~ _ 15.4xk + 19.2 

z 一((Xk 一 7.7)Xk + 19.2)Xk 一 15.3
k+l = :Lk - (3Xk - 15.4)Xk + 19.2 

计算结果列于表 3.2 中

表 3.2
k-012345 

f(x) 
-2.8 

一0.727071

-0.14国93

-0.0131682 

-0.0001515 

0 

Xlc 

1.00 

1.41176 

1.62424 

1.6923 

1.69991 

1.7 

比较表 3.1 和表 3.2 的数值，可以看到 Newton 迭代法的收敛速度明显快于对

分法

Newton选代法也有局限性在 Newton 法代法中收敛与否与法代初始值 Xo 密

切相关，当选代的初始值 z。在某根的附近时迭代才能收敛到这个根，有时会发生
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从一个根附近跳向另一个根附近的情况3 尤其在导数 f'(xo) 数值很小时，如圄 3.4

所示.
U 

圄 3.4失效的 Newton 法

如果 f(x) = 0 没有实根，初始值均是实数，则迭代序列不收敛图 3.5 给出

选代函数 f(x)=2+x2， 初始值 xo =2 的发散的选代序列.

U f(功

xa z 

圄 3.5 Newton 选代序列不收敛

3. Newton 选代算法

stepl 定义函数 f(x) ， g(x). 输入选代初始佳 x_kO 和控制精度佳 epsilon

step2 for k = 1 to MAXREPT 
f(x) 

Xl : = g(xo) / / g(x) = x 一一一f'(x) 
if ( IXl - xol < epsilon ) 

then {输出满足给定精度的近似解町，结束}

Xo: = Xl 

endfor 

step3 输出:在 Xo 附近 f(x) 元根.
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3.3 弦截法

1.弦截法选代格式

f(Xk) m~õP.; Lr ~ ~ 1 f(Xk) - f(Xk- t) 
在 Newton选代格式中 ; Xk+1 =Xk--=一一，用差商 f[Xk-1' Xkl = 

flzkj zk-ZK-1 

代替导数 f'(Xk) ， 并给定两个初始值 Xo 和町，得到弦截法迭代格式:

f (Xk)(Xk - Xk- t) 
(3.6) = Xk - f(Xk) - f(Xk-d '一

也可用 {Xk-l ， f(Xk-1月 ， {Xk' f(Xk)} 做线性插值， Xk+1 是线性插值函数与 z 轴
的交点，用弦截法法代求根，每次只需计算一次函数值，而用 Newton 法代法每次要

计算一次函数值和一次导数值;但弦截法收敛速度稍慢于 Ne呐on 迭代法弦截法

为1.618 阶选代方法.

2. 弦截法的几何意义

作过(句， f(xo)) 和(町， f(Xl)) 两点的一条直线(弦)，该直线与 z 轴的交点就

是生成的迭代点白，再作过 (Xl ， f(xt)) 和 (X2 ， f(X2)) 两点的一条直线，均是该直

线与 z 轴的交点，继续做下去得到方程的根 f(α) = 0，如图 3.6 所示.

U 

。 z 

圄 3.6 弦截法示意圄

例 3.5 用弦截法求方程 X3 - 7.7x2 + 19.2x - 15.3 = 0 的根，取 Xo = 1.5, 

X1 = 4.0. 

解

f(x) =泸 - 7.7x2 + 19.2x - 15.3 

z f (Xk)(Xk - Xk- t) 
k+1 = Xk 一 f(Xk) - f(Xk-1) 

计算结果列于表 3.3 中.
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表 3.3

z. 
1.5 

4 

1. 90四9

1.65543 

1.71748 

1.70116 

1.69997 

1.7 

f(z) 

0.45 

2.3 

0.248835 

-0.0805692 

0.0287456 

0.00195902 

-0.0000539246 

9.459 X 10-8 

k-01234567 

定义函数 f(吟，输入控制精皮 epsilon，迭代初始值的，均

计算

f1 := f(Xl) ! X,. X2 表示 Xk-l ， Xk 

for k = 2 to MAXREPT 

f2:= f(X2) 

X:= X2 一 f2(X2 - xl)/(f2 - f1) !x 表示 Xk+l

2.3 if < Ix - x21 < epsi10n )口R <lf(x)1 < epsi1on) 

then { 输出满足给定精度的近似解 X ， 结束 } 

f1:= f2 ! 为下一次选代准备数佳

Xl := X2 

x_k2:= x 

3. 弦截法算法

step1 

step2 

2.1 

2.2 

2.4 

endfor 

输出:在初始佳 XIJ X2 附近 f(x) 元根step3 

求解非线性方程组的 Newton 方法

为了叙述简单，我们以解二阶非线性方程组为例，演示 Newton 迭代求解的方

法和步骤，类似地可以得到解高阶非线性方程组的方法和步骤.

设二阶方程组

{ ~俨贝仲(估忡z
g(伊x， yω)=0

x， y 为自变量.为了方便起见，将方程组写成向量形式: F(四) = O. 其中:

3.4 

、
1
l
'
/

Z

自

/
l
l

飞

一
一

四

、
1
l
'
/

)) 
"
。
"
。

ZZ (( ,Jg f
'
E
E
E
-
飞

= ) 
四
( F 
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对 f(x， y) ， g(x ， y) :在 (XO ， yo) 作二元也.ylor 展开，并取其线性部分，得到方

程组

3.4 

(叮(vmzuo)f(x， 自)田 f(ZOJo)+(z zo)+(FFo)=0 

。'g(xo ， YO) . '- ~~， 8g(xo , Yo) 
g(x， y) 目 g(旬，如) + (x 町) 主 +(自协)7i=0

(3.7) 

令 x - Xo = ßx, Y - Yo = ß缸，则有

。ft(xo ， YO) , A ._ðft(XO ， 如)
z+AU =fl(zo,uo) 8y 

8fo(xo , YO) , A ._ðfo(xo ， 如)
z+AU =f2(zo,uo) 8y 

"f O 

M
m一
句M
m一
句

吼
一
伽
仙
一
伽

det(J(町，如)) = 

如果

(xO ,YO) 

…o+(;;)=(:;二) = ( :: ) 

解出 ßx， ß自

再列出方程组

。f(X1 ， 的)，_ _,, 8f(X1 ,Y1) 
7i(Z Z1)+ 丁可 (y 仇) = -f(川1)

8g(X1 ,Y1) ,_ _" 8g(X1 ， 的)
主 (Z Z1)+2(U U1)=9(ZU自1)

解出

ßX=X-X1 , ßY=Y-Y1 

叫= ( ::工)=(::)
继续做下去，每一次运代都是解一个类似式 (3.7) 的方程组
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ßy = Yk+1 -Yk .6.x = Xk+l - Xk , 
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RP 
Xk+l = Xk + ßX, Yk+ l = Yk + ßy 

直到 m皿(Ißxl ， Ißyl) <ε 为止.

Newton 法代法求解二阶非线性方程组的几何意义:分别作出 ft(x， y) ，J.(x， y)

在 (xo ， 的)处的切平面，

( 川川)忏问)= f(x→4卅f只仲(怡Z句川叫0ωU
G(何x， 宙ω) =g(μxo ， 宙铀叫0ω) + (μz 一 xo)gx(xo岛， y，协蚓0吵) + (ωU 一 宙铀叫0ω)gν(归Xo ， Yoω) 

F(x ,y) = O ， G怡， y) = 0 分别称为 F怡， y) 和 G怡， y) 的零曲线，零曲线是一条

直线，两条零曲线的交点为 (Xl ， yl)' 

例 3.6 求解非线性方程组

(川)…2_y2=0
!2(笃 ， y)=l-eX -y=O

取初始值( :: ) = ( -~.7 ) 

解叫2;|=( 立了)
\il/ 
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叫
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(-uz+34句= -0.11 
2.71828ßx - ßy = 0.01828 

解方程得

(;;)=(741;;;二)
所以

四1=(;:)+(;;)=(:7)+(ij;;29)=(JZZ)
继续做下去，直到 m胆(Ißxl , Ißyl) < 10-5 时停止



习题 3

或

其中

将两个变量的非线性方程组推广J1J n 个变量的非线性方程组.

/t (X1 ,X2 ,... ,Xn) =0 

h(吼，句，… ， Xn) = 0 

fn(X1, X2 ,. •• , Xn) = 0 

记 X = (X1 ,X2 ,… ,xn)T , F(x) = (/t(吟 ，/2 (X) ， … ， fn(X)?
用 Newton 迭代法求方程组 F(x) = 0 的迭代公式为

X(k+1) = X(k) _ r'(x(的)F(X(k))

J(X(k))(X(k+1) _ X(k)) = -F(X(的)

0元(X) 0元(X) 0元(X)

8X1 8X2 8x饲

8h(X) 8 /2 (X) 8h(X) 
8X1 8X2 8x饲

。fn(X) 。fn(X) 。fn(X)

8X1 8X2 8xn 

法代计算公式
J(X(k))ð.X(k) = -F(X(的)

X(k+1) = X(k) + ð.X(k) 

一直做到 II ð.X(的 11∞小于给定精度为止.

73. 

(3.8) 

(3.9) 

在 X 的邻域中若 ρ(X) < 1 或 IIJ(X)II∞< 1，而初始值充分接近于解，则迭代

收敛

我们知道，多变量函数组的 Jacobi 矩阵 J(X) 相当于单变量函数的导函数，解

单个变量的 Ne呐on 法代公式可写为 Xk+1 = Xk - (f'(Xk))-1 f(Xk) ， 则对应的求解

非线性方程组 F(X) = 0 的 Newton 迭代公式为 Xk+1 =Xk 一 J-1(Xk)F(Xk) 也是

十分自然的结果

习题 s

1 
1. f(的 =x-~-sinx，作等价形式 x= ψ(的= ~ +sinx，用迭代 Xk+l = ψ(Xk) ， 求解

2 

f(x) 在 [1，坷的根，计算到 IX'+1 阳 1 < 10-3 时停止
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2. 方程 2"，3 -5",2 -19", +42 =。在"'= 3.0 附近制臣，写出该方程的三种不同的等价形

式，并判断送代格式在"， =3.0 的收敛性.

3. f("') = ",3 + ",2 - 1，取 ε=103，用二分法求 f("') 在 [0， 11 上的根

4 正实数 α 的平方根为 f("') = 泸 α 的零点，用 Newton 法代法

""刊 =H"'d 二)
计算，;rr，取 Xo =4，误差控制量 ε= 10-4

• 

5 设 α> 0，给出用 Newton 送代法计算归的近似公式，并计算柿，取 Xo = 2，直到

]"'k+1 - "'k] < 10-2 时停止计算

6. f("') = ",3 - 3", - 2，取 ε= 10-3, Xo = 1. 5，用 Newton 法代法计算 f("') 的根.

7. f("') = ",3 - 3", - 2 ，取 ε= 10-3,:1:0 = 1，且 =3，用弦截法计算 f(冽的根

8. 用 Newton 法代法求解非线性方程组

(d+U21=o 
",3 _y = 0 

取(:)=(::)，误差控制 ]]Ll.W]] < 10-
3 



第4章 求解线性方程组的直接法

求解方程和方程组是中国古代数学的中心研究问题.在数值计算和工程应用

中，求解方程组也具有核心的地位许多问题的关键是求解一个线性方程组.例如，

样条插值中形成的 M 关系式、函数拟合形成的法方程等，都归结为求解一个线性

方程组，非线性方程组的 Ne呐on 法代法的思想也是用线性方程组来局部近似非线

性方程组

线性方程组具有一般形式

anXl + α12X2 + . . . + alnXn = b1 

α21Xl + α22X2 + ... +α2nXn = 如

~lXl + a m.2X2 +... + arnnXn = bm 

其中句， bi 为常数，酌 ， X2 ，'" ， Xn 是未知量.式 (4.1) 也可写成矩阵形式

Ax=b 

(4.1) 

(4.2) 

mXn 矩阵 A = (α叼)称为系数矩阵， n 维列向量 x = (xt, X2 ," . ， Xn)T 称为解向

量， m 维列向量 b = (仇，句，…，如)T 称为常数向量根据线性代数知识，当且仅当

A 是可逆方阵(即 m=n 且 de也A 并 0) 时，线性方程组 (4.2) 存在唯一的解.本章

仅考虑 A 是 n 阶可逆实方阵的情形.

当 n较小时， Cramer i':!:则给出了线性方程组的公式解(均=2442"")，
其中 A是A 的行列式， .ð.i 是把 A 的第 z 列换成 b之后所得方阵的行列式. Cramer 

法则需要计算 n+l 个行列式，每个行列式有 n! 项，每项是 n 个矩阵元素的乘积

因此，线性方程组的公式解是一个非常复杂的表达式.当 n 较大时，我们难以承受

它的计算量例如，用 Cramer 法解一个 100 阶的线性方程组，计算量约为 10'62 次

浮点运算，使用每秒 33.86 千万亿次浮点运算的"天凋二号"超级计算机，也需要近

10'38 年的时间.

求解线性方程组的经典算法是初等变换方法，其理论运算量为 O(n3) 目前普

通的家用计算机可进行每秒 10'0 次浮点运算，一秒钟之内即可求解一个 1000 阶的

线性方程组随着太数据时代的到来，实际问题中经常会遇到需要求解太规模线性
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方程组的情形(如 n = 100000)，如何快速准确地求解一个大规模线性方程组是计

算数学中的一个重要研究课题

线性方程组的解法可分为直接解法和法代解法.

直接解法经过有限次四则运算，得到线性方程组的解，运算量通常是固定的或

相差不多的直接解法没有系统误差，对系数矩阵和常数向量也没有特殊要求当

句， bi 都是符号时，直接解法也可进行下去，得到线性方程组的公式解.当句 ， bi 都
是浮点数时，由于在计算过程中完全杜绝舍入误差是不可能的，直接解法得到有误

差的数值解，有时 a坷 ， bi 会严重影响误差的大小.

法代解法的思想是逐步逼近线性方程组的真实解，随着送代次数的增加，减少

系统误差在使用法代解法时，通常限制法代次数，得到满足一定精度的近似解困

此，迭代解法的运算量和精度都受句 ， bi 的影响.迭代解法还有针对性例如·针对

句， bi1 Xi 都是整数的 Hensel Lifting 方法不适用于句 ， bi1 Xi 都是浮点数的情形.又
如·当 A 是稀疏矩阵时， A 与向量的乘积所需的运算量可能远小于 O(n勺，可以有

与一般迭代法不同的快速实现.

在数值计算历史上，直接解法和法代解法交替生辉.两种解法有各自的优缺点

和适用范围，与实现解法的计算机软硬件环模也是密切相关的一般说来，直接解

法比迭代解法准确可靠，但是对计算机的要求高当线性方程组的规模很大时，直

接解法难以在一般的计算机上实现，迭代解法是唯一的选择.

4.1 Gauss 消元法

首先考虑几种相对容易求解的线性方程组，并设其系数矩阵 A 可逆.

对角形

当 A 是对角方阵时，显然，线性方程组 (4.1) 的解为

X, = 鱼， i = 1, 2,… ,n 

求解过程的运算量为 n 次.

下三角形

α必

α11X1 = b1 

αi1Xl + … +αiiXi = bi 

向11Xl + an2X2 + … +annXn = bn 



4.1 Gau田消元法 .77. 

当 A 是下三角方阵时，由上列线性方程组的第 1 个方程，解得 Z1=h .把
α11 

Xl 代入第 2 个方程，解得 Z2=h二?些些.依次做下去，把酌 ， X2，"'， Xí_l 代入第
α22 

4 个方程，解得

句=乒(bi - ai1 X' 向庐山，)， i =山 ,n (4.3) .... 
依次解出 {X" 吨，'" ， xn}. 这种解法称为回代法.计算每个白需要 i-1 次减

法、 i-1 次乘法和 1 次除法运算困此，回代法的四则运算量合计为艺(2i 轩n2

上三角形

当 A 是下三角方阵时，同上可依次解出

的向.i+l均+1…向，nX
均=ηn，也=饥， n-1，"'， 1 (4.4) 

α" 

求解过程的四则运算量也是 n2 •

消元法的基本思想就是通过对方程组作初等变换，把一般形式的方程组化为等

价的具有上述形式的容易求解的对角形或三角形方程组.

4.1.1 Gauss 顺序消元法

消元法的基本思想是对方程组作同解变形，同时脆b每个方程中所含变量的个

数消元法不仅是求解线性方程组的基本方法，也是符号求解非线性代数方程组的

基本方法.对线性方程组消元的基本方式是.对线性方程组作初等变换，把线性方

程组变为同解的对角形或三角形线性方程组.早在汉代时期，中国数学家就己经掌

握了这种消元解法，并记载在数学专著《九章算术》中，该方法通常被称为 Gauss

消元法.线性方程组的直接解法大多是在 Gauss 消元法的基础之上做了改进和

推广

例 4.1 以 n=4 演示 Gauss 消元法步骤和过程

解方程组

的增广矩阵为

(+++=b α21Xl + α22X2 + α23X3 + α24X4 = b2 

a31 X l + α32X2 + α33X3 + a34X4 = b3 

a41 X l + α42X2 + α43X3 + a44X4 = b4 



.78. 第 4 章 求解线性方程组的直接法
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k = 1: 设 α11 i' O. 

第一行分别乘以一句1/α11 ， -a31/α11，一α41/α11 对应加到第二行、第三行、第
四行上，得到

/α11α12α13α14 b, \ 
A(1) = I 。甜甜甜 b~~~ I 

|0444bf)| 
loa(1)J)α\~) b\') J 
、Ut42 Ut43 lh44 v4 I 

RP 
A(1)X = b(1) 

其中
(1)αi1 

αij -αηα1j ， 
α11 

也， j = 2,3,4 

时1) = b， 一主11bh
α11 

也= 2,3,4 

RP 
for i = 2 to4 ↓一些由，+由，→句， -RTEb1+bs → b， ~ 

lα11α11 J 

k = 2: 设 42 并 0
将第二行分别乘以 -4)/4) ， -4)/αiP 对应加到第三行、第四行上，
得到

2 
曹
。一
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其中
向(1)

(2) _ ~(1) a 
α=α 

a(1)a(1)' 
22 ....2j 

• (1) 
b~2) = b~月 ai2, ~.(1h(1)' 

......22 v2 

也， j =3,4 

i = 3,4 

即
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(旦。2+向→曲，旦b2 + 句→句)
α22α22 

Gau田消元法4.1 

i=3to4 

k = 3: 设 α窍弄。
将第三行乘以一αi3)/α;1) 加到第四行上，得到
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• (2) 
b\3) = b\2) 一组b(2)

4 -"4 _(2)"3 
W33 

。

mwh 
d-d 

。

其中

(旦…z →句，旦b3 + 马→ ι)
α33α33 

i=4to4 for 

RP 

(4.5) 

Ã 己是上三角阵，于是得到了与原方程等价的易解形式的方程组.

(+++=b 4)Z2+喝/X3 + a~~X4 = b~1) 
(2)__ , _(2)ι(2) 
àã~X3 +αà4X4 = ba 

a~X4 = bi3) 

再对上三角方程组 (4.5) 依次回代解出 {X4 ，吨 ， X2 ， Xl}.

汇集上列分析得到下列 n=4 的 GaUSB 消元的步骤和算法:

for k = 1 to 3 

for i = k + 1 to 4 

{ 
α(i ， k) = α(i ， k)/α(k ， k); 

for j=k+l to 4 , 

α(i ， j) = α(i ， j) - a(i, k) * α(k ， j); 

b(i) = b(i) - a(i, k) * b(i); 

} 
下列为求解 n 阶线性方程组 Gauss 消元法算法

算法 4.1 Gauss 消元法

GaussElimin目ion(α ， b) 
{ 
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1* 化方程组为上三角形 *1

for k = 1 to n - 1 

for i = k + 1 to n 

α(i ， k) = α(i ， k)jα(k ， k); 

第 4 章 求解线性方程组的直接法

for j = k + 1 to n ， α(i ， j) = α(i ， j) - a(i, k) * α(k， j); 

b(i) = b(i) α(i ， k) * b(k); 

} 
1* 回代求解 *1

for i = n to 1 

for j = i+ 1 to n , b(i) = b(i) - a(i , j) * b(j); 
b(i) = b(i)jα(i ， i); 

return(b) 

不考虑算法实现所需的额外运算量，在求解过程中，消元部分的运算量为

字~ , ., ,_ _, 2" 1... 7 2" _.... > ~ (n - i)(2n - 2i+ 3) = ~n. + ~n" - ;,n = ~n. + O(n") 
主13263

回代过程的运算量为 n气故 Ga酬消元法的运算量为弘3 + O(n2) 
Gauss 消元法把线性方程组转化为上三角形，用回代法求解. GUaB坠Jordan 消

元法则把线性方程组转化为对角形，直接求解. GUaBs-Jordan 消元法也是线性代数

中用初等变换计算逆矩阵的方法.

算法 4_2 Gauss-Jordan 消元法

GaussJord四Elimin的ion(α ， b) 

1* 化方程组为上三角形 *1

for k = 1 to n -1 , 
for i = k + 1 to n 

} 

α(i ， k) = α(i ， k)jα(k ， k); 

for j=k+1 to n ， α(i ， j) = α(i ， j) - a(i, k) * α(k， j); 

b(i) = b(i) α(i ， k) * b(k); 

1* 化方程组为对角形 *1



4.1 Gau田消元法 .81. 

for i = n to 1 

b(i) = b(i)jα(i ， i); 

for j = 1 to i - 1 bω) = bω)α(j， i) * b(i); 
} 
return(b) 

Gauss-Jordan 消元法的运算量与 GaUSB 消元法的数量级相同，但是运算顺序

不同，舍入误差也略有不同. Gauss-Jordan 消元法也是在线性代数中用初等变换计

算逆矩阵的方法.

4.1.2 Gauss 列主元消元法

在上面的消元法中，未知量是按照在方程组中的自然顺序消去的，也称顺序消

元法在消元过程中假设对角元素 α171) 并 0，实际要求 k 阶主子式不为零才能顺
利进行消元，故顺序消元法可行的充分必要条件是 A 的各阶顺序主子式不为零.但

是，只要 det A 词，方程组 Ax=b 就有解故顺序高斯消元法本身具有局限性.

定理 4.1 以下三个命题等价:

(1) Gau田消元过程可顺利进行;

(2) 存在矩阵分解 A=LU，其中 L 是单位下三角方阵， U 是上三角方阵;

(3) A 的各阶顺序主子式都不是 O.

证明 Gauss 消元的每一步相当于对线性方程组的系数矩阵左乘一个初等方

阵宜与(-t) ， 其中 i > j , T;j(-t) = 1 -tEij 和 (Tij (_t))-l = 1 + tEij 都是单位下三
角方阵单位下三角方阵的乘积仍然是单位下三角方阵因此， (1) =争 (2)

假设 A=LU，则 A 的 kxk 主子矩阵 Ak = LkUk，其中 Lk ， Uk 分别是 L， U 的

kxk 主子矩阵由 detA = detU # 0，可得 detAk = detUk # 0 因此， (2) 斗 (3).

在利用第 i-1 个方程消去第 2 个方程中的 Xi 之后，由 det A; =α11α22 … aii # 
0，可得 aii # O. 故可利用第 4 个方程作 Gauss 消元.因此，但)斗 (1). 证毕

另一方面， ~p使 Gal叫元法可行，如果|啡。|很小，在运算中用它作为除

法的分母 (ai_1 ←阳 些 .α川会导致其他元素数量级的严重增长和舍入误差
飞 akk - J 

扩散

例 4.2 方程组

{ ~ω0∞0∞删蜘肌0ω胁阳…3X1如Z叫U川1什1+3叶3.0∞0∞删0∞0户删 ω 
1.0000X1 + 1.0000X2 = 1.0000 (2) 

(4.6) 

1 2 
的精确解为 Xl = ::-.白=在 Gauss 消元法计算中保留 4 位小数.

品 3' -_ 3 
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解方程 (1) x (-1)jO.0003+ 方程 (2) 得

{ ~肌+ 3.0000"'2 = 2.0001 
9999.0"'2 = 6666.0 

"'2 = 0.6667，代入方程 (1) 得叫= O. 此时方程组的解误差较大，如果交换两个方

程的顺序，得到等价方程组

经 Gauss 消元后有

(1000021+1000022=10000 

0.0003"" + 3.0000"'2 = 2.0001 

c肌+1.0∞0"'2 = 1.0000 
2.9997"'2 = 1.9998 

得到句= 0.6667，叫= 0.3333. 在本例中调换方程组的次序，抑制了舍入

误差的增长.如果不调换方程组的次序，取 6 位有效数字计算方程组 (4.6) 的解，

得到 "'2 = 0.666667, "'1 = 0.33; 取 9 位有效数字计算方程组 (4.6) 的解，得到

"'2 = 0.666667, "" = 0.333333; 由此可见有效数字的作用
调换方程组的次序是依照在运算中作分母量的绝对值尽量的大，以减少舍入

误差的影响如果在一列中选取按模最大的元素，将其调到主干方程位置再作消元，

则称为列主元消元法.用列主元方法可以克服 Gauss 消元法的额外限制，只要方程

组有解，列主元消元法就能畅通无阻地顺利求解，同时又提高了解的精确度.

更具体地，第一步在第一列元素中选出绝对值最大的元素月得 {I阳 I} = lam 11 , 
1~1~忌"

交换第一个和第 m 个方程的所有元素，再作化简 {α21 ， α31 ，'" ， anl} 为零的初等
变换

对于每个 {k， k=1 ， 2 ， … ， n-l} 在酬消元珊前，兑选出川{引|α旷zr1)U|L川，1α2阳ω:32扎拍Lf古讪!1引11 ，γ尸.….. ，昨|阳唏α佐旷立r俨们1盯川)川|
中绝对值最大的元素 αEIf卢1均)，对 k 行和 m 行交换后，再作消元运算，这就是列主元
消元法的操作步骤.由于 detA 并 0，可证 {αii1) ， ai巳!L，…， α$ 吁中至少有一
个元素不为零，因此，列主元消元总是可行的列主元消元法与 Gauss 消元法相比，

只增加了选列主元和交换两个方程组(即两行元素)的过程.

算法 4.3 列主元法

GaussE1iminationWithPartia1Pivoting(α ， b) 

for i = 1 to n 

k=ij 



4.1 Gau田消元法

for j=i+1 to n , if(1α(k， i)I<1α(k ， i) 1) k=j; 

for j = i to n { t =α(i ， j); a(i , j) = α(k ， j); α(k， j)=t; } 

t=b(i); b(i)=b(k); b(k)=t; 

for j = i + 1 to n 

{ 

αω， i) =α(j， i)/α(i ， i); 

for k = i + 1 to n { α(j， k) = a(j, k) - a(j, i) • a(i , k); } 

b(j) = b(j) α(j， i) .b(i); 

for i = n to 1 

for j = i + 1 to 饵 ， b(i) = b(i) α(i ， j) • b(j); 

b(i) = b(i)/α(i ， i); 

return(b) 

} 
例 4.3 用列主元法求解线性方程组

(一句 +3X2+ 2x3=4
X2+ X3=2 

3Xl +2X2 = 5 

解 对方程组的增广矩阵作如下初等变换，

.83. 

(-1324)/320;)(3205) 第 1 列选主元 I 
o 1 1 2 一一一一一一→ I 0 1 1 2 • o 1 1 2 
3 2 0 5 J l -1 3 2 4 J l 0 11 2 坦

飞 3 - 3 
{3 2 0 5 \ (32 0 5 \ 

第 2 列选主元 I 11 17 I I ~ 11 ~ 17 I 一一→ 10~12~1 → |03?2|
飞 o 1 12/ 飞 00 111-1 )

化为上三角形，回代求解，得(町，吨， X3) = (1 ,1,1). 
在算法 4.3 中，选第 z 列的主元，就是选出绝对值最大的一个元素 |αpil = 

m缸 |αk， l，然后交换第 i， p 行，把阳换到U (i, i) 位置于是，消元变换所对应的
$遗忘筒、何

初等方阵 T;j(-t) 都满足 Itl .;; 1.若选取 |αpql = 哥哥oslαkll ， 然后交换第 4 行和第
S写~k， l写号"
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p 行，交换第 z 列和第 q 列，把 α凹换到 (i ， i) 位置，则这种操作称为选全主元，对应

的算法称为全主元法

与 G叫阿相比列主元法多了三(川)=宁次查找全主元法

多了唁z吾(n - i)铲伫)户仨2飞=哇俨伫些次即查醋找阳总附的脆运算舶量勤仍幌伽阳是如蚓叫O(仰州(仰n
般情形下，列主元法比全主元法有时间上的优势

例 4.4 线性方程组

1 

1 

1 

1 

1 

Xl 

X2 

X4 

X5 

X3 

咱
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υ
唱
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Z
O
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K
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t
A

一
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L
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w
d
t
i
-
a
u
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-
E
h
u
t
i
-
-
A
U
Z

1-91-81-71-61-5 

1 

的精确解♂= (630, -1120, 630, - 120, 5). 现用 Gauss 消元法求解方程组， C 语

言编程，单精度浮点运算，得近似解

X = (628.6064，一 1117.144， 628.1019，一 119.5570 ， 4.975977) 

最太相对误差 m阻但11|=48x103. 而用列主元法求解该线性方程组， C 语
l E;;; i E;;;S I 勾|

言编程，单精度浮点运算，得近似解

X = (629.7418，一 1119.485 ， 629.6718，一 119.9284， 4.996587) 

最大相对误差皿阻|笠兰些 I = 6.8 X 10-4 • 比 Gauss 消元法的精度有了明显的
l~i运51 Xi I 

改善

有关系数矩阵和常数项误差对方程组解的影响请参考。.3.3 节有关直接解法

的误差分析放在本章的附录中供参考.

直接分解法

许多计算问题中，我们会遇到需要多次求解相同系数矩阵的线性方程组问题.

如果每次都用 Ga田s 消元法对系数矩阵进行初等变换，会有太多的重复计算.用直

4.2 



4.2 直接分解法 .85. 

按分解法解方程 Ax = b， 首先作出分解 A=LU，则线性方程组 Ax = b 可转化为

线性方程组 Ly=b 和 Ux=y， 分解后再解方程组只需 O(η') 运算量即可解出 X.

在例 4.1 中通过一系列的初等变换把方程组 (4.1) 变换为上三角方程组 (4.5) ，

把系数矩阵 A变换为上三角矩阵 U， 以 Tij 表示一个初等变换，记

巧."巧1马1A=U， T= 巧4…巧1T.b L = T-1 

7ij 是下三角阵，下三角阵的乘积 T 是下三角阵，下三角阵的逆 L 还是下三角阵

得到矩阵的三角分解

TA=U=争 A=LU

其中

11 0 0 0\ 

T 一 I -l21 1 0 0 I 
I -l31 -l32 1 0 I 
飞 -l41 -l42 -l43 1 J 

设 L 不是单位下三角阵， U 不是单位上三角阵， dk 并 0 ， k = 1, 2,3, 

( (d, \ \ ( ( l/d, \ \ 
A=LU= ILI 也 I I I I 1/也 I U I =LU 

\ \ d3 J J \ \ 1/d3 J J 

当 L 和 U 都不是单位下三角或单位上三角阵时，则分解不唯一.

LU 分解有多种变形设 A=LU，其中 L 是下三角方阵， U 是单位上三角方

阵，这种分解称为 Crout 分解，可看作是 AT 的 Doolittle 分解.

设 A=LDMT， 其中 L，M 是单位下三角方阵， D 是对角方阵，这种分解通常

称为 LDMT 分解当 A 是正定实方阵时， A= LDLT，其中 L 是单位下三角方阵，

D 是对角方阵，这种分解通常称为 LDLT 分解;若令 P=L，fl5， 则有 A =ppT, P 
是对角元素大于零的下三角方阵，这种分解称为 Cholesky 分解

4.2.1 Doolittle 分解

1. Doolittle 分解步骤

设 A 的各阶主子式不为零， A=LU，其中 L 为单位下三角阵， U 为上三角阵，

al1 α12 α1n 1 也11 U12 U1n 

a21 α22 α2n l21 1 也22 U2n 

an1 αn2 α饵" lnl ln2 1 U nn 

(4.7) 
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矩阵 L 和 U 共有 n2 个未知元素，按照 U 的行 L 的列的顺序，逐行逐列对每

个均按照矩阵乘法规则列出式 (4.7) 两边对应的元素关系式，一个关系式解出一

个 L 或 U 的元素.

得到

得到

·计算 U 的第一行元素 Ul1， U12 ， …，也1n'
要计算 Ulj ， 则列出 A=LU 两边的第 1 行第 3 列元素的关系式

α1; = L l,rur; = (1 0 ... 0) 

Ulj = α1j ， j = 1,2, . . . ,n 

·计算 L 的第一列元素 l21 ， l31 ,'" , lnl' 

Ulj 

U2j 

。

= Ulj 

要计算缸，则列出 A=LU 两边的第 z 行第 1 列的元素

U11 

a i1 = 主 lirUrl = ( li1••• l毡，←1 1 0 . . . 0) I ~ I = 1i1 U11 

。

l i1 =αi1/Un) 也 =2， 3，'" ,n 

再计算 U 的第 2 行元素，计算 L 的第 2 列元素，假设己算出 U 的前 k-l 行，

L 的 k-l 列元素

·计算 U 的第 k 行元素 Ukk ， Uk,k+l ,'" ， Uk，饲

akj = 艺I山; = (lk1 Ik2 .. . Ik ,k-1 1 0 ... 0) 

因为也是上三角阵，所以行标 k 运列标:j ，

何 = ElkrUrj = L: lkrU叮 = L lkrUrj + Ukj 

r=l r=l r=l 

Ulj 

Ujj 

0 

。
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k-l 

Ukj = 句 - L: lk铲句， j=k,k+l ,... ,n (4.8) 
r=l 

·计算 L 的第 k 列元素 lk+l ，k ， Ik+2 ，扣 , ln.k 

Ulk 

α'ik = 汇 lirUrk = (l i1 1'" ， 1"i-1) 川…，0)
r=l 

Ukk 

。

。

因为 L 是下三角阵，所以行标 4 注列标 k，

阳 = L: 1irurk = L: l内
r=l 俨~1 r=l 

k仇叫k户刊=(←向阳k-一z k川叫T尚叫斗恃阳什k)护)
一直做到 L 的第 n-l 列， U 的第 n 行为止止. 
用 LU 直接分解方法与求解方程组所需要的计算量基本相当，仍为 O(n3) 可

以看到在分解中 A 的每个元素只在 (4.8) 或 (4.9) 中做而且仅做一次贡献，如果需

要节省空间，可将 U 以及 L 的元素直接放在矩阵 A 相应元素的位置上

2. Doolittle 直接分解算法

算法 4.4 Doolittle 分解

stepl 输入: 方程组阶数 n、系数矩阵 A 和常数项 b

step2 for k = 1 to n 

{ ! 计算 U 的第 k 行元素
k-l 

for j = k to n Ukj:= 何 - L: 1kru叮
r=I 
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Y 
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k = 1 : Uli =α1j ， j=1 ， 2 ， 3j 也11 = 2, U12 = 1，也13 = 1 

lil = 阳/Uu ， i = 2,3; 121 = 1/2 = 0.5, 131 = 1/2 = 0.5 

k=2:U22= α22 -121u12 = 3 - 0.5 = 2.5 

U23 = α23 -121u13 = 2 - 0.5 = 1.5 

132 = 工 (α32 -131u 12) = 工(2 - 0.5) = 0.6 U22 ,--..... -....-....., 2.5 

k=3:U33= α33 - 131 U13 - 132u23 = 0.6 

得

I 1 0 

LU= I 0.5 1 
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4.2.2 Crout 分解

1. Crout 分解步骤

矩阵 A=LU 的 Crout 分解形式

α11 α12 111 

)[' 
U12 U1n 

α21 α22 121 122 1 U2n 

αn1 an2 ann I ln1 ln2 1 

矩阵 Crout 分解的次序与 Doolittle 分解的次序不同，按计算 L 的第 1 列， U

的第 1 行，… A 的第 k 列， U 的第 k 行的顺序进行计算，下面用矩阵分块推导计
算公式.

1 U12 ... Uln 
1 U2n 

A = (A" A2γ " ，ι)=(L"L2γ " ,Ln) 

1 

Ak = LLr阳 =LL何 +Lk ， Lk=Ak-LL向
r=l r=l r=l 

Lk 的分量形式:

k-1 
lik = aik - L lirUrk , i = k , k + 1,'" ,n 

r=l 

Ã, \ {111 

1 Ã
2 1=1 121 

1
22 

A= 

λ1n I \ ln1 ln2 

豆k = L lkrUk = L lkrUk + lkkUk , 
r=l r=l 

矶的分量形式-

U, 
U2 

lnn I 飞 Un

民 =(AK-E叫 /1峙

(4.10) 

Ukj = (帕 -EM)/l协 j=k+1， k+2，".， n (4.11) 



.90. 第 4 章 求解线性方程组的直接法

2. Crout 直接分解算法

Crout 分解步骤

for k = 1 to n 
k-1 

for i = k to n l'k =阳艺lirUrk
俨~1

for j =…。 n Ukj= (αk3-EM)/lkk 
LU 分解的基本思想是作一系列下三角形的初等行变换，把方阵 A 变为上

三角

(二'b ~) ( : ) = ( ~ ) 

即使下三角方阵的所有元素绝对值都不超过 1，其条件数也可能达到U O(2n). 为了

减少舍入误差，提高计算的稳定性，可用一系列正交变换代替下三角形的初等行变

换，同样可以把方阵 A 变为上三角.常用的正交变换有 Givens 旋转

( -~乙:;)(;)=(叮b
2

) 

和 Householder 反射

Hα，β =I-2vvT ， H，α，β臼 =β

由一 β
其中 β= (11 0:112 ,0,…, O)T , V = 因此，存在正交阵 P， 使得 PA 是上三角

11α 一 β112
方阵从而 A=QR， 其中 Q 是正交阵， R 是上三角方阵，这种分解称为 QR 分解.

QR分解也可通过对 A 的列向量作 Gram-Schmid也正交化得到假设己知 A 的 QR

分解，则线性方程组 Ax =b 可转化为上三角形 Rx =QTb. 

与 GaUBS 消元法相比， QR 分解法的精度高，稳定性好，但运算量是 Gauss 消

元法的数倍，并且编程实现比较烦琐，这里仅给出简单介绍. QR 分解法在计算矩阵

的特征值、近似秩等问题中也有重要的应用有兴趣的读者可查阅相关书籍文献

4.2.3 特殊线性方程组

前面考虑的线性方程组的系数矩阵 A 都是一般形式当 A具有某些H特殊性质

的时候，可以有针对性地修改通用算法，使之更有效率，如节省存储量和计算量、提

高精度和稳定性等.



4.2 直接分解法

1.三对角方程组

形如

A= 

α， b, 
C2α2 b2 

乌，-， αn-l bn - 1 

乌• an 

.91. 

的矩阵称为三对角矩阵其特征是非零元素仅分布在主对角线及两侧副对角线的

位置在样条插值函数的 M 关系式中就出现过这类矩阵许多连续问题经离散化

后得到的线性方程组，其系数矩阵也是三对角、五对角等形式的带状矩阵.通常用

三个机， n-1 ， n-1} 维数组(或一个加 2 维数组)表示三对角矩阵三对角形

方程组作 Gauss 消元的时候，系数矩阵始终是三对角困此， Gauss 消元法可精简

如下，

采用 Crout 分解法，求解三对角方程组 Ax =j， 容易验证 L， U 具有形式

α， b, 
C2α2 b2 

乌1--1 a n-l bn - 1 

cnαn 

U, 
也J2 U2 

也In Uπ 

比较 A=LU 两边元素，可得到叫= Ci, i = 2,3," . ,n. 

若规定 Cl = 0 ，可得到三角阵分解的计算公式

(uk=rmh-1 k = 1. 2.....n 
阳 = bk/Uk, 

再解线性方程组 Ly=j， Ux=y

y, = (/; - C;y,-, )/u" i = 1, 2,' .. , n 

设

1 V, 
1 

Vn-l 

1 

(4.12) 

(4.13) 

。n = 0, Xi = 饥 - ViXi+ l, i =饵， n - 1,'" , 2, 1 (4.14) 

将 (4.12) 和 (4.13) 合并到一个循环语句中，俗称迫，因代求解 x 称为赶

算法 4.5 追赶法求解三对角方程
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fork=lton 

Uk = αk - CkVk-l 

Vk = bk/Uk 

这

Yk = (/k - CkYk-1)/Uk 

fori= ntol !赶

Xk = Yk - Vk X k+1 

第 4 章 求解线性方程组的直接法

也称上列方法为追赶法或 Thomas 算法.追赶法的计算量为 5n 次.也可以使

用列主元法解兰对角形方程组，此时系数矩阵有可能变成五对角，计算量仍为 O(n)

次浮点运算

2 对称正定矩阵的 LDLT 分解

对称正定矩阵也是很多物理问题产生的一类矩阵，正定矩阵的各阶主子式大

于零，由线性代数中的理论，若 A 正定，则存在下三角矩阵 U， 使 A=UUT，直接

分解 A=UUT 的分解方法，称为平方根法对于对称正定矩阵，常用的是 LDLT

分解

对 A 作 Doolittle 分解 A=LU.

1 U1n 

1 1" 1 
A= /提出U矩阵的对角元素/

lnl ln2 1 Unn 

1 VUU U22 ì (1 U~2 U1n 

l21 1 U2n 

ln1 ln2 1 I 飞 Unn I \ 1 

由 A 对称正定，可得 Uii > 0，令

D = diag{ul1, u22 ,'" 'Unn } = diag{dl1 ，也2，… ， dnn}

1 面12 …面1n

1 
可证

U2n 
=LT，即 A=LDLT

1 
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1 d, 
l21 1 d2 

A= 

ln1 l饵2 1 

L 是对角元素为 1 的单位下三角阵

dn 

1 1,2 

1 

z,n 

12n 

1 

对矩阵 A 作 Doolittle 或 Crout 分解，要计算 d 个矩阵元素;对称矩阵的

(n~ 唱、
T 分解，只需计算生3一一个元素，减少了近一半的工作量借助于 Doolittle

或 Crout 分解计算公式，容易得到 LDLT 分解计算公式

其中

设 A 有 Doolittle 分解形式

1 

A = L(DLT
) = LU = 

b 1 

lnl ln2 1 

岳ij = dilij = dil j i 

d, d,z,2 

d, 
d,z,n 

也归"

dn 

在分解中可套用 Doolittle 分解公式，只要计算下三角 L 和 D 的对角元素 dk.

计算中只需保存 L = (lρ 的元素， LT 的 z 行 3 列的元素用 L 的知表示由于
对称正定矩阵的各阶主子式大于零，直接调用 Doolittle 或 Crout 分解公式可完成

LDLT 分解计算，而不必借助于列主元的分解算法
k-l k-l 

分析 dk =阳 =αkk- ~)川rk =阳 -Ll如drlrk
r=l 俨=1

l'k = (阳 - ~I'rUrk) / Ukk = (αzk-24krψ 
算法 4.6 对称矩阵的LDLT分解算法

stepl 输入: 方程组阶数 n、革数矩阵 A 和常数项 B

step2 for k = 1 to n 

dk :=αkk 艺 drl~r

lik := (向k 24LTIKT)/dk 
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step3 略去解方程组步骤

由 L(DLT)X = b， 解方程组 Ax =b 可分三步完成·

(1) 解方程组 Lz = b, z, = b也 I; l响， '1，=口，… A

(2) 解方程组 Dy=z， 饥 = Zi/功，也= 1,2,'" ,n 

(3) 解方程组 LTx=y， Xi= 执 艺 lj的， i = n , n - 1,'" ,1 
j=i+l 

例 4.6 用 LDLT 分解求解方程组

(1-11 川(~)1 3 -2 I I X2 I = I -8 

1 -2 4.5 J \ X3 J \ 12 

解 k = 1: d, = αn=1 ， l21=α21/d， = -1 ,131 = α31/d， = 1 

k = 2: 也=句2 - l~， d, = 2,132 = (α32 -13,12,d,)/d2 = -0.5 

k = 3: 由=句3 -l~， d， -1~2d2 = 3 
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习题 4

1 分别用 Gauss 消元法和列主元法求解方程组(计算过程中取四位有效数字).

I 0.002Xl + 87.13x2 = 87.15, ._. I O.OlXl - 69.47x2 = -138.93, 
(1) < ~==-. _ _=- - __ _=-'但) < = =~-. =--~ - .- =~---' I 4.453x1 - 7.26x2 = 37.27; .. 

I 2.01x, + 8.51x2 = 15.01; 

2 用 Ga酬消元法编程解方程组

(72+23 一…= 15.1 

1.3x, + 6.3x2 - 3.5x3 + 2.8x4 = 1.8 

5.6x, + 0.9X2 + 8.1x3 - 1.3X4 = 16.6 

1.5x, + 0.4，阳+ 3.7，阳 + 5.9x4 = 36.9 
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7. 用 LDLT 分解求解方程组

I -6:1:, + 3:1:2 + 2:1:3 = -4, 

(1) { 3.且 +5:1:2 +阳= 11 , 

I 2:1:, + :1:2 + 6:1:3 = -8; 

8 用追赶法求解三对角方程组

(1 3 

I 2 7 
(1) I 

I 0 2 

\ 0 0 

I :1:, +2:1:2 +3:1:3 = -3, 

(2) { 2阳+臼 -2臼 =1日，

13:1:, -2:1:2+ :1:3=7 
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附录

直接法误差分析

线性方程组的直接解法没有系统误差，作浮点运算的时候会有舍入误差建立

如下模型来估计舍入误差的太小.
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考虑计算模型 x=A-怜，其舍入误差

ðx = (ðA- 1)b + A-1ðb = _A-1(ðA)A-1 + A-1ðb 

设 ε=m皿(1I ðA ll ， 11品11) ， 11 . 11 是矩阵和向量的范数，则有

Ilðxll 运 (1IA-' 11 2 + IIA- ' II)ε 

考虑 Gauss 消元法的计算模型 (5.3)，其舍入误差

ðx=艺Q饲 1 … QH1(ðQ，)Q'-1 … Q，D-1Pn_' … P， b
也~1

+Qn-1 … Q,D-'(ðD)D-' Pn-1 … P,b 
n-1 

+ L Qn-1 ... Q,D - 1 Pn-1 ... P'+1 (ðP,)P'-l ... P,b 

+Qn-1 … Q,D - 1Pn_' … P,ðb 

设 ε= max(llðPtII ，…， llð凡 1UlðQtII ,…, IlðQn-tII , IlðD11 , 11品11)，由

IIQn-1 … Q'+1 11 = 11U-1 DQ,' . .. Q.'11 

可得

运 1 1U-1DII. IIQ,' ... Q.'11ζIIU- 1DII.IID-1U II 
IIQ'-l … Q，D-'凡 1 … p， bll = IIQ.' …QtJ 与11

ζIIQ.'... Q;;:， II.IIA-1b llζIID-1 UII.IIA-1b ll 
IIQn-1 … Q,D-'Pk ,,, PH,11 = IIA-1P，- ' …乓 '11

ζIIA-l ll.llp，- ' ...p，-lllζIIA-1 11'IILII 

IIP'-l … P,bll = 11 尺" ... Pi:' L -lbll 
ζ11乓'. .. pi:' II' IIL -lb ll 运 IILII'IIL 地 11

Ilðxll 运 ((n-l) 1 1U-1DII.IID甘11 2 1I A- 'b ll + 11俨 II.IID飞-lb ll

+(卜。 IIA-111'IILI121IL-1bllε+IW' II)ε

=0 ((IILI121IL -111 + IID句11 2 11 U-'DII) IW' II'll b ll 时)

由以上分析可知，为了控制舍入误差，可从降低 IIL11211L-111 和 IID-1UI12 I1 U-1DII
入手
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法代法求解线性方程组 Ax = b 与第 3 章非线性方程求根的方法类似，由

Ax=b 构造等价方程组，拆分 A=N-P， 设 N 可逆，得到同解方程组

X = N- 1 PX + N-1b, 

令 M =N-1P , g= N- 1b, X = MX +g， 构造送代关系式

X(的 = MX(k-l) + 9 

任取初始向量 X(0)=(ziO) ， zFL ..， zPY，代入上列迭代式中，得到
迭代序列 {X(1) ， XO)，…}.称 M 为迭代矩阵.

若迭代序列 {X(k)} 收敛，设 {X(k-吁的极限为 X事，对迭代式两边取极限

pm X(k)=1m(MX(k-1)+g) 
z→∞ z→∞ 

即 X* = MX* +g, X* 是方程组 Ax= b 的解，此时称迭代法收敛，否则称迭代法

发散

计算中给定控制精度 ε，当 IIAx -bll <ε 或 IIX(k) - X(k-l) 11 <ε 时，停止运代
计算，取 X事 = X(k) 

设扩为方程组 Ax =b 的解，则有

X'=MX'+g 

再由法代公式 X(k) = MX(k-l) + g ， 得到

IIX事 X(k)11 = IIM(X' - X(k-l))11 = IIM2(X' _ X(k-2))11 

=…= IIMk(X* - X(O))IIζIIMkllll(X* - X(O))II • 0 

.lim IIMkl1 = 0 件 lim M k = Onn 

.→∞.→∞ 

由线性代数定理可知， J兑Mk =0 的充分必要条件是谱半径 p(M) < 1.若

IIMllp 为矩阵 M 的范数，则总有 IIMllp 注 p(M) 因此，若 IIMllp < 1，则 M 必为
收敛矩阵与非线性方程法代方法的区别在于，线性方程组的迭代收敛与否完全决

定于迭代矩阵的性质，与迭代初始值的选取无关法代法的优点是占用存储空间少，
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程序实现简单，尤其适用于高维稀疏矩阵;不尽人意之处是要面对法代是否收敛和

收敛的速度问题

要特别注意，当 IIMII ， > 1 或 IIMII∞> 1 时，并不能判断送代序列发散范
数小于 1 只是判断送代矩阵收敛的充分条件，而非充分必要条件当送代矩阵的

I 0.9 0 \ 
一种范数使 IIMII > 1，并不能确定法代矩阵是否收敛例如， M = l ~:; 0~8 ) 

IIMII∞= 1.0, IIMII , = 1.1，但它的特征值是 0.9 和 0.8. p(M) < 1, IIMI12 = 0.9677, 

M 是收敛矩阵

5.1 简单 (Jacobi) 迭代

5.1.1 Jacobi 迭代计算公式

n 元线性方程组 AX=b

αl1Xl+ α'2X2 +... +αlnXn = b1 

a21 X l + α22X2 +... +α2nXn = b2 
(5.1) 

α'nlXl + α饲2X2+"'+ αnnXn = bn 

设{向，并 O， i = 1,2,... ，叶，将式 (5.1) 中每个方程组的句句留在方程的左边，

其余各项都移到方程的右边;方程两边除以句，得到下列同解方程组

1 .、
Xl = -[0， α12X2 … alnXn) 

an 
1 .、

X2 = -lfJ2 - a21Xl 一... - a2n X n) 
a22 

1 
X n = ~(b.ηαnlXl αn2X2 … αn，n-lXn-l) 

-nn 

构造迭代格式z

)) KI--KL (,(, zz nn 12 α
α
 
一
一

一
一

)) LhlILh (2(-
ZZ 21 12 aa --12 L

υ

曹
O

(( -1-2 
1

一
向
1

一
句

一
一
一
一

)) 11 ++ kkl (1(2 zz 

(5.2) 

) 
1 仙w

n

z -n n a ) 
忡
忡2

Z 2 
n吨

) 
陆
i
z -n a n 

LU ( 1-h 

一
一

) 1 + 
仙
"

Z 



5.1 简单 (J配。hi) 迭代 .99. 

迭代计算式 (5.2) 称为简单迭代或称 Jacohi 法代.任取初始向量 X(时，由 (5.2)

得到迭代向量序列 {X(时 ， k= 1,2,...}. 

1. Jacobi 选代矩阵

令

D=d吨{α11，句2 ，'" ，向牛 AX = (D+A-D)X =b 

得到等价方程组=

DX = (D - A)X + b 

设 D 可逆，
X(k+1) = D-1(D - A)X(的 +D-1 b

记

R= 1 -D-1 A , g = D-1b, 

R 是迭代 (5.2) 的法代矩阵， g 是常数项向量 (5.2) 可写成矩阵形式z

其中

X(k+1) = RX(的 +g

Z(1 k+1) 。 T12 rln 
Z2 (k+1) r21 。 r2n Z2(k)1m 32 

+ 

Z饵(k+1) rnl rn2 。 zn(k) 飞 gn

Tij = -aij/向川 g, = b;f向i ， Tii = 0 

例 5.1 用 Jacobi 方法解下列方程组

解 方程组的迭代格式=

(…斗xl+5x2- X3=8 

Xl +X2 + 10x3 = 11 

((k+1)(时间xr,.Lj = O.5x2"" + O.5xrl - 2.5 

zf+1)=024)+024)+16 
(k+1) _ n , _(k) n , _(k) xr, "'j = -O.lxì"'1 - O.lx2"'J + 1.1 

取初始值 X(0)=(1， 1 ， 1)T，计算结果由表 5.1 所示

(5.3) 
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表 5.1

Ilx(的 x(←叮∞

2.5 

0.48 
0.355 

0.0425 

0.05695 

0.013872 

0.0096815 
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X~k) 
1 

1 

-1.5 
-1.25 
0.915 

0.9575 

1.01445 

1.00722 

0.997543 

k 
01234567 

方程组的准确解是 {-1 ， 2 ， 1}.

为了简单起见，设{阳，，; O, i = 1 ， 2，…，叶，并设由系数矩阵 A 构造的迭代矩

阵 R 是收敛的.

定义和输入系数短阵 A 与常数项向量 b 的元素

x1 = {O, O,'" , O}T , x2={1,1,'" , 1}T 
l 赋初始佳 ， x1 和 x2 分别表示 X(k) 和 X(k+l)

Ilx1-x211∞> 10-6 

x1 =x2 

2. J!Wobi 选代算法

stepl 

step2 

whi1e step3 

x2 =R*x1+g 

! for u = 1 to n 

1 { 8=0; 

for v = 1 to n {8 = 8 +α(u ， v). x1(v)}; 

! x2(u) = (b(u) -. +α(u， u) . x1(u))/α(u， u) } 

endwhile 

输出方程组的解 x2.step4 

Jacobi 迭代收敛条件

对于方程组 AX=b， 构造 J缸obi 法代格式， X(k+1)=RX(k〕 +g，当法代矩阵

的谱半径 p(R) = .JJ.la些|沁1<1 时，迭代收敛，这是收敛的充分必要条件.送代矩阵
U;,. 'u;,.n 

的某范数 IIRII < 1 时，迭代收敛，这是法代收敛的充分条件.在例 5.1 中 IIRII ， = 0.7, 

J配:obi 迭代收敛.

当方程组的系数矩阵 A 具有某些特殊性质时，可直接判定由它生成的 J!Wobi

迭代矩阵是收敛的.关于 J!Wobi 迭代的收敛性，有下列理论结果

设 M= (叫j) 是 n 阶复方阵若对任意 4 都有 Im;;1 注汇 Im;jl ，则 M 称为
3予<;

5.1.2 



5.2 高斯-赛德尔 (Ga1lB!护自由del) 迭代 .101. 

行对角优，若对任意 3 都有 1m川注汇 1m训，则 M 称为列对角优，若对任意也都
‘布在1

有 1m;，1 >艺|叫ijl ，则 M 称为严格行对角优;若对任意 3 都有 1m川〉艺|叫ijl ，
3书悻j

则M称为严格列对角优.行、列对角优统称对角优;严格行、列对角优统称严格对

角优

定理 5.1 若 M 为严格对角优，则 M 可逆.

证明 当 M 为严格行对角优时，假设 M 不可逆，则存在非零向量 x = 

(Xl ,'" ， 如)T 使得 Mx = 。 不妨设 Ix， l =皿皿(1的 1 ，'" , Ixnl)，则有 Im"x， 1 = 

~>的|ζ 艺|叫jl'lx， 1 < 1m;叫，矛盾.当 M 为严格列对角优时， MT 为严格
3寻~i I j予丘，

行对角优综上， M 可逆.证毕.

定理 5.2 当 A 为严格对角优时， Jacobi 送代收敛

证明 当 A 为严格行对角优时，

p(1 - D-1A) 运 11 1 _D-1AII∞ =1驼zl21 〈 1

当 A 为严格列对角优时，

p(1 -D→← ρ(1 - AD-
1

) ,s;; 111 - AD-
1

11, = 1驰EZi 〈 1 证毕

5.2 高斯-赛德尔 (Gauss-Seidel) 迭代

5.2.1 Gauss-Seidel 迭代计算

在 Jacobi 迭代中，用 {zik) ， zFL·-- ， zf)} 的值代入法代公式 (5.2) 中计算出

{zjM) ， z=1， 2，…冽的值， Jacobi 迭代公式 zjM)= 艺句zjh)+ga 改写为
j=l 

zjM)=ZT甘X;k) + L T'jX;k) + g, (5.4) 
j=l j=i+l 

事实上，在计算 zjk+1) 前，已经得到 zik+1) ， -， 451) 的值，不妨将己算出的
分量直接代入迭代式中，及时使用最新计算出的分量值，这种迭代格式称为 Ga田坠

Seidel 迭代

zjM)=ZT时X;k+1) + L T'jX;k) + g, (5.5) 
j=l j=i+l 
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即用 {zF) ， zf)，…， zf)} 计算 zik+1) 的值，用 {Xík+1)， X~k) ，... ， x~k)} 计算
zf+1) 的值， , 用 {X(k俨俨k峙叫+札1川)
构造方程组 AX=b 的 Gau田s岳s缸eI诅del 迭代格式步骤与 Jacobi 类似，设轩"并

O,i= 1, 2,'" ， n} 将 (5.1) 中每个方程组的阳岛留在方程的左边，其余各项都移到

方程的右边;方程两边除以句，对方程组对角线以上的 Xj 取第 k 步迭代的值，对

角线以下的 Xj 取第 k+1 步迭代的值，即将 Jacobi 法代格式 (5.2) 的下三角元素

冠以 k+1 的法代构造 Gauss-Seidel 法代格式.

(k+1) _ 1 f. ~~__(k) ~~ _(kh 
Xì 

• = -_-lO， α12X:ì … αlnXñ' ) 
α11 

(k+1) _ _!_ f._ _ ~__ _(k+1) _ ~ ~ ~ _ ~_ _(kh 
~(b2 一句叫 一一 α2nXh

BJ

)
α22

、 v

(k+ 1) _ 1 
f. _ ~ ~ _(k+1) _ ~ __(k+1) _ ~ ~ ~ _ ~ _ _(k+1) 、Xh",, -'-j = -:-=-(bn 一 αnIXì ' - an2X:ì 一 一句，←1Zn-1)

~nn 

若记 Tij = 句/句， g， = b;j阳， Tii =0 , 

(k+1) _ 
__ 

_ _(k) , _~ _ _(的 (k)
x ì'" ' 

~， = T12X2"' + T13 X3"' +… + Tlnx X
Wj + 91 

(k+1) _ _~ _(k+1) , _~ ~ _(k) , , _~ _(k) xr ' -, = T21X(' -, + T23X3"' + . .. + T2nXπ +g2 

(k+ 1) _ _ 
_(k+1) ,_ _(k+1) , , _ 

_(k+1) xX.' -, = TnlX(' -, + Tn l X:r I -) +… + rn，n-lX~:...:t' + 9n 

5.2.2 Gauss-Seidel 迭代矩阵

设 A=D+L+U

+ 

a11 

α22 

ann 

o a'2 … α1n 

。… α2n

。

写成等价矩阵表达式

。

α坦1 0 
+ 

an 1 an ,n-l 0 

AX = (D+L+U)X = (D+L)X +UX = b 

(5.6) 

(5.7) 
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(D+L)X=-UX+b 

构造迭代形式z

(D + L)X(k+1) = -UX(的 +b

有

X(k+1) _ 一(D+L)-lUX(的 + (D +L)-lb 

令

S = -(D + L)-lU, 1 = (D + L)-lb 

记 Gauss-Seidel 法代为

X(k+1) = SX(的 +1

称 S 为 Gauss-Seidel 迭代矩阵.

5.2.3 Gauss-Seidel 迭代算法

.103. 

(5.8) 

Gauss-Seidel法代的程序实现与 Jacobi 法代步骤大致相同，在前面的 Jacobi 算

法中，假定 Jacobi 法代矩阵为 R， Xl 表示 X(剖 ， X2 表示 X(k+1)，其送代的核心部分

是 X2 = R * Xl + g, Gauss-Seidel 迭代格式的核心部分是计算法代式 X2 =R*X2+g, 
在计算中巧的分量不断更新，计算中需要及时将 zjk+1) 放到 zjk) 的位置上.

Gauss-Seidel 法代算法:

while Ilxl 句 11∞> 10-6 

for u=l to n Xl(U) = X2(U) 

for i=l to n 

{ 8=0; 

for j=l to n 

{ 8 = 8+α(i ， j) . X2(j)} I 注意勾(j)

x2(i) = (b(i) - s + α(i ， i) . x2(i))/α(i ， i)} 

endwhile 

上列算法是在假定迭代收敛的前提下，使用当型 (while) 结构控制循环.也可

将上列算法中 while 循环改为 for 循环，通过控制循环次数和计算误差终止循环

例 5.2 用 Gauss-Seidel 迭代解例 5.1 中的线性方程组并写出法代矩阵

解 取初值 X(O) = (1 ， 1 ， 1)，误差下界 ε=0.∞1，方程的迭代格式2

((阳)_ (\ ~~(k) I fl !::~(的x ì'" ' .., = O.5x2"" + O.5xà"" - 2.5 

zf+1)=024k+1)+024)+1.6 

zf+1)=-olzik+1)-uzik+1)+11 

(1) 
(2) 

(3) 
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取初始值 x(O) = (1 ,1,1) 

X(l) = 0.5 . 1 + 0.5 . 1 - 2.5 = -1.5 

X~l) = -0.2. (-1.5) + 0.2.1 + 1.6 = 2.1 

X~l) = -0.1. (-1.5) - 0.1 . 2.1 + 1.1 = 1.04 

计算结果如下.比 J缸。bi 法代的收敛速度要快许多.对于同一方程组，如果由

它构造 Gauss-Seidel 迭代和 Jacobi 法代都收敛，那么多数情况下， Gauss-Se血l 法

代比 Jacobi 迭代的收敛效果要好，但是情况并非总是如此.

k = 1: 

IIAx(k) - bll∞ 

5 

1.14 
0.1524 

0.012984 
0.00065984 

xlk ) 
3 

1 

1.04 
0.9936 
1.00062 

0.999964 

xl的
2 

1 

2.1 
1.994 

1.99996 
2 田007

x\的
1 

1 

1.5 
-0.93 
1.0062 

-0.999708 

k 

n
U
唱
A
m
z
"

，
O
A
H
噎

计算法代矩阵

方法 1 可用式 (5.8)8 = -(D + L)-lU 计算法代矩阵.
方法 2 对于 3 阶矩阵可将式 (1) 代入式 (2) 中得到

(k+l) _ n n(n t::: ~(k) I n t: _(k) 、 (k)xrT >' = -0.2(0.5xr' + 0.5xr' - 2.5) + 0.2xr' + 1.6 

将式 (1) 和式 (2) 代入式 (3) 中得到

zf+1)=-01(0.5mik)+0.54)-15)-01(-01zik)+014))+1.1 

0.5 0.5 

-0.1 

nununu /
'
'
E
E
E
E
E
E

‘
、
、

一
-

cu 

迭代矩阵

-0.04 

关于 Ga四-Seidel 法代的收敛性，有下列理论结果.

定理 5.3 当 A 为严格对角优时， Gaus←Seidel 法代收敛

*证明 设 λ 是 I 一 (D + L)-lA 的任意非零特征值，由是属于 λ 的特征向

量由 (D+L- A)α=λ(D + L)a， 可得 (D+L+ λ 'U)α=0 若 |λI ;;, 1，则

M=D+L+λ-lU 为严格对角优，与M不可逆矛盾因此， p(I 一 (D+L)-lA) < 1, 

迭代收敛，证毕.

定理 5.4 当 A 正定时， GauB任Seidel 迭代收敛.

证明 由 A 的对称性， U=LT . 设 λ 是 I 一 (D+L)-lA 的任意非零特征值，
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由是属于 λ 的特征向量.由 (D+L-A)a= λ(D+L)白，可得

λ 一二些干些 -aH(L + U)。 一坦坦二些一壁Da-些坦
白H(D + L)白白H(2D+L+U)a aH(D+A)自由HDa+aHAa

再由 A 的正定性， αHA由和 aHD臼都是正数，故 |λ1< 1.因此， p(I-(D+L)-lA) < 
1，送代收敛.证毕

5.3 松弛迭代

5.3.1 松弛迭代计算公式

设 A=D+L+U， 用矩阵表示 Gauss-Seidel 送代形式 (5.7) 为

X(k+1) = _D-1 LX(k+1) _ D-1UX(k) + D-1b 

令

L = _D-1 L , Ü = -D-1U, 9 = D-1b 

Gauss-Seidel 的法代计算公式

X(k+1) = LX(k+1) + Ü X(k) + 9 

对 X(k) 和由 Gaus坠 Seidel 迭代计算的 X(k+1) 加权平均，得到的法代格式称为

松弛迭代， ω 称为松弛因子， ω=1 时为 Gaus岳Seidel 送代

X(k+1) = (1 一 ω)X(k) + ωX(k+1) 

X(k+1) = (1ω )X(k) + ω (LX(k+1) + ÜX(k) + 9) 
(5.9) 

松弛迭代的计算公式

zik+1)=(1 一 ω)X(k) + ω(TMik)+T1叫的 +·+TMF)+gd

zik+1)=(1ω) x~k) + ω(TMik+1)+T四X~k) + … +T2nzf)+g2) 
(5.10) 

zf+1)=(1一ω)X~k)+ω (rn叫叫+Mzik+~ +Tn，"-12出1)
+9n) 

5.3.2 松弛迭代矩阵

将式 (5.9) 中的 X(k+1) 与 X俐的项分别放在方程的两边z

(1 ω L)X(k+1) = ((1ω )1 + ωÜ)X(k) + ωg 
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X(k+1) = (1 一 ω L)-1((1 一 ω )1 + ω(J)X(k) + ω (1 一 ω L)-1g

用

L = _D-1 L, f) = _D-1U, 9 = D-1b 

代入，得

X(k+1) = (1 + ω D-1 L)-l((l 一 ω )1 一 ωD-1U)X(k) + ω (1 + ωD-1 L)-l D-1b 

令
Sω = (1+ ωD-1 L)-l [(1 ω)1 ωD-1 U] 

f= ω (1 + ωD-1 L)-l D-1b 

则松弛因子为 ω 的法代矩阵为

X(k+1) = S，ωX(k) + f 

*5.4 经典迭代格式的统一

线性方程组 Ax=b 的途代解法是由己知的近似解 X(k-l) 构造新的近似解 dk) ，

使序列 Ax(k) - b 收敛到零向量一种迭代想法是，设可逆方阵 Ã 目 A 并且线性方

程组 Ãx =b 容易求解，则线性方程组 Ax=b 可变形为 Ãx = (Ã-A)x +b， 由此得
迭代格式

沪+1) = Ã-l ((Ã _ A)x(k) + b) 

另一种选代想法是，选取矩阵 C， 令

Ax(k+1) - b = (1 - AC)(Ax(的 b)

由此得迭代格式

(5.11) 

X(k+ l) = X(k) - C(Ax(k) - b) 或沪+1) = (1 - CA)X(k) + Cb (5.12) 

I-CA 称为法代 (5.12) 的矩阵.

若令 C=JE1，则式 (5.11) 与 (5.12) 是等价的3 只是运算顺序不同，代表同一

个迭代格式的不同实现方式.当 III-ACIIζr < l(r 是常数)时，由 IIAx(k) - bll 运
r k IIAx(O) - bll 可知，对任意 x(O) 迭代 (5.8) 收敛.当 111 - CAII ,;;; r < 1 时，由

I-AC 与 I-CA 相似， II Ax(k) - bllζ rk-l IIAx(O) - bll. ∞nd(A) 可知，迭代 (5.12)

也收敛.当 T 越小时，法代收敛越快.通常预设迭代步数K和误差下界 ε，当 k 注 K

或 IIAx(k) - bllζε 时，停止法代，输出近似解 X(k)
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算法线性迭代法

Linearlteration(α • b. c) 

k=O; x=xO; r=MarixProduct(α ， x)-b; 

whi1e(k < K and Norm(r)>epsi1on) 

{ 
x=x-MatrixProduct(c , r); 

r=MarixProduct(α ， x)-b; 

return(x) 

} 
在程序Linearlteration( )中，子程序Norm( )和MarixProduct( )分别计算向

量范数、矩阵与向量的乘法 在实际应用中，矩阵 A， C 不一定是以 A=(α叨)，

C= (句)的形式表示，故需要编写专门程序来实现矩阵与向量的乘法.

下列为几种经典的法代格式.

(1) Jacobi 送代: C= D-1 ; 

(2) Gauss-Seidel 迭代: C=(D+L)-l; 

但) JOR 迭代:C= ωD-1;

(4) SOR 法代: C= (ω-lD+ L)-" 

其中 A= L+D+U, D 是 A 的对角部分， L 是 A 的严格下三角部分， U 是 A 的

严格上三角部分， ω 是正实数.

习题 5

1 计算下列矩阵的 IIAII " IIAI1 2 , IIAII∞三种范数2
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2 计算下列矩阵的谱半径2

、
飞B
E
E
S

，

J

1
4

句
。

q
d

唱
i

r
'
'
z，
，
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、

一


B ) ti ( 
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，
，
/

n
4
n
U
A
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τ
 

n4aunu kuq4n4 ，
，
，E
E
E
E
E
E
-
飞

= B ) q4 ( 

3 己知方程组

10XI-X2 =1 

Xl + 10x2 -X3 =0 

x2+10x3-x4 =1 

x3+ lOx4=2 

(1) 写出解方程组的 J缸。bi 法代计算式，并以 X(O) = (0, 0,0, O)T 为初值，选代计算 XO) ，

X间， X(3).

(2) 写出解方程组的 Ga.四 Seidel 送代计算式，并以 X(O) = (0,0,0, O)T 为初值，迭代计

算 x(町 ， X(刻， X(3).

(3) 分别写出 Ja<:obi 选代， Gauss-Seidel 选代的矩阵，并讨论其法代收敛性

4 以 X(O) = (0, 0, O)T 为初值，用 Ja∞Ibi 法代求解下列方程组的 x(斗， X(2) , 

I 2Xl -:1:2 + X3 = -1, 

(1) { 3且 +3X2+9x3=O，

l3xl+3x2+ 5x3=4; 

I 5XI- X2- X3=-l , 

(2) { 3Xl + 6X2 + 2X3 = 0, 

l Xl - X2 + 2X3 = 4 
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6. 方程组~ xd臼2= 句，
I tX.+2X2 =1>, 

(1) 写出解方程组的 J=bi 法代的迭代矩阵，并讨论迭代收敛条件.

(2) 写出解方程组的 Gauss-Seidel 迭代的迭代矩阵，并讨论迭代收敛条件
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7 设有系数矩阵
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证明， (1) 对系数矩阵 AJ胆obi 迭代收敛，而 Gaus萨Seidel 法代不收敛

(2) 对系数矩阵 B Ja.cobi 迭代不收敛，而 Gau卧Seidel 迭代收敛

*8 选用一种直接方法或一种迭代方法，在计算机上编制程序计算下列矩阵的逆E

( 1 2 

(l)A= I -1 0 1) A= 1 
1 2 3 

\ 0 1 

o 1 \ ( 3 3 -2 1 飞

231 1253-41 
1: (21 B= I I 

1 5 1 、 1 -3 2 6 1 I 

7 3 I \ 1 2 -1 3 I 



第 6 章 数值积分和数值微分

6.1 牛顿-柯特斯数值积分

在微积分中用牛顿-莱布尼茨 (Newton-Leibniz) 公式计算连续函数 f(x) 的定

积分:

t阳也 = F(b) - F(a) 

但是，当被积函数是以点列{(町， f(x;)) ， 也 =O， I ，...， n} 的形式给出时;当被积函

数 f(x) 的原函数 F(x) 不能用初等函数表示时，如 fsid也;则无法用 Newton
Leib皿z 积分公式计算，有时当被积函数的原函数过于复杂时，也不宜套用积分公式

计算积分，而用数值积分公式计算定积分.

在微积分中，定积分是黎曼(Riemann) 和的极限，它是分割小区间趋于零时的

极限，即

ffhhho(Zf阳i)
在数值积分公式中，用有限项的和近似上面的极限，通常由函数在离散点列函

数值的线性组合形式给出记

I(f)=f仰x， ι(1)=皇岛刷

在本章中，用 1(1) 表示函数 f(x) 精确积分值，用 In(l) 表示近似积分值， {Xi} 

称为求积节点， D:i 称为求积系数，确定 In(l) 中积分系数闻的过程就是构造数值

积分公式的过程

怎样判断数值积分公式的效果?代数精度是衡量数值积分公式优劣的重要标

准之一

代数精度 记 [α ， b] 上以{句，也 =0， 1 ，... ， n} 为积分节点的数值积分公式为

ι(1)= 艺时(的)
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若 I饨 (1) 满足

En(xk) = I(xk) - In(xk) = 0, k = 0, 1,'" , m 

而

En(xm+1) 并 0

则称 I饨 (1) 具有 m 阶代数精度

由此可知当 I饨 (1) 具有 m 阶代数精度时，对任意的不高于 m 次多项式 f(x)

都有 1(1) = In (l), 

6.1.1 擂值型数值积分

对给定的被积函数 f(x) 在忡， b] 上的点列{(的， f怡;))， i = 0, 1,' .. ，叶，作 Lan

grange 插值多项式 ι蚓Ln(x怡悦z

[阳臼 tμb气LLι叫饲

记向 =fA阳

以f)=fLn(Z)由=主叫(的

数值积分误差，也就是对插值误差函数的积分

En(f)=fM)dz=注叫bf叫

或

马 ( 俨 f 仙1,'" ， Xn叩叫Z岛凡川叫n ，川川， x冽z刘呜l

对一般的函数 E饨'n (lη) ,,; 0，但若 f(x) 是一个不高于 η 次的多项式，由于

f(n+1}(x) = 0，而有 En(l) = 。 因此， n 阶插值多项式形式的数值积分公式至

少有 n 阶代数精度.

例 6.1 建立[叫上以 Xo = O,Xl = O.5 ,X2 = 2 为节点的 f阳z 数值积
分公式
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解 以 XQ = O,Xl = O.5,X2 = 2 为节点构造二次插值多项式形 L.(x) = 

La;/(均)
i=O 

得

I.(f川σω) = Lfρρμb飞V〉[归阮E岛o(阳M伊例W阳仰)ν川川f只m阳例(仰仰问0.5叫5时)叫川l
I. (f) = 臼o(仙例Z纣)f(仙例0创)+ α ，(仰例Z叫)f(仙0.5盯)+ 臼.(x)f(σ问2勾) 

{. Of_U_ _ {. (x - 0.5)(x - 2) 
α。 =l tb(z)dz=l dz= Jo -u ,-,-- Jo (0 - 0.5)(0 - 2) 

{2 "，~~，_L {2 (x-0)(x-2) 
=l A(z)dz=l dz= Jo -,,-,-- Jo (0.5 - 0)(0.5 - 2) 

{2 (x - O)(x - 0.5) 
。2=J;马(z)dz=l dz= Jo (2 - 0)(2 - 0.5) 

得到数值积分公式

h(f)=;[3削+蚓0.5) + 5f(2)] 

6.1.2 牛顿-柯特斯 (Newton-Cotes) 积分

对积分区间怡， b]n 等分，记步长为 h= 乓墅，取等分点 {Xi = α+ 仇 i = 

0,1,'" ， n} 为数值积分节点，构造 Langrange 插值多项式 Ln(x) ，

t仰Z 自 tLn(x)也
由此得到的数值积分称为 New也on-Cotes 积分下面可以看到， Newton-Co阳

积分系数和积分节点以及积分区间无直接关系，系数固定而易于计算

1.梯形积分

以 (α， f(α)) 和 (b， f(b)) 为插值节点构造的线性函数 L，(吟，有

f削由阳 fL1位)由

f L dz ) d z = Lfb ( 句(怡刨仰Z纣)

α句0 =fLf俨βμb飞川Ll句以0叫(阳m叫)灿伽= Lfb ;仨3-主;轩←伽←=卡;七扫(仙b 叫叫川=刊斗(伪b 叫叫时') ) 

。， =.t l， (x)也=ft出=;(b 一叫 = (b 一 α)cí')
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提取公因子 (b一忡，得到 Newton-Cot臼的积分组合系数 41)=;，叫1) =;，它
们已与积分区间没有任何关系了.

lb f(巾但 ?[f(a)+f(b)]

记

T(轩γ旷(α) + f(b)] (6 .1) 

称T(I) 为梯形积分公式梯形积分的几何意义是用梯形面柄丘似代.替积分值(图 6. 1) .

自

。 a 

圄 6.1 梯形面积

怎样确定梯形积分公式的代数精度?

取 f(x) = x 时，

I ( f ) = f zd z = P?云二?句(旷侧f

取 f(伊刨Z叫) = x2 时, 

/(x与

z 
b 

1(俨fzw7(f(α) + f(b)) = T仔)

得梯形求积公式具有一阶代数精度.

由
f气。f(x) = Ll(X) + J 2''>' (x - a)(x - b) ， α~~ζb 

rb f气~)
El(X) = 1_ J 2'''' (x 一 α)(x - b)dx 
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因为 (x- α)(x - b) 在 [a， 时上不变号，所以由第二积分中值定理得到梯形求积公式

的截断误差=

f气η) {b f_ _,,_ 1.\...1_ _ f气η) f l. _\3 
且(x) = 万人(…)(x 一时也= - J 1~" (b - a)3 , a ~ '" ~ b (6 .2) 

2. 辛普森 (Simpson) 积分

对区间 [α ， b] 作二等分，记 Xo =α， Xl = (α + b)j2， 向 =b.

以 (α， f(α)) ， ((α +b)j2， f((α+ b)j2)) 和 (b， f(b)) 为插值节点构造的二次插值函

数 L2(x) ， 那么

lb 

f(x) 绍 l
b

L2(X)dx = lb 

(lo(x)f(x川(x)f(xt) + l2(X阳)

←一字) (x - b) 。 =fto归)dz=fT 一半) (α-J=;(b 一 α) = (b 一 α)cð2)
1=Loll阳=;(b 一时 = (b - a)ci

2
) 

2=ft2阳=;(b 一时 = (b - a)42
) 

得到积分组舍系数=
c?)-;nPL;2)-; 
【一一-…-

Lb bf| 门b飞|f(x)dx 凶乌(1) = S(I) = 一一 I f(α) + 4f I - ~ - I + f(b) I (6.3) 

称 S(f) 为辛普森 (Simpson) 或抛物线积分公式.

它的几何意义是用过 3 点的抛物钱面积近似代替积分的曲边面积(图 6，2) ，

U 

a 曲+b
2 

图 6.2 抛物线积分面积

z 
b 
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例 6.2 设 f(x) =叫x， 图 6.3 分别是 101 f(x)dx才1ι(x)dx á<J梯形积
分和 Simpson 积分.

0.35 

0.30 

0.25 

0.20 

0.35 

0.30 

0.25 

0.20 
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0.10 

.........---‘.. 

0. 15~ / 

0.10~ / 
川，

0.05L / ... 

O.OO~J 

0.0 0.2 0.4 0.6 
(a) 梯形积分

, , , 
￠
 

, , , , , , , , , , , , , , , 

0.8 1.0 

0.05 ~ f 

0.00 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

(b) Simpson积分
1.0 

图 6.3

分别将 f ( x) = 1, X , x2 , x3 代入到 I(f) 和 S(f) 中，得到 S(f) = I(f)， 表明

Simpson 公式对于次数不超过二次的多项式准确成立， S(f) 具有三阶代数精度.

关于 Newton-Cotes 积分误差这里不加证明给出如下结果:

(1) 若 n 为奇数， f E Cn+1 [α， b]， 则有

f(n+l)(η) rb 

En (f) = 一一.1- 1\;' I (x - xo )(x - X1) … (x - xn )dx 
飞川 1- 1)! 九

即积分公式有 n 阶代数精度.

(2) 若 n 为偶数， f E cn+2[α， b]， 则有

f(n+2) (η) rb 

En (f) = J ( , ;~:' I x(x - xo)(x - x I)… (x - xn)dx 
(n + 2)! 九

即积分公式具有 n+1 阶代数精度.

例如，若 fεc2忡， b] ， 梯形公式误差为

f(2)(η) rb f _ _\f__ L\.J_ f"(η) 
且町川川(υωf刀) = 7 人ν(x…一→α)(x 一 的圳抽叶d由←Z户= 一τγ(b 一才叫α叫札)

梯形公式具有一阶代数精度.

而若 fε C4 [α， b] , Simpson 公式误差为

f(4)(η) rb__f _ -\(α b\ 
马时圳(σωfη)= 丁「叫L 叫巾x-…叫一→叫α叫)川阳lμZ 一 - ~ -)川(x卜川川一斗斗b的)

f(队刨4份) (归ωη呐) IJ_ _ \.1) 

2再画一(b α)0 ， α 《 ηζ b (6.4) 

Simpson 公式具有三阶代数精度.
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3. Newton-Cotes 积分单数

n 等分区间 [aα ， b叫]，取等分点为积分节点 {μXi = α+ 也仇仇h札，也= 0, 1,'" ， n叶}.其中

h= 气?牛些气'以川{α仰(仰X" f(们'

[ιb飞LLι饨阳=[(去川))也=主 ([1，叫 f(Xi) =去f(Xi)
其中

rbnl_u_ r b (X - xo)(x - X1) … (X -x• 1)(X - X忡1) … (X - Xn) 
= I li(X)dx = I 

令 X= α +th， Xi = α+仇代入问得

血 =t仰 1)... (t - i + 1)(t - i - 1)... (t - n)u 
Jo i!(n-i)!(-1)n-' ._-

(b-a) (_1)n-' r 
=l 仰- 1)... (t - i + 1)(t - i - 1)... (t - n)dt 

(n-1)!Jo 

= (b 一 α)cjn)

(n) _ (_1)n-. r 
乌= ., ~__ -/ ." _ I t(t - 1) … (t - i + 1)(t - i - 1) …(t - n)dt 

!(n-i)!nJo 
(6.5) 

称 cin) 为 Newton-Cot田系数.可见在取等距节点时，积分系数 dn〕与积分

节点和积分区间无直接关系，只与插值的节点总数有关，而在例 6.1 中的积分系数

是需要用由插值点的基函数计算而得，这就简化了数值积分公式，而不必对每一组

插值节点 X， 都要计算一组相应的积分系数臼'i. 在公式 (6.5) 中取 n = 1，即为梯
形积分系数;取 n = 2，即为 Simpson 积分系数在表 6.1 中列出 n 从 1 到 8 的

Ne响on-Cotes 系数.

定理 6.1 Ne呐on凸t田积分系数 {cin) ， k = 0, 1," . ，叶，当 nζ7 时数值积

分公式 ι(1) = (b 一 α) LCkn)f(句)是稳定的.
k=O 

证明 设 f(Xk) 有误差缸，

ε=ι(1) ι(1) 

= (b α) L cin) (I (Xk) + Ok) - (b α) L ckn) f(Xk) 
k=O k=O 

= (b - a) L C~n)Ok 
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表 6.1

c[n) 
4 

中)。}中)
) hw5 

c 中)中}

41 

840 

3577 

17280 
92喝

28350 

3-D6-o 

m
一
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一
部
础-m蛐
一
跚

7 
90 
25 

96 
9 

280 

2989 

17280 
4540 

28350 

1
-
8
2
%
-
M
M
一
品-
m
m
-
m

1 

6 

3 

8 

2 
15 

25 

144 
9 

280 

1323 

17280 
928 

28350 
989 

28350 

751 

17280 

3888 
28350 

c(n) 
l 

1 

2 

4 

6 

3 

8 

16 
45 

25 

96 

9 
35 

35n 

17280 

3888 
28350 

P
丁
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2
1
6
1
8
7
-
3
-
m

丑
剧
m
-
m
脚
一
则

n 

1 

3 

5 

6 

4 

2 

7 

8 

当叫 7 时， {Ckn
) > 0, k = 0, 1,'" ，叶，记 ð=.1!l;皿 lðkl ，

4、，粤、π

lel 运 (b - a)ð艺 ICkn) I = (b - a)ð艺 Ckn) = (b - a)ð 

当叫 7 时误差是可以控制的，计算公式是稳定的这里用到艺cf)=1

复化数值积分

由插值的 Ru鸣e 现象可知，高阶 Newton-Cot田积分不能保证等距数值积分系

列的收敛性，同时可证高阶 New也on-Cotes 积分的计算是不稳定的因此，实际计算

中常用低阶复化梯形等积分公式.

6.2 

复化梯形积分

把积分区间分割成若干小区间，在每个小区间 [Xi ， XHll 上用梯形积分公式，再

将这些小区间上的数值积分累加起来，称为复化梯形公式.复化梯形公式用若干个

小梯形面积逼近积分 t仰z 比用一个大梯形公式效果显然更好，如图 6.4所
示这种做法让我们想起定积分定义，被积函数无限分割的代数和这也正是计算

定积分最朴素的算法

6.2.1 
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y 
f(功

z 
。 I a 

圄 6.4 复化梯形公式积分视图

1.复化梯形积分计算公式

对恒， b] 作等距分割， h=pz?， {zt=α+ 仇， i = 0， 1，"'，叶，
n 

I(f)=fkz)dz=ZLfV(Z)dz 

在[町， Xi+l] 上，

fzf(Z)=2f(岛) + f(均+1)]一 f(EAZ

则有

1(1)=三位f附仇1)l-rwZ}

=h[中中l卡卡;针f仙z号阳(ωz町叫叫.)衍)忡叶+寸;f贝m刷叫(σ例叶b的斗)]情l
记 n 等分的复化梯形公式为 T且~(ωf刀)或 T町(仙仰h叫)，有
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(6.6) 

2. 复化梯形公式截断误差

h32二l
由 ι(1) = 1(1) 一月(1) = 一一 )J气~i) ， 根据均值定理，当 f E C2 [α ， b] 时，12 L..J 

存在￡ ε[α， b]， 有

2二 f"(Çi) = 旷"但)
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于是

h3 ~If (r\ h2 
{L _\ zllfr\ (b α)3 

ι(f)=-I豆f"但)=一画(b - a)1"也)=-1局~ 1"((,), αζ ￡ ζ b (6.7) 

由此看到复化梯形公式醋的截断误差按照 h2 或说主的下降速度下降，事
实上，可以证明，只要 f(x) 在 (α ， b) 上有界并黎曼可积，当分点无限增多时，复化梯

形公式收敛到积分 I(f)=fωz
记 M2 = α123去b If气功 1 ，则

(b - a)3 
>r 

" 

( 1 \ IEn (l)1ζ 丁再~ M 2 =0 l剖
对于任给的误差控制小量 ε>0，

(b - a)3 川 , 古怪 、 | 
12n2 

.1 V.L2 、』叫"卢| +1 

就有 |ι(1)1 <ε，式中[.]表示取其最大整数-

6.2.2 复化 Simpson 积分

把积分区间分成偶数 2m 等分，记 π=2隅，其中 n+1 是节点总数， m 是积分子

区间的总撒数 记Uh=?，{队←Z均俨4卢=斗α+呻仇仇， i户川t仨叫=斗0队，
上用 Si皿mp严80阻n 数值积分公式，得到复化 Simpson 公式，记为 Sn(l).

1 复化 Simp80n 积分计算公式

I伴 tf(x)dx=言 72fh)出

而

LZ24+2 h 附凶f(x)dx = -~. [f(X2') + 4f(X2Hl) + f(X2H2)] 丢面 fl4J (ω 

τ二~ 2h 
Sn (l) = ~ -~. [f(X2') + 4f(X2Hl) + f(X2H2)] 

也~O

称

。
。

au 
l 

) 
L
υ
 

,J + 2 z rJ M艺
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为复化 Simpson 积分公式，它是 f(x) 在 [X2i' X2i+2J 上采用 Simpson 积分公式叠
加而得，下面用圄 6.5 显示复化 Simpson 积分计算公式中节点与系数的关系，取

2h.- _ 
n=8， 在每个积分区间上提出因子 后，二个节点的系数分别是 1， 4， 1; 将 4 个

6 
积分区间的系数按节点的位置累加，可以清楚地看到3 首尾节点的系数是 1，奇数点

的系数是 4，偶数点的系数是 2. 

则

!IQ 2在 .7i;! .7i;! Z马 xs 213 宜与

1 4 1 
1 4 1 

1 4 1 
1 4 

1 4 2 4 2 4 2 4 

固 6.5 复化 Simpaon 积分系数

2. 主化 Simpson 公式的截断误差

设 fε C4[a， bJ ， 在 [X2i' X2i+2J 上的误差为

(2h)5 
-f(4}(&), 224 < 54 < 22t+2

2880 

当

1 

I (f) - 8n (f) = -~担任1f(4)(&)=-m与(句)
2880 口 2880

=材尸)叫司)5 f(4} (ç)，以b (6 .9) 

截断误差按照 h4 或 ι 的下降速度下降，可以证明，只要 f(刊 (a， b) 上有界
n~ 

并黎曼可积，当分点无限增多时，复化 Simpson 公式收敛到积分 I仲 f阳也

记

则

地=黑blfμ}(x) 1 , 

(b 一 α)5 • r r\ ( 飞
IE,..(f) I ~ ~:on:丁地 =01 丁 l

:.I:ððUm~ 飞 m~1

对任给的误差控制小量f: > 0，只要

就有 IEn (f)1 < f:. 

(b- a)5 u ~_ 
2880m41V"'4 、 ι +1 
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例 6.3 I(卜l'他计算中要求有保留 4 位小数用复化梯形和复化
Simpson 求积公式的分点应取多少?

解 f(x) =ex , f"但) = f(4)(X) = 民 If'(x) 1 = If(4)(X) Iζe， Oζz 运1.

由复化梯形误差公式z

(b - a)3 
II(f) - Tn (f) 1ζIarll42= 画雨已 ζ 豆 10-4

计算得 n=67.3， 复化梯形公式至少取 n=68.

由复化 Si皿pson 误差公式，

II(f) - Sn(f) 1ζ 苟J寸10-4

在复化 S时n 中取 m = [~l + 1 = 2 或 n=4

6.2.3 自动控制误差的复化积分

复化积分的误差公式表明，截断误差随分点"的增大而减小，对于给定的误

差量 ε，用估计函数导函数的界的方法可计算出 n. 用误差公式计算满足精度的分

点数，像是在做一道计算导数 If(n) (e)1 上界的微积分习题(如例 6.3 所示)，没有可

操作的一般性，也就无法确定分点数 n. 在计算中常用误差的事后估计方法，即用

IT2n(f) - Tn(f)1 估计误差.

其中

1. T2n (f) 的计算公式

对定积分 {f(巾，取分点 n=2， 其中 X2 = 芋，

取分点 n=4，

b - a (f(α) . f(b) 飞
巧 (f) = - n - I ' ~-， + ' ~-， + f(X2) I 2 \ 2 2' ,,-., J 

b- a (f(α) , f(b) 飞
T4(f) = - 4 - l ' ~-， +τ +f(町) + f(勾) + f(勾) ) 

=?+干(削+阳))

Z1=;但+hL Z3=;(Z2+b) 

可以看到， T4 (f) 的值是 T2 (f) 与新增分点 {!(x，)， f(X2) , f(勾)}的组合如图
6.6 所示.
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1出 f(功 f(功

x!,! 
a x!,! 

z 
。 I a 

圈 6.6 T2(f) 与 T4(f)

一般地，每次总对前一次的小区间分半，分点加密一倍，并利用老分点上的函

数值，只需计算新增分点的数值后再算其和.

对川上 n 等分， hn =牛

马(f) = hn [护(α)+Zf叫川)]
记[鸟， XHIJ 上的中点为 XH1/2' 则

叮B
E
B
E
E
-
-

」

'o r'" 
1-2 + "," ,,, + z rJ M

Z同

+ z ，
，
，
‘
、

fJ H
Z剖

+ 、.. ,, α
 

2'd 
'A-qh 

FBEBEE--L 

ι
-
2
 

一
-

gtd 
n ,a 

T 

=号[主(α)+Ef叫叫+骂川)

T2n仲;肌(f) + Hn(f )J (6.10) 

其中

且(f) = hn 艺 f(XH1/2)

或

zn=?+唁f(α + (2i - 1)h2n) 

其中

h?~ = 芒些
M'. 2n 

类似地，可得积分节点为 n 和拙的 Simpson 求积公式的关系式

1 _ ,_, 1 
82n(f) = 豆8n(f) + ~(4H2n (f) - Hn (f)) (6.11) 
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2. 1玛n (f) - Tn (f) 1 与 11(f) - T2n(f) 1 

由误差公式
(b 一 α) , 2 

(f) 且(f)=1豆町 '(ç)

(b-a) (h飞 2
(f) - T2n(f) =-~豆 l~) 1"(叮)

) 1 ( 

(2) 

由于附)=;艺时，)，1" (可)=丰艺 1"(1/，)， 分别为 n 及 2n 个点上的

均值，可视 f气。由 f气叮)，由 (1) 和 (2) 得到

1(f) - Tn (f) 阳 4(1(f) 玛n(f))

表明 Tn(f) 的误差大约是 T2n (f) 误差的 4 倍
或

1 (f) - T2n (f) 寸(T2n (f) - Tn(f)) (6 叫
由此，对任给的误差控制量ε>0，要 11(f)-T2n (f)1 < ε，只需|玛n(f)-Tn (f) 1 < 

3ε 即可，而用|玛n(f) - Tn (f) 1 作为精度控制方法简单直接.

3. 自动控制误差的算法描述

从数值积分的误差公式可以看到，截断误差随分点 n 的增长而减少，控制计

算的精度也就是确定分点数 n. 在计算中不用数值积分的误差公式确定分点数 n

的理论模式，而用 IT2饲 (f) 马 (f) 1 <ε 作为控制，通过增加分点自动满足精度

的方法称为数值积分公式的自动积分法.在计算中构造序列 T饵，玛n ， T4n ，"'， 直到

|巧=-T=I < ε 或因ιTml < ε 时停止计算，并取 1 (f) 田 T2m (f). 
IT2m l 

下面描述复化数值积分公式的自动控制误差算法.

step 1 输入:误差控制精度 e = eps; 初始分点佳 n=m

step 2 计算 n 分点的复化梯形积分丸 ， T2=Tn 

T1=T2+100 !选代计算中T1和 T2 分别表示且和 T2n
step 3 while 1 T1一T21>ε

Tl=T2 

H =Hn !计算新增节点的佳 Hn(f)=hn艺 f (XH主)
T2= (T1+H) /2 

h=h/2 , n=2n 

end while 

l 将区闯一分为二
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step 4 输出积分值 T2

在自动控制误差算法中初始分点值不宜过小，以防止假收敛-

6.2.4 龙贝格 (Romberg) 积分

l. Rβmberg 积分公式

前面得到的且(f)， T2n (f) 的关系式 (6.12)，将 (Tn (f) -T2n (f)) 作为 T2n (f) 的
修正值补充到 I(f)， 即

I(f) 目 24f)+;(L(f)Tn(f))=;L;江 = Sn (6.13) 

其结果是将梯形求积公式组合成 Simpson 求积公式了.截断误差由 O(h2 ) 提

高到 O(h4) 了.这种手段称为外推算法.外推算法在不增加计算量的前提下提高了

误差的精度外推算法是计算方法中的一种常用手法

不妨对 S2n (f), Sn (f) 再作一次线性组合

f(4)(ç) 
I (f) - Sn (f) = - J : ~~') h4(b α) 阳 dh4

180 

I(川n(f) =一守 G)'(卜的时 G)'

I(f) 臼 S2n(f)+1(S2n(f)-Sn(f))=Cn(f)
15 

(3) 

(4) 

复化 Simpson 公式组成复化 Cot田公式，其截断误差是 O(h勺，同理对 Cotes

公式进行线性组合g

I的一句(f)=eG)"
I (f) - Cn (f) = eh6 

得到具有 7 次代数精度和截断误差是 O(h8) 的Romberg 公式z

ι(f) = c:如 (f) + 卢(乌(f) - Cn (f)) 

还可以继续对 ι(f) 做下去

为了便于在计算机上实现Romb町g 算法，将 Tnl 8"1,, G，饵，凡l' .. 统一用 Rk，j

表示，列标 j = 1 ， 2，…分别表示梯形、 Simpson、 Cot回积分，行标 k 表示分点数

n2k-1 或步长 hk=￡
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Romberg 计算公式z

R 'k ,j-l - Rk-l ,j-l 
Rk,j = Rk,j-l + --""J-

A
.J...;_l 

41-1 - 1 k =2,3,… (6.14) 

对每一个 k， j 从 2 做到 k， 一直做到 IRk， k - Rk-l ，k-ll 小于给定控制精度时停止

计算

2. Rρ皿.berg 算法

stepl 输入区间端点 α ， b ， 精度控制值 e ， 循环次数 M， 定义函数 f(x) , 

取 n=l ， h=b-a 

step 2 R" , = (f(α) + f(b))h/2 

step 3 for k = 2 to M 

阴阳 =(RK-11+hffM叫 /2 !hk = h/2k-l 

for j = 2 to k 

{Rk,; = Rk,;-l + (Rk,;-l - Rk_l ,;_1)/(4i-1 - 1)} 

iflRk,k - Rk-l ,k-ll < e 退出循环

} 

step 4 输出 Rk，k'

Romberg 算法按表 6.2 元素的行序进行运算， {岛， 1 ， R:叩，岛，2，…}.对上面的
算法进一步优化，在计算中每个元素只用到上一行和本行的元素，只需保存两个一

维数组，令鸟"为 R，，;， Rk-l，; 为Ro，;，在每计算一行元素后，要将岛，j =争{Ro，;，

j=1 ,2,"', k} 

表 6.2

a
b
岛

R2,2 

Rs,2 Rs,3 

R.n,1 R.n,2 R.n,3 R.n,m 

*6.3 重积分计算

在微积分中计算二重积分是用化为累次积分方法进行计算的.计算二重数值

积分也是计算累次数值积分的过程为了简化问题3 我们仅讨论矩形域上的二重积
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分有很多非矩形域上的二重积分可作变换将其转换到矩形域上.

[[f(叫出句

其中 α， b， c， d 是常数， f怡， y) 在 D 上连续.像在微积分中一样，将二重积分化为累

次积分

或

j:!:川崎= [([ f(x， y)牛

j:j:川崎=fUM斗 dy
二重积分的复化梯形公式

对区间 [α ， b] 和性，叫分别选取正整数阳和 n， 在 z 轴和自轴上分别有步长

扫
一
n

LM 

用复化梯形公式计算 [f(叫

[ρρd飞川f刀(叫臼叫k [~卡;封扣抖机贝巾f(x，怡饥阶Z凯，
再将宙当作常数，在 z 方向上计算 (6.15) 中每一项的积分，有

(6.15) 

l 
O WM Z ,J 卢

艺
创

+ O MM m z gJ 
-A-04 + ) 

。"
。

o z ( rJ 
-A-qa I L"-q4 ~~ Z JU 

。
"uu z ( rJ 

b r'''''6 1A-qa 

; f f叫Z用 ~ [卡扣护;封扣f只(句川叫叫， y仇叫白执叫附叫饵d山)忡叶+寸;f(肌Z句川叫=，叫，品叫仇叫)号阳

[三叫dz=ZLb叫出

自h~ [~f(岛的)+抖的)+言巾的)]

=hZEf(凡的)+;f(zm，的)] +h~~川)



则

*6.3 重积分计算

.t l d 

f(x ， y)dx句

叫kU[f(川) + f(xm , Yo) + f(叫) + f(xm , Yn)] 

+;斗桔l居言川乞号f(怡z叫叫，品叫伽叫)苦(阳川叫z勾凡叫叫o肌峭叫，尚叫的ω)苦问

+ZEf(zz，的)

=hk艺艺句，;f(x" 的)

.127. 

积分区域的 4 个角点的系数是 1/4， 4 个边界的系数是 1/2，内部节点的系数是1.

二重复化梯形的截断误差

(d - c)(b α) (L2 82f(可， μ) , '.282f(可，再)飞
E(f)=一 l h +k l , 矶哼 E [，α， b] ， μ， 71 E [c， 司

飞 8x2 ,.. 8y2 } 

例 6.4 用复化梯形计算二重积分[[叫
解 f(x ， 自)如表 6.3 所示，

表 6.3

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 

0.00 0.841471 0.948985 0.997495 0.983986 0.909297 

0.25 0.873575 0.966827 0.999966 0.970932 0.68153 

0.50 0.948985 0.997495 0.983986 。因9297 0.778073 

0.75 0.999966 0.97四32 0.88153 0.737319 0.547265 

1.00 0.909297 0.778073 0.598472 0.381661 0.14112 

白"的数值列表如下z

。 1 2 3 4 

1/4 1/2 1/2 1/2 1/4 

1/2 1 1 1 

1/2 1 1 1 

1/2 1 1 1 

1/4 1/2 1/2 1/2 1/4 
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I I 血(x2 + 自)dxdy =0.25 * 0.251 ~(0.841471 + 0.9阴97+0.9舰97+0山2)
JO J1 l宦
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+ 0.983986 + 0.9ω297 + 0.970932 + 0.88肌 0.737319)]
=0.873601 

f[Sin仙y)dxdy 的准确值是 0.886176
例 6.5 计算二重积分的 Simpson 数值积分公式及其误差.

设对 [α， b]8 等分，对 [c， d] 6 等分，复化积分公式系数如下z

8-1424241 
7
-
4
M
8
M
U
8

四
4

6-2848482 5-4m8m8M4 4-2848482 
3
-
4
m
8

四
8

四
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1
7
4
M
8
m
8

四
4
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一
0
1
2
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4
5
6

二重复化 Si皿pson 数值积分公式:

tt川

μ，再 E [c， 司η，可 E [a,b] , 

二重复化 Simpson 的截断误差.

(d 一功(b-a) (L484f(叮， μ) , ，_.a'f(可，再)
E(f)=l h+k l 

飞 8x4 ,.. 8y4 ) 

高斯 (Gauss) 型积分

的 1 节中， 1仲

*6.4 
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分公式为

ι(1)= 艺时(的)
i=O 

它至少有 n 阶代数精度，本节取积分节点数从 1 到 n， 即 {Xl ， X2l'" ， X叶，则 1(1)

关于 {X川2，'" ， Xn } 的 Newtou凸tes 数值积分公式 ι(1)= 汇向f(x;)至少有
也~1

n-1 阶代数精度.我们要提出的问题是z 具有 n 个积分节点 {x" 吨，'" ， Xn} 的数
值积分公式最高能达到多少阶代数精度，精度是否与积分节点的选取有关

定理 6.2 1伴tf(仰关于积分节点{… ， Xn } 的数值积分公式

ι(1)=汇叫(X;)
i=1 

的代数精度不超过如一 1 阶

证明 取 2n 次多项式 f(x) = (x - X1)2(X - X2)2 … (x - Xn)2 ， 则有

1(1)= t时也〉口
而

ι(f) = L a;j (的)=0

故数值积分公式 1n(l) 的代数精度不可能达到如阶

6.4.1 勒让德 (Legendre) 多项式

n 次多项式

Ln(x) = 古￡(zL1)"
称为勒让德 (Legendre) 多项式， {L饲 (x)} 为 [-1 ， 1] 上的正交多项式系，即

(Ln(x) ，叫〕 =jLLn队t巾=白，
关于 Ln(吟，它具有如下性质z

(1) Ln(x) 在 (-1 ， 1) 上有 n 个相异的实根 zin) ， zFL -JIZ) 

(2) Ln(x) 在 [-1 ， 1] 上正交于任何一个不高于 n-1 次的多项式，即若 P(X) 为

一个不高于 n-1 次的多项式，则

ω 
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6.4.2 Gauss-Legendre 积分

对于 1(1) = .t f(x)缸，由定理 6.1，具有 n 个节点的数值积分公式的代数精
度不超过 2n-l 阶，若其数值积分节点 {X1 ， 句，… ， Xn} 可自由选取，那么其数值
积分公式的代数精度是否能达到 2n-l 阶，回答是肯定的.

定理 6.3 对阳仲 Lρμf只(阳Z
{杠z「俨)， zF俨)".. ， x~n)} 为数值积分节点，则其数值积分公式

ι(1)= 艺"，ln) f(xl
n)) 

i=l 

具有 2n-l 阶代数精度

证明 计算数值积分误差

时)=LfhFLZFLdhl(z zin)bd))(z dz))dz 

若 f(x) 为一个不高于如一 1 阶的多项式，由差商性质 1.3 ， n 阶差商函数 fhin) ，
zFL. ， zf) ， zl 为一个不高于 n-1 次的多项式，注意到 (x-xín))(x-x~n))... (X

zf)) 与 Ln(x) 仅差一个常数，于是由 Ln(x) 的截断误差

En(l) = 0 

即对于任何不高于 2n-l 次多项式 f(x) ， 数值积分公式都是精确的.

具有 n 个积分节点，代数精度为如一 1 阶的数值积分，称为 Gauss 积分，记为

Gn(l)， 在 [-1 ， 1] 上的 Gauss 积分公式为

Gn(l) = 艺中) f(xln)) 
i=l 

其中， {zT) ， zin)γ.. , x~n)} 为正交多项式 Ln(x) 的 n 个零点，而

_(n) _ {' (z zF)) … (zdl)(z zZI) … (x - x~n))ι 
「人1 (xl

n) - xí
n))... (xjn) - Xt:),) (xl

n) - x出)… (xln) _ X~n))… 

G咀回s 积分是高效数值积分公式，同时它具有良好的性质，如其积分系数均大

于零(臼jn) 〉 0)，故其高阶公式有很好的稳定性质.又如对于连续函数 f(吟， Gauss 

积分序列 {G，(1)，由 (1)， …， Gn(l)， …}收敛于 1(1)， 这是一般数值积分序列所不
具备的
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对于一般区间的积分 1(1)= 才fρbVfM
积分公式:

一才α ￡ιL f忱划n叫L:{阳(归α +b的) + (仙←b卜一州叫
G叫ωGn(1)川J州(υωfη) = 2 兰ννα叫i'lt) f川l ,- , -, ';- -r, ) 

.131. 

Gauss 积分的积分节点 {x~n)} 及积分系数 {α~n)} 由表 6.4列出

γz 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

表 6.4

(η) 
z t 

(n) 
α 也 n 

(γ，) 
z t 

(η) 
α 1 

。 2 士0.6612093865 0.3607615730 

士0.5773502692 1 士0.2386191861 0.4679139346 

土0.7745966692 。.5555555556 7 士0.9491079123 0.1294849662 

。 0.8888888889 土。.7415311856 0.2797053915 

土0.8611363116 0.3478548451 土0.4058451514 0.3818300505 

土0.3399810436 0.6521451549 。 0.4179591837 

土0.9061798459 0.2369268851 8 士0.9602898565 0.1012285363 

土0.5384693101 。.4786286705 士0.7966664774 0.2223810345 

。 。.5688888889 士0.5255324099 0.3137066459 

土。.9324695142 。.1713244924 士。.1834346425 0.3626837834 

例 6.6 应用两点 Gua卧Legendre 积分公式计算

I=jJtc叫Z
解查表有 42)= 一0577350， zf)=0577350，可 =42)=1

G 2 (x2 cos x) = (-0.577350)2 cos( -0.577350) + (0.577350)2 cos(0.577350) 

= 0.558608 

例 6.7 应用三点 Gauss-Legendre 积分公式计算

I的=乙 c叫Z
解 查表有

xi3) = -0.774597, x~3) = 0 , x~3) = 0.774597 
(3) _ (\ """" '"'' ~ (3) _ (\ 00000(\ ~ (3) t' = 0.555556， αr' = 0.888889， αr' = 0.555556 

/ππ飞 /ππ飞 (3)
l 一一+一 1+1 一+一 I xi 

于是，叫 =~2 ' 2) 飞 2 ' 2)i =Ui3) , z2=0, 23=UF) , 2 2 

白(cos功 = ~ [ai3) ∞s (~XP)) + αF)叫十 α2) ∞S(~X~3) )] = 2.0附9
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6.5.1 差商与数值微分

1 差商

第 6 章数值积分和数值微分

6.5 数值微分

当函数 f(x) ;是以离散点列给出时，常用数值微分近似计算 f(x) 的导数 f'(x).

在微积分中，导数表示函数在某点上的瞬时变化率，它是平均变化率的极限;在儿

何上可解释为曲线的斜率，在物理上可解释为物体变化的速率.

下列 f'但)导数的三种定义形式g

f(x + h) - f(x) 
f'(z)=lEZ丁

f(x) - f(x - h) ,,_ f(x + h) - f(x - h) 
=l出一 h 一=问 2h (616) 

在微积分中，用差商的极限定义导数，在数值计算中，导数用差商(平均变化

率)作为近似值.最简单的计算数值微分方法是用函数的差商近似函数的导数，即

取极限的近似值，下列是与 (6.16) 相应的 3 种差商形式的数值微分公式以及相应

的截断误差

(1) 向前差商

用向前差商(平均变化率)近似导数有

f (xo + h) - f(xo) 
f'(xo) 臼 h(6.1η

xo+h 的位置在 xo 的前面，因此称为向前差商.同理有向后、中心差商的定义.

由 Taylor 展开

ι2 

f(町 + h) = f(xo) + h!'(句)+孟j"(ç) ， 句 ζE 运町 +h

得向前差商的截断误差阶

f (xo + h) - f(xo) 
R(z)=f'(mo)- h =一豆j"(ç) = O(h) 

(2) 向后差商

用向后差商近似导数有

f (xo) - f(xo - h) 
f'(xo) 田 h(618)

与计算向前差商的方法类似，由 τ'aylor 展开得到向后差商的截断误差阶

f (xo) - f(xo - h) 
Rh)=f'(zo)h=0(h) 
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(3) 中心差商

用差商近似导数有

由 Taylor 展开

f (xo + h) - f(xo - h) 
f'(xo) 臼

2h 

J, 2 J, 3 

f(xo + h) = f(xo) +时'(xo) + 二f"(xo) + 二/'"他)2!" \-U/ ' 3! 

得

L2 L3 

f(xo - h) = f(xo) 一时'(xo) + 二f"(xo) 一二/'"他)2!" \-U/ 3! 

f(xo + h) 一 f(xo - h) h2 
R(x) = f(xo) - J ,-u , ,., nL J ,-u ,., = - ~.n [f"'(己) + l' 气。)[

2h 12 
.2 

=一亏尸(ç) = O(h勺， 均 -h ζ ç';;xo+h

例 6.8 构造中心差商的外推公式.

.133. 

(6.19) 

h2
.." • h3 ..." . h4 

解 f(xo-h) = f(xo)-hf' (xo)+ '~， f" (xo)- '~， f"'(xo)+ ';, f(4)(XO)+O(的 (1)2!" \-V/ 3! 
h2

.." • h3 
..,,, • h4 

f(xo + h) = f(xo) +时'但o)+fH(zo)+fH(zo)+f(4)(zo)+O(以) (2) 21 J \-V/ I 3! J \-V/ I 4! 
((2)一 (1))/2h 得

记

, .2 

f'(xo) = 二[f(xo + h) - f(xo - h)] 生产3)(XO) + O(的
2h 

N
1
(h) = f_(xo + h)牛f(均一)

f川阳削(阳刨勾叫)=N矶叫附叫1(卅耐(仙例h均) 一 丁f严卢严(归仰3功) (句叫) +O(仙h4乍N矶附1(油(伪h川

f川(阳z句牛0

(4.(但4)一(伺阴3剖))/3

1'(句)=H叫~)川)) +O(h4)叫(h)

1 G) 
)=矶。)+石
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继续外推下去，得到

川、 N吗J-l (~)一 N吗j叫-
吗(仙例h叫) = fI:吗J-l l ~) + 飞，-乙ι一J咱 , j = 叭

f仇削(归阳ωz句叫0ω)= 吗 (约十 O(h2i)

2. 差商的儿何意义

f(xo + h) - f(xo) 
微积分中的极限定义 f(zo)=lim ，表示 f(x) 在 x = Xo 处

h• Õ h 

切线的斜率.即图 6.7 中直线 P 的斜率，差商 f(xo + h) - f(xo) 表示过(句， f(xo)) 
h 

和 (xo + h, f(xo + h)) 两点直线 Q 的斜率，是一条过 Xo 的割线，用近似值内接弦的

斜率代替准确值切线的斜率.

11 

。 l1l+h 

圄 6.7 徽商与差商

Q 

P 

z 

例 6.9 给出下列数据，计算 1'(0.02) ， 1'(0.06) , f'(0.10) , /,,(0.08). 

z 

f(x) 
0.02 

0.0199987 

0.04 

0.0399893 

0.06 

0.059964 

0.08 

0.07~四147

解 1'(0.02) 但 (0.0399893 - 0.0199987)/(0.04 - 0.02) = 0.99953 

f'(0.06) 用 (0.0799147 - 0.0399893)/(0.08 - 0.04) = 0.998135 

f'(0.10) 臼 (0.0799147 - 0.0998334)/(0.08 - 0.10) = 0.995935 

1"(0.08) 用 (0.995935 - 0.998135)/(0.10 - 0.06) = -0.055 

3. 设定最佳步长

0.10 

0.0998334 

在计算数值导数时，它的误差由截断误差和舍入误差两部分组成.用差商或插

值公式近似导数产生截断误差，由原始值锐的数值近似产生舍入误差在差商计
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算中，从误差的逼近阶的角度看， Ihl 越小，则误差也越小;但是太小的 Ihl 会带来较

大的舍入误差.怎样选择最佳步长，使截断误差与舍入误差之和最小?

一般对计算导数的近似公式进行分析可得到截断误差的表示式，以中心差商为

例，截断误差不超过
h2 

• • h2 川
IIM3=lfm皿 I f"' (x) I 

而舍入误差可用量(证明略);估计，其中 e 是函数 Yi 的原始值的绝对误差限，总

误差为 fM3+ 芝，当{些M3+ 斗，些M3 主 =0 时，达到最小值2, - \ 6 
.._" . 

h J 3 
.._" h2 _"0 , 

h=JZ 
可以看到用误差的表达式确定步长，难度较大，可行性差.通常用事后估计方

fh 飞
法选取步长 h 例如，记 D(h， x) ， D l 产)为步长为 h， 豆的差商计算公式 f' (x) ，

1_.. . _ fh 飞|
给定误差界 0，当 ID(h， x) -D l~，叫 1<0 时，步长 h 就是合适的步长-

6.5.2 擂值型数值微分

对于给定的 f(x) 的函数表，建立插值多项式 L(x) ， 用插值函数 L(x) 的导数近

似函数 f(x) 的导数.

设 {xi ， i=0， 1 ，'" ， n} 为 [α ， b] 上的节点，给定{(町， f(Xi)) , i = 0, 1,'" ， n}. 以

(町 ， f(Xi)) 为插值点构造插值多项式 Ln(x) ， 以 Ln(x) 的各阶导数近似 f(x) 的相应

阶的导数例如，

嗣同 Ln(x) =艺创x)f(x，)
i=O 

f' (x) '" L'n(x) = Ll',(x)f(xi) 
i=O 

当 x=勾时， f'(x;) = Ll:(巧)f(叫， j=O， l ，"'， n.

误差项

d (f(n+1)(ç) 占 1R(x) = ~-_I ',_ , ，'~，' 11 (x-x川l(n+1)!11 l 

古 f(n+1)(ç)
R(x;) = 川 (x; - Xi) 

些 (n + 1)! 
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例队10 给定(句， f(均))， i = 0 ， 1 ， 2，并有 X2- Xt=Xt- xo=h， 计算

f'(xo) , f'(x ,), f'(X2)' 

解 做过(岛， f(均))，也= 0 ， 1 ， 2 的插值多项式

(x - x ,)(x - X2) ,,__ , , (x - xo)(x - X2) 
L2(z)= , f(zo)+ , f(Z1) 2h2 ",-U/ ' _h2 

(x - Xo)(X - X,) 
2h2f(h) 

f'(x) =L~(x) 

一 f(xo) ,_ _ , _ _, f(x ,) 
一 (x - x, + x - X2) 工豆 (x - Xo + x - X2) 

2h 

+且兽(X-Xn+X 一町 1
2h2 飞 -U 四.，

将 x= 均代入 f'(x) 得三点公式:

f'(xo) 自 1(3f(zo)+4f(Z1)f(句))
2h 

f'但，)自 1(-f(zo)+f(阳))
2h 

f'(X2) 自 1U(zo)4f(Z1)+3f(Z2))
2h 

利用 Taylor 展开进行比较和分析，可得三点公式的截断误差是 O(h2 ).

类似地，可得到五点中点公式和五点端点公式z

f'(xo) 阳]一 [f(笃。一 2h) - 8f(xo - h) + 8f(xo + h) 一 f(xo + 2h)] 
12h 

L4 

+孟户的 (e) ， e E [句执町+劫l

f(zo)=][-25f(zo)+48f(zo+h)-36f(zo+2h)+16f(zo+3h) 
12h 

ι4 

叮(均 + 4h)] + 亏f阴阳， e E [句，均 +4h]

例 6.11 用样条插值计算数值微分.

解 把离散点按太小排列成 α =xo < 凯〈… < Xn = b， 利用 m 关系式构造

插值点 {(x" f(x，))， 也 =0， 1 ， 22·· ，"}的样条函数 S(x) 的过程中，计算一阶导数的

方程组，计算 {f'(x，) = 叫， i = 0, 1,… ,n}. 



习题 6

习题 6

1 计算下列两种矩形积分公式的余项

叫bf(Z)dz阳仰 α); 但)(仰Z 目 f(a;b) (b-a) 

2 如=牛， XO=a， Xl= α +h， X2=b， 确定下列求积公式的代数精度z

.t f(x)dx 自〉f(ZI)+;〉制

3 构椭造积酣分 1(σ忏f

1(f)= α .j(一h均)+αof(O时) +a.j(但2h均) 

4 用梯形公式计算2

叫
1

而EdZEO)f(22-z)dz
5. 用 Simpson 公式计算下列积分E

叫~v'2=函dXi 叫ν x)dx
6. 设函数由下表给出 E

z 

f(x) 
0.60 

5.70 

0.80 

4.60 

1.∞ 

3.50 

1.20 

3.70 

分州别用腥复化峭梯脚复跳化 s恤rmp阳m删n 公侃式计浦算 /0:" f( 

7 设函数由下表给出 E

1.曲

4.90 

z 

f(x) 
2.10 

2.50 

2.12 

3.00 

2.15 

4.50 

2.16 

3.50 

用复化 Si皿.pson 公式计算 [;2 f(x) 

8. 1(1阳nx叶z

IRk凯，k 一 Rk-1，k-11 < ε 

时停止，并做出Romberg 积分数值表

9 用复化梯形计算二重积分:

∞ LL吨d叫取 m=n=4j

1.60 

5.20 

2.17 

3.00 

.137. 

1.80 

5.50 

2.20 

2.90 
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(叫2勾)听12μ川21γ12右dx叫毗d
10. 用具有 3 阶代数精度的 Gauss-Legendre 积分公式计算下列数值积分值:

(1) 汇(川+明 (叫仙x)dx
11 设函数 f(x) 由下表给出:

z 0.00 0.02 

f(x ) 11.00 9.00 

分别用向前、向后差商公式计算 1' (0.02) ，1' (0.06).

12 设函数 f(x) 的数值由下表给出:

z 

f(x) 

0.00 

1.70 

0.10 

1.50 

用向后差商公式计算 f气0.20) ， f气0.40).

13 设函数 f(x) 的数值由下表给出:

立: f( x ) 

0.06 0.871475 

0.07 0.876022 

0.08 0.880446 

0.09 0.884748 

。.10 0.88893 

0.20 

1.60 

z 

0.11 

0.12 

0.13 

0.14 

0.15 

0.04 

7.00 

取不同的步长计算 1'(0.10) ， 观察误差变化规律，从而确定最佳步长.

14. 给出下列数据:

0.30 

2.00 

z 
f(x) 

0.51 

0.126975 

0.52 

0.134356 

0.53 

0.142004 

0.54 

0.149922 

分别用三点和五点公式计算 f(0.535).

15 构造数值微分公式

1'(0) 勾 cd(- h) + c2 f(0) + c3f(2h) 

f气。)但 dtf(- h) + 也f(O) + d3f(2h) 

0.06 

10.00 

f(x) 

0.40 

1.90 

0.892995 

0.896943 

0.90078 

0.904506 

0.90812 

0.55 

0.158113 
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在描述系统的动态演变时，例如，物种的增长和蜕变、物体的运动、电路的振

动瞬变、化学反应过程等，都能表示为以时间 t 为变量的常微分方程或方程组

物体冷却过程的数学模型

2=-M一问)

它含有自变量 t，未知函数也以及它的一阶导数 2 是一个常微分方程在微
分方程中我们称函数的自变量只有一个的微分方程为常微分方程，函数的自变量个

数为两个或两个以上的微分方程为偏微分方程.显然，微分方程的解有可能不唯一.

因此，我们通常会加上一个或多个的附加条件给定微分方程及其初始条件，称为

初值问题，给定微分方程及其边界条件，称为边值问题.

本章主要讨论如下的常微分方程的初值问题

或记为

(UZ)工川)， α杠。

(去 = f(x , y) , a :;;; X :;;; b 

y(α)= 驹，

(7.1) 

只有一些特殊形式的 f怡， y) ， 才能找到它的解析解;对于大多数常微分方程的

初值问题，只能计算它的数值解.常微分方程的数值解不是解析解的近似函数，而

是解 y(X) 在一些特定点上的近似值.首先对区间 [a， b[ 作一个剖分，确定特定点列

{Xn ,n = 1, 2,... ， m}. 用函数在这组点列上的函数值 {Y(Xn) ， n = 1, 2,... , m} 描述

函数以X) 求解 Y(Xn) 的数值方法，我们把它叫做有限差分方法在数值计算中，我

们只能得到 Y(Xn) 的近似值，记为自π. 称点列 {Yn ， n = 1 ，丸 ， m} 为格点函数.

在计算中约定 Y(Xn) 表示常微分方程准确解的值， Yn 表示 Y(Xn) 的近似值.这

种把区间分割为小区间的方式，我们称为数值离散方法.它是求解微分方程数值解

的基本手段

除了有限差分方法，求解微分方程数值解的方法还有有限元和有限体积方法

本章主要介绍解常微分方程的差分方法.这是一种简单、通用性强、应用广泛的

方法
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7.1 欧拉 (Euler) 公式

7.1.1 基于数值微商的 Euler 公式

简单起见，对求解区间 [a， b] 作等距分割的剖分记步长为 h= 仨墅，则 {Xn = 

α+仙， n=O， l ， … ， m} 用差商近似导数求解常微分方程

1.用向前差商近似 y'(X)

作出自(X) 的在 X= 均处的一阶向前差商

Y(Xn+1) - y(xn) 
Y'(Xn) ""一一一五一一一

由微分方程 (7.1) ，

于是

Y'(Xn) = f(xn , y(xn)) 

自(Xn+1) - y(xn) 
f(xn , y(xn)) 阳一一一王一一-

Y(Xn+1) = 自(Xn) + hf(xn , y(xn)) 

得到计算自(向+1) 近似值 Yn+l 的向前 Euler 公式2

Yn+1 = Yn + hf(xn , Yn) (7.2) 

从方程 (7.1) 中己知协，代入式 (7.2)，取 n=O， 可以得到的 j Yl 代入式 (7.2) ，

可以计算出如;这样经过 m 步后，就可以求出整个格点函数{仇， n = 1, 2,… ,m}. 

方程 (7.2) 是关于格点函数 {Yn， n = 1,2,'" ， m} 的方程，我们称为差分方程.

由自η 直接算出机+，值的计算格式称为显示格式，向前 EuIer 公式是显示

格式

2 欧拉方法的几何意义

以 f(xo ， Yo) 为斜率，通过点 (Xo ， Yo) 作一条直线，它与直线 X=町的交点就是

饥依此类推，协+，是以 f(缸， Yn) 为斜率过点(缸， Yn) 的宣线与直线 X= 句+1的
交点也称 Euler 法为 EuIer 折线法.如图 7.1 所示.
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U 

z 
。|勾 Xl :l2 1￥ X4 

图 7.1 Euler 折线法

例 7.1 假定某公司的净资产因资产本身产生了利息而以 4%的年利率增长，

同时，该公司以每年 100 万的数额支付职工工资净资产的微分方程

dω = 0.04ω100 dt ~ . ~ ~~ ~~~， t以年为单位

分别以初始值 x(O) = 1500, y(O) = 2500, z(O) = 3500，用 Euler 公式预测公司 24 年

后的净资产趋势.

解 ωn+l = ωn +h(0.04ωn -100) = 1.04ωn一 100 ， h = 1. ω。分别以 xo = 1500, 

yo = 2500, Zo = 3500 代入，计算结果见表 7. 1.

表 7.1

n X n Yn Z n n X n Yn Zn 

1 1460 2500 3540 13 834.926 2500 4165.07 

2 1418.4 2500 3581.6 14 768.324 2500 4231.68 

3 1375.14 2500 3624.86 15 699.056 2500 4300.94 

4 1330.14 2500 3669.86 16 627.019 2500 4372.98 

5 1283.35 2500 3716.65 17 552.1 2500 4447.9 

6 1234.68 2500 3765.32 18 474.183 2500 4525.82 

7 1184.07 2500 3815.93 19 393.151 2500 4606.85 

8 1131.43 2500 3868.57 20 308.877 2500 4691.12 

9 1076.69 2500 3923.31 21 221.232 2500 4778.77 

10 1019.76 2500 3980.24 22 130.081 2500 4869.92 

11 960.546 2500 4039.45 23 35.2845 2500 4964.72 

12 898.968 2500 4101.03 24 63.3042 2500 5063.3 

从表 7.1 可以看到当利息赢利低于工资的支出，公司的净资产逐年减少，以致

净资产为负值;当利息赢利与工资的支出平衡时， 公司的净资产每年保持不变;当

利息赢利超过工资的支出?公司的净资产稳步增长.在图 7.2 中 L1 ， L2， L3 分别表

示初始值 3500， 2500 和 1500 的三条净资产趋势曲线
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5000 
L1(3500) 

4000 

3000 

2000 

1000 

5 10 15 20 25 

图 7.2 三种初始值的净资产趋势

3. 用向后差商近似 y'(X)

作出 y(X) 在 X = Xn+l 处的一阶向后差商

u(Xn+1) - Y(Xn) 
y'(Xn+1) 何 h

乌(2500)

乌(1500)

又 Y'(Xn+1) = f(xn+1, y(xn+1))， 得到计算 Y(Xn+l) 近似值 Yn+1 的向后 Euler 公式

Yn+l = Yn + hf(xn+l ,Yn+t) (7.3) 

通常 f(x， y) 为 u 的非线性函数.因此式 (7.3) 是关于执+1 的非线性方程，需要

通过法代法求得 Yn+1' 其中，初始值 u311 可以由向前 Euler 公式提供.这种 Yn+l
在差分方程两边，需要迭代求解的格式，称为隐式格式

从算法结构上看，显式公式比隐式公式简单;从方法的稳定性和精度上看，多

数情况下，隐式公式优于显式公式.

设 f(x， y) 对 u 满足 Lipschitz 条件(请参考 (7.7) 式)，则可以使用下列最简单

的皮卡 (Picard) 迭代格式求解向后 Euler 公式:

(以1千叮川 1._('I 1 t) 

u出1) = Yn + hf(句+1Jiy1)，向- U，..L，.~， 

直到|时 -y~~11 <给定精度可以证明， h 充分小时，以上法代收敛事实上，记
ψ(y) = Yn + hf(xn+1, y) ， 则

r.p'(y) = hf1l (xn, y) 

h 充分小时，可以证明， lhf，A句， Y)Iζ hL< 1 ， 其中 L 为 Lipschitz 常数.

实际上，用显式格式得到的初始值已经很接近非线性方程的解了.为了尽量减

少迭代的次数，一般先用显式公式算出初始值，再用隐式公式进行一步迭代.称这
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样的一个过程为预估E校正过程.这样，向后 Euler 公式可以使用如下的预估-校正

公式z

又

(fh+hfMn) 
自n+1 = Yn + hf(xn+1, Yn+1) 

4 用中心差商近似 y'(X)

作出自(X) 的在 X= 阳处的中心差商

U(Xn+1) - Y(Xn-1) 
Y'(Xn) 阳 2h

Y'(Xn) = f(x饵 ， y(xn)) 

得到计算自(阳+1) 近似值 Yn+l 的计算公式z

U馆+1 =队 d 2hf(xn , Yn) (7 .4) 

公式 (7.4)称为中心差商格式.按公式 (7.4)，需要知道 Yn-l ， Yn 的值才能计算

Yn刊的值.这种格式也称多步格式在中心差商格式中，需要先用其他公式算出的，

然后才能用中心格式算出的，钩" "，这个过程称为多步格式的起步计算.不过中心

差商不是一个稳定的格式，因此，在实际计算中，不予采用.

*7.1.2 Euler 公式的收敛性

1 局部截断误差

对自(Xn+1) 在 Xn 作 Taylor 展开g
L2 

Y(Xn+1) = y(xn + h) = 自(Xn) + hy'(xn) + 蚕的çn) ， Xn ~ Çn ~ Xn+l 

由微分方程 (7.1)，可以得到

h2 

Y(Xn+1) = y(xn) + hf(xn, y(句)) +豆，Y气en) ， Xn 运 en .;; Xn+1 (7.5) 

比较向前 Euler 公式 (7均可以知道，若 Yn = y(xn) ， 则自(Xn+1) 的误差为
L2 

Tn+1 =仰叫)仇+1 =孟y"(en) (7.6) 

称为向前 Euler 公式的截断误差或称局部截断误差它是在假定前面的计算是精确

的前提下，用数值格式计算下一个点上函数值时产生的误差.

如果给定方法的局部截断误差是

T饵+1 = O(hP+1) 

则称方法是 p 阶的，或称具有 p 阶精度.可以看出，向前 Euler 公式是 1 阶精度格

式类似可以知道，向后差商公式也是 1 阶公式，而中心差商格式则是 2 阶格式.
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2. 整体截断误差和收敛性

在计算队+1的局部截断误差时，我们假定缸"值是准确的，即自(Xn) = Yn 实

际上，从计算机开始，每个 {Yk ， k = 1，匀 ，叶都有截断误差，在栋的误差会扩

散到伽+1 中，将这些前列点的误差累计到计算 Y(Xk+1) 中，称为整体截断误差.它

将决定方法的收敛性，我们将估计这一误差

由微分方程理论，为保证微分方程解的存在唯一性及稳定性，设 f(x， y) 对 u 应

满足 Lipschitz 条件，即存在 L>O， 对任意 Y，'I1， f(x ， y) 满足

If(x ,y) - f(x , '11)1 < LIY - '111 

(7.5) 与 (7.2) 两式相减得到

(7.7) 

L2 

句+1 = Y(Xn+1) - Yn+1 = Y(Xn) - Yn + h[f(缸，自(Xn )) - f(xn , Yn)] + 主宙飞)

记
) 

例
"

沪
庐
，
、

( , JU M
一
到

一
一

1 + n 
T 

故有

len+11ζlenl + hlf(xn , y(xn)) - f(xn , Yn)1 + ITn+11 

运 lenl + hLlenl + ITn+1 1 

记

T=呼叫马 1 =O(的

则有

len+11 运 (1+ Lh)leπ I+T 

因此有

len+1 1 运 (1 + Lh)[(l + Lh)len-11 + T] + T ζ 

ζ(1 + Lh)n+1 1句 1 +T+ (1 + Lh)T + (1 + Lh)2T+... + (1 + LhtT 

+11_ I , 1 一 (1+Lh)n+1T
= (1+ Lh)叶|句1+

1 一 (1+ Lh)

+1,_ , , (l+Lh)n+1 < (1 + Lht+1 1句 1 + \~ ';~"J T 
Lh 

= (1+ Lh)叫 11句1+ 主|I ,-U , . Lh I 
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对 z > 0，由公式 (1 + z)n 运 enz ， 最终可得

|阳|付+1)Lh [1句1+ 主l俨巾+ Jhl 
其中项 é(b-a)leol 由原始误差引起，当初始值为精确值时，这一项的值是。这

T 
样，向前 Euler 公式的整体截断误差为 é(b-时 .由于 T=O(h勺，所以整体截断

Lh 
T 

误差为 O(h). 当 h → 0 时， eLfeay → 0，即向前 Euler 公式是收敛的.
Lh 

收敛性反映了数值公式截断误差对计算结果的影响.

7.1.3 基于数值积分的近似公式

对常微分方程去 = f(x , y) 两边在区间 l岛， xn+ll 上积分再移项

如叶忖怡们j:71阳阳

用近似积分公式计算乙CCr叶叫+刊〉1
若取数值积分为左矩形公式:

j:::刊飞仲川怡础抽也白怡h肌μ卧叫+1 叫阳t咄=

同样可以得到向前 Euler 公式:

Yn+l = 缸'n + hf(xn , Yn) 

若取数值积分为右矩形公式:

j::飞。柏固执+1叫阳

同样可以得到向后 Euler 公式:

Yn+1 = Yn + hf(xn+1, Yn+1) 

若取数值积分为梯形近似公式.

{n+
, 
f(叫的主Xn+1 - xn) (f(xn叫叫川(川(Xn)))

=;(仇， y(xn)) +队叫(叫)))
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Yn+l = 协 + ;=纣μ(α川f只(伊川n ， y，仇附n
梯形公式也是隐式格式，可用 Picard 法代(或 Newton 迭代格式)计算协+1:

得到梯形公式z

(7.8) 

uiE1)=un+;(f(Mn)+f肌
也可以用显式的 Euler 公式和隐式的梯形公式组成的预估校正公式:

(仇+1 =宫"了(Xn ， Yn) 

仇+1 = Yn + i [f(xn , Yn) + f(xn+1， 仇+1 )1

式 (7.8) 也称为改进的 Euler 公式，它可合并写成

Yn+l = 仇 +;(f(zmb)+队叫n+ h仇， Yn))) 

用梯形公式解初值问题

(飞2dx 

自(0) = 1, 

Yo = 1, h = 0.1.用下面的法代公式，对每个点送代 4 次，

(ω ， c Y;"-í- l = Yn 十 ny;，_，

uiT)=En+;[UZ+(uiTJl 

o.二 z 运 0.4

, k = 0, 1, 2, 3 

例 7.2

解

该方程的精确解是 u=z1一，计算结果如表 7.2 所示.
1-X 

表 1.2
"-1234 IYn -y(xn)1 

0.0007 

0.0020 

0.0095 

0.0004 

y(xnl 
1.1111 

1. 25∞ 
1.4236 

1.6667 

Yn 
1.1118 

1.2520 

1.4331 

1.6763 

"
-
t
A
。
4
q
d
A
U

哩

z
-
n
υ
。
υ
n
u
n
u

Runge-Kutta 方法7.2 

二阶 Runge-Kutta 方法

作自(x+h) 在 z 点的四.ylor 展开.

h2 ." • hP ,_". h(P+1) 
y(X + h) = y(x) + hy'(x) + .~， y"(x) +... +丁沪)(x) + 沪+1)(x + 0 h) 

2!' ,-, ' 'p!' ,-" (P +1)! 

7.2.1 



7.2 Runge-Kutta 方法

1.. 2 1..1:1 

= y(x) + hy'(x) + 亏y"但)+".+号y(p)(X) +写+1(X)
~. u. 

这里 0';;0 ζ1，写+1(X) = O(hP+1). 简单记写+1 = Tp+1(X) ， 取 X=Xn1
L2 LÐ 

以仲Z均叫叶叫+札1) =仲饵n) +h均hy'(归阳叫饨n) + 亏挝ν宙j内，

由微分方程 (σ7.1)，有

Y'(Xn) = f(xn , y(xn)) 

Y"(Xn) = fx(xn ， 自(Xn)) + fy(xn , y(xn))f(xn , y(xn)) 

这样，我们可以得到任意阶精度的公式.

取 p= 1, 

Y(Xn+1) = 自(Xn) + hy'(xn) + 马(Xn) = y(xn) + hf(xn , y(xn)) +巧

截断 2 可得到计算机+，的 Euler 公式g

Yn+l = 缸'n + hf(xn , Yn) 

若取 p=2， 式 (7.9) 可写成

.2 

y(xn+d = y(xn)+hy'(xn)+孟的时+瓦+，
.2 

.147. 

= y(xn)+hf(xn , y(xn))+击队(Xn ， y(xn))+儿(Xn ， y(xn))f(xn , y(xn))l+巧

或

队+1) =y(xn) + h{ f(叫(Xn))

+吐中;却Iιω(岛川， y(何缸叫ωn)川)+忖讪儿μ'y(怡岛川叫n ，叫， Y冽自以(何Z岛叫n))νf(何川饲剧， y(怡岛叫叫n))川)刀l} + 巧 (σ7.10 
截断巧可得到 y(估Xn肿+1ο) 近似值 Yn+刊1 的计算公式2

Yn+1 = Yn+胁n，附

或

Yn+1 =Yn+ h {仇Fn)+;[儿(川n) +儿肌叫f肌叫l}
以上的公式为二阶方法，精度优于一阶的 Euler 公式 (7.2)，但是在计算 Yn+l

时，需要计算 f， 儿，儿在 (Xn ， Yn) 点的值3 因此不便于计算
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在 Runge-K utta 方法中，用 f(x， y) 在点 (X饵，自(Xn)) 和它附近的点 (Xn + 础，

Y(Xn) + bhf(xn, y(xn))) 上的值的线性组合逼近式 (7.10) 的主体.即用

ctf(Xn, y(xn)) + c, f(xn + αh， y(xn) + bhf(xn, y(xn))) (7.11) 

逼近

队，EM+;[儿(Xn ， y(xn)) +仰n， y(xn))f(川问川 (7叫
得到数值公式

Yn+1 = Yn + h[ctf(xn , Yn) + 句f(xn+ αh， Yn + bhf(xn , Yn))] 

可以看出，只要逼近的误差仍为 O(h勺，就可以免除计算 f(x ，自)的偏导数，而且保

持精度不变

对式 (7.11) 在 (Xn ， y(xn)) 点展开得到

ctf(Xn , y(xn)) +句[f(xn ， y(xn)) + αhfx(xn ， y(xn)) 

+ bhf.(xn, y(xn))f仙n ， y(xn)) + O(h2
)] 

=(C1 +时f(zmUM+;阳儿μω(怡Z川n， Y臼仙
+ 2C2必bf儿~(怡Xn ， 白(伊Z饲n))νf(估Xn ， 自(仙Xn ))刀]+O(仙h2 )

比较式 (σ7.12勾)得到 Cl ， C2句2 ， α矶， b 满足
1 =11 

句
=
=

+
α
b
 

1

句
句

c22 ，
E
E
E
·
J、
E
E
E
-

、

此时式 (7.11) 式 (7.12) = O(h2 ). 这是四个未知数、三个方程的方程组，有无数

组解

Runge-Kutta 方法通常写成如下形式，

(U+=P+h(CK+响)
k1 = f(xn , Yn) 

也 = f(xn + αh ， Yn + bhk1) 

(7.13) 

1 1 
若取 Cl=..... ， C2=.... ， α= 1, b= 1 ， 得到式 (7.14) 的二阶 Runge-Kutta 公式·

2' - 2 

) 

)-hM ++ 
~
哈
"

，
肉
"
'

( h
-
2

、
时
儿

+U+ 
nnn uzz 

=
灯
火

札
=
=

n12 "'-KIK 
，
B
E
E
t

，
、
E
B
E
E
t

(7.14) 
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1. 1 
若取 Cl = 0，句 =1 ， α= 豆 ， b= 豆'则得式 (7.15) 的二阶 Runge-Kutta 公式，也

称中点公式z

、
、1
『
，

J

-L
岛

h-2 + " "' 

'
的

h
T

h

、
叫
←

+Ji nnz pizi/l\ 
=
白
山
，

J

札
=
=

m
m
h
'
屿

，
E
E
E
-
-

，
《
B
E
E
-
-
E

飞

(7.15) 

从公式建立过程中可看到，二阶 Runge-Kutta 公式的局部截断误差仍为 O(h勺，

是二阶精度的计算公式.类似的想法可建立高阶的 Runge-Kutta 公式

7.2.2 四阶 Runge-Kutta 公式

下面列出常用的三阶、四阶 Runge-Kutta 计算公式.

三阶 Runge-K utta 公式z

) 
咱
i

( 

机+1=un+:(h+钝+也)
k, = f(xn , Yn) 

也 =f(Xn+~h， Yn+ 如)
k3 = f(xn + h , Yn - hk, + 2hk2) 

h+1=un+;(kl+3k3) 

k, = f(xn , Yn) 

也 =f(xn+~h， Yn+ 扣)
3=f(xn + 马， Yn+ ~hk2ì .\-...3-'....3---/ 

(7.16) 

(2) (7.17) 

(3) 

b+1=Hn+;队+批'2 + 4k3 ) 

k, = f(xn , Yn) 

也 = f (Xn + ~h ， Yn + ~hk，) 
屿 =f(zn+:M+;地)

囚阶 Rung，阜Kutta 公式

(7.18) 
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b+1=Hn+:(川岛+ 2k3 + k.) 

k, = f(xn , Yn) 

第 7 章.150. 

(7.19) 也 =f(xn+~h， Yn+ 护，)

均 =f(xn+~h， Yn+ 抖)
k. = f(xn + h , Yn + hk3) 

un+1=un+:(k1+h+3k3+k4) 

) 
咱
i

( 

(7.20) 

k, = f(xn , Yn) 

2=f(xn + 与， Yn + ~hk， ì • \ -.. . 3 -,... . 3 - -. / 

均 = f (Xn + ~h ， Yn + ~hk， + hk2) t ~ xn+ 豆h ， Yn+ 豆"叫+ hk2) 

k. = f(xn + h , Yn + hk, - hk2 + hk3) 

用四阶 Rung←Kutta 公式 (7.19) 解初值问题

(句 J…dx 曰-，

自(0) = 1, 

取步长 h= 0.2 ， 计算公式为

。.0 写;; X .;; 0.8 

(2) 

例 7.3

0.2. 、
Yn+l = Yn + τ(k， + 2k2 + 2k3 + k.) , 

解

k1=dc田Z饵，

也 = (Yn + 0.lk,)2 COS(Xn + 0.1) , 
k3 = (Yn + 0.lk2)2 COS(Xn + 0.1) , 
仇 = (Yn + 0.2k3)2 COS(Xπ+0.2) ， 

计算结果列表 7.3 中.

表 7.3
"74234 IYn - y(xn)1 

。.∞003

0 ∞016 

0.00078 
0 四"3

Y(Xn) 
1.24792 
1.63778 
2.29696 
3.53802 

Yn 
1.24789 
1.63762 
2.29618 
3.53389 

"-qaAtaoau z-nunununu 
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线性多步法

在 7. 1.3 小节中用数值积分公式建立了 Euler 公式和梯形公式等数值方法，下

面给出一些更一般的用数值积分近似求解常微分方程初值问题的方法.

对常微分方程去=阳)，两边在区间 [Xn_p ， 且+1]上积分得

7.3 

机1) =古队 p) +乙:川 (7.21) 

我们用数值积分来近似 L::1 叫出，从而构造线性多步格式

若用积分节点{缸， Xn-l ，'" ，知 A似计算乙::f(ZJ)缸，这是显式公式

若取 {Xn+l ， Xn ， Xn-l)'" ， Xn+l-q} 为积分节点近似计算积分式，则为隐式公式.
在线性多步格式中，有两个控制l量 P 和 q， 其中 p 控制积分区间， q 控制插值节

点可以统一到如下形式

k = max(p, q) Yn+1 = Lßn-'Yn-' + L Otn-;f(xn-; ,Yn-;) 

例 7.4 建立 p=1， q=2 显式公式.
解 按题意，积分区间为 [Xn-l ， Xn+l1 j 积分节点为 {X饵， Xn-l ， Xn-2}
构造格式如下，

Yn+1 = Yn-1 + h[，αof(xn ， Yn) + α，J(Xn-b 如，) +α2/(Xn-2 ，如 2)]

其中的积分系数为

AM 
qt"-9dLH 

h-1-3 
7-3== 
=
回
国

出

U
E

2

一
{
2
-
z
i
-
Z

F
-
R
F

一
-
P

一


Z

一
二
Z
-
1
Z

一
」

z-zz-zz-z ---z-zz-z m何
一
句
一
一
一
一
一
一

二
一
位
-
4
'但
J

Z-n-n-n iiz-z-z +1+1+1 f''lgft

,,
lzft

,,
lz 

=== KMLMLM 

句
句
电

得到计算格式

b+1=un1+;[叮(川n) 仰n-1 ， Yn-l) + f(xπ 明 2)]

这是一个三步三阶的显式格式
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我们可以使用Taylor 展开来估计线性多步格式的局部截断误差.对上面的格

式，若队 = y(xn) ， 队 1 = Y(Xn-1)' Yn-2 = Y(Xn-2)' 则有

队+1=U(zn-1)+;附n， Y(Xn)) 一 2f肌"y肌1川肌呐n-2))]

依微分方程 (7.1)，有

Yn+l =队 1) + ~ [7y'(xn) - 2y'(xn 川'(Xn-2)[

将上式在 Xn 处作四.ylor 展开，与自(Xn+1) 在 Xn 处的 Taylor 展开式做比较，即可

得到局部截断误差表达式，

T叫 =;MUH)(叮)

在多步格式的计算中，还有一个起步计算的问题例如，对于上面的这个三步

三阶的显式格式，除了仰，还需要知道仇，仰的值，才能使用该格式计算其余的节

点上的值计算饥，饨的过程，我们称为起步计算我们可以使用其他的格式来计

算它们，如前面介绍的 Runge-Kutta 格式.为了不影响格式的整体截断误差，起步

计算的格式的精度至多只能比该格式的精度低一阶.也就是说，对于如上的三阶格

式，我们需要用至少二阶的 Runge-Kutta 格式来做起步计算

例 7.5 构造 p=2， q= 2 的隐式格式.

解 取 [Xn-2 ， Xn+1] 为积分区间;以 {Xn+l' Xn, Xn-l} 为积分节点，构造格式

Yn+l = 缸n-2 + h[ßof(x饲+1 ， Yn+1) + ß,f(xn ,Yn) + ßd(Xn-1 ，执-1)]

则由数值积分公式，有

ßoh= 广+， (x 一句)(X - Xn-1) I '1.- -,./\.- -'.--'-1 _ dx = =-h 
J Xn_, (xn+1 - xn)(xn+1 - Xn-1) 

β1h = r饵+， (x - X叶仰 - X n -1) = I ,- --..，..~~- --,.-,,-, , dx = 0 
JXn• (Xn - Xn+1 )(xn - Xn-1) 

ß2h = 广+， (x - Xn+1 )(x - Xn) I ,-- -,.-,..., ,-- -,., . dx = :_h 
JXn_, (Xn-1 - Xn+1) (Xn-1 - Xn) 

得到格式z

协+1=pn-2+:[阴阳叫叫 +9f(xn叫n-Ü]
截断误差:

2「 ;h4U(4)(η)



7.3 线性多步法

隐格式的计算，可以使用显格式作为初值估计，得到预估-校正公式

(r「γ肌叶+1=寸
自执n+l = 自队倪 0+ .，..[阳3f(x饨叶+1，面仇倪+1) + 9f(x饨 1 ，自队饨 1ο)] 

我们把 p=o 的格式称为 Adams 公式.此时有

Y(Xn叫=队) + .{n+，川也

若积分 Lrr「:7「?叶叫+〉1
f' X"，、+，

.153. 

似，就可得到显式的 Ada.ms 公式若积分 / f(x， y)dx 用关于积分节点 {xn+1，

Xn1 "', Xn+l-q} 的数值积分近似，我们可以得到隐式的 Ada.ms 公式.

例 7.6 构造 p=O， q= 1 的显式格式.
f Xn+l 

解 y(xn+1)=Y(xn)+ / ]lo(x)f(xn ， y(xn))+I， (x)f(xn-1>以xn_，))+R(x)]dx

这里

Lznvz)dz=f+1手艺由=;h

Lzn+1ldz)dz= 「二元也=力

24=fR(Z)也 =C+1年(x - xn)(x - x n_1)dx = 如何l(e)

RP 
y(Xn+,) =队)+23f(zndzn)) 一 f肌叶肌1))] + T，叶1

截断 Tn+1 可得到自(xn+1) 近似值 Yn+l 的计算公式z

Yn+l = 缸"+23f(M) 一 f肌巾斗
上式称为二阶显式 Adams 公式.

类似可得三阶显式 Adams 公式g

(7.22) 

Yn+1 =Yn+ 生[23f(缸，如) - 16f(xn- 1, Yn-1) + 5f(xπ 2 ， Yn-2)] (7.23) 
12 

且「如何)
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四阶显式 Ad回国公式:

Yn+1 = Yn + 芝 [55f(xn ， Yn) - 59f(xn-1 , Yn-1) + 37f(xn-2 , Yn-2) - 9f(xn-3, Yn-3)] 
24 

251 Tn+1 = :~~hV5)(e) 
720 

二阶隐式 Ad皿田公式(也称为梯形公式)

un+1=b+;[f(Mn)+队叫叶1)]

TLz+1=1dp(3)(E) 
12 

三阶隐式 Ad阻四公式

(7.24) 

(7.25) 

缸'n+l =伽+生[5f(xn+1' Yn+1) + 8f(xn , Yn) - f(Xn-b Yn-1)] (7.26) 12 

Tn +1 = 一丰内(4) (e) 

四阶隐式 Ad阻四公式

Yn+l = 宫'n+生 [9f(阳+b Yn+1)+ 19f(xn, Yn)-5f(xn-b Yn-1)+ f(Xn-2' Yn-2)] (7.27) 24 

19 
1 = -::r. h5自(5) (e) 

720 

7.4 常微分方程组的数值解法

7.4.1 一阶常微分方程组的数值解法

将由 m 个一阶方程组成的常微分方程初值问题

dy 
手=元(川1，自.2 ，'" ，如)，

苦 = f, (X , Y1 , Y2 ,'" ， 如)，

2苦7=4fμ灿m
U饥1(仙α)= 叮'11 ，

如何)=侣，

Y=(α)=η= ， 



7.4 常微分方程组的数值解法

写成向量形式z

其中

(Z=FW) 
Y(α)= 可

ft(x， 凯，… ， Ym) \ ( "11 

Y(X) = 

Y1(X) 

Y2(X) 
F(x ， 自)=

f, (x, Y1 ,'" , Ym) I I 可2
，可=

Ym(x) fm(X ,Y1 ,… ,Ym) 可m

.155. 

(7.29) 

解常微分方程的 Euler 方法、 Runge-Kutta 方法等各种方法，都可以平行地应

用到常微分方程组的数值解中为了叙述方便，下面以两个方程组为例，给出相应

的计算公式

常微分方程组

Euler 公式

预估E校正公式

dy 
面 = f(x , Y, z) , 

工 = g(川 Z) ， a ~ x ~ b 

自(α) = Yo , 
Z(α)= 句，

(Fn+1=b+川"马)
Zn+1 = Zn + hg(xn , Yn , zn) 

(2::)=(:)叫 ::1::ZJ)
(:;::)=(:)+;l(:::::;;:2;)+(;21:::;二:i )] 

四阶 Runge-K utta 公式

凡+1 =凡 +;[K1+矶 +2局 +K.I

(::::)=(::)+;[(2;) 叫:;;)刊 2;;)+(2;;)l
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2=ooh(1 一 2~) -0 份町，

去= 0.06v (1 一主) - O.OOluv, 
u(O) = 1.6, 
v(O) = 1.2 

解记

(Vγγγ贝巾仙川u川州ψ讨)叫 主却) - 0 必
g( 川=0ω0ω伽叫6仙U叫(1 主) - O.OOluv 

在本例中

用 Euler 预估-校正公式

取 h= 1 ， 计算结果见表 7.4
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表 7.4

t(年) u(t) v(t) 

l 1.6 1.2 

2 1.02457 1.26834 

3 0.640912 1.3366 

4 。.391211 1.41077 

7.4.2 高阶常微分方程数值方法

以 3 阶常微分方程为例说明高阶常微分方程的数值计算步骤

d3y(x) 
17=f(z,FJ',f), 

y(α)= 俐的，

目'(α)= 叮(1) ，

y"(α) = '1(2) , 

将三阶方程化为一阶方程组，令

得到一阶方程组

y(x) = Y1(X) 
Y1(X) 
一面一=如何)

ω(x) 
一面一=如何)

Y1(X) 
dx -的(x)

Y2(X) 
dx -ω例

α ';;x 运:;; b 

如(x)
k=f(ZJdz)，的(x) ， Y3(X)) 

饥(α)= 叮(0)

如何)=叮(1)

ω(α)=η(2) 

已将高阶方程化为一阶方程组

*7.5 常微分方程的稳定性

.157. 

用 Euler 公式仇+1 = Yn + h f(xn, Yn) 计算时，假设计算中的某一步有误差，而
以后的计算是精确的，那么这一步的误差对以后的计算有何影响?如果随着计算的
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进程这一步的误差对以后的影响能够被控制，那么该方法是稳定的.如果这一步的

误差在以后的计算中无限放大，则称方法是不稳定的在选用方法时，方法的稳定

性是最为重要的指标.不稳定的方法是不能采用的.

常微分方程数值解的收敛性和稳定性是常微分方程数值解涉及较深的数学理

论部分，在有关常微分方程数值解的专著中有详细的讨论本教材仅给出一点概念

性的介绍和一些具体方法实例下面要讨论的绝对稳定性，是讨论所用方法在一个

典型的微分方程 (7.30) 上的稳定性.

(生斗QX 

Y(α)= 驰，
α 运 z 运 b， λ是复数， Re À<O. 

例 7.8 讨论向前 Euler 方法的绝对稳定性.

解 计算典型微分方程 (7.30) 的向前 Euler 公式为

Yπ+， =Yn+ λhYn 

若队有误差 p饵，记 Y~=Yn+P饨，则

白:+1= 目~+λhy:

也就是说， Yn+l 有误差 Pn+l ， 为 Pn+l = 白':+1 - Yn+l. 

或

(7.31) 与 (7.32) 两式相减，得到误差满足的关系式

Pn+l = Pn + λ hpn = (1 +λ h)Pn 

Ip叶11
=11+ λhl IPnl 

当 1 1+ λhl < 1 时，即 λh 落在如图 7.3 所示的单位圆内时有

Ip饵+1 1 _咱
Ip川、-

(7.30) 

(7.31) 

(7.32) 

所以，当 h 足够小时，误差逐次衰减.如果一个格式应用到微分方程 (7.30) 上，

总存在左半复平面上的区域，使得格式是稳定的，则称这个格式是绝对稳定的这

个区域称为绝对稳定区域格式的绝对稳定性区域3 决定了计算中可以采用的最大

步长 h 的大小.显然，绝对稳定区域越大，所能允许的 h 也越大.向前 Euler 方法

的 {λ， h} 受到 11+ λhl < 1 的约束
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-2 

图 7.3 Euler 方法的绝对稳定区域

例 7.9 讨论向后 Euler 方法的绝对稳定性.

解 向后 Euler 方法计算 (7.30) 的公式z

Yn+l = Yn+ λhYn+1 

误差方程:

U 

Yn+ 1 - Y~+1 = Yn - Y~ + λ h(Yn+1 - Y~+l) 

P.,..+l = p.,.. + λ hpn+1 

计算相邻两步误差的比值

|叫 1
Pn 1 11 一 λhl

. 159. 

z 

由 Re(λ) < 0，对任意 h， 恒有 I P""翌I=~一< 1，误差逐次衰减此格式的绝
|ρ'.，.. 1 11 一 λhl

对稳定区域是整个左半复平面.当绝对稳定区域是整个左半复平面时， 则称这个格

式是 A 稳定的，或称无条件绝对稳定.这种格式对任意步长 h 都是稳定的.

如果一个数值方法对于方程 (7.30) 是绝对稳定的，而对复杂一些的更一般的

微分方程不一定是绝对稳定的，只能在一定程度上反映数值方法的特性.

例 7.10 讨论中心差分方法的稳定性.

解 用中心差分方法计算 (7.30) 的公式z

U而+1 = Yn-l + 2λ hYn 
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误差方程z

Pn+1 = Pn-l + 2λ hpn (7.33) 

不失一般性，我们考虑由此向对以后 Pn 的影响.差分方程 (7.33) 的特征方程为

e 一 λhç-1=O

它的两个根为

6=λh + V1+ (>'丽， 6=λ h - V1+ (>'丽
由差分方程理论(略)， Pn 的一般解可由下式表达.

Pn= α(λ h+ vf(l干王丙王t+b(λ h- vf(l王五而王)n

其中 α， b 可由阳， Pl 决定又

λ h - vf(l干王丙王 =λh- 1+ 0((λ h)2)

由于Reλh< 0， 故 |λ h-11 > 1, Pn 因 n 增大而恶性发展，所以方法对任何 h 是不

稳定的

得到

例 7.11 讨论 Runge-Kutta 方法的稳定性.

解 以三阶 Rung←Kutta -:J.J例，应用去 =λ自到

缸"+1=un+;(k1+4也+也)
k, = I(xn, Yn) 

也 =1粤+护， Yn+ 扒)
k3 = I(x饲 + h,Yn - hk, + 2hk2) 

也 =λ (Yn+~叫 =λ(1+护)仇

注 k3 = λ [Yn λhYn+圳 (1+ 护)百十 λ[1+λh+州队
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b叫n+兰 [1 +4 (♀1 + ;争护划汕吟h) + 川h灿叫+叫(叫 Yn 

趴俨 [1 + λ汕h + ; 附 + ;扒扒(队队俐λ汕圳h川时呐叫)户问3句升l]
误差方程

其特征方程
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特征根为

e=l+ λh+;(λh)2+;(λh)3 
对于 bλ< 0，存在 ho > 0，当 h < ho 时，特征根满足

le(λh)1 = 11 +λh+o(λh)21 < 1 

因此三阶 Runge-Kutta 是绝对稳定格式

可以证明， Runge-Kutta 方法和隐式的 Adams 方法都是绝对稳定的.例如， k

阶 Ru吨e-Kutta 方法的绝对稳定区域如图 7.4所示.

Img 

k=4 

Re 

图 7.4 Ru吨←Kutta 绝对稳定区城
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习题 7

1 用(向前)Euler 公式解初值问题

(些=T.-l-dx -, ð , 0.1 ~ x ~ 0.5，取h =0.1 

y(O) = 1, 

2. 用向后 Euler 公式解初值问题

C=21 dx - '0' 1.0 ~ x ~ 1.5，取h =0.1 

自(1.0) = 1, 

3. p(t) 是关于 t 年时的人口数，若平均出生率 b 为常数，平均死亡率与人口数量成正比

用(向前)Euler 公式解初值问题，则人口生长率满足

其中

dp(t) 
=忡。) _ kp2(t) 

dt 

p(O) = 50976, b = 2.9 . 10-2, k = 1.4 . 10-7 

用工阶 Runge-Kutta 公式计算 5 年后的人口数.

4 用改进的 Euler 法解初值问题

C=i dx - "" I 111 0 " x :S:;; 1，取h =0.2 

自(1.0) = 1, 

5 用四阶 Runge-Kutta 公式解初值问题

(些= rr_/ dx - ""111' 2.0 ~ x ~ 2.6，取h= 0.2 

宙(2.0) = 1, 

6 用线性多步法解初值问题，取 p = 1, q = 2 的隐式格式

(些=dx 叮， 3.04z43.6，取h= 0.2 
自(3.0) = 1, 

7. 用两步 Adams 显示公式解初值问题

(些=-d:z: -0 

y(O) = 1, 
o ~ x::::;; 0.5 ， 取h= 0.1 

8 由三阶显式 Adams 公式



习题 7

Un+1=b+EI23f(Zhb)-16f(znhb1)+5f(Z饵 2 ， Yn-2)[ 
12 

推导截断误差

凡+札1 = ;》h内4匀Vγ4y(4)俨俨州(但问4吗}

.163. 

9 一对物种称为 A 直s由h回er1和 A 皿elinus鸟，其数量分别为 u= u(ωt均)， ψ = v(ωt均)，其中 A.fishe回ri i 

以吃 A.meli丑田为生，预测 3 年后这一对物种的数量(方法自选)?

些 = 0.05u 11 旦) - 0.002削
dt 飞 201

些= 0.09v 11 一旦) - 0.15uv 
dt 飞 151

u(O) = 0.193 

v(O) = 0.083 



第 8 章 计算矩阵的特征值和特征向量

在讨论迭代矩阵的收敛性、论证常微分方程的稳定性时，在 Google 搜索引擎

算法中都与特征值密切相关.设一个 n 阶矩阵 A， 若有数 λ 及 n 维非零向量。满足

Av= λ v ， 则称 λ 为 A 的特征值，称它为属于特征值 λ 的特征向量.在线性代数中，

需要先计算矩阵 A 的特征多项式，即 det(λ 1 -A) = Àn +… + (-1)ndetA 的根，
得到 A 的 n 个特征值 {λ毡， i = 1，匀 ， n}. 再逐次解出线性方程组 (A 一 λ，l)v = 0 

的非零解，得到属于沁的特征向量.由于求解高次多项式的根是件很困难的事，上

述方法一般无法解出阶数略大 (n > 4) 的矩阵特征值的精确解，在实际计算中按定
义来计算矩阵特征值行之无效.

本章介绍的是一些简单有效的计算矩阵特征值和特征向量的近似值的数值

方法

8.1 事法

8.1.1 事法计算

在实际问题中，矩阵的按模最大特征值往往起更重要的作用.例如z 矩阵的谱

半径即矩阵的按模最大特征值的值，决定了迭代矩阵是否收敛.因此，矩阵的按模

最大的特征值比其余的特征值的地位更加重要.军法是计算矩阵按模最大特征值及

相应的特征向量的数值方法.

简单地说，任取初始向量 x(町，进行迭代计算

x(k+1) = AX(k) 

得到迭代序列 {X(k)} ， 分析 X(k+1 ) 与 X(的之间的关系，得到 A 的按模最大特征

值及特征向量的近似解.

例 8.1 矩阵 A=(~ ~)阳序列 X(k+1) = AX(k) 计算 A 的最大特
征值

解 计算 A 的特征多项式可得到 A 的特征值为1.61803 和 0.61803.

取 X(O) = ( ~ ), X(l) = A 



8.1 事法 .165. 

X(3) = A . X(2) = ( : ), X(4) = ( : )，烈的 =(83)' 在表 8.1 中列出迭
代序列 x(时 ， X(1) ， "', X(叫

表 8.1

k x(的 Z2[时 /X~k-l) k x(的 Z[1时 /xik- 1)

。 l 1 8 34 55 1.61905 
1 l 2 2 9 55 89 1.61765 

2 2 3 1.5 10 89 144 1.61818 

3 3 5 1.66667 11 144 233 1.61798 

4 5 8 1.6 12 233 377 1.61806 
5 8 13 1.625 13 377 61日 1.61803 

6 13 21 1.61538 14 610 987 1.6180, 
7 21 34 1.61905 15 987 1597 1.61803 

观察前后两个向量对应分量的比值

X;叫 =610 = 1.61803 
zf4)987 

zf3)377· , 223)= 610 
= 1.61804 

fl15)987fp5)1597 
二= ~~: = 1.61803. -~. 

" = -_-_-~ = 1.61803 
z(14)610'(14)987 

ì V .L V x :ì 

Z2(的 /X~k-l)

1.61765 

1.61818 

1.61798 

1.61806 

1.61803 

1.61804 

1.61804 

1.61803 

在本题中，可以看到当 k 充分大的时候 X(k+1) 与 X(的对应元素的比值趋于

最大特征值1.61803. 但是，并非对每个矩阵 X(k+1) 与 X(的对应元素的比值都趋

于矩阵按模最大的特征值.这与矩阵特征值的分布有关.

在军喜法中，假设矩阵 A 有特征值 λ川= 1 ， 2，… ， n ， 其中

|λ， 1 注 |λ21 ;;> 1λ31;;>...;;>1λπ| 

并有 n 个线性无关的特征向量也 A叫 =λiVi ， i = 1, 2,… ,n 

任取初始向量 X(时 ， X(O) 可由 A 的 n 个线性无关的特征向量叫的线性表

示设
X(O) = 由1叫 +<>2吨+... +anVn 

那么 ， X (1) = AX(O) = 伺机叫+句λ2V2 + … +<>nλnVn' 
一般地，有

(8.1) 

X(k) = AX(k-1) = <>l>'~Vl + <>2λ如+…+问λ1。"(82)

X(时的变化趋势与特征值的分布有关，军法根据 X间的变化趋势计算矩阵按

模最太的特征值下面讨论幕法中两种比较简单的情况
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(1) 按模最大的特征值只有一个，且是单实根.

设 |λ11> 1λ21 注 |λ31 注… |λ叶，由 (8.2) 得到

(8.3) 

x(的=臼1λfo1+ 臼2λiu2+ …+由nλiun

=仆…2(主)
k 

V2 + 叫主)与|
若咐。，由于 1;;I<l ， i=叭 ， n， 对充分大的 k:

i = 2,3,'" ,n |主|→ 0，

故

(8.4) x(k+1) 阳 λf+1白山 =λ1λ?自由 =λ，X(k)X(的阳 λ?白山，

得到按模最大的特征值

(8.5) i = 1,2,'" ,n λ 俨+川 lk)
1 目 x;_ 'jX;_' , 

相应的特征向量近似地为 X(k)

由 (8.3) 式可知， {x;'叩

计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量

6 A
U
τ
 

/
l
l

飞

一


A 

例 8.2

3 

用表 8.2 给出计算结果.解

k-0123456 

表 8.2

x(的 |λik}λih 川(k) J-(k-1) 
X 2 'Ixì (时 1_(k-l)Xì 'Ixì 

0.239674 
0.0671927 
0.0193四7

一7.1875

-6.9478咱

一7.01502

-6.99572 

一7.1875

-6.94783 
-7.01502 
-6.99572 

1 

4 

-34 
226 

-1606 
11194 

-78454 

1 

10 

64 
-460 
3196 

-22420 
156844 

X~6) /X~5) = 一78454/11194 = -6.99572 



8.1 事法

可以看到，这个比值按事法计算越来越接近 A 按模最大的特征值一7.

(2) 按模最大的特征值是互为反号的实根.

设 λ1> 0，且 λ1 = -À2，即 |λ11 = 1λ21> 1λ31 ;;;. . 注 |λnl. 这时有

X(k) = 对 (""V' + (-1问叫(主)与+叫~:r vn) 
当 k 充分大时，有

X(k) 臼 λf(白山 + (-1)k"'2v2) 

.167. 

X(k+1) = λ~+1(臼1V1 + (_1)k+1甸地) (X(k)与X(k+1)没有比例关系) (8.6) 

得

X(k+2) '"λ~+2(由山+ (_1)k+2由2吨)田 λ~X(k)

对充分大的 k， X(的与 X(k+2) 近似一个常数困子 λ1 所以

再计算相应的特征值

由
{~沪俨(仿阳阳k肿阳+刊+1) = À 

X(仙仰k的)= λ ?仪(臼叫1V吨，+ (-1)沪k臼句2V:吨2)

{~沪俨(忡阳阳k峙k+1札1川X 川λ冲中俨机机川f俨俨竹问~+刊~飞+lOl V坷hα叫叩1刊U
X(仙k+1斗) λÀ，X(伪例k均) 臼 (-1η)(伪k+电λ祀1α2V:咆2 

按特征向量的性质，相应的特征向量可以取为

(U1J刊)+λ，X(k)
V2 = X(k+1) λ，X(k) 

(8.7) 

(8.8) 

还有很多更复杂的情况，可参考有关书籍或选用其他方法.本书中只讨论两种

情况在计算中若 z斗jk+1~)V/zj?俨k均)的比值趋于一个稳定的值，则属于第一种情况，如果
Z俨j?俨k轩阳叫+刊1)/斗4俨k的)味不肯描于一个稳定的值，但是 Z平j?2扯叫k衅旧+刊叫叫2刽2) /x12俨俨i??户2址圳k均)呐和 Zj2趾叫k

别趋于一个稳定的值，则属于第二种情况

8.1.2 事法的规范运算

在靠在法迭代计算 X(k+1) = AX(k) 中，当 k 充分大时，若 A 的按模最大特征值

其绝对值较大时， X俐的某些分量迅速增大(如例 8.2 所示)，或许会超过计算机实

数的值域(上溢);而 A 的按模最大特征值其绝对值较小时， X(k) 的分量迅速缩小，

当 k 充分太时，或许会被计算机当零处理(下溢).困此，分量过大或过小都会导致
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计算失败在实际计算中，通常采用规范运算，对 x(时的每个元素除以 X(k) 按模

最大的分量 Ilx(叫 11∞=摆摆Jzjk)|·

规范运算可按下面公式进行

(Y(的 =x(的/11叫〕
X(k+1) = AY(时，叶，

(8.9) 

规范化运算保证了 IIY(的 11 = 1，即 y(的按摸最大分量的值保持为 1 或一1.下

面给出在规范运算中法代序列的几种情况=

(1) 如果 {X(k)} 收敛，则 A 的特征值按模最大分量的值仅有一个，且 λ1> 0, 
对充分大的 k， 按模最大分量 zjk) 不变号，对应的|伊 1 =1 ， λ1E|zjM)|，即

λ1 臼月停 Ixlk+川 =1叶+1)1
"电"电n

相应的特征向量是 V1 臼 y(k)

(2) 如果 {X(2k)} ， {X(2k+1)} 分别收敛于互为反号的向量，则按模最大的特征
值也仅有一个单实根，且 λ1 < 0，即对充分大的 k， 若斗的的符号交替变号，则 λ1
为负值.

λ>'，阳一m皿 |叫z斗t俨;?俨k叫叫)1 =一|叫玛4Pk叫)
A、$、饲

u

相应的特征向量是叫田 y(k)

例如果 {X(2的}， {X(2k+吁分别收敛于两个不同的向量(与 (2) 不同)，则按模

最太的特征值有两个，是互为反号的一对实根.这时，对充分太的 k， 再作一次非规
范运算

则

而仍有

X(k+1) = AX(k) 

λ1 由而函屁工ii， λ2= 一λ1

(归…=X(k+
巧 =X(价k+1) λ祀，X(价例k均) 

(8.10) 

(4) 如果 {X(k)} 的趋势无一定的规律，这时 A 的按模最大的特征值的情况更

为复杂，需要另行处理.

例 8.3 用规范运算计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量.

A= 
(: 

~3) 
4 1 
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解 用表 8.3 给出计算结果，并请与例 8.2 的数值做比较.

表 8.3

k y(的 X(k+l) 

。 1 1 6 5 

1 1 0.833333 6.5 4.83333 

2 1 0.74359 6.76923 4.74359 

3 1 0.700758 6.89773 4.70076 

4 1 0.681493 6.95552 4.18149 

5 1 0.67切61 6.98081 4.67306 

6 1 0.669415 6.99176 4.66942 

7 1 0.66782 6.99654 4.66782 

8 1 0.667161 6.99852 4.66716 

9 1 0.666879 6.99936 4.66688 

得到按模最大的特征值 λ1 阳 6.9ω36 及其特征向量 U1=[ 10 1 
\ 0.666879 I 

例 8.4 用规范运算计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量.

一1

-2 

16 -3 一1

解 计算结果列在表 8.4中.

表 8.4

k X~k) 22 (k} 23 (k) YI 的 U2 (k} "es {k} 

。 0.5 0.5 1 日 5 0.5 1 

1 2.5 5 5.5 0.454545 0.909091 1 

2 1.四9089 3.454538 3.553628 0.537222 0.972116 1 

3 2.176772 4.65132 4.679104 0.465201 0.994091 1 

4 2.176772 3.455134 3.461124 0.539392 0.998269 1 

5 2.159299 4.633734 4.635485 0.465721 0.999627 1 

6 1.862661 3.452282 3.452655 0.53日487 0.999892 1 

7 2.158056 4.632000 4.632116 0.465890 0.999975 1 

8 1.863585 3.454290 3.454315 0.534950 0.999993 1 

9 2.157985 4.631926 4.631926 0.465893 0.999999 1 

10 1.863573 3.454290 3.454291 0.539495 1 1 

11 2.157980 4.631920 4.631920 0.465893 1 1 

12 1.863572 3.454288 3.454288 

13 7.454288 16 16 
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zi13)/哈叫 =4， λ2 =-4 

吨 = X(13) + λ，X(，2) = (14.908576,29.817152,29.817152) 

均 = X(13) - À，X(叫= (0, 2.182848, 2.182848) 

λ1= 

原点位移法.

矩阵 B=A-pI 特征值与矩阵 A 的特征值分别为 λ 与 λ -p. 通过计算矩阵

A-pI 的特征值得到矩阵 A 的特征值的方法称为原点位移法

若取得的 p 满足

lhlJl λ1 - pl - Iλ1 

则对矩阵 B 的事法，收敛会比矩阵 A 的事法要快只有对矩阵特征值的分布有个

太致了解，才能有效选取 p.

I -4 

设 A = I -5 为何
r量移位取和

qo 
为值征特的

A 

、
、B
E
E
E
E
E
E

，
，
，

nunun

," 

14 

13 例 8.5

。

I -6.5 14 0 \ 

2.5，则 B = I -5 10.5 0 1, B 的特征值为 3.5 ， 0.5 和 0.5，取初始向量为

\ -1 0 -0.5 I 

x(0)=(1， 1 ， 1户，用规范的事法运算可得

y'k) 

(1,1,1) 
(1 ，0.73臼33，一日 2)

(1，0.716814，口.238938)

(1，0.714643，口.249061)

(1,0.714337, -0.249777) 
(1 ，0.714293，口 249四1)

(1,0.714287, -口 249995)

λh 

7.5 
3.766662 
3.535396 
3.505002 
3.500718 
3.500102 

k-0123456 

k
-
0
1
2
3

四
口

u

而直接对矩阵 A 的规范的事法运算的结果为

y{的

(1,1,1) 
(1 ,0.8,0.1) 

(1 ,0.75, -0.111) 
(1,0.730769, -0.188日34)

6.003352 
6.001675 
6.000837 

(1 ，0.714405，一0.249579)

(1 ，0.7143峰，一0.249790)

(1,0.714316, -0.249895) 



8.2 反事法 .171 . 

可以看到 B 的收敛速度远比 A 的要快.

8.2 反事法

反军法是计算矩阵按模最小的特征值以及相应的特征向量的数值方法.

设矩阵 A 可逆， λ 和 u 分别为 A 的特征值以及相应的特征向量，对 Av= λu

两边同乘 A-1，得 A~=;它可见 A 和 A-1 的特征值互为倒数，而且 U 也是
A-l 的特征值;的特征向量 A-l 的按模最大的特征值正是 A 的按模最小的特
征值的倒数.用罪法计算 A-l 按模最大的特征值从而得到 A 的按模最小的特征值

的方法，称为反革在法显然， A 的按模最小特征值越接近于 0，收敛越快

用靠在法计算 A-l 按模最大的特征值仍可用规范方法z

任取 X(町，规范法代

(问=炉) 11阶' k =0.1 
X(k+l) = A-ly(剖'

在实际计算中不是先算出 A1，再作乘积 A-1y(时，而是解方程 AX(k+1) = 

y(的，求得 X(k+l) 由于需要反复求解，一般不用 Gauss 消元法，而用直接分解法解
方程，将 A 分解为 A=LU，记 UX(k+1)=Z(k+1)，由 LZ(k+1) = y(k) 解出 Z(k+1) ，

再由 UX(k+l) = Z(k+l) 解出 X(k+l)

规范迭代计算公式z

( 忡川ι)=吁刊=X(拟(k) IIIX( 
AX(忡k+1盯) = y(仙例k时) , (8.11) 

若我们想知道最接近 p 的特值值沁，可以使用带原点位移的反幕法计算公式

(阶) =X(的IIIX(k)11∞
(A - pI)X(k+1) = Y例，

计算得到特征值 μ，

k = 0,1,'" 

λi =p+~ 
μ 

用规范运算计算矩阵 A 的按模最小的特征值和它的特征向量例 8.6
、
l
l
'
/

。
。

-tA n
U
A

丛z

f
'
'
E
E
t
飞
、

一


A 

中
whu 

。
。表在列果结算计解
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表 8.5

y(k) X(k+l) 

l 1 0.1904766 0.238095 

0.8 1 0.180952 0.27619 

0.655172 l 0.17咀56 0.303777 

0.572973 l 0.170142 0.319434 

0.532636 1 0.168221 0.327117 

0.514253 1 0.167345 0.330618 

0.514253 1 0.16696 0.33216 

0.502649 1 0.166793 0.332829 

0.501137 1 0.166721 0.333117 

.172. 

由表 8.5 可知 μ= 0.333117 为 A-1 的按模最大的特征值.故 λ2 = 1/0.333117 = 

3.0019 为 A 的按模最小的特征值， V2 = {0.501137, 1} 为其近似的特征向量.

*8.3 实对称矩阵的 Jacobi 方法

在客观世界中，矩阵的特征值都有它的物理意义.不同类型矩阵特征值的分布

特点也不相同.对称矩阵是一类常见的矩阵，对称矩阵的一些良好特性给计算它的

全部特征值提供了便利的条件 Jacobi 方法是计算对称矩阵全部特征值的方法

我们注意到以下事实·

a, 
(1) 若 A 为 n 阶对角阵， A=

α2 

，则 α1 ， α2，…，句就是 A

αn 

的 n 个特征值;

(2) A 为 n 阶矩阵， P 为任意 n 阶可逆矩阵，则称 A 与 P-1AP 相似，相似矩

阵具有相同的特征值，

λ1 

(3) 若A 为 n阶对称矩阵，则存在正交矩阵 Q， 使 QTAQ=
λ2 

λ饲

即对称矩阵正交相似于一个对角阵

但是，对于给定的对称矩阵 A， 寻求正交矩阵 Q， 使
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λ1 

QTAQ= 
λ2 

λ" 

是件十分困难的事情.因此，我们构造一系列特殊形式的正交矩阵缸， Q2 ， … ， Qk ，

对 A 作正交相似变换，使矩阵的非对角线比重逐次减少，同时矩阵的对角线比重逐

次增大.直到每个非对角线元素己小得无足轻重时，其对角元素即可看作 A 的特

征值

计算对称矩阵全部特征值的 Ja.cobi 方法就是实现以上思想的一种数值方法，

它通过一系列平面旋转变换(也是正交变换)来逐渐减少非对角线元素的比重

例 8.7 计算矩阵 A= I 0 1 I 的特征值和相应的特征向量

解

I 1 0 I 

8inO \ 

C080 J' 
记 B=(mo

内=(:; 二扩)(~ ~)(~乙
=(cfz:137) 

做旋转变换的目的是要 C082 0 - 8in2 0 = O. 

I ,fi 
若取。=:，这时叫= 8inO =字， B = I 三

I v'2 ;)们TAB
~}得到 A 的特征值 λ，=讪 =1，相应的特征向量

叫~(二 1 ，~~ ( ~ 1 
例 8.6 中 B 是一个二阶正交矩阵，事实上是一个平面旋转变换矩阵，称为

Givens 矩阵对任意一个二阶对称矩阵，只需适当选取 0， 就可通过正交相似变
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换把矩阵化为对角矩阵对高于二阶的对称矩阵，情况远为复杂.记

1 

cosO sinO → p行
1 

Q (P, q,O) = 

1 

-sÎ丑。 cosO → q行

1 

p 列 q 列

Q(P， q， O) 是一个正交矩阵，称为 Givens 旋转变换下面分析 Givens 变换作用

到对称矩阵后正交相似的变换效果

记

A= (句)， B=QT(ωp， q， O的)AQ(ωp， q， O冽8的) = (仙b叼

Iα，. \ 

并记 A=(A" A勾2，'" ，岛， ，句， ， ι)，其中 A. = Iα~. I 
飞 απk / 

e, 

ep 

QT (P, q,O) = 

eq 

en 

也

向 = (0,… 0, 1, 0,…, 0) , i 并 p， q

ep=(O,…, O, cos8, O … O, -sin8, O,… 0) , eq=(O,…, O, sin8, O … O, cos8, O,… 0) 

P q P q 
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e, 

ep 

Ï3 = QT (p, q, O)A = (A, .. . Ap ... Aq ... An) 

eq 

e,A, e,Ap e,Aq elA n 

epA, epAp epAq epAn 

eqA, eqAp eqAq eqAn 

enAl 向，Ap enAq enAn 

其中

alj 

呐=(0...1...0)1 句 1=句，叶肌

α量n

α'j 

句句= (0 ... cosO ... - sinO ... 0) 1 句 1= 如础。 - aqj sin6 

αnJ 
、

α'j 

呐= (0 ... sinO ... cosO ... 0) 1 句 1 =apjsinO+αqj cosO 

anj 
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易知 QT 左乘 A 的作用结果是 A 的 p 行和 q 行元素有所变化，其余行的元素

依然如故;Q 右乘 QTA 的作用结果是 QTA 的 p 列和 q 列元素有所变化;其中 p，

g 的行和列的交叉元素 α'pql αqp ， α押， αqq 被作用两次.由 QTAQ 的对称性容易得到

(习题 4) 下列公式z

bip = bpi = αpi cosOαqisinO ， i#p,q 

b呵 = bqi = a归 sinO+αqiCOSO ， i#p,q 

b用 =α阳C田20+ αqq sin2 8 一句q sin20 

bqq = α阳 sin2 0 +αqq cos2 0 +勾q sin20 

bpq = bqp = 句qcos20+ 坦产主 sin

(8.12) 

利用 Givel18变换的目的是要h=州p=o， 要马q叫。+些主堕 sin20 = 

a.,..., -ann '..... ann-a 
0，取。满足 cot20 = 吧?旦，记 s = ""q仨旦， t=阳O. 由 bpq 的表达式 (8.12)

"叩'pq ....ωpq 

及恒等式 tan20 + 2cot2Øt皿0-1=0 可知，当 t 取

(俨叶1=0阳值较小根叶。
1, 8=0 

(8.13) 

可使 b凹= 0, bqp = O. 即当 α押并 αqq 时， tanO 取方程 t2 +28t-1=0 的按模最小

根;当 app = aqq nt，取叫

(∞ 0= 1 、 1 + t' 

国n lJ =τ主=
ý1+t' 

记{飞= cos8，则当 t 按取 (8 叫取值时， (8 叫化简成
I a= 81丑。

bip = bpi = ω'pi -dl句， i #p,q 

b吨=饨i=dα'pi + caqil i 并 p， q

b即 =α四 ta凹，

bqq = αqq +ta间，

bpq = bqp = 0, 
bij = aij , i 于Lp，q;3#p， q

(8.14) 
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由 (8.14)，容易证明

艺b~j = 艺αL-24
$予i:j i ::pi 

Eb~i=汇α2+24
i=l i=l 

即 B 的非对角元素比重小于 A 的非对角元素比重.

如果选取 p， q 使 |α..1 = m早在|向.jl ，那么实施以上变换的效率将更高. Jacobi 
‘共2

方法就是对 A连续施行以上变换的方法

不妨记 A = (αη) = A(O) = (α.lJ))，将按式 (8 叽 (8 叫计算得到的矩阵记为
B， B=(句) =A∞ =(αJY)，再对必1) 实施类似的变换，得到 AO)，继续做下去，得
到正交相似序列 A(时 ， A(吟， A(2)，…;而且后面矩阵的非对角元素比重均小于前面

矩阵的非对角元素.可以证明，若任给误差控制量 ε>0，必存在充分大的 k， 使得

艺(苟))2 <ε 
也泸3

这时刻的的对角元素 αifLz=1， 22·· ， n 可视为 A 的特征值.
Jacobi 算法描述

计算目标:给定控制精度 e， 计算 n 阶对称方阵 A= (α;j) 的全部特征值

step1 输入:短阵阶数 n ， 对称方阵 A= (α;j) 的元素，控制精度 e;

step2 while L a~j > 旧并 3
'泸3

2.1 选取非对角线按模最大元素 |αpql = 皿乎在 |αη|
‘'1" 

2.2 确定旋转角度。，其中 t = tanlJ 

SF些.-a壁，
一-2α凹'

if 8 = 0 then 

t=1 

else 

t1 = -8 - ';82 + 1, t2 = -8 + ';82 + 1 
if It11 > It21 then 

t =t2 
else 

t = t1 

endif 

endif 
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(=斗
d=~二二二

ý1+t' 

2.3 计算 QTAQ 的 p， q 行和 p， q 列的元素;计算 QTAQ 的

对角元素 α甜， αqq 并将 QTAQ 存放在 A 中.

第 8 章

!c= ∞s lJ 

也= 1, 2,'" ,p -1,p+ 1, ...q -1,q+ 1,'" ,n 

α叩 =α'" ← capi - daqi 

αiq = αq. ←四qi +dα回

for 

end for 

a"" ← αpp -ta四

aq• ← α.. +tαpq 

endwhile 

输出 A 的特征佳句 =λ毡 ， i=1 ， 2，"'， n.

上列算法还可以进一步细化，例如，给出选取非对角线按模最大元素 |α..1 =m早在|向ijl
Z予<，

算法.在做要 α同为零的旋转变换中，常会使原为零的非对角线元素句。变为非零

元素.困此，当阶数太于 2 时，一般不可能通过 Jacobi 方法得到纯对角矩阵.

J配obi 方法求得的计算结果精度一般都比较高，特征向量的正交性也较好，它

的缺点是当计算稀疏矩阵的特征值时，旋转以后常不能保持原稀疏的性质，因此，

J配:obi 方法用于一般阶不很高的"满矩阵"情形

step3 

值征特部全的

、
、B
E
E
E
E
E
E

』
，
/

q
a
A

哇

a
u

1 

3 

I 3 

用 Jacobi 方法计算矩阵 A= I 1 

\ 2 

例 8.8

4 

h一一 ι 一 3-3 
取 p = 1, q = 2; s = 些二丁」主= =0;t=1， c=d豆/2 ， d= ../2/2 , 

.liU12 .li 
解

(1) _ _(1) 
αìa- =α31 =α13C - a23d = -1.4142 

α段 =α段 =α23C + α13d = 4.2426 

4?=α11 一切12 = 2 

a2=α22 + ta'2 = 4 

a~;)=a..=6 33 = U33 υ 

a~;) = a~~) 12 - ....21 一
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RP 
Jco cdo ，

，
，
，
a
E
·
E
·
-
E
·
E
·
-

‘
‘
、
、

一
-

Q A T Q = 1 ( A 

a
υ
 

q4 

0
4

组
AHZ q4 AA-

n,"nUAAI 

1 

，
，
，E
E
E
E
E
E
E飞
、

、
、.............. 

,,,,, 

n
υ
n
u

唱
i

dco cJO J
'
'
t
E
B
E
E
t
E

飞
、

A 

、
、
E
E
E
E
E
E
E
S
'
'
'

nunu'i 

1.4142 \ 
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6 I 

…_ß… 6-4 rτ一--
取 p = 2, q = 3; 8 = ..，些 些= ={}.2357;t =8+J古平 1 = 0.7917; 

2a23 2 x 4.2426 

c= 1/v'l+豆= 0.7840, d = t/..fl+i2 = 0刷7

RP 

I 1 0 
A(2) = QT A(1)Q = I 0 c 

\ 0 d 

I 2 0.8778 

= I 0.8778 0.6411 

\ -1.1088 0 
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第一步将 p = 1, q = 2 位置的元素化为零，第二步将 p= 2, q = 3 位置的元素化为

零后， p = 1, q = 2 位置的元素 α贸又变为非零元素了，但是 |α出|比 |αii)| 的数值
小.继续做下去可求出 A 的特征值为 9.52 ， 2.29 , 0.183. 

如果按选取非对角线按模最大元素 |αpql = 皿皿|向， 1 的步骤，那么，第一步选
呼3

取 p = 2,q = 3 位置的元素，将公?和 αii) 化为零.通常，以按模最大元素的步骤
进行旋转变换，其计算速度会更快一些

*8.4 QR 方法简介

8 .4.1 QR 方法初步

QR 算法是计算机问世以来计算数学最重要的成果之一 1961 年Francis 提出

QR 算法，它能有效地计算中小型矩阵的特征值和特征向量

n 阶矩阵 Q， 若满足 QQT=I， 称 Q 为正交矩阵正交阵有如下特性2
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(1) Idet QI = 1, 
(2) Q" Q2 为正交阵，则 Q = Q，Q2 仍为正交矩阵.

8.3 节中给出的 Givens 矩阵 Q(P， q, 0) 也是正交矩阵.
利用线性代数相关定理，若 A 为 n 阶实矩阵，则存在正交阵 Q， 上三角阵 R，

使得

A=QR 

A 分解成正交阵 Q 与上三角阵 R， 称为 A 的 QR 分解.

A 为给定的 n 阶实矩阵，记 A， =A， 对 A， 作 QR 分解

A, = Q,R, 
这里 Q， 为正交阵， R， 为上三角矩阵记 A， =R，缸，对 A， 作 QR 分解，

A, = Q,R, 
记 A3 = R，Q，. 若已有

Ak = QkRk 

记 Ak+1 = RkQk 如此可得到 n 阶矩阵序列 {Ak}， 它们满足·

(1) {Ak} 为相似正交矩阵序列.事实上，对 Ak+1 作正交相似变换

QkAk+1Qr = Qk(RkQk)Qr = QkRk = Ak 

即 Ak+l 正交相似于 Ak'

(2) 记 Adl9元素(中)nxn ， :tf A 满足一定的条件，则有

4) → 0，当k →∞， 1 运 i<j';;;n
df) → λ，当k →∞，也= 1, 2,'" ,n 

这里 λ4 即为 A 的特征值，矩阵序列 {Ak} 的这种性质称为基本收敛.

利用矩阵的 QR 分解，得到正交相似序列 {Ak} ， 从而求得 A 的特征值的方法，

称为 QR 方法. QR 分解过程比较繁复，而基本收敛的收敛条件及定理证明更具专

业性，故这里不再给出，有兴趣的读者可以参考有关的书籍.

8.4.2 矩阵的 QR 分解

矩阵的 QR分解可以有多种方法，比如说用前面介绍过的旋转矩阵，或 Sch皿dt

正交化过程.下面介绍利用 Householder 反射变换来作 QR 分解.

若 v E R n , Ilvll = 1，则矩阵

H=I -2vvT 
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称为 Householder 矩阵它是个正交矩阵3 且满足

(1) detH = -1; 

(2) H 为对称的正交矩阵;

(3) x , y 为 Rn 上向量， Ilxll = 11训，令 v= 卫二旦， H =1 -2vvT , 
11ν -xll 

则有

Hx=y 

对任意向量 x， 记 α= Ilxll ，取 y= α(1， 0，…， O)T = Ilxll 肉，则有 Householder 矩阵
H， 满足

Hx= α(1 ， 0，…， O)T 

如图 8.1 所示， Householder 矩阵把向量 z 映射为沿虚线对称的另一个向量. 因此，

Householder 变换又被称为镜像映射.

-4 4 

' 

, , , , ' 
, , , , , , , , , , , , ' 

el 11叫 I.el

图 8.1 镜像映射

对于任意矩阵 A， 我们可以用一系列的 Householder 矩阵，把它变换为上三角

阵首先，取 A 的第 1 列作为向量 x， 则存在 Householder 矩阵矶，使得

其中 A' 是一个低一阶的矩阵同样，可以找到坷，使得 HiA' 的第一列下三角部



.182. 第 8 章计算矩阵的特征值和特征向量

分为 O. 取
1 0 ... 0 

0 
H2 = 

H{ 
。

经过何一 1 步后，矩阵 A 变换为一个上三角阵

Hn-l … H2H,A=R 

取

Q = H{Hi.. .H;;_, 
则 A=QR 是 A 的一个 QR 分解.

例 8.9 用 Householder 变换，给出矩阵 A 的 QR 分解
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解 首先，需要找出变换 A 的第 1 个列向量 α， = (12 ， 6， -4户，为 Tl = 

Ila, ll ", = (14,0, O)T 的矩阵.

v= 主t旦 =](2， 6， 4)T，则有
Ila, - rIil ÝT4 
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对降了一阶的二阶矩阵

K=(3:1) 
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作同样的变换，有

(100) H2 = I 0 -7/25 24/25 

o 24/25 7/25 

因此

(晌耐1…
Q=H'[Hi=13/7 158/175 -6/175 

-2/7 6/35 33/35 

(μ 丁R=QTA= I 0 175 -70 

o 0 -35 

习 题 8 

(1) A = (二 :;);(2)B=(::);

(1)A=(;:);(作
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但)C=(-1L:);
4 证明 (8.13) 式.
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附录 1 上机作业题

程序 1 设 !Ii (x) = 夺 1 分另UJ{)( x = 0 川1.0， y'2, 10.0, 100阳0.0，
tfk(k+z)' 

计算 !Ii(x) 的近似值，要求截断误差在 10-6 内.

提示=依据截断误差要求，估计出 k.

输出:x 和世(x) 的值.

程序 2 下面给出美国 1920~1970 年的人口表:

年份 1920 1930 1940 1950 1960 1970 
人口(千人) 105711 123203 131669 15回97 179323 2邸212

用表中数据构造一个 5 次 Lagrange 插值多项式，并用此估计 1910， 1965 和

2002 年的人口 1910 年的实际人口数约为 91772000，请判断插值计算得到的 1965

年和 2002 年的人口数据准确性是多少?

程序 3 数据同上表，用 Newton 插值估计2

(1) 1965 年的人口数i

(2) 2012 年的人口数

程序 4 数据同上表，用自然样条函数预测在 1910， 1965 和 2002 年的人口数

请比较以上三种方法所求值的效果，哪一种方法最优?

程序 5 给定 n+1 个插值节点，构造 n 次 L鸣range插值多项式，并计算 f(x)

输入z 插值点数 n， 插值点 {Xi ， f(Xi)} , i = 0,1, 2,... , n; 要计算的函数点 x.

输出:L何(x) 的值.

程序 B 用 Newton 插值计算 Hermite 插值

输入E 插值点数饵，插值点 {x毡 ，/(Xi) ， f' (Xi)} , i = 0， 1 ， 2，…，叫要计算的函数

点 z

输出: H(x) 的值.

程序 7 给定 n+1 个插值点和一阶导数的端点值 mo ， mn， 用 m 关系式构造

三次样条插值多项式 S(x) ， 求在给定点 z 处 S(x) 的值.

输入z 插值点数 n， 插值点 {x毡 ，/(Xi)} , i = 0 ， 1 ， 2，…， nj 一阶导数的端点值

mo ， m饵，要计算的函数点 z

输出: S(x) 的值.

程序 8 用复化 S叩叫动控制误差方式计算积分 S(←f仰z
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输入z 积分区间 [a， b]， 精度控制值 e，定义函数 f(x).

输出 z 积分值 S.

程序 V 计算积分=

(归=ζ在e t/2dz;(2)S=fZI 

附录 1 上机作业题

算法:计算以叫为积分区间的积分序列 q=ff阳直到 1 "， - "'-11 

小于给定精度时停止.例如， (向 ， b，) 积分区间序列取

(-1 , 1), (-2, 2) , (-3,3) , (-3.5,3.5) , (-3.7,3.7) , (-3矶 3.9)，…

输入z 积分区间序列队， bi) ， i = 1 ， 2，… ， m， 精度控制值已，定义函数 f(x).

输出=积分值 S.

程序 10 用 Newton 迭代法求解非线性方程组

(仲)斗目2-1=0
g(x)=x3 -y=0 

取 ( Xo ) = ( ~.~ )，误差控制皿阻 (1时， IYkl) .;:; 10-5 

\ Yo / 飞 υ.0 / 

输入:初始点 (xo ， YO) = (0.8 ， 0.6)，精度控制值 e，定义函数 f(x) ， g(x)

输出:送代次数 k， 第 k 步的法代解 (Xk ， Yk). 
程序 11 用 Gauss 消元法计算 A 的行列式.

输入=行列式的阶数饵，行列式 A 的元素.

输出:A 的行列式的值.

程序 12 用 Doolittle 直接分解法求解线性方程组 Ax =b

输入:方程组的阶数 n， 矩阵 A 的元素和常向量 b 的元素.

输出:方程组的解.

程序 13 用 Crout 列主元直接分解法求解线性方程组 Ax =b

输入=方程组的阶数饵，矩阵 A 的元素和常向量 b 的元素.

输出 z 方程组的解.

程序 14 用 Doolittle 或 Crout 直接分解法求解三对角方程组z

a, b, 
句句句

X=b 

马.-1αn-l bn - 1 

乌• an 
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输入z 方程组的阶数 n， (ai , bi1 Ci), i 从 1 到 n， 常向量 b 的元素.

输出 z 方程组的解 X

程序 15 用 Doolitte 或 Crout 直接分解法计算矩阵 A 的逆矩阵

输入z 矩阵的阶数 n， 矩阵 A 的元素.

输出:A 的逆矩阵.

程序 16 用 Gau胁Seidel 法求解线性方程组 Ax =b

输入:方程组的阶数饵，矩阵 A 的元素和常向量 b 的元素.

输出 z 方程组的解.

.187. 

程序 17* 随机形成元素值在 20 以内的三阶系数矩阵A， 使由它构造的 Jacobi

法代收敛，而 Gauss-Seidel 法代不收敛.

输出 z 三阶系数矩阵 A.

程序 18* 随机形成元素值在 20 以内的三阶系数矩阵 A， 使由它构造的 Gauss

Seidel 选代收敛，而 Jacobi 法代不收敛.

输出 z 三阶系数矩阵 A.

程序 19* 随机形成元素值在 10 到 10 以内的实系数矩阵 A20，20' 随机形成
解向量 X 的值，常向量 b 的元素由算法 b=AX 得到，分别用列主元 Gauss 泊元

法和 Gauss-Seidel 法代法求解线性方程组 AX=b， 比较两种方法求解的效果和所

用的 CPU 时间.

程序 20 用 Jacobi 方法计算实对称矩阵的全部特征值和特征向量

输入=矩阵的阶数饵，矩阵 A 的元素.

输出 z 矩阵的 n 个特征值和特征向量.

程序 21 用二阶 Runge-Kutta 公式求解常微分方程组初值问题

亿巳
J y'(x) =ys皿πX， 'n' J y'(x) = x (1) < "，~~' "-_.._, (2) < 1 y(O) = 1; , , 1 百(0) = 1.442. 

输入:区间剖分点数 n， 区间端点 α， bj 定义函数 y'(x) = f(x , y) 

输出z 饰 ， k= 1,2,… ,n. 

程序 22 用改进的 Euler 公式求解常微分方程组初值问题.
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计算公式z

(2::)=(:) 叫:;二;二;)
(:;::)=(:)+;l(3::::;二:)+(;21:::2::;)l
输入:区间剖分点数 N， 区间端点 α， bj 定义函数

y'但) = f(x ， 由，功 ， z'(x) = g(x ， 缸 ， z) 

输出: (饨 ， zk) ， k = 1 ， 2γ .. ， N. 

程序 23 用预估-校正公式解常微分方程组初值问题并与用改进的 Euler 公式

计算效果进行比较.

计算公式z

r寸f……+…)]
队+1 = Yn-2 + ~[3f(xn+1， Yn+1) + 9f(xn-l , Yn-l)] 

输入z 区间剖分点数 N， 区间端点 α， bj 定义函数百'(x) = f(x ， 自)

输出=饨， k= 1,2,… ,N. 

·上机语言自选，可用 C 语言， Fortran, Mathe皿atica， Matlab, Maple 等各种

语言

·上机作业格式

·题目

·所用方法

·算法筒述

·输入、输出说明

·程序
·运行结果

·计算结果分析
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程序 1 给定 (x" y,), i = 0,1,'" ，饥，构造 Newton 插值多项式，使得 Nπ(x，) = 

Yi, i = 0, 1，… ， n. 输入 x， 计算 Nn(x).

算法描述

输入 n 值及 (x" y,), i = 0 ， 1，… ， nj 记 f(x，) = 的 j for i = 0 ， 1，… ， n 计算差商

f[句，叫， . . . ,Xk] = I[X1 ， 句" .. ,Xk]- f[xo ， 町， ··JK-ll ，其中 I[x，] = f(x,) 
Xk -xo 

对给定的 x， 由

N饨(x) =f(xo) + (x - xo)l[xo ， 叫] + (x - xo)(x - x , )f[xo , x" X2] + 
+ (x - xo)(x - X1)'" (x - xo)f[xo ,x1 ,'" ,xn ] 

计算出 Nn(x) 的值.

输出 Nn(x).

程序源码

// Purpose: (x_i ， y_i) 的 Newton 插值多项式 // 

#include <Btdio.h> 

#def ine MAXJl 20 

typedef Btruct tagP口INT

{ 曲曲1e x; 

double y; 

} POINT; 

int mainO 

{ int n; 

int i , j; 

//定义 (x_i ， y_i) 的最大维数

//点的结构

P口INT points[MAXJl+l]; double diff[MAXJl+l]; 

double x , tmp , newton=O; 

printf("\nlnput n value: "}; 

Bcanf(呗d" ，缸) ; 

if (n>MAXJl) 

{ 

//输入被插值点的数目
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printf("The input n is larger then MAX且， please redefine the 

MAJLN. \n"); 

return 1; 

} 

if (n<=O) 

{ 
printf(叩lease input a number between 1 and %d. \n" , HAX_N); 

return 1; 

//输入被插佳点 (x_i ，自_i)

printf("Now i即ut the (x_i , y_i) , i=O ，"'，如:阳"， n); 

for (i=O; i<=n; 土++)

Bcanf("%lf%lf" , &;points[i] .x , &points[i] .y); 

printf(IINow input the x value: 叮; //输入计算 Newton 插值多项式的

z 值

sca且f(叫1f" ， &:x); 

for (i啡; i<=n; i++) diff[土] =points [i] . y; 

for (i=O; i<n; i++) 

} 

for (j=n; j>i; j一)

{ 

diff [j] = (diff [j]-diff [j-l]) / (points [j] .x-points [j-l-i] .x) ; 

} //计算 f(x-O ，... ， x_n) 的差商

tmp=l; newton=diff[O]; 

for (i=O; i<n; i++) 

} 

tmp=tmp*(x-points[i] .x); 

newton=newton+tmp*diff[i+l]; 

printf( 1I四盹on(%f)=%f\n ll ， x , newton); //输出

return 0; 
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计算实例

给定 sin 11 0 = 0.190809, sin 120 = 0.207912, sin 130 = 0.224951，构造 Newton

插值函数以计算 s皿 1103σ

程序输入输出

input n value: 2 

Now input the (x_i ,y_i) , i=O ,…, 2: 

11 0.190809 12 0.207912 13 0.224951 

Now Inpu乞 the x value: 11.5 

newton(11.500000)=0.199369 

程序 2 用弦截法求 I(x) 在句， X1 附近的根.

算法描述

给定 I(x) ， 从旬， X1 开始，根据弦截法法代公式

z f (Xk)(Xk - Xk-1) 
k+1 = Xk - I(Xk) - I(Xk-1) , k= 1,2, 

求得 I(x) 在其附近的根.

程序源码

/////////////////////////////////////////////////////// 

// Purpose: 弦截法求根 // 

/////////////////////////////////////////////////////// 

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

#define f (x) (x吨吨-7.7*x*x+19.2*x-15.3) //1 函数

#define xO 0.0 //初始 xO ， xl 

#define x1 1. 0 

#define MAXREPT 1000 

#define epsilon 0.00001 

void mainO 

{ int i; 

double x _k=xO , x_k1=刻， x_k2=剖，

for (i=O; i<MAXREPT; i++) 

printf(咱的.. %f\n ", x _k2); 

//;最大选代次数

//求解精度

x _k2=x_k1- (f (x_l<1) * (x_k1-x_k)) / (f (x_k1) -f (x_k)) ; / /弦截法求新x_n
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if (xJ<2-xJ<1<epsilon &t xJ<2-xJ<1>-epsilon) 

printf (" !Root: %f\n" J x_k2); //满足精度，输出

return; 

xJ<=xJ<l; xJ<1=xJ<2; //准备下一次选代

} 
printf (" After %d repeate , no 801 ved. \n 11 J MAXREPT); 

} //一一一一一一一-- End of File -一一一一一一一一一

计算实例

用弦截法求方程 j (x) = X 3 - 7.7x2 + 19.2x - 15.3 的根，取 xo=1.5 ， 叫=4.0.

程序输入输出

由本程序的 j(x) 及町，町，得到输出

!Rρot: 1.700000 

程序 3 用超松弛迭代 (ω 作参数)求解方程组

α11α12 α1n X1 C1 

C2 α21α22 α12n X2 

αn1 αn2 αnn xn cn 

算法描述

输入矩阵 A 及列向量 C;

按因子为 ω 的超松弛法代公式

zik+1)=(1ω)xik) + ω(α12X~k) - ... - a'nX!:') + Cl)/α11 

zik+1)=(1 一 ω)X~k) + ω(一句dM) 一句叫k) 一 - a2nX~k) + C2)/α22 

X~k+1) 
= (1ω)X~k) + ω(-an叫k+1)...an，"1ztjL1)+乌)/αm

求解 AX=C.

程序源码

组程方怯线解求代选弛队‘忐a
q

起
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咱4

FMF En 
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咱
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，
，
骨

-
'
w骨
-
'
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// 

#def ine MAX_N 20 //方程的最大维数
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#define 阻AXREPT 100 

#define epsilon 0.00001 

int mainO 

{ int n; 

int i , j , k; 

double err , W; 

.193. 

//求解精度

static double a [MAX_N] [MAX_N] , b [MAX_N] [MAX_N], c [MAX_N] , g [MAX_N] ; 

static double x[MAX_N], nx[MAX_N]; 

printf("\nlnput n value(dim ofAX=C):η; //输入方程的维数

sca且f("Xd" ， in); 

if (n>MAX_N) 

{ printf("The input n is larger than MAX且， please redefine the 

阻AX_N. \n"); return 1; 

} 

if (n<=O) 

{ printf(叩lease i哼ut a number between 1 阻.d %d. \n飞 MAX_N) ; 

return 1; } 

//输入 AX=C 的 A 矩阵

printf("Now input the matrix a(i , j) , i , j=O ,... , %d:\n" J n-l); 

for (i=O; i<n; i++) 

for (j=O; j<n; j++) 

sc回f("%lf" ， II:a[i] [j]); 

//输入 C 矩阵

printf(咽。w input the matrix c(i) , i=O ,'" , %d: \n" , n-l); 

for (i=O; i也; i++) 自由f("%lf" ， &c[i]); 

printf(IINow input the w value: "); 

scanf(叫1f" ，的) ; 

if (w<=l 11 w>=2) 

{ 

} 

printf("w must between 1 皿d 2.\n"); 

return 1; 

for (i=O; i也; i++) //改造 x_{k + l}=bx_{k}+g 选代矩阵
for (j=O; j<n; j++) 

{ 
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b[i] [j]=-a[i] [j]/a[i] [i] 

g [i] =c [i] /a [i] [i] ; 

} 
for (i=O; i<MAXREPT; i++) 

for (j=O; j<n; j++) 

皿[j]=g[j] ; 

for (j=O; j<n; j++) 

{ 
for (k=O; k<j; k++) 

附录 2 C 语言程序示例

nx [j] +=b [j] [k] *nx [k] ; 

for (k=j+l; k<n; k++) 

//迭代

} 

nx[j]+=b[j] [k]*x[k]; 

皿[j]=(l-w)咽 [j] +w*皿 [j] ; 

} 

err=O; 

for (j=O; j<n; j++) 

if (err<fabs(nx[j]-x[j])) err=fabs(皿 [j] -x [jJl; 

for (j=O; j<n; j++) 

x[j]=皿 [j] ; 

if (err<epsilon) 

{ 
printf("Solve... x_i=\n叮; //输出

for (i=O; i<n; i++) printf( lI %f\n" , x[i]); 

return 0; 

printf( lI After %d repeat , no result"'\n" , MAXREPT); 

return 1; 

计算实例

解下列方程组

(…一句= 14 
2x, - 90X2 + X3 = -5 

X,+X2+ 40X3=20 

//误差

//输出
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程序输入输出

Input n value(dim ofAX=C): 3 

Now input the matrix a(i , j) , i , j=OJ"'J2: 

64 -3 -1 2 -90 1 1 1 40 

Now input the matrix c(i) , i=O ,'" ,2: 

14 -5 20 

Now input the w value: 1 

Solve... x_i= 

0.229547 

0.066130 

0.492608 

程序 4 龙贝格(R.omberg) 积分算法

计算公式和算法描述请看 2.3.4节.

程序源码

// Purpose: Romberg 算法

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

#define f(x) 

#def ine N _lI 

#define MAXREPT 

#define a 

#define b 

#define epsilon 

(sin(x)) 

20 

10 

1. 0 

2.0 

0.00001 

.195. 

// 

double computeT(double aa , double bb , long int n) //复化梯形公式

{ 

} 

int i; double sum , h=(bb-aa)/n; 

for (i=l; i<n; i++) 

sum+=f (aa+i*h) ; 

sum+=(f(aa)+f(bb))/2; 

return (h*sum); 

void mainO 

int ij 



} 
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long int n=N_H, m=O; 

double T[MAXREPT+1] [2]; 

T[O] [l]=computeT(a , b , n); 

n*=2; 

for (m=l; m<MAXREPT; m++) 

for (i=O; i <m; i++) 

{ T[i] [O]=T[i] [1]; } 

T[O] [l]=computeT(a , b , n); 

n*=2; 

for (i=l; i<=m; i++) 

附录 2 C 语言程序示例

//计算 T^ {m-1}(h/2) 

//T^m(h) 

T[i] [1]=T[i-1] [1]+(T[i-1] [1]-T[i-1] [0])/(pow(2 , 2*m)-1); 

if ((T [m-1] [1] <T [m] [1] +epsilon) tI.tI. (T [m-1] [1] >T [皿.] [l]-epsilon)) 

{ printf("Tbe Integrate is %lf\n" , T[m] [1]); //输出

return; } 

} 
printf("Return no solved... \n"); 

// ---------------- End of File --------------------

计算实例利用Romb吨积分法计算 ilsin(叫"
程序输入输出

(对于不同 f(叫，修改程序#define f(x) 项，本例 f(x)=sin(x) ，区间

[α ， b]=[O ， ll， 

初始 h=(b-a)/n=(b-α)/20

对于本程序的给定，输出结果

T=0.956447 

程序 5 用四阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程初值问题

(内)=川~ ~ 
a.坠 x ，，"

y(α)= 自'0，、、
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算法描述

对给定的 f怡， y) ， 用四阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程初值问题

缸"+1=b+;(k1+2也+均+也)
k, = f(xn , Yn) 

k2=f(xn+~h， Yn+ 抖)
( 1. 1..\ 

k3 =fl Xn+ 豆h， Yn+ 豆hk2)

k. = f(x饲 +h， 缸n + hk3 ) 

程序源码

// Purpose: 四阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程初佳问题//

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

#define f(x ,y) (x/y) //dy/dx=f(x ,y) 

int mainO 

{ int m; 

int i; 

double a , b , yO; 

double xn , yn , ynl; 

double kl , k2 , k3 , k4; 

doub1e h; 

printf("\nlnput the begin 四d end of x: "); 

sca且f ('I%lf%lf" , &a , &b); 

printf("Input the y value at %f: ", a); 

sca且f ('I%lf" , &yO); 

printf("Inputmvalue[divide (%f ,%f)]: ", a , b); 

sc回到I'%d" J 恤) ; 

if (m<=O) 

{ 
printf(叩lease input a number larger th皿1. \nη; 

return 1; 

h=(b-a)/m; 

.197. 
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xn=a; yn=yO; 

for (i=l; i<咽; i++) 

} 

kl=f(血J yn); 

k2=f((xn+h/2) , (yn+h*kl/2)); 

k3=f((xn+h/2) , (yn+h*k2/2)); 

k4=f((xn+h) , (yn+h*k3)); 

ynl=yn+h/6*(kl+2*k2+2*k3+k4); 

xn+=h; 

printf{ lI x%d=缸 J y%d=%f\n 11 , i ，血， i , ynl); 

yn=ynl; 

return 0; } 

计算实例

用四阶 Runge-Kutta 公式解初值问题

附录 2 C 语言程序示例

画 = x/y, 2.0';; x ζ2札取h= 0.2 
(du , 

自(2.0) = 1, 

程序输入输出

Input the begin a且.d end of x: 2.0 2.6 

Input the y value at 0.000000: 1 

Input m value[divide (0.000000 ,0.800000)]: 3 

xl=2. 200000 , yl=1.356505 

x2=2.400000 , y2=1.661361 

x3=2. 600000 , y3=1.939104 
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学习任何课程，做题都是检验和巩固学习效果的重要步骤之一.怎样做计算方

法的题目?计算题型是计算方法的主要题型传统的做题方法是用手算一些简单的

题目.例如，用简单迭代法解一个三元方程组.掌握了解题的方法和步骤后，做算

术运算就是解题的主要工作，难免与烦琐和枯燥同行如果用 C 语言等高级语言

编程解题，既可减少烦琐，又可提高计算机技术应用能力，但用高级语言编程也有

相应的工作量.

建议用某符号计算系统做计算方法的题目，它是一种雅俗共赏的做数学题的环

境，在符号计算系统中做题，既可免除烦琐的算术运算，又可在宽松环境中编程解

题，使学生将精力主要放在理解方法和演示方法的过程中

符号计算系统是一种集成化的数学软件系统，它主要包括z 数值计算、符号计

算、图形生成和程序设计四个方面.符号计算系统含有种类丰富的功能强大的内部

函数，用户也可以自由地定义自己的函数并扩充到系统函数中.

Wolfram 公司的 Mathe皿atica 是优秀的符号计算系统之一.在此简要给出

Mathematica 系统的交互式的操作步骤，列出部分有关数值计算方法的函数，供使

用参考要进一步掌握和了解 Mathematica 功能，请查阅 Mathematica 系统的在线

帮助和参考有关的书籍.

Mathematica 版本从1.0 J1J 10.4性能不断发展和提高，但是常用的基本函数不
受版本限制，本附录的例题是在 10.3 版本中运行的，输入命令与在 4.0 和 7.0 版本

儿乎一致，极少数函数的输出部分略有不同，高版本比低版本给出更多的信息.

·输入和计算表达式

符号计算系统有两种运行方式，一种是交互式，用户键入一个函数，系统执行

相栅应的附计算，例伽如，计精算定棚积分 LLk归Z泸汽2气(1口1 函血阳nx
] }川N盯Integr四a剖.te [x匀̂2(11 - Sin[x]) ，{仅X ，-吐1 ， 1咐

另一种是写一段程序，系统连续执行一个计算序列，程序使用的是符号计算系

统自己的语言，对己掌握一门高级语言的用户来说，语旬的形式大同小异，也容易

掌握

用户在工作屏幕上输入函数命令，系统接受计算命令后显示计算结果工作屏

幕像一张长长的草稿纸，称工作屏幕为 Notebook，它是后缀为 nb 文件类型.像其

他的计算机文件一样，可以对 Notebook 进行新建、保存、打开、修改和打印等操
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作?这些操作命令都放在"文件"菜单中.

用户先输入一行或多行表达式?再发出计算表达式命令，系统在完成计算后输

出计算结果时?再显示输入的行标记 "In[l]:= ".需要注意的是:在输入中回车键仅

表示命令之间的分隔标记.

计算表达式的命令方式如下.

快捷键按他的+回车键?

菜单命令单击计算 (V) →计算单元 (E)

例如?在 Mathematical0.3 版本中?启动 Mathematica 后?输入Plot [x Sin [xJ -

1 , { x , - 20 , 20 } ] ，按他的+回车键?则绘出函数 f (x) = x sin x - 1 在区间 [-20 ，

20] 上的图形.屏幕显示如下.

In[1]:= Plot [ x Sin [ x ] , {x , -20 , 20}] 

·在 Mathematica 中获取帮助

单击帮助 (H) 菜单?在文本框中输入 FindRoot，按回车键7 则显示 FindRoot

的细则除在菜单获取帮助外?在行文中输入"?函数名777 可得到有关这个函数相关

信息;输入"? ?函数名飞可得到有关这个函数更多的信息

例如?输入: ?Nlntegrate 

输出:

l且[勾;= ? Nln te,qra be 

巴 e 目

Nlnte.grate[J, {x, Xm in, x，拙}] 结出附的 rmæ:- ! dx ，的数值剧.
~Am.'n 

Nlntegrate[J, {x, Xmin, xmad , {y , Ymin , YJr.at}. 回 ..1

结出多重肺、 rmæ:-dx j.'mæ:- dy.. . ! 的散值酬.
，.J. "'mtn 叫，tmtn

N I nteg rat~[J， {芷:， y, ...} E reg] 7:t几何区蜡 reg 上京朝B'". >> 

厂
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1.插值

·插值函数 InterpolatingPolynomial [data, var] 

做出以 data 为插值点数据， 以 var 为变量名的插值多项式.插值点数据是按

点列的形式排列，点列{{xo , yo} , {Xl' 的}，… ， {Xn ， Yn}} 组成一个表.运行后，系统

显示所构造的用最少运算次数的 Newton 插值函数形式

例 1 按下列函数表计算 f(1.2).

5 

9 

4 

8 

2 

12 

1 

16 

z 

y 

In[l]:= data = Table[{{l. , 16} ,{2. , 12} ,{4. ,8} ,{5. ,9}}]; 

= InterpolatingPolynomial [data ,x] f [x_] 

Out[1]=9+(-1.75+(O.75+0.08333333333333337(-2.+x)) (-1.+ x))(-5.+x) 

In[2]:= f [1. 2] 

Out [2] = 15.1307 

下面的图形展示了 7.0 版本中运行结果.

古画画阳--一-~.-一一一一M虫'摩.) - 恨， 植λ ωU 00 '"去t) I耻 Ø) 忡..刷..~) .口剧酶IIJOO

fi 4
日
川
川
川

'.(1):0 d且ta .T;obl.[{{L. 16). (2 _. 12 ). ( 4 _. 8 ). ( 5 _. g}) [; 

r[乓_] ., Int.rpo1AtinqPolynom.孟.1( d.1lt& ~ x ] 

Ouq2)o 9 . ( -1. 75. (0.75 . 0 . 口833333 (-2 . φx)) ( -1. . x )) ( - 5 . .x) 

• "叫31"' r[L2] 

t 曲)113]， ，5 _ 1301

在数据中还可以包括插值点处的导数，

dYl} }，…}形式存放数据.

例 2 给定数据 f(O) = 1.0 , f(1) = 0.75, f(3) = 0.25,1'(3) = 0.56 作出三次插
值多项式.

其数值按 {{Xo ， {YO ， dYO}} ， {Xl ，{缸，

In[l]:= d = {{O , 1.0} , {1 ,0.75} ,{3 ,{0.25 ,0 . 56}}}; 

In[2]:= InterpolatingPolynomial[d ,x] 

Out[2]= 0.25+(0.56+(0.27+0.135*) (-3+x)) (-3+x) 

"做出 Newtun 插值多项式

In[3] := Simplify [%] "如果需妥化简插值多项式

Out[3]=1.+ 0.155 x - 0.54 x2+ 0.135 x3 
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·插值函数 Interpolation [data,InterpolationOrder-> n] 

对数据 data 进行插值运算，并可设置插值多项式的次数饥，默认值为 3， Inter

polation 生成一个 Irr阳polatingFunction [插值范围， <>]目标(如 Orrt[2])，系统不

显示所构造的插值函数.因此，用户直接用生成的插值函数计算函数的近似值

例 3 按例 1 给出的数据，用 Interpolation 函数计算 x=1.2 处函数的近

似值

In[l];= data = {{1. , 16} , {2. ， 12} ， {4. ，码， {5. ,9}}; 

g = Interpolation[data , Interpolation口rder->3];

In[2];= g[1. 2] 

Out [2] = 15.1307 

例 4 按例 1 给出数据构造 Lagrange 插值多项式，计算 x = 1.2 处函数的近

似值

In[l];= la[x_ ， x口， a_ ， b_ ， c_] := 

(x-a) (x-b) (x-c)/((xO-a) (xO-b) (xO-c)) 

口ut [1]= 

poly [xJ =la[x ,1. 0 ,2. ,4. ,5 .]16+1a [x ,2. 0 ,1. ,4. ,5.]12+ 

la [x ,4. , 1 ,2. ,5]8+la[x ,5.0 , 1 , 2 ,4]9. 

1.33333 (-5.+x )(-4.+x )(-2.+x )+0.75(-4+x ) (-2+x ) (-l+x ) 

-1.33333 (-5+x )(-2.+x)(-1+x )+2. (-5.+x)(-4.+x )(-1. +x ) 

In[2];= poly[1.2] 

Out[2]= 15.1307 

2. 曲线拟合

·拟合函数 Fit [data，缸n， var] 

用数据 data，以 V町为变量，按拟合的基函数阳的形式构造拟合函数数据

的表示方法与插值函数中的表示方式相同.

例 5 用二次多项式拟合下列数据

x , 
y, 

In[l] ;=dd 

1.00 
0.22 

0.50 
0.82 

日 00

2.11 

0.25 
2.56 

0.75 
3.87 

={{-.l ,O.22} ,{-0.5 ,O.82} ,{O ,2.11} ,{0.25 ,2.56} ,{0.75 ,3.87}}; 
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Fit[dd.{l.x.x^ 2}.x] 

口ut[l]= 1.51383 +2.4149x +1.180673..x2 

例 6 按数据 {-1.l5 ， 0.22} ， {-0.5, 0玛， {0，1O， 2吟， {0.25, 2.5}, {0.75, 3冽构造

线性拟合函数.

In[l];= a ={{1..-1.15}.{1.-0.50}.{1. , O.10} ,{1 ,O.25} , {1 , O.75}}; 

MatrixForm[A=Tr皿spose[a]. a] (*用矩阵形式输出法方程*)

Out[l]//MatrixForm= 

(一;55JZ)
In[2] ;=b=Tr皿spose[a] .{O.22 , O.8 , 2.0 , 2.5 , 3.8} 

口ut[2]={9.32 ， 3.022} (*常数项加)

In[3];=LinearSolve[A ,b] (*解方程 Ax = b*) 

口ut[3]={2.07136 ， 1.88505} 

得到拟合函数

例 7 绘出下列数据

z 

U 

-3 

14.3 

p(x) = 2.07136 + 1.88505x 

-2 

8.3 
-1 

4.7 
2 

8.3 
4 

22.7 

(1) 用最小二乘怯求形如自 =α +bx2 的经验公式，并计算最小平方误差

(2) 用三次多项式拟合这些数据.

In[l];= d = {{ -3 , 14.3},{-2 ,8.3},{ -1 ,4. 7} ,{2 ,8.3} , {4 , 22. 7}}; 

Fit [d , {1. x^2} ,x ] 

口ut[l]= 3.5 + 1.2x2 

In[2];= f[x_] ;=3.5+1. 2 x^2 

In [3] = Sum [(d [[i , 2]]-f [d [[i , 1]]])勺，杠， 1 ， 5}]

(* d[[i , l]] , d[[i ， 2]] 表示 ， Xi ， 执*)

Out [3]=3. 15544x lO-3o (*最小平方误差吟

In[4];= Fit[d , {1 , x ,x^2 , x^3} ,x] 

Out [4]= 3.5-1.10984x lO -l'x+1.2x2_1.01033x lO-15x3 
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3. 求解非线性方程

.非线性方程求根函数 FindRoot

FindRoot [方程，杠， xo}] 求解方程在 Xo 附近的一个近似根

FindRoot [方程，怡， {拙， x1}}] 在区域 (x口 ， Xl) 内求解方程的一个近似根

FindRoot [方程，杠，翩翩， xmin， xm缸}] 按初始值在区域内计算方程的近

似根

FindRoot [{方程组}， {尘 ， xO} ， 切， yO} ， …] 计算非线性方程组的近似解

例 8 f(x) = x3 - 3x - 1，取 Xo = 1.5，计算 f(x) 的根

不妨先看看函数的图形.

In[l]:= Plot[x^3-3x-l , {x , -3 ,3}] 

-3 3 

In[2]:= FindRoot[x^3-3x-l==O ，但，1. 5}] (*注意两个等号事)

Out[2]= {x -> 1.87939} 

例 9 f(x) = xsinx -1， 用弦截法计算在 Xo = 18,Xl = 21 附近的根
In[3]:= FindRoot[x Sin[x]-l==O ，杠， 18 ， 21}]

Out[3]= {x -> 18.9025} 

例 10 用 Newton 迭代法求解非线性方程组

(::11=0，取(;:)=(::)
工n[4]:= FindRoot[{x^2+y^2-1=吨 .x^3-y==O} ， {x ， O.8} ， {y ， O.6}]

(*用花扩号将方程姐扩起来.*)

Out[4]={x ->0.826031 , y ->0.563624} 
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4. 求解线性方程组

·求解方程组函数 LinearSolve [A,B] 
如果方程组有解，则给出满足方程组 Am.nX = b 的一个解，如果方程组无解，

则给出"碰到的线性方程无解"的提示

常用矩阵计算符号和函数如下=

A+B 矩阵 A 和 B 相加

A.B 矩阵 A 和 B 相乘

Det[M] 计算矩阵 M 的行列式

Inverse [M] 计算矩阵 M 的逆矩阵 (M-1 )

Tra且sepose [M] 计算矩阵 M 的转置矩阵 (MT 或 M')

例 11 求解方程组

、
飞
E
E
E
E
E
E
E

，
，
，
，
，

aukuno 
q
a
n

，
a
a
n
哩
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飞
、
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一
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、B
E
E
E
E
E
E
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e
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In[l] :=A={{2 ,4 ,6.0} ,{l ,4 , 7} , {3 ,8 , 12}}; b= {26 , 25 , 46}; 

LinearSolve[A ,b] 

口ut[l]= {6 , -4 ,5} 

例 12 用简单迭代法求解方程组
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以 {O ， O， O} 为初始值，送代 6 步-

In[l]:= B ={{O ,2./10 , l./10} ,{2./10 ,O, l./10} ,{1./5 ,2./5 , O}}; 

g ={11./10 , -25/10. ,18./5}; x1={O , O, O}; 

Do[x2 = B.x1+g; x1=x2; Print[x2] ,{k , 6}] 

口ut [1]= 

{1. 1 ，一2.5 ， 3.6} 

{0.96 , -1. 92 , 2.82} 

{0.998，一2.026 ， 3.024} 

{0.9972 ，一1. 998 ， 2.9892} 

{0.99932 , -2.00164 , 3.00024} 

{0.999696 , -2.00011 , 2.99921} 价方程组的准确解是 {1 ， -2 , 3}*l 
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5. 数值积分

·定积分函数 NIntegrate

Nlntegrate 日.{山}] 计算定积分 {f阳

阳egr伊剖白.te [日f.{x.a.b}.{y.c.d叶叩}] 计算定积分 t叫阳)

例 1臼3 计算 t邮田旷Z泸2)也

例 14 计算 fffL4ipwu
In[l];= Nlntegrate [Sin[Cos[x^2]].但 .1. 2}] 

Out[l]= -0.386289 

In[2] ;=Nlntegrate [Sqrt [u v]/(Sin[x]+y).{x.0.1}.{y.1.2}. 

{u.2.3}.{v.3.4}] 

口ut [2] =1. 56892 

对于被积函数的奇点，可在积分区域上列出

例 15 计算 l-LU是奇点
人1 飞/叫'

In[l];= Nlntegrate[l/Sqrt[Abs[x]]. {x. -1.0.1}] 

Out[l]= 4. 

例 16 分别取步长。叫 0.0002，计算积分 [6 (1 的出
In[l];= f[xJ ;=1.0-x^2; a= O;b= 0.6; 

E匠. a_. b_.h_] ; =(f [a] /2+f [b] /2+NSum[f [凶 .{k.a+h.b-h.h}])h

In[2];= g[f.a.b.0.02] 

口ut[2]= 0.52796 

In[3];= g[f.a.b.0.002] 

口ut[3]= 0.528 

6. 常微分方程数值解

〈哨位 10
0

.61 巾= 0.52时

·常微分方程数值解函数NDSolve

NOSolve [eqn1. y. 杠， xm.ln，皿缸}]

对常微分方程 eqnl，求函数 u 关于 z 在 [Xmin ， xm昭l 范围内的数值解
NOSolve [ {eqn1. eqn2.... }. {抖. y2. ...}.但，皿in，皿皿}]

求解常微分方程组{eqnl ， ...}关于函数{自"批... }在区域内的数值解
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方程或方程组的初始条件也必须作为方程列出，并和方程放在一起.因此，要

解 η 阶的常微分方程，必须同时给出 η-1 个导数的初始值.

例 17 求解微分方程必 +2r土 + x + x 3 = f cos(ωt) ， 0 ~ t ~ 8. 

In[1] : =d=D[x[t] ,{t ,2}]+2*r*D[x[t] , t]+x[t]+x[t] ̂ 3-f*Cos [w t] 

ans=NDSolve [{d==O/. {r→1/10 ， f-址，w->4} ， x' [O]==O ,x[O]==O} , x , 

书， 0 ， 8}]; (*这个输出 10.3 与 7.0 版有点区别*)

不妨画出解函数的图形.

In[3] :=Plot[x[t]/.ans ， {t ， O ，时， AxesLabel->{lt" ， "X" } , 

PlotLabel->"x [t]"] 

Out [3] = 

。x(t) δ2X(t)
一fcos(ω) +2r一一+ v n~~oJ + x(t)3 + x(t) = 0 

θt ât2 

Z 

例 18 求解常微分方程

ylll (x) 十 y"(x) 十 7y'(x) + 10y(x) = 0 

y(O) = 6, 
x E [0, 2] 

y'(O) = -20, 

In[1]:= ss = NDSolve[{y"'[x]+ y"[x]+7 y' [x]+10 y[x]==O , 

y [0] ==6 ,y' [0] == -20 , y" [0] ==20} ,y , {x ,O ,2}] 

Out[1]= {{y -> InterpolatingFunction[{O. , 2.} , <>]}} 

In[2]:= p=y/.First[%] (*取出近似函数的头部*)

Out[2]= InterpolatingFunctio叫{O. ， 2. }, <>] 

In[3]:= p[1. 36] 

Out[3]= 5.09536 



.208. 附录 3 在符号语言 Mathematica 中做题

In[4]:= Plot[Evaluate[y[x]/.ss] , {x ,0 ,2}] (*画出解函数的图形*)

2.0 

I x'(t) = -y(t) - x(t)2 , 
例 19 求解常微分方程组 < y'(t) = 2x(t} ν(t) ， t E [0 ， 1]，计算

I x(O) = y(O) = 1, 
x(1.2) , y(1.2) 的值.

In[5]:= NDSolve[{x'[t]==-y[t]-x[t]^2 , y'[t]==2x[t]-y[t] , 

x[O]== y[O]= =1} , {x , y} , {t , 0 ,3}]; 

In[6]:= {p = x/.First[归， q = y/.Last[%]}; 

In[7]:= {p[1.2] , q[1.2]} (*计算{x( 1. 2) ， y( 1. 2)} 

Out[7]= {-0.301152, 0.432897} 

例 20 用二阶 Runge-Kutta 公式编程解初值问题? 并画出近似解草图.

γ = cosxyY, 
QX (句 1.2 ~ X ~ 2.05，取h = 0.05 
y(1.2) = 3.2, 

解计算公式

(U+=U + ;(川)
k 1 = f(xn , Yn) 

k2 = f(xn + h , Yn + hkI) 

In[1] :=f[x_, y_] :=Cos[x]Sqrt[y]; (*定义函数*)

xylist={{1.2 ， 3.2}}; 性0.05; 何赋初始值*)

Do [xn=xylist [[n]] [[1]] ; yn=xylist [[n]] [[2]] ; 

k1=f[xn ,yn] ; 

k2=f[xn+h ,yn+h k1]; 
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d=(k1+k2) h/2; 

xylist=Append[xylist ， {xn由，yn+d}] , (*将新点加入 xylist 序列中*)

{n , 1 , 17}] (*n 是循环控制量*)

xylist (*输出 {Xn ， Yn} ， η= 1, 2,…, 11*) 

Out[1]= {{1.2 , 3.2} , {1.25 , 3.23038} , {1.3 , 3.25662} , {1.35 , 3.2786} , 

{1.4 , 3.29623} , {1.45 , 3.30943} ,{1.5 , 3.31813} , {1.55 , 3.3223} , 

{1.6 ,3.32192} ,{1.65 , 3.31699} , {1.7 ,3.30752} , {1.75 , 3.29358} , 

{1.8 , 3.27521} ,{1.85 , 3.2525} , {1.9 , 3.22555} , 

{95, 3.19449}, {2. , 3.15945}, {2.05, 3.12059}} 

In[2]:= ListPlot[xylist , Joined->True] (*画出点列*)

3.30 

1.2 1.4 

3.15 

1.6 

7. 计算特征值和特征向量

·计算特征值和特征向量函数

Eigenvalues [M] 计算矩阵 M 的全部特征值

Eigenvectors [M] 计算矩阵 M 的全部特征向量

Eigensystem [M] 计算矩阵 M 的全部特征值和特征向量

例 21 计算矩阵 A 的特征值和特征向量
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In[1]:= A = {{1., 2 , 1} , {-1., 2 , 1} , {3 , 5 , 2}}; 

eigen = Eigenvalues[A] (*计算全部特征佳*)

Out[2]= {4. 44949 , 1. , -0.44949} 

In[3] := Eigensystem[A] (*计算矩阵 A 的全部特征值和特征向量*)

Out[3]= {{4.44949 , 1. , -0.44949} , {{0.382966 , 0.210826 , 0.899383} , 
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{o. 408248 , -0 .408248 , O. 816497} , {-O. 0738855 , -0 .402638 ,0. 912372}}} 

按形式 {{λ1 ， λ2，心}， {{叫}，{地}，{吨}}输出特征值和特征向量.

不妨随机形成一个 100 阶的矩阵，再计算它的特征值和特征向量对于阶数比

较大的矩阵，可用 Max 函数挑出按模最大的特征值.

In[4]:= Max[Abs[eigen]] 

Out [4]= 4.44949 

实际上系统也是按特征值的模从大到小排列特征值的顺序.

In [5] : = eigen [ [1]] 

Out [5] = 4.44949 
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