
2025 年数分 (B3) A 卷评分标准

1. 每题 5 分. 答案依次为: (0, 0, 0), −36, 错误、正确、错误、错误.

1.6. 下面我们构造一个没有面积的平面有界区域。

(a) 先构造一个 (0, 1) 的开子集 A, 想法来自于 Cantor 集的构造: 取 {ti = 8−i}∞i=1,

那么
∑∞

i=1 2iti =
1
3
< 1

2
. 易见如下可数个 (0, 1) 中的开区间(

2j + 1

2i
− ti,

2j + 1

2i
+ ti

)
, j = 0, 1, 2, · · · , 2i − 1, i = 1, 2, · · · . (1)

两两不交, 且它们的长度之和小于 1
2
, 记上述开区间的并集为 A.

(b) ∂A 不是 Jordan 零测集. 若不然, 则存在有限个开区间 J1, . . . , Jm, 它们覆盖

∂A = [0, 1]\A, 且它们的长度和小于 1
2
. 于是 J1, . . . , Jm 与(1)中的可数个开区

间 {Ik} 构成 [0, 1] 的开覆盖, 存在有限子覆盖 J1, . . . , Jm, I1, . . . , IN , 但是这有

限个开区间的长度之和小于 1
2
+ 1

2
= 1. 矛盾!

(c) 令 Ω = A× (0, 1) ∪ (0, 1)× A, 那么 Ω 是 R2 的连通开集.

(d) 由于 ∂Ω =
(
[0, 1] × [0, 1]

)
\Ω, 注意到(1)中的开区间们的长度之和小于 1

2
, 利用

类似于 (b) 里的反证法, 可得 ∂Ω 不是零面积集合. 从而 Ω 没有面积.

2. 每小问 8 分.

2.1. 证明只用到 M 是非空闭子集. 事实上, 取 z ∈ M , 那么

B = M ∩ {y ∈ Rn : |y| ≤ |x|+ |x− z|}

包含 z, 并且它紧致 (3 分). 由于 |x − ·| : B → R 为紧致集上的连续函数, 可取到最

小值 (2 分). 于是, 存在 x0 ∈ B ⊂ M , 满足

|x− x0| = inf
y∈B

|x− y| = inf
y∈M

|x− y| (3 分).

2.2. 这是一道作业题 (习题 17.5:11), 按照步骤给分.
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3. 利用 n 维极坐标换元公式, 将原积分化为如下单变量定积分

cn

∫ R

1

rn−1−p dr,

其中常数 cn = 2π
n
2

Γ(n
2 )
为 Rn 中单位球面的面积 (6 分). 当 R → +∞ 时, 可分如下两

种情况讨论极限问题:

(a) 当 p ≤ n 时, 极限为 +∞(3 分);

(b) 当 p > n 时, 极限为 cn
p−n

(3 分).

备注: 如果没有写出 cn 具体值, 只扣 1 分.

4. 本题是作业题 (习题 17.5:10) 改编而来, 每问 6 分.

4.1. dFX(H) = HXT +XHT . 按步骤给分.

4.2. 任取 2S ∈ Sn, 令 H = SA(3 分), 那么由第一问得

dFA(SA) = SAAT + A(SA)T = S + ST = 2S (3 分).
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5. 第一问 6 分, 第二问 12 分.

5.1. 记 S± = {X ∈ S : det X = ±1}, 那么 S± 都非空 (2 分). 由于行列式函数

det : S → R 连续,

S− = (det)−1(−1.5, −0.5), S+ = (det)−1(0, 5, 1.5)

都是 S 的非空不交开子集 (2 分). 因此 S 不连通 (2 分).

5.2. 首先陈述结论: 行列式 1 的 X ∈ M2 是 f 的条件极值点当且仅当 XXT = I2;

此时, X 是 f 的最小值点. 答案写对就给 4 分. 问题的讨论分如下四个部分, 分值分

别为 4, 4, 2, 2.

(1) 设 f(A) = trAAT , Φ(A) = det A − 1. 记 A = (aij), 记 Aij 为 aij 的代数余子

式. 对于任意 A ∈ {Φ = 0},
∂Φ

∂aij
= Aij,

可以将 ∇Φ(A) 等同于 A 的伴随 A∗. 由于 det A = 1, A∗ = A−1 不是零矩阵.

由隐函数定义, {Φ = 0} 是 M2 = R4 中的 3 维 C1 曲面.

(2) 设 A为 f |{Φ=0} 的极值点. 那么由 Lagrange乘数法的几何意义,存在 λ ∈ R,使

得对于任意 1 ≤ i, j ≤ 2, aij = λAij, i.e. A = λ(A∗)T . 由于 det A = 1, 我们有

A∗ = A−1 以及

AAT = λAA∗ = λAA−1 = λI2.

对上式两边取 trace 得, 0 < trAAT = 2λ, 从而 λ > 0. 对上式两边取行列式得

λ2 = 1, 所以 λ = 1, 从而 AAT = I2, 此时 f(A) = 2.

(3) f(A)的几何意义是零矩阵 0(原点)到 A的距离的平方. 由于 {Φ = 0} ⊂ Mn 为

闭子集, f 在 {Φ = 0} 上一定取到最小值, 也是极小值. 由第 2 步知道 f |{Φ=0}

的所有极小值点构成集合 SO(2) := {A ∈ M2 : det A = 1, AAT = I2}, 且极小

值为 2.

(4) 若能证明 SO(2) 是 M2 的 1 维 C1 曲面, 那么 f |SO(2) 为常值 2, 从而第 3 步

中的极小值点都不是严格的. 由于 O(2) = {A ∈ M2 : AAT = I2} 是 M2 的

1 维曲面. 任取 A ∈ SO(2) ⊂ O(2), 存在 4 维开球 Bδ(A) 使得 Bδ(A) ∩ O(2)

可以表达成 1 维开集上的 C1 映射的图像. 当 0 < δ << 1 时, 由 det 的连续

性, Bδ(A) ∩ O(2) 中的矩阵的行列式等于 1, 从而 Bδ(A) ∩ O(2) ⊂ SO(n). 即

证 SO(2) 是 M2 的 1 维子流形. 事实上, O(2) 恰好有两个相同维数的连通分支:

SO(2) 和 NO(2) = {A ∈ O(2) : det A = −1}.
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6. 每问 6 分.

6.1. 由于 φ(U) ⊂ f−1(0) 以及后者没有内点, 那么 φ(U) ⊂ Rm 也没有内点 (1 分).

(反证法) 假设存在 x0 ∈ U , φ 在 x0 处的微分的秩序等于 m, 不妨设 n ≥ m(1 分).

由于 φ的微分的秩取得最大值 m是一个开性质,存在 x0 的邻域 V ⊂ U ,使得 dφ在

V 上的秩恒为 m(2 分). 利用秩定理, 略去参数变换, 在 x0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn 的附近

我们可把 φ 看成 (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xm). 于是 (0, . . . , 0) ∈ Rm 是 φ(V ) ⊂ φ(U)

的内点, 矛盾 (2 分).

6.2. 证明分如下三步, 分值均为 2 分.

(a) 任取 U 的紧致子集 K, 利用 rk dφ 恒小于 m, 模仿例 18.1.2. 的证明, 可以证得

φ(K) ⊂ Rm 是 Jordan 零测集, 从而也是 Lebesgue 零测集.

(b) 断言: 存在一列紧致集合 {Kn}, 使得 U = ∪∞
n=1Kn. 事实上, 先不妨设 U 6= Rn,

那么可以如下构造 Kn:

Kn =

{
x ∈ U : |x| ≤ n, |x− y| ≥ 1

n
as y /∈ U

}
.

(c) 注意到可数个 Lebesgue零测集之并也是 Lebesgue零测集,以及 φ(U) = ∪∞
n=1 φ(Kn),

得证.
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