
组合学进阶笔记

黄盛唐，PB22000196，Peanut Tang

今天是跨年夜，要做一些有意义的事情，比如

学习组合数学。 ——马杰
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1 组合零点定理

1.1 定理内容与证明

我们先回顾一下 Hilbert 零点定理，这是代数几何中的基本定理：

Theorem 1.1 (Hilbert Nullstellensatz). 设 F 是一个代数闭域，而 f, g1, g2, . . . , gm ∈
F[x1, . . . , xn] 是域上的 n 元多项式。并且 f 满足，在 g1, . . . , gm 的公共零点亦是 f 的

零点。

那么存在整数 k 域 m 个多项式 h1, h2, . . . , hm ∈ F[x1, . . . , xn]，有：

fk =
m∑
i=1

higi

再来就是组合零点定理：

Theorem 1.2 (Combinatorial Nullstellensatz). 设 F 是一个域（不需要是代数闭的），f ∈
F(x1, . . . , xn) 同样是 F 上的 n 元多项式。我们还有 n 个 F 的子集 S1, . . . , Sn。

若每个 (x1, . . . , xn) ∈ S1 × · · · × Sn 都是 f 的零点，则存在多项式 h1, . . . , hn ∈
F[x1, . . . , xn]，使得：

f =
n∑

i=1

hi

∏
s∈Si

(xi − s)

其中 hi 的系数至多是 deg(f)− |Si|。

Remark. 与 Hilbert零点定理对比，少了代数闭限制。gi实际上是取特殊的多项式
∏
s∈Si

(xi−

s)。同时最后可以被线性表示出来的不需要是 f 的某一次幂，而是 f 本身。

为证明组合零点定理，我们先给出如下引理：

Lemma 1.3. 设 p ∈ F[x1, . . . , xn] 为一 n 元多项式，并且其关于 xi 的度数是 ti。

那如果存在 n 个子集 S1, S2, . . . , Sn，有 |Si| ≥ ti + 1, ∀i ∈ [n]，并且 S1 × · · · × Sn 中

的每个点都是 p 的零点，那么 p ≡ 0 只能是 0 多项式。

Proof. 我们对变元个数 n 做归纳。

Base Case: 对于 n = 1 情况，近世代数中已经证明。

Inductive Step: 假设当 n < n0 的时候都对，则当 n = n0 时。我们将 xn 单独拆分

出来：

p(x1, . . . , xn) =
tn∑
i=1

qi(x1, . . . , xn−1)x
i
n

对于每个 (a1, . . . , an−1) ∈ S1 × · · · × Sn−1，我们令 xi = ai, ∀i ∈ [n− 1]，就可以得到

一个关于 xn 的一元多项式：

φ(xn) ≜ p(a1, . . . , an−1, xn) =
tn∑
i=1

qi(a1, . . . , an−1)x
i
n
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由条件，有 ∀an ∈ Sn, φ(an) = p(a1, . . . , an) = 0。由 n = 1的 case，我们得到 φ(xn) ≡ 0，

于是 qi(a1, . . . , an−1) = 0。

又因为 (a1, . . . , an−1) 在 S1 × · · · × Sn−1 中任取，所以再有 n = n0 − 1 的 case，有
qi(x1, . . . , xn−1) ≡ 0, ∀i ∈ [tn]，这就得出了 p ≡ 0。

Proof of Theorem 1.2. Idea: 为了引用 Lemma 1.3，我们想将 f 剪掉一些 higi，使得

其变成另一个多项式 f̃，在 S1 × · · · × Sn 上也取 0，并且其关于 xi 的度数不超过 |Si| − 1。

令 ti = |Si|−1，令 gi(xi) =
∏
s∈Si

(xi−s) = xti+1
i +

ti∑
j=0

gijx
j
i。注意到 gi(xi) = 0, ∀xi ∈ Si，

故 xti+1
i =

ti∑
j=0

xti
i , ∀xi ∈ Si。

那么我们一直将 f 中的 xt
i (t ≥ ti + 1) 替换为 xt−ti−1

i ·
ti∑

j=0

gijx
j
i。最后会得到一个 f̃

满足我们上面的 idea。并且这个 f̃ 就是把 f 减去若干 higi 得到的，因为：

xt
i − xt−ti−1

i ·
ti∑

j=0

gijx
j
i = xt−ti−1

i gi(xi)

在组合中，用的通常是组合零点定理的一个推论：

Corollary 1.4. 设 f ∈ F[x1, . . . , xn] 为一 n 元多项式，其度数为

n∑
i=1

ti。如果 f 的
n∏

i=1

xti
i

项的系数非零，则对于任何 S1, . . . , Sn 满足 |Si| ≥ ti + 1, ∀i ∈ [n]，都存在 (a1, . . . , an) ∈
S1 × · · · × Sn 使得 f(a1, . . . , an) ̸= 0。

Proof. 我们反证，假设存在这样的 S1, S2, . . . , Sn，使得 S1 × · · · × Sn 中的所有点都是

f 的零点。那么由组合零点定理，存在 n 个多项式 h1, . . . , hn，其中第 i 的次数不超过

deg(f)− deg(gi)，有：

f =
n∑

i=1

higi

但问题是，在每个 higi 中，必须含有 xti+1
i （因为 gi 含有 xti+1

i ）。而
n∏

i=1

xti
i 系数非 0，

且有最大的总次数，这显然是不可能的。

Remark. Lemma 1.3 和 Corollary 1.4 都可以看作是“代数基本定理”的推广。还有与它
们类似的一个定理——Schwartz–Zippel Lemma。

1.2 积和式引理

我们来看看组合零点定理的一些运用。
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Definition 1.5 (Permanent). 对于一个方阵 A = (aij)n×n，定义其积和式为：

per(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

aiσ(i)

大概可以被看作去掉符号的行列式。

Theorem 1.6. 设 b ∈ Fn 为一向量，A = (aij)n×n 为一方阵，而 S1, S2, . . . , Sm ⊂ F 并且
|Si| ≥ 2。

如果 per(A) ̸= 0，则存在一个向量 x = (x1, . . . , xn)
⊤ 满足 xi ∈ Si, ∀i ∈ [n]，并且有

Ax 和 b 在每个坐标上都不相等。

Proof. 考虑多项式：

f =
n∏

i=1

(
n∑

j=1

aijxj − bi

)
可以发现 deg(f) = n，并且 [x1x2 · · · xn]f = per(A) ̸= 0，于是该多项式在 S1×· · ·×Sn

中有非零点，这个非零点便满足要求。

Corollary 1.7. 取 Si = {0, 1}, ∀i ∈ [n]，那么可以导出：∀b ∈ Fn 与 ∀A ∈ Fn×n，如果

per(A) ̸= 0，则存在 A 的一些列，加起来和 b 在每个坐标上都不同。

1.3 Cauchy–Davenport 定理

我们下面再来看组合零点定理再加性组合中的应用，下面这个定理是加性组合中的基

本定理：

Theorem 1.8 (Cauchy–Davenport Theorem). 设 p 为一素数，而 A,B ⊆ Zp 是模 p 加法

群的子集，且它们都非空。那么：

|A+B| ≥ min{p, |A|+ |B| − 1}, A+B ≜ {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}

Proof. 若 p ≤ |A|+ |B| − 1，我们可以发现 A+B = Zp，这里略去细节。

若 p > |A|+ |B| − 1，我们使用反证法，假设 |A+B| ≤ |A|+ |B| − 2 < p。那么存在

一个 A+B ⊆ C ⊆ Zp，其大小为 |C| = |A|+ |B| − 2。

考虑多项式：

g(x, y) =
∏
c∈C

(x+ y − c) ∈ Fp

那么根据 A+B ⊆ C 就有：∀(x, y) ∈ A× B, g(x, y) = 0。

但是，设 t1 = |A| − 1, t2 = |B| − 1，发现 g(x, y) 的 xt1yt2 项系数为：

[xt1yt2 ]g =

(
|A|+ |B| − 2

t1

)
̸= 0 (mod p)

最后的不等号是因为 |A| + |B| − 2 < p。那么 g(x, y) 的有一个最高次项系数不是 0。

于是由组合零点定理可知 g(x, y) 在 A× B 中有一个非零点，这就矛盾了。
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1.4 Hamming 立方体覆盖问题

下面考虑一个 Hamming立方体上的问题。一个 n维的 Hamming立方体就是 {0, 1}n。
我们想用一些超平面 H = {x | a⊤x = b} (a ̸= 0) 覆盖该立方体的所有顶点，最少需要用

多少个？

这个问题是容易的，我们取两个超平面 {x | xi = 0/1} 即可。但如果我们想要立方体
中恰好有一个点没有被覆盖呢？不妨设这个点就是 0，有一个解是按照这些点的支撑集大

小分类：{x | x1 + · · ·+ xn = k} (k = 1, 2, . . . , n)。

可以做到更好吗？下面这个定理说这就是最好的结果：

Theorem 1.9. 设有 m 个超平面 Hi = {x | a⊤i x = bi}, i = 1, 2, . . . ,m 恰好覆盖了 n 维

Hamming 立方体除原点外的点，则一定有 m ≥ n。

Proof. 反证，假设 m < n。考虑多项式：

f(x1, . . . , xn) =
m∏
i=1

(bi − a⊤i x)−
m∏
i=1

bi ·
n∏

i=1

(1− xi)

那么若 0 ̸= x ∈ {0, 1}n，因为 x 中至少一个坐标是 1，故后面一项是 0，而前面的

项是被覆盖的，故 f(x) = 0；而当 x = 0 算一下也发现 f(x) = 0。也即 {0, 1}n 都是
f(x1, . . . , xn) 的零点。

又可得 f 的一个最高次项 x1 · · · xn 的系数为 ±1（因为 m < n，故是后面项决定最高

次）。那么取 Si = {0, 1}, ∀i ∈ [n]，由组合零点定理就导出了矛盾。

Remark. 对于该定理证明时多项式的选择，我们的考量诸多。一个是在 {0, 1}n 上都是 0。

前面项容易构造出对于除 0 之外为 0。而为了使得 0 也是 0，我们增加了后面项。同时后

面项又决定了最高次，且其系数也是好算的。

1.5 Chevalley–Warning 定理

Theorem 1.10 (Chevalley–Warning Theorem). 设 p为一素数，而 f1, . . . , fm ∈ Fp[x1, . . . , xn]

是 Fp 上的 n 元多项式。若
m∑
i=1

deg(fi) < n，并且它们有一个公共零点，则它们还会有另一

公共零点。

Proof. 记公共零点为 (c1, . . . , cn)，并反证，假设公共零点只有这一个。考虑多项式：

f(x1, . . . , xn) =
m∏
i=1

(1− f p−1
i (x1, . . . , xn))−

(
n∏

i=1

∏
c ̸=ci

(ci − c)

)−1 n∏
i=1

∏
c ̸=ci

(xi − c)

这一构造还是 f = F1−δF2的范式。由费马小定理，只要 a ̸≡ 0 (mod p)，就有 ap−1 ≡ 1

(mod p)，于是在非公共零点处，前后两项都是 0。而在 (c1, . . . , cn) 处，第一项为 1，而第

二项又将其减掉。这样我们就发现该多项式实际上恒等于 0。

再来，又由条件
m∑
i=1

deg(fi) < n，可以发现前一项的次数为 (p− 1)
m∑
i=1

deg(fi)，严格小

于后一项的次数为 n(p− 1)。所以我们发现 deg(f) = n(p− 1)，并且 [xp−1
1 · · · xp−1

n ]f ̸= 0。

故由组合零点定理知 f 在 Fn
p 上有非零点，矛盾了。
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1.6 零和子集

作为本章的终结，我们使用之前证明的加性组合中的定理来证明一个加性组合中的一

个结论：

Theorem 1.11. 设 p 是素数，则任意长为 2p− 1 的整数序列 (a1, . . . , a2p−1) 中可以找出

一长为 p 的子列，子列中元素之和是 p 的倍数。

我们给出这一定理的两种证明，分别使用了之前证明的 Cauchy–Davenport 定理和
Chevalley–Warning 定理。

Proof 1. 首先，我们可以将每个 ai 减去若干倍的 p，使得有 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ a2p−1。不妨

假设没有连续 p 个相同的元素，否则这 p 个元素即符合条件。

令 Ai = {ai, ai+p−1}, ∀i ∈ [p− 1]，由之前的假设，有 ai ̸= ai+p−1，所以每个 Ai 都是

二元集。我们反复运用 Cauchy–Davenport 定理可得：

|A1 + · · ·+ Ap−1| ≥ min{p, |A1|+ · · ·+ |Ap−1| − (p− 2)} = p

这说明 A1 + · · ·+Ap−1 = Zp，于是有 a2p−1 ∈ A1 + · · ·+Ap−1，即存在 ki ∈ {i, i+ p−

1}, ∀i ∈ [p− 1]，使得
p−1∑
i=1

aki = a2p−1，那么取子列 {k1, . . . , kp−1, 2p− 1} 即得。

Proof 2. 我们使用零一变量 yi 表示是否选择 ai，由命题叙述可知其要满足两个条件
2p−1∑
i=1

yi = p,
∑2p−1

i=1 yiai ≡ 0 (mod p)。为此我们考虑如下两个多项式（实际上下面的 xp−1
i

相当于这里的 yi，由费马小定理）：

f1(x1, . . . , x2p−1) =

2p−1∑
i=1

xp−1
i , f2(x1, . . . , x2p−1) =

2p−1∑
i=1

aixip− 1 ∈ Fp[x1, . . . , x2p−1]

则 deg(f1) + deg(f2) = 2p − 2 < 2p − 1，并且 f1(0) = f2(0) = 0。故由 Chevalley–
Warning 定理，f1, f2 还有另一公共零点 (x1, . . . , x2p−1) ̸= 0。可以发现这一公共零点的支

撑集即满足要求（配合费马小定理）。
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2 谱图论

2.1 基础知识

Definition 2.1 (邻接矩阵). 设 G = (V,E) 是一个图，将其顶点编号为 1 ∼ n，则图的邻

接矩阵 A = (aij)n×n 定义为：

aij =

1 {i, j} ∈ E

0 {i, j} ̸∈ E

对于无向图，该矩阵是对称的，有 n 个实特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，这些特征值被

称为图的谱。

我们有如下基本事实：

Proposition 2.2. 有：

(1) 完全图 Kn 的邻接矩阵为 Jn − In，其中 Jn 为 n × n 的全一矩阵，而图谱为 {(n −
1)(1), (−1)(n−1)}。

(2) 完全二部图Km,n的邻接矩阵为

(
O Jm×n

Jn×m O

)
，而图谱为 {

√
mn

(1)
, 0(m+n−2),−

√
mn

(1)}

(3) d–regular 图有特征值 d，并且 d 对应的一个特征向量为全一向量 1。

(4) d̄ ≤ λ1(G) ≤ ∆(G)，特别的，d–regular 图的最大特征值为 d。

(5) λ1(G) ≥ 0，并且存在一个对应的特征向量，其各分量均非负。

(6) 若 G 是联通的，则 λ1(G) 的重数为 1，并且存在一个对应特征向量，其各分量均严

格正。

(7) 设 H 是 G 的一个子图，则 λ1(H) ≤ λ1(G)。

(8) λ1(G) ≥
√
∆(G)。

Proof. (1)∼(3) 都是计算上的工作，这里略去。我们先后证明 (4)∼(8)。
(4): 对于上界，设 λ1(G) 对应的特征向量为 v = (v1, . . . , vn)

⊤，令 k = max1≤i≤n vi，

那么 ∀i ∈ [n]：

λ1(G)vi = (Av)i =
n∑

j=1

aijvj ≤ k

n∑
j=1

aij = k · d(i) ⇒ λ1(G) ≤ ∆(G)

对于下界，由 Rayleigh 定理，可得：

λ1(G) = max
v ̸=0

v⊤Av

v⊤v
≥ 1⊤A1

1⊤1
=

1

n

n∑
i,j=1

aij =
2|E|
|V |

= d̄

(5), (6): 这两个定理实际上是矩阵论中 Perron–Frobenius 定理的推论，可以参见这
个链接。
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(7): 取 v 是 λ1(H) 对应的非负单位特征向量，则由 Reyleigh 定理：

λ1(G) = max
∥x∥=1

x⊤Ax ≥ v⊤Av = 2
∑

(i,j)∈E(H)

= λ1(H)

(8): 取 G 的一个子图 H 为 K1,∆(G)，则由 (2) 和 (7) 可得：
√
∆(G) = λ1(H) ≤

λ1(G)。

Theorem 2.3. 设 diam(G) 为图 G 的直径，则 diam(G) 严格小于 G 的不同特征值个数

k。

Proof. 我们只需要证明，对于任何 p ≤ diam(G)，I, A, . . . , Ap 都是线性无关的。为此我

们取 u, v 使得 d(u, v) = p，则 (Ap)uv = 1 而 (Aj)uv = 0, ∀j = 0, . . . , p− 1，所以这些矩阵

线性无关。

2.2 Hoffman 界和 Kneser 图

Theorem 2.4 (Hoffman’s Bound). 设 G 是一个 n 个顶点的 d-正则图，并且其有特征值
d = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，那么：

α(G) ≤ −nλn

λ1 − λn

Proof. 设这些特征值对应的特征向量为 v1, . . . , vn，它们是 Rn 的一组规范正交基，其中

v1 = 1/
√
n。

设 I 为 G 的一个独立集，其示性向量可被线性表示为 1I =
n∑

i=1

aivi。那么：

|I| = ∥1I∥2 =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aivi

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

i=1

a2i

设 A 是 G 的邻接矩阵，由 I 是独立集（内部不能有边）可得：

1
⊤
I A1I =

n∑
i,j=1

aij1I,i1I,j = 0

故有：

0 = 1
⊤
I A1I =

(
n∑

i=1

aivi

)⊤

A

(
n∑

i=1

aivi

)
=

n∑
i=1

λia
2
i

≥ λ1a
2
1 + λn

n∑
i=2

a2i = λ1
|I|2

n
+ λn

(
|I| − |I|2

n

)

上面的推导用到了 |I| =
n∑

i=1

ai 和 1
⊤
I v1 = |I|/

√
n。

得到：|I| ≤ −nλn

λ1 − λn

，即得证。
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Remark. 一些注释：

(1) 图是正则的保证邻接矩阵有一个全一特征向量。同时该方法可以推广：式子 1
⊤
I A1I =

0 实际上矩阵不一定要是 A，只要是满足这个等式就可以了。

(2) 我们有：
n∑

i=1

λi = tr(A) = 0，并且 λ1 = d > 0，故 λn < 0，上面的上界是正数，是

合理的。

接下来我们使用谱图论来给出此前学习过的 Erdős–Ko–Rado 定理的另一个证明。先
回顾一下这个定理的内容：

Theorem 2.5 (Erdős–Ko–Rado Theorem). 给定 [n] 的一个 k 元子集组成的集族 F ⊆(
[n]

k

)
，其中 n ≥ 2k。如果 F 是一个相交系，则 |F| ≤

(
n− 1

k − 1

)
。

为此我们定义如下在一类非常有名且重要的图：

Definition 2.6 (Kneser Graph). 设 n, k 是两个正整数，且 n ≥ 2k。我们定义 Kneser 图

K(n, k)，其点集是所有的 k 元子集

(
[n]

k

)
。并且对于图中两点 A,B ∈

(
[n]

k

)
，其之间有

边相连当且仅当 A ∩B = ∅。

Kneser 图一个最简单的例子是当 n = 2k 时，这时候对于每个集合 A 只有其补集 Ā

与其之间有边。故 K(2k, k) 是一个匹配，匹配大小为
1

2

(
2k

k

)
。

Proof of Theorem 2.5. 可以看出：K(n, k)中的一个独立集就对应 [n]的一个 k–uniform
相交系。

那么 Erdős–Ko–Rado 定理给出的结果也就是 α(K(n, k)) ≤
(
n− 1

k − 1

)
。

考虑用 Hoffman’s Bound 给出独立集的上界，我们这里略去计算，直接给出 Kneser
图的谱（可参见 Theorem 9.4.3 in GTM207）：

• Kneser 图 K(n, k) 有 k + 1 个不同的特征值：(−1)j
(
n− k − j

k − j

)
, ∀0 ≤ j ≤ k；

• 并且第 j 个特征值的重数为

(
n

j

)
−
(

n

j − 1

)
，特别的 j = 0 处的重数为 1。

于是最大特征值就是

(
n− k

k

)
（代入 j = 0），而最小特征值为 −

(
n− k − 1

k − 1

)
（带入

j = 1）。而 Hoffman’s Bound 给出：

α(K(n, k)) ≤
(
n

k

) (
n−k−1
k−1

)(
n−k
k

)
+
(
n−k−1
k−1

) =

(
n− 1

k − 1

)
故得证。

我们再来看一个特殊的 Kneser 图：
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Example 2.7 (Petersen Graph). K(5, 2) 又被称为 Petersen 图，其有如下图形表示：

利用之前的结果，我们可以看到 Petersen 图有图谱 {3(1), 1(5), (−2)(4)}。

但实际上我们不需要套用之前的未证明的结论，接下来我们展示如何计算出这一个图

谱。

Solution. 首先我们注意到 Petersen 图是 {K3, C4}-free 的，这是因为：

• 三个两两不交的二元子集会占用六个不同元素，但是我们只有 5 个元素可选。所以

一定是 K3–free 的。
• 两个有交集的二元子集 A,B 会占用三个不同元素，而与 A,B 都不交的二元子集只

能是由剩下两个元素构成的。也就是说两个不邻接点只有一个公共邻居，所以一定

是 C4-free 的。

考虑邻接矩阵平方的矩阵元的意义，是两个点的公共邻居个数，由此可以得到：

A2(i, j) =


3 i = j

0 i ̸= j and i ∼ j

1 i ̸= j and i ̸∼ j

可得 A2 = 2I + J − A。

我们知道 A 有一个特征值 3，且对应特征向量为 1。而且对于不等于 3 的特征值 λ，

设其一个特征向量为 v，由谱分解可得 v⊥1 =⇒ Jv = 0，那么（不妨设 ∥v∥ = 1）：

λ2 = v⊤A2v = v⊤(2I + J − A)v = 2− λ

由此得到非 3 的特征值只能为 1,−2。

同时我们还可以发现上面的证明还告诉我们：特征值 3的重数为 1。再配合 tr(A) = 0，

可以算出 1 的重数为 5，−2 的重数为 4，即得。 △

Remark. 在代数图论中，我们有强正则图 (strongly regular graph)，其有四个参数 (v, d, α, β)，

表示：

• 图有 v 个点，且是 d–regular 的；
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• 对于任何两个相邻的点，其公共邻居数量为 α；

• 对于任何两个不相邻的点，其公共邻居数量为 β。

这样的一族图被记作 srg(v, d, α, β)，由前面的讨论可知 Petersen图属于 srg(10, 3, 0, 1)。
可以发现上面的计算完全可以搬到强正则图上，由此可以得到四个参数的一些关系，

被称为强正则图的整性条件。

Proposition 2.8. 不可能将 K10 分解为三个边不交的 Petersen 图。

Proof. 我们反证，假设这样的分解存在，那么有 J − I = A = P1 + P2 + P3，其中 A 是

K10 的邻接矩阵，而 P1, P2, P3 是分解出来的三个 Petersen 图的邻接矩阵。
设 V1 是 P1 特征值 1 对应的特征子空间，而 V2 是 P2 特征值 1 对应的特征子空间，

这两个空间都是 5 维的。

则这两个空间一定有非平凡交，这是因为 V1, V2 里的向量都和 1 正交，如果 V1, V2 交

只有 {0}，则 V1 ⊕ V2 ⊕ {k1} 会得到一个 11 维空间，超过了点数。

设 0 ≠ v ∈ V1 ∩ V2，便有：

Av = −v = (P1 + P2 + P3)v ⇒ P3v = −3v

但是 P3 没有 −3 特征值，故矛盾。

作为本节的终结，我们证明非常著名的友谊定理：

Theorem 2.9 (Friendship Theorem). 在一群人数不少于三的人群中，若任意两人都刚好
只有一个共同认识的人，这群人中总有一人是所有人都认识的。

Proof. 构造一图 G，认识的人之间连边，设 n = |V (G)|。我们分两种情况讨论：
(1) G 是一个 d–regular 图，则由条件知 G ∈ srg(n, d, 1, 1)。与之前类似，可得：

A2 = (d− 1)J + I

所以 A 的特征值只可能为 d,±
√
d− 1。设后两个重数分别为 a, b，则由 tr(A) = 0 可

得：

d+ a
√
d− 1− b

√
d− 1 = 0 ⇒ (b− a)2(d− 1) = d2

就有 (d− 1) | d2，可得 d = 2, n = 3，即 G = K3。

(2) G 不是正则图。取 u ̸∼ v，设 d(u) = k,N(u) = {wi, i ∈ [k]}。则诸 wi 和 v 有唯一

公共邻点，记作 zi。

若存在不相等的 i, j 使得 zi = zj，那它将成为 wi 和 wj 的第二个公共顶点，矛盾。所

以 d(v) ≥ k = d(u)。对称地，d(v) ≤ d(u)，于是任意两个不相邻点有相同度数。

由 G 不是正则图知：∃v ̸= w, d(v) = d(w) ⇒ v ∼ w。

设 u 是 v, w 的公共邻居，则 d(u) = d(v) 和 d(u) = d(w) 至少有一个成立。不失一般

性地设 d(u) = d(v)。
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下证 v 和所有顶点相连，反设不是，即存在 x ̸∼ v，则：d(v) = d(x) ̸= d(u)

d(v) = d(x) ̸= d(w)

于是得到 C4 子图，矛盾。

2.3 Moore 界与笼

Definition 2.10 (Girth). 设 G 是一个图，G 的围长 (girth) 被定义为最小圈的长度，记
为 g(G)。特别的，如果图没有圈，规定 g(G) = +∞。

Proposition 2.11 (Moore’s Bound). 设 G 是一个 d–regular 图，并且 g(G) ≥ 5。那么

|V (G)| ≥ 1 + d+ d(d− 1)。

Proof. 考虑从任意一点出发的 BFS 树的前两层即可。

Corollary 2.12. 设 G 是一个 d–regular 图，并且 g(G) ≥ 2k − 1。那么 |V (G)| ≥ 1 + d+
k−2∑
j=1

d(d− 1)j。

Theorem 2.13. 设 G 是一个 d–regular 图 (d ≥ 3)，其取到 Moore’s Bound 的下界（这样
的图被称为笼, Cage），即 g(G) ≥ 5 并且 |V (G)| = 1 + d + d(d − 1)。那么 d 只有三种可

能：3, 7, 57。

Proof. 还是考虑 A2矩阵元的意义，根据Moore’s Bound的证明可得：A2 = dI+J−I−A。

那么一样的，我们可以得到不等于 d 的特征值只有两种可能：

λ2,3 = −1

2
±

√
4d− 3

2

设这两个特征值重数分别为 a, b，那么有：a+ b = n− 1 = d2

0 = tr(A) = d+ aλ2 + bλ3

可以得到：

0 = d− a+ b

2
+

1

2
(a− b)

√
4d− 3 ⇒ (a− b)

√
4d− 3 = d2 − 2d

(1) 若 4d− 3 不是完全平方数，那么 a = b，由此 d2 − d = 0 =⇒ d = 2 or 0，是平凡的

情况。

(2) 若 4d− 3 是完全平方数，设 s2 = 4d− 3，则再回代到上面的式子可得：

s5 + s4 + 6s3 − 2s2 − 32as = 15

所以由 Eisenstein 判别法可得 s | 15 =⇒ s = 1, 3, 5, 15 =⇒ d = 1, 3, 7, 57，舍去平凡

解即得结果。
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Remark. d = 3 是这样的图存在，Petersen 图就是一个例子。d = 7 时也是存在的。而

d = 57 的图是否存在是一个 open problem。

2.4 Cauchy 交错定理

Theorem 2.14 (Cauchy Interlacing Theorem). 设 A ∈ Rn×n有特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn。

设 m ≤ n，N ∈ Rm×n, NN⊤ = Im。而 B = NAN⊤ 的特征值为 µ1 ≥ · · · ≥ µm，则

λi ≥ µi ≥ λn−m+i, ∀i ∈ [m]。

特别的，若 N 的每一行只有一个位置是 1，其他位置都是 0，则 B 对应 A 的一个主

子式。

证明可参见这个链接。

Corollary 2.15. 设 α(G) 为 G 的独立数，则 λα(G) ≥ 0 ≥ λn−α(G)+1。

Proof. 设 I 是 G 的最大独立集，而 B 是对应行列生成的主子式。则由独立集定义可得

B = O，特征值都是 0。运用 Cauchy 交错定理即得。

Theorem 2.16. 设 G 是联通的，且有特征值 λ1 ≥ · · · ≥ λn，则 χ(G) ≥ 1− λ1

λn

�

Proof. 设 χ(G) = m，则 G 可以被写成一 m 部图：

A =


O A12 · · · A1m

A21 O · · · A2m

... ... . . . ...
Am1 Am2 · · · O



设 x =


x1

...
xm

 是 λ1 对应的特征向量，且按照上面一样分块。令：

N =



x⊤
1

∥x1∥
O · · · O

O
x⊤
2

∥x2∥
· · · O

... ... . . . ...

O O · · · x⊤
m

∥xm∥


有 NN⊤ = Im，令 B = NAN⊤ 有特征值 µ1 ≥ · · · ≥ µm，则由 Cauchy 交错定理可得

λ1 ≥ µ1 ≥ · · ·λ2 ≥ · · · ≥ µm ≥ λn。
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再来：

B


∥x1∥

...
∥xm∥

 = NAN⊤


∥x1∥

...
∥xm∥

 = NA


x1

...
xm

 = λ1Nx = λ1


∥x1∥

...
∥xm∥


也即 λ1 也是 B 的特征值，所以 µ1 = λ1。又注意到 B 的对角线也全是 0，所以：

0 = tr(B) = µ1 + · · ·+ µm ≥ λ1 + (m− 1)λn ⇒ χ(G) = m ≥ 1− λ1

λn

注意 λn < 0，所以除过去变号。

Remark. 若 G是正则图，则我们可以直接使用 Hoffman界配合不等式 χ(G)α(G) ≥ n得

到结果。
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3 Lovász 局部引理
3.1 定理内容与证明

先回忆一下在本篇概率方法中常用的 Union Bound：

Pr
(

n⋃
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

Pr(Ai)

如果上面的加和严格小于 1，则其补事件
n⋂

i=1

Ai 有严格正概率。

这一放缩比较暴力，在 A1, . . . , An 中的大部分事件对是独立的时候，我们可以做得更

好：

Theorem 3.1 (Lovász Local Lemma (Symmetric Version)). 设 A1, . . . , Ak 为一列事件，满

足 Pr(Ai) ≤ p, ∀i ∈ [k]，并且每个事件最多与其他 d 个事件不独立，也就是说至少与其他

k − d− 1 个事件独立。则若 ep(d+ 1) ≤ 1，其中 e 为自然对数的底数，那么：

Pr
(

k⋂
i=1

Ai

)
> 0

为了给出一般的 Lovász 局部引理，我们定义如下辅助图：

Definition 3.2 (Dependency Graph). 设 A1, . . . , Ak 为一列事件，定义这些事件的相关性

图 D 如下：

• 其点集为 A = {A1, . . . , Ak}。
• 而两点 Ai, Aj 之间有边，当且仅当它们相关。

可以看到在对称版本的 Lovász 局部引理中，相关性图 D 的最大度 ∆(D) ≤ d。

现在我们可以给出一般的 Lovász 局部引理：

Theorem 3.3 (Lovász Local Lemma (Asymmetric Version)). 设 A = {A1, . . . , Ak} 为一列
事件，它们的相关性图为 D。设 N(Ai) 是每个事件 Ai 在相关性图中的邻集。

如果存在一个函数 φ : A → [0, 1)，使得如下事情成立：

Pr(Ai) ≤ φ(Ai)
∏

B∈N(Ai)

(1− φ(B)), ∀Ai ∈ A

那么就有：

Pr
(

k⋂
i=1

Ai

)
> 0

Remark. 可以看到 Lovász 局部引理比 Union Bound 强很多。在 d 比较小时，这也是很

多时候都会有的，相比于直接乘 n，我们乘了一个小得多的数。

Lovász 局部引理利用了事件族的局部性质，而 Union Bound 并没有，这也是这一定
理的得名原因。
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我们先说明一般版本蕴含对称版本：

Proof of (Asymmetric ⇒ Symmetric). 我们令 φ(A) =
1

d+ 1
, ∀A ∈ A，那么有 ∀A ∈

A：

φ(A)
∏

B∈N(A)

(1− φ(B)) =
1

d+ 1

(
1− 1

d+ 1

)dD(A)

≥ 1

d+ 1

(
1− 1

d+ 1

)d

≥ 1

(d+ 1)e
≥ p ≥ Pr(A)

得证。

再来证明一般的定理：

Proof of Theorem 3.3. 我们对 |B| 做归纳，其中 B 的定义和归纳所要证的命题如下所
示：

• B ⊆ A 是一个事件列的子集，而 A ∈ A 是另一个事件，并且满足 A ̸∈ B。
• 要证的命题为：

Pr
(
A

∣∣∣∣∣ ⋂
B∈B

B

)
≤ φ(A)

这蕴含了我们想要的结论。事实上，由链式法则，我们可得（注意是补集的条件概率，

所以是上面命题反过来）：

Pr
(

k⋂
i=1

Ai

)
= Pr

(
A1

∣∣∣∣∣
k⋂

i=2

Ai

)
· · ·Pr

(
Ak

)
≥

k∏
i=1

(1− φ(Ai)) > 0

Base Case: 当 |B| = 0 时，要证的是 Pr(A) ≤ φ(A)，这是显然的，因为条件右边是

φ(A) 再乘上一堆不超过 1 的数。

Inductive Step: 假设对于任何满足 |B| < t 的 (A,B)，上述命题皆成立，现在我们
看 |B| = t 的情况。

令 B1 = B ∩N(A)，而 B2 = B\B1。则有：

Pr
(
A

∣∣∣∣∣ ⋂
B∈B

B

)
=

Pr
(
A ∩

⋂
B1∈B1

B1

∣∣∣∣∣ ⋂
B2∈B2

B2

)

Pr
( ⋂

B1∈B1

B1

)

对于分子，我们注意到，由相关性图的定义，有 A 和
⋂

B2∈B2

B2 独立，所以：

Pr
(
A ∩

⋂
B1∈B1

B1

∣∣∣∣∣ ⋂
B2∈B2

B2

)
≤ Pr

(
A

∣∣∣∣∣ ⋂
B2∈B∈

B2

)
= Pr(A) ≤ φ(A)

∏
B∈N(A)

(1− φ(B))
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对于分母，设 B1 = {C1, . . . , Cℓ} (ℓ ≤ t)。我们运用链式法则，并对拆开来的每一项运

用归纳假设可得（同样注意是补集的条件概率，所以是上面命题反过来）：

Pr
( ⋂

B1∈B1

B2

)
= Pr

(
C1

∣∣∣∣∣
ℓ⋂

i=2

Ci

)
· · ·Pr

(
Cℓ

)
≥
∏

B1∈B1

(1− φ(B))

结合起来就有（注意有 B1 ⊆ N(A)）：

Pr
(
A

∣∣∣∣∣ ⋂
B∈B

B

)
≤

φ(A)
∏

B∈N(A)(1− φ(B))∏
B∈B1

(1− φ(B))
≤ φ(A)

3.2 一致超图的二染色

我们在本篇中，证明了如果一个一致 k-超图的边数不超过 2k−1，则其有二边染色。在

这里我们使用 Lovász 局部引理改进这一结果：

Theorem 3.4. 设 F 是一个一致 k-超图，并且其中的每条边至多和 e21−k 条边有交。那

么 F 可边二染色。

Proof. 考虑 F 的一个均匀随机的边二染色。对于 F 中的任意一条边 T ∈ F，令 AT 为

事件「T 是同色边」，那么 Pr(AT ) = 21−k。

而两个事件 AS, AT 相关当且仅当 S ∩ T ̸= ∅，那么由对称版本的 Lovász 局部引理即
得结论。

3.3 Ramsey 数的下界

我们在本篇中得到了对角 Ramsey 数的一个上界和一个下界：

(1− o(1))
t√
2e

√
2
t
≤ R(t, t) ≤

(
2t− 2

t− 1

)
≤ 4t

其中下界是 Erdős 给出的。用 Lovász 局部引理，我们可以做得更好：

Theorem 3.5 (Spencer, 1977). 有：

R(t, t) ≥ (1− o(1))

√
2t

e

√
2
t

Proof. 令 n = (1− o(1))

√
2t

e

√
2
t
，考虑 Kn 的一个均匀随机的边二染色。对于任何 [n] 的

t 元子集 T ∈
(
[n]

t

)
，令 AT 为事件「T 生成的子图是同色团」，那么 Pr(AT ) = 21−(

t
2
)。

AS, AT 相关当且仅当 |S ∩ T | ≥ 2，所以相关性图的最大度为：

∆(D) = #
{
T ′ ∈

(
[n]

t

)
: |T ′ ∩ T | ≥ 2

}
≤
(
t

2

)(
n

t− 2

)
18



可以算出：

e21−(
t
2
)
((

t

2

)(
n

t− 2

)
+ 1

)
≤ 1

所以由对称版本的 Lovász 局部引理即得结论。

我们再来看远离对角线的 Ramsey 数，由 Lovász 局部引理也可以给出一个非常不错
的下界估计。

Theorem 3.6. 存在一个正数 c 使得对于充分大的 t 都有：

R(3, t) ≥ ct2

ln2 t

最一般的，对于任何 s ≥ 3，有一个只与 s 有关的正数 cs，使得对于充分大的 t 有：

R(s, t) ≥ cs

(
t

ln t

) s+1
2

Proof. 我们只关注 s = 3 情况，一般的情况证明类似。还是考虑 Kn 的一个随机的边染

色，每条边独立地以概率 p 被染为红色，以概率 1− p 被染为蓝色。n, p 均为待定参数。

对于所有的 |S| = 3，记 AS 为事件「S 构成红色 K3」；对于所有的 |T | = t，记 BT 为

事件「T 构成蓝色 Kt」。则 Pr(AS) = p3, Pr(BT ) = (1− p)

(
t
2

)
，并且相关性图的连边关系

如下： 
AS ∼ AS′ ⇔ |S ∩ S ′| ≥ 2

BT ∼ BT ′ ⇔ |T ∩ T ′| ≥ 2

AS ∼ BT ⇔ |S ∩ T | ≥ 2

再分析一下各个事件在相关性图中度数。设 NXY 为一固定类型为 X 的事件，其类型

为 Y 的邻居数量，这里 X,Y = A or B。则有：

NAA ≤
(
3

2

)
(n− 3) ≤ 3n

NAB ≤
(
3

2

)(
n− 3

t− 2

)
≤
(
n

t

)
NBA ≤

(
3

2

)(
n− 3

t− 2

)
≤
(
n

t

)
NBB ≤

(
t

2

)
(n− t) ≤

(
t

2

)
n

由非对称版本的 Lovász 局部引理，我们要做的是找到合适的 x, y ∈ [0, 1)，使得对于

充分大的 t 有： p3 ≤ x(1− x)3n(1− y)

(
n
t

)
(1− p)

(
t
2

)
≤ y(1− x)n

(
t
2

)
(1− y)

(
n
t

)
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猜测 y =

(
n

t

)−1

，这样可以使得 (1−y)

(
n
t

)
∼ e−1。再用 e−x > 1−x和 (1−1/m)m ∼ e−1：

p3 ≤ x

e−p
(
t
2

)
≈ (1− p)

(
t
2

)
≤ (1− x)n

(
t
2

)
≈ e−xn

(
t
2

) ⇒ p ≥ xn ≥ p3n

得到 p ≤
√
n, x ∼ n−3/2。再由第二条可得：

e−p
(
t
2

)
≤ y ∼

(
n

t

)−1

≈ e−t lnn ⇒ pt2 ≥ p

(
t

2

)
≥ t lnn

故 t ≥ p−1 lnn ≥
√
n lnn。上面是对问题的猜测与分析。具体的我们取：

n =
t2

(40 ln t)2
, y =

(
n

t

)−1

, x =
1

9n3/2
, p =

1

3
√
n

经过一系列复杂计算可以得到这样的参数选择是符合条件的，即得，这里略去计算。

3.4 独立横切集

Theorem 3.7. 设 G = (V,E) 是一张图，有最大度为 ∆，而 V = V1 ⊔ V2 ⊔ · · · ⊔ Vr 是 V

的一个划分。从每个 Vi 中取一个点 vi 形成的 r 元子集被称为 G 的横切集 (transversal)。
若 |Vi| ≥ 2e∆, ∀i ∈ [r]，则存在 G 的横切集，使得这一横切集是 G 的一个独立集。

Proof. 不妨设 |Vi| = ⌈2e∆⌉ ≜ k, ∀i ∈ [r]。考虑独立均匀的从每个 Vi 中随机挑选出 vi。设

Aij 表示事件「vi, vj 之间有边」，则 Pr(Aij) ≤
∆

k
。而相关性图的最大度数不超过 2k∆− 1

（Vi, Vj 加起来不超过 2k 个点，这些点往外延申出最多 2k∆ 条边，这些边两端所处部集对

应事件可能相关，其中有至少一条边两端就是 i, j 不用算）。

算一下，发现只能得到：e
∆

k
(2k∆+ 1) ̸≤ 1。这是一个错误的思路。

对于任何 e ∈ E，设 Be 表示事件「e 的两端点都被选入截断中」，则 Pr(Be) ≤ k−2，

而相关性图的最大度数与之前一致，故：

ek−2(2k∆− 1 + 1) ≤ e(2∆ · 2e∆− 1 + 1)

(2e∆)2
= 1

由对称版本的 Lovász 局部引理，可得一定存在一个选取使得所有边都不会两个顶点
都被选取，即存在独立的横切集。

Remark. 一开始选取的 Aij 相关性太强的同时单个事件概率又不够小。有两种方法：减

少相关性、减小单个事件概率。这里采用了后面这一策略。
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3.5 有向图的圈长

作为本章的终结，我们探讨一个图论问题：

Theorem 3.8. 设 G = (V,E) 是一有向图，其最小出度为 δ，最大入度为 ∆，则若：

k ≤ δ

1 + ln(1 + δ∆)

那么 G 存在长度可被 k 整除的有向圈。

Proof. 考虑给 G 中的每个点 v ∈ V 随机赋予点权 xv，每个点的点权独立均匀选取与环

Zk 中。设 Av 为事件「不存在 v → w 使得 xw = xv + 1」，这里加法是 Zk 上的加法，则

Pr(Av) ≤ (1− 1/k)δ ≤ e−δ/k。

我们再看相关性图的最大度是多少。事件 Av依赖于集合 Bv = {xw | w = w or v → w}
里面随机变量的取值，也即 Au 与 Av 相关当且仅当 Bu∩Bv ̸= ∅。所以 d(Av) ≤ δ+ δ(∆−
1) = δ∆ ≜ d（第一项是 v → u 的情况，第二个是 v → w, u → w 的情况，而回退的 ∆ 个

选择中有一个就是 v 本身，去掉不算）。

考虑使得对称版本的 Lovász 局部引理条件成立的 k，要满足：

pe(d+ 1) ≤ e−δ/k+1(δ∆+ 1) ≤ 1 ⇒ k ≤ δ

1 + ln(1 + δ∆)

即是命题的条件。故存在一种点权赋值，使得对于任何的 v ∈ V，存在 v → w 使得

xw = xv + 1，不如记这样的 w 为 f(v)。

那么我们随意从一个点 x 开始，一直作用 f，得到一串点列 v0 = x, v1, v2, . . .。若在某

个位置 vi，与 v0∼i−1 中的某个 vj 是一样的，则 (vj, . . . , vi) 就是一个有向圈，而且根据 f

的含义，必须有这一圈长度被 k 整除。而这一重复必定会发生，因为点数有限。

Corollary 3.9. 对于任意整数 k，存在 d 使得任意的 d–regular 有向图都存在长可被 k 整

除的有向圈。由欧拉一笔画定理又进一步可得，存在 d 使得任意的 2d–regular 无向图都
存在一个 d–regular 定向，而这一定向中存在长可被 k 整除的有向圈。
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4 Szemerédi 正则引理
4.1 定理内容与证明

Definition 4.1 (Edge Density). 设 G = (V,E) 是一张图。对于任何的子集 X,Y ⊆ V，定

义它们之间边的边密度为：

d(X,Y ) =
eG(X,Y )

|X||Y |
∈ [0, 1]

其中 eG(X,Y ) 是一个端点在 X 另一端点在 Y 的边数。

Definition 4.2 (ε–regular). 对于一个二部图 G = (A ∪ B,E) 被称为 ε–regular 的，若对
于任何的 X ⊂ A, Y ⊂ B 满足 |X| ≥ ε|A|, |Y | ≥ ε|B|，都有 |d(X,Y )− d(A,B)| ≤ ε。

Remark. ε–regular 揭示这一图的边的分布比较均匀。

我们将 ε–regular 的概念扩展到一个顶点集的划分上：

Definition 4.3 (ε–regular for Equipartition). 对于一张图 G = (V,E)，其顶点集的一个划

分 V1 ⊔ · · · ⊔ Vk = V 是等部的，若两两划分大小差距不超过 1。更进一步，称一个这样一

个等部划分是 ε–regular 的，若至多只有 εk2 对 (Vi, Vj) 不是 ε–regular 的。

再来就是正则引理本身：

Theorem 4.4 (Szemerédi Regularity Lemma). 对于任何 ε > 0，存在一个常数 T (ε) > 0，

使得任何的图存在一个 ε–regular 等部划分，其大小 k 满足
1

ε6
≤ k ≤ T (ε)。

我们提一下证明这一定理的思路，先定义一个与划分有关的势函数：

Definition 4.5 (Potenial Function). 对于 V1 ⊔ · · · ⊔ Vk = V 是 V 的一个划分 P，我们可
定义其势函数为：

q(P) ≜
∑

1≤i<j≤k

q(Vi, Vj) ≜
∑

1≤i<j≤k

|Vi||Vj|
|V |2

d2(Vi, Vj)

可以注意到 0 ≤ q(P) ≤ 1。

证明思路就是，我们想设计一个，从初始的一个等部划分 P 开始，如果其并非 ε–

regular 的，则可以找到其的一个等部加细 P∗，大小增加不多，并且使得其势函数有严格

正的关于 ε 是常数的提升。因为势函数有上界 1，所以这一过程不可能做无穷次，算法结

束后我们就得到了一个想要的 ε–regular 的划分。具体而言可被如下引理概括：

Lemma 4.6. 设 P = {V1, . . . , Vk} 是顶点集的一个等部划分，它不是 ε–regular 的，并且
k ≥ 1

ε6
。那么存在 P 的一个等部加细 P∗，其大小为 k∗，并且有：

q(P∗) ≥ q(P) +
ε5

2
, k∗ ≤ 22

k
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先承认这一引理，我们来证明正则引理：

Proof of Theorem 4.4. 不妨假设图的顶点数至少为 1

ε6
，则我们随意从一个大小至少为

1

ε6
的等部划分 P 开始，如果其并非 ε–regular 的，则用 Lemma 4.6 将其加细成 P∗，直到

得到一个 ε–regular 的划分为止。
注意到这一过程迭代次数不会超过

2

ε5
，否则由 Lemma 4.6，势函数会严格超过 1，不

可能。

根据 Lemma 4.6，可定义 T (ε) ≜ Tower(⌈4/ε5⌉)，其中 Tower(k) = 2Tower(k−1) 且

Tower(1) = 2。

之后的主要工作集中在证明 Lemma 4.6 上。先来证明加细不会使得势函数减小：

Lemma 4.7. 设 A1 ⊔ · · · ⊔ Am = A 是 A 的一个划分，B1 ⊔ · · · ⊔ Bn = B 是 B 的一个划

分。设 |Ai| = xi|A|, |Bj| = yj|B|，且 |A| = a|V |, |B| = b|V |。
设 d(Ai, Bj) = d(A,B) + εij，则有：∑

i,j

q(Ai, Bj) = q(A,B) + ab
∑
i,j

xiyjε
2
ij

于是有，对于任何划分 P 的加细 P∗，有 q(P∗) ≥ q(P)。

Proof. 有：
d(A,B) =

eG(A,B)

ab|V |2
=
∑
i,j

eG(Ai, Bj)

ab|V |2
=
∑
i,j

xiyjd(Ai, Bj)

=
∑
i,j

xiyj(d(A,B) + εij) = d(A,B) +
∑
i,j

xiyjεij

所以：
∑
i,j

xiyjεij = 0。

那么：∑
i,j

q(Ai, Bj) =
∑
i,j

axi · byj · d2(Ai, Bj) =
∑
i,j

axi · byj · (d(A,B) + εij)
2

=
∑
i,j

axi·byj·(d2(A,B)+2d(A,B)εij+ε2i,j) =
∑
i,j

axi·byj·(d(A,B)2+ε2i,j) = q(A,B)+ab
∑
i,j

xiyjε
2
ij

其中倒数第二个等号用了我们上面证明的一个和式为 0。

更进一步，我们可以找到一个细分使得势函数提升十分显著。具体来说，找到那些

“造成”非 ε–regular 的子集对。

Corollary 4.8. 设 (A,B) 不是 ε–regular 的，并且不妨设 |A| = |B| = n

k
=

1

k
|V |，则存在

A1 ⊆ A,B1 ⊆ B 满足 |A1| ≥ ε|A|, |B1| ≥ ε|B|，并且：

q({A1, A\A1, B1, B\B1}) ≥ q(A,B) +
ε4

k2
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Proof. 因为 (A,B)不是 ε–regular的，所以存在 A1 ⊆ A,B1 ⊆ B 满足 |A1| ≥ ε|A|, |B1| ≥
ε|B| 且 |d(A1, B1)− d(A,B)| > ε，那么由上面的 Lemma：

q({A1, A\A1, B1, B\B1}) ≥ q(A,B) +
1

k2
ε4

在这里我们只关注了 (A1, B1) 对的 xiyjε
2
ij 的贡献。

我们开始证明 Lemma 4.6。

Proof of Lemma 4.6. 我们分两步证明该引理：
Step 1: 将 P 细分得到大小为 k1 的划分 P1，使得 q(P1) ≥ q(P) + ε5 且 k1 ≤ k2k−1。

注意这个 P1 并不一定是等部划分。

不妨设 P 中每个部集大小均为 n/k。因为 P 不是 ε–regular 的，所以：

I ≜ {(i, j) : (Vi, Vj) is not ε–regular}, |I| ≥ εk2

对于 I 中的每一对 (Vi, Vj)，由 Corollary 4.8 可知存在 V
(i,j)
i , V

(i,j)
j 使得：

q({V (i,j)
i , Vi\V (i,j)

i , V
(i,j)
j , Vj\V (i,j)

j }) ≥ q(Vi, Vj) +
1

k2
ε4

让 P1 就是这些个 V
(i,j)
i 组成的共同加细，而 Ai 是 P1 中 Vi 部分对应的细分。则有

|Ai| ≤ 2k−1, ∀i ∈ [k]，故 k1 ≤ k2k−1。并且：

q(P1) =
∑

A,B∈P1

q(A,B) ≥
∑

1≤i<j≤k

∑
A∈Ai

∑
B∈Aj

q(A,B)

=
∑

(i,j)∈I

∑
A∈Ai

∑
B∈Aj

q(A,B) +
∑

(i,j) ̸∈I

∑
A∈Ai

∑
B∈Aj

q(A,B)

≥
∑

(i,j)∈I

q(Vi, Vj) +
∑

(i,j) ̸∈I

q(Vi, Vj) +
|I|
k2

ε4

= q(P) + ε5

Step 2: 把 P1 进一步改造成大小为 k∗ 的等部划分 P∗，满足 q(P∗) ≥ q(P1)− 100/k1

且 k∗ ≤ k2
1。

这里直接将 23 秋助教的解答贴上来：
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Conclusion: 综合这两步就可以完成证明。

4.2 三角形删除引理

我们来看 Szemerédi 正则引理的一个最基础的应用。

Lemma 4.9. 设 (A,B) 是 ε–regular 的，d = d(A,B)，而 Y 是 B 的一个子集满足

|Y | ≥ ε|B|。那么除了 ε|A| 个点外，A 中所有点在 Y 中都至少有 (d− ε)|Y | 个邻居。

Proof. 令 X = {x ∈ A | |N(x) ∩ Y | < (d− ε)|Y |}，则：

d(X,Y ) =
e(X,Y )

|X||Y |
<

(d− ε)|X||Y |
|X||Y |

= d− ε

由 (A,B) 是 ε–regular 的，只能有 |X| < ε|A|，即得。

Remark. 类似的，可以证明除了 2ε|A| 个点外，A 中所有点在 Y 中有 (d± ε)|Y | 个邻居。
这一引理更加细致刻画了 ε–regular 带来的伪随机性。

Lemma 4.10 (Triangle Counting Lemma). 设 G = (A ∪ B ∪ C,E) 是一三部图，而且

A,B,C 两两之间都是 ε–regular 的。设 d(A,B) = c, d(A,C) = b, d(B,C) = a，并且满足

a, b, c ≥ 2ε，那么 G 中至少如下那么多个三角形：

(1− 2ε)(a− ε)(b− ε)(c− ε)|A||B||C|
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Proof. 由 Lemma 4.9 可得：

• 在 A 中除了 ε|A| 个点外，在 B 中都有至少 (c− ε)|B| 个邻居。
• 在 A 中除了 ε|A| 个点外，在 C 中都有至少 (b− ε)|C| 个邻居。

综合即可得：在 A 中除了 2ε|A| 个点外，在 B 中都有至少 (c − ε)|B| 个邻居，且在
C 中都有至少 (b− ε)|C| 个邻居。

考虑这些 (1 − 2ε)|A| 个“好点”中的一元 x，则 |NG(x) ∩ B| ≥ (c − ε)|B| ≥ ε|B|，
|NG(x) ∩ C| ≥ (b− ε)|C| ≥ ε|C|。

而又有 (B,C)是 ε–regular的，所以 NG(x)∩B,NG(x)∩C 之间至少有 (a−ε)|NG(x)∩
B||NG(x) ∩ C| ≥ (a− ε)(b− ε)(c− ε)|B||C|，x 和这里面的每一条边都可以构成一个三角

形。而且至少有 (1−2ε)|A|这么多个这样的 xs，所以 G中至少有 (1−2ε)(a−ε)(b−ε)(c−
ε)|A||B||C| 个三角形。

Remark. 同之前一样，也可以证明 G 至多如下那么多个三角形有：

(1 + 2ε)(a+ ε)(b+ ε)(c+ ε)|A||B||C|

Theorem 4.11 (Triangle Removal Lemma). 对于任何的 ε > 0，存在一只依赖于 ε 的常

数 δ 使得：若一 n 点图 G 需要删掉 εn2 条边才能让其不含 K3，则 G 中至少有 δn3 个三

角形。

Proof. 我们应用 Szemerédi 正则引理，得到一个 (ε/3)–regular 的等部划分（不妨假设
n/k 是整数）：

V (G) = V1 ⊔ · · · ⊔ Vk,
(ε
3

)−6

≤ k ≤ Tower(ε/3)

接下来我们删除一些边：

(1) 删掉所有的 Vi 的内部边。

(2) 删掉非 (ε/3)–regular 的 (Vi, Vj) 之间的所有边。

(3) 删掉 (Vi, Vj) 之间边密度不足 2ε/3 的所有边。

此时我们删掉的边数至多为：

k

(
n/k

2

)
+

ε

3
k2
(n
k

)2
+

(
k

2

)
2ε

3

(n
k

)2
≤ n2

2k
+

εn2

3
+

εn2

3
< εn2

于是由条件，删掉这些边后，G 还存在至少一个三角形。设其三端点分别在 Vx, Vy, Vz

中，可知 x, y, z 是两两不同的。我们说明在 Vx, Vy, Vz 中，实际上有很多很多三角形，远

远不止一个，由三角形计数引理。

首先是 Vx, Vy, Vz 之间的边肯定都没有被删去，因为一对 (Vi, Vj) 之间的边要么全部被

删掉，要么全部保留。所以根据删除规则，Vx, Vy, Vz 两两之间都是 (ε/3)–regular 的，并且
两两之间的边密度都至少是 2ε/3，故由三角形计数引理可得 Vx, Vy, Vz 之间至少有：(

1− 2ε

3

)(ε
3

)3 (n
k

)3
≜ δ(ε)n3

即得。实际上 δ = δ(ε) 会是一个极小的量，因为 k 关于 ε 有一个指数塔的形式。
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4.3 图删除引理

我们进一步泛化三角形删除引理，得到图删除引理。

Lemma 4.12 (Graph Counting Lemma). 设 H 是一张图，有 V (H) = [h]，而图 G 的点

集被划分为 V (G) = V1 ⊔ · · · ⊔ Vh，满足当 (i, j) ∈ E(H) 时有 (Vi, Vj) 是 ε–regular 的。则
考虑：

T ≜ #{(v1, . . . , vh) ∈ V1 × · · · × Vh | (i, j) ∈ E(H) ⇒ (vi, vj) ∈ E(G)}

会有： ∣∣∣∣∣∣T ·
h∏

i=1

|Vi|−1 −
∏

(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ εe(H)

我们给出两种证明方法，第一种只会略微提及思路，第二种会详细阐述。

Proof 1. 第一种思路是对点数 v(H)归纳，推进归纳的时候和证明三角形计数引理的过程

非常像。固定 V1 中的一个点 x，考虑 Ui =

Vi 1 ̸∼ i

Vi ∩NG(x) 1 ∼ i
, ∀i ≥ 2。可以对 U2, . . . , Uh

用归纳假设，当然还有若干细节需要处理。

Proof 2. 我们按边数 e(H) 归纳，当 e(H) = 0 时显然成立。对于推进步骤，不妨设

12 ∈ E(H)，考虑删掉一条边的子图 H ′ ≜ H\12。考虑在每个 Vi 中独立均匀随机选择 vi，

设：

p = Pr((i, j) ∈ E(H) ⇒ (vi, vj) ∈ E(G))

则要证明的命题相当于：∣∣∣∣∣∣p−
∏

(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ εe(H)

再设：

p′ = Pr((i, j) ∈ E(H ′) ⇒ (vi, vj) ∈ E(G))

我们 Claim |p− d(V1, V2)p
′| ≤ ε，若此 Claim 成立，则配合归纳假设就有：∣∣∣∣∣∣p−
∏

(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ |p− d(V1, V2)p
′|

+d(V1, V2)

∣∣∣∣∣∣p′
∏

(i,j)∈E(H′)

d(Vi, Vj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (e(H ′) + d(V1, V2))ε ≤ εe(H)

下证明此 Claim：我们只考虑 v3, . . . , vh 都固定是的条件概率版本，条件概率版本成

立后由全概率公式容易得到原版本也成立。方便起见，条件概率也被我们记作 p 和 p′。
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设 A1 = {v1 : (v1, vj) ∈ E(G), ∀j ∈ NH(1)\{2}}，A2 = {v2 : (v2, vj) ∈ E(G), ∀j ∈
NH(2)\{1}}，我们只需要对 v1 ∈ A1, v2 ∈ A2 的这些考虑即可。

这时候 p′ 对应 |A1||A2，而 p 对应 e(A1, A2)，所以我们要证的就变为：∣∣∣∣e(A1, A2)

|V1||V2|
− d(V1, V2)

|A1||A2|
|V1||V2|

∣∣∣∣ ≤ ε

分情况讨论：

(1)若 |A1| ≤ ε|V1|或 |A2| ≤ ε|V2|，则绝对值中的两项都在区间 [0, ε]之内，显然成立。

(2) 若 |A1| ≥ ε|V1| 且 |A2| ≥ ε|V2|，则用 ε–regular 性就可得：∣∣∣∣e(A1, A2)

|V1||V2|
− d(V1, V2)

|A1||A2|
|V1||V2|

∣∣∣∣ = |A1||A2|
|V1||V2|

|d(A1, A2)− d(V1, V2)| ≤ ε

得证。

Theorem 4.13 (Graph Removal Lemma). 对于任意图 H 和任意常数 ε > 0，存在一个常

数 δ = δ(H, ε) > 0，使得每个 H 副本数小于 δnv(H) 的 n 顶点图 G 可以通过删除不超过

εn2 条边，变成 H−free 图。

有了图计数引理，该定理证明与三角形删除引理完全一致，这里略去。

4.4 Roth 定理

Definition 4.14 (One Edge One Triangle). 记 h(n) 表示，n 点图中的最大边数，使得每

条边恰好属于一个三角形中。

Lemma 4.15. 有 h(n) = o(n2)。

Proof. 设一 n 点图 G 有 m 条边，且满足每条边恰好属于一个三角形中，那么 G 中三角

形个数为 m/3。因为 m ≤ n2 = o(n3)，所以 G 有 o(n3) 个三角形。由三角形删除引理，可

以删掉 o(n2) 条边使得 G 变成 K3–free 的。
而根据假设，删除一条边最多删除一个三角形，因此在此过程中删除的边数至少为

m/3，从而 m = o(n2)。

Theorem 4.16 (Roth’s Theorem). 令 r3(n) 是最大的 [n] 子集 S 的大小，使得 S 中不存

在非平凡的长为 3 的等差数列。则有：

r3(n) ≤
h(6n)

3n
= o(n)

Proof. 我们构造一三部图 G，其三部分分别为 A = [n], B = [2n], C = [3n]。对于每个的

x ∈ A = [n] 与 s ∈ S，我们连接三角形 (x, x+ s, x+ 2s) ∈ A× B × C。

往证在这个图里面每条边恰属于一个三角形，假设 x ∈ A, y ∈ B, z ∈ C 组成一个三

角形，则 y − x, z − y,
z − x

2
都属于 S。而这三个显然构成了一个长为 3 的等差数列，于
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是由条件必须有 y − x = z − y =
z − x

2
，可以发现这样的三角形只有构造图中写出来的那

些。综上：

h(6n) ≥ 3nr3(n) ⇒ r3(n) ≤
h(6n)

3n

Remark. Roth 原先的证明使用了离散傅里叶分析的工具，也是非常有意思的，并且可以
给出一个更好的界（这里给出的界是 O

(
n

log∗ n

)
，Roth的证明给出的界是 O

(
n

log logn

)
。

2023 年的 FOCS Best Paper（理论计算机顶会）中对 r3(n) 的上界有了喜人的进展。
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