
数值计算方法内容总结*

0 总述

计算方法是设计求数学问题的数值近似解方法的一门学科.
在总述中,约定: 设 x∗为准确值, x为 x∗的一个近似值.

0.1 误差

称 e = x∗ − x为 x的绝对误差.若 |e| < ε,称 ε为 x的一个绝对误差限.
称如下定义的 er 为相对误差. 若 |er| < εr,称 εr 为 x的一个相对误差限

er =
e

x∗ =
x∗ − x

x∗ ≈ x∗ − x

x

0.2 有效位数

如果 |e|不超过 x的某一位的半个单位, 从这一位起直到前面第一位非零数字为止所有的数字的个数为 n ,
称 x (作为 x∗的近似值)有 n位有效数字.

0.3 计算中应注意的几点

1. 防止两个相近的数字相减—否则相对误差较大.
2. 避免很小的数做分母—否则绝对误差较大.
3. 防止大数 ‘吃’小数—改进算法,提高精度.
4. 尽量减少总的运算次数.
5. 设计稳定的收敛算法.

1 插值

1.1 定义

f 为 [a, b]上的函数, x0, x1, · · · , xn为该区间上互不相同的点. 给定函数类 Φ ,若有 ϕ ∈ Φ ,满足:

ϕ(xi) = f(xi) (0 ≤ i ≤ n)

则称 ϕ(x)为 f(x)关于节点 x0, x1, · · · , xn 在 Φ上的插值函数.

1.2 多项式插值的基本原理

取 Φ的一个 n+ 1维子空间,基为: ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn+1 . 则 2.1中 ϕ存在唯一的充要条件是:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x0) ϕ2(x0) · · · ϕn+1(x0)

ϕ1(x1) ϕ2(x1) · · · ϕn+1(x1)
...

...
. . .

...
ϕ1(xn) ϕ2(xn) · · · ϕn+1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0
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显然多项式基满足此条件.

1.3 Lagrange插值

寻找满足 li(xj) = δij 的基如下形式:

li(x) =
∏

0≤k≤n,k ̸=i

x− xk

xi − xk

则

ϕ(x) = Ln(x) =
∑

0≤i≤n

f(xi)li(x)

li 与 xi之间的转换矩阵的求法: 对 f(x) = xk 进行 Lagrange插值即可. 即:
1

x
...
xn

 =


1 1 · · · 1

x0 x1 · · · xn

...
...

. . .
...

xn
0 xn

1 · · · xn
n




l0

l1
...
ln


注意: li仅与 xi 的选取有关.

误差: 定义为 Rn(x) = f(x)− Ln(x) ,若 f ∈ Cn+1[a, b] ,则

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)

其中: ξ ∈ [min{x, xi},max{x, xi}] ,这是因为当 x不同时, Rn中的 ξ取值亦不同.

事后估计:当 |fn+1(x)|较大且缓变时,分别以 {xi}0≤i≤n, {xi}1≤i≤n+1做插值节点,得到L
(1)
n , L

(2)
n ,由R1/R2知:

f(x)− L(1)
n ≈ x− x0

x− xn+1
(L(1)

n − L(2)
n )

1.4 Newton插值

1.4.1 插值形式的构造

构造插值多项式如下形式:

Nn = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)

系数为

ai = f [x0.x1, · · · , xi]

差商: 定义一阶差商为
f [x0, x1] =

f(x1)− f(x0)

x1 − x0

归纳定义:
f [x0, x1, · · · , xk] =

f [x1, · · · , xk]− f [x0, x1, · · · , xk−1]

xk − x0

可利用下表来进行计算

误差: Newton插值的误差公式和 Lagrange插值等价,但是有另一种表达形式:

Rn(x) = f [x0, x1, · · · , xn, x](x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)

由两种插值的余项完全一致,可得差商性质

f [x, x0, x1, · · · , xn] =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

其中: ξ ∈ [min{x, xi},max{x, xi}].



xi f(x1) 一阶差商 二阶差商 三阶差商 · · · n阶差商
x0 f(x0)

x1 f(x1) f [x0, x1]

x2 f(x2) f [x1, x2] f [x0, x1, x2]
...

...
...

...
. . .

xn f(xn) f [xx−1, xn] f [xn−2, xn−1, xn] f [xn−3, xn−2, xn−1, xn] · · · f [x0, x1, · · · , xn]

1.4.2 差商的性质

1, f [x0, x1, · · · , xn]可表示为 f(xi)的线性组合,可由对比 n阶 Newton插值和 Lagrange插值的最高次项系数
得到.

f [x0, x1, · · · , xn] =
∑

0≤i≤n

f(xi)∏
j ̸=i

(xi − xj)

2,差商值与中括号中项的顺序无关.
3,若 f 为 n次多项式,则 f [x, x0, x1, · · · , xk−1]为 n− k(k ≤ n)次多项式. 若 k > n,此式为 0.

1.5 Hermite插值

给定 f ∈ C1[a, b] ,定义 f 关于节点 {xi}0≤i≤n 的 (二重密切)Hermite插值为 H(x) ,它是一个 2n+ 1次多项式,
满足 {

H(xi) = f(xi)

H ′(xi) = f ′(xi)

基函数法:
构造基 {gi, hi}0≤i≤n 满足: {

gi(xj) = δij

g′i(xj) = 0

{
hi(xj) = 0

h′
i(xj) = δij

则:
H(x) =

∑
0≤i≤n

f(xi)gi(x) +
∑

0≤i≤n

f ′(xi)hi(x)

差商法:
将有直到 k阶导数信息的节点当作 k + 1重节点 (离的非常近的 k + 1个不同节点).

误差: 其余项为

R2n+1 =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
(x− x0)

2(x− x1)
2 · · · (x− xn)

2

1.6 分段低阶插值

增加节点数目不一定能够提高插值函数的近似程度,当插值函数阶数较高时,插值函数震荡严重 (Runge现象).
将区间分割后在每个小区间上分别插值是一个好的解决方法.

1.6.1 分段线性插值

将区间 [a, b]做分割: a = x0 < x1 < · · · < xn = b ,在 [xi, xi+1]上线性插值得

pi(x) = f(xi)
x− xi+1

xi − xi+1
+ f(xi+1)

x− xi

xi+1 − xi

则 P (x) = pi(x) (xi ≤ x ≤ xi+1) 称作 f 关于上述节点的分段线性插值.

误差: 每段上的误差即为一阶线性插值的误差,设M2 为 f ′′(x)在 [a, b]上的上界,则分段线性插值的误差限为:

|f(x)− P (x)| ≤ M2

2
(
xi+1 − xi

2
)2



1.6.2 三次样条插值

利用不超过三次的多项式,满足全局二阶光滑的一种分段插值.
注意到,端点能提供 2n个约束条件,段间连接点一二阶导数连续提供了 2(n− 1)个约束条件,但是决定三次

样条插值共需要 4n个参数,所以需要更多的两个约束,可加入端点处的一阶或二阶导数值来限制.
设区间 [a, b]的分割为 a = x0 < x1 < · · · < xn = b, Si(x)为区间 [xi, xi+1]上的样条插值函数.

M关系式:

将样条函数连接处二阶导数值记为 Mi(1 ≤ i ≤ n − 1) , 端点处样条函数二阶导数值设为 S′′(a) =

M0, S
′′(b) = Mn

M0 = Mn = 0称作自然边界条件; S′′(a) = f ′′(x0), S
′′(b) = f ′′(xn)称为固支边界条件.

对 S′′(x)做分段线性插值,两次积分产生 2n个系数,利用 2n个端点取值约束得到用Mi 表示的 S(x) .
此 S(x)中含有 n− 1个未知参数,即Mi(1 ≤ i ≤ n− 1) ,利用 n− 1个连接处一阶导数连续的约束可解

出.

样条函数如下:

Si(x) =
(xi+1 − x)3

6hi
Mi +

(x− xi)
3

6hi
Mi+1 +

f(xi)(xi+1 − x) + f(xi+1)(x− xi)

hi

−hi

6
((xi+1 − x)Mi + (x− xi)Mi+1)

称下式为M关系式:
µiMi−1 + 2Mi + λiMi+1 = di

其中

hi = xi+1 − xi, λi =
hi

hi + hi−1
, µi = 1− λi, di = 6f [xi−1, xi, xi+1]

m关系式:

将样条函数连接处一阶导数值记为 mi(1 ≤ i ≤ n − 1) , 端点处样条函数一阶导数值设为 S′′(a) =

m0, S
′′(b) = mn.

与 M关系式类似地,利用 Hermite插值,得到用 m表示的样条函数,利用二阶导数连续定出 m(1 ≤ i ≤
n− 1)的值.

样条函数如下:

Si(x) = (1− 2(x− xi)
1

xi − xi+1
)(

x− xi+1

xi − xi+1
)2f(xi)

+ (1− 2(x− xi+1)
1

xi+1 − xi
)(

x− xi

xi+1 − xi
)2f(xi+1)

+ (x− xi)(
x− xi+1

xi − xi+1
)2mi + (x− xi+1)(

x− xi

xi+1 − xi
)2mi+1

称下式为m关系式:
λimi−1 + 2mi + µimi+1 = ci

其中

hi = xi+1 − xi, λi =
hi

hi + hi−1
, µi = 1− λi, ci = 3(λif [xi−1, xi] + µif [xi, xi+1])



2 数值微分与数值积分

2.1 数值微分

2.1.1 差商

向前差商: f ′(x0) ≈
f(x0 + h)− f(x0)

h
,其误差为 R(x) = −

h

2
f ′′(ξ) ∼ O(h).

向后差商: f ′(x0) ≈
f(x0)− f(x0 − h)

h
,其误差为 R(x) = −

h

2
f ′′(ξ) ∼ O(h).

中心差商: f ′(x0) ≈
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
,其误差为 R(x) = −

h2

6
f ′′′(ξ) ∼ O(h2).

实际计算时应注意步长的选取, 采用事后估计, 即: 给定精度 ε, 分别取 h, h/2 步长计算差商, 若 |D(h) −
D(h/2)| < ε,则 h/2为合适步长.

2.1.2 插值型数值微分

以 Lagrange插值为例,插值型数值微分即用 L
(k)
n (x)近似 f (k)(x). 其插值点处一阶导数的误差为:

R′
n(xi) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

∏
j ̸=i

(xi − xj)

2.2 数值积分

2.2.1 基本概念

数值积分,即用一些离散点上函数值的线性组合近似求解积分的方法,如下式,其中 αi成为积分系数.

In(f) ≜
n∑

i=0

αif(xi) ≈
∫ b

a

f(x)dx ≜ I(f)

若对于 f = xk , k当且仅当满足 0 ≤ k ≤ m时都有 In(f) = I(f) (存在 f ∈ P(m+1) 使此式不成立),则称积分公
式 In 有m阶代数精度. n+ 1个积分节点的数值积分公式,通过选取适当的积分系数 {αi}可达到 n阶代数精度,
积分系数由积分节点 {xi}的选取唯一确定.

2.2.2 插值型数值积分

利用 f 关于节点 {xi}的 n阶插值函数 Ln所求得的积分近似. 积分系数可选为

α =

∫ b

a

li(x)dx

此积分公式拥有至少 n阶代数精度.

2.2.3 Newton-Cote’s积分

选取积分区间上等距点作为积分节点的插值型数值积分称为 Newton-Cote’s积分. 其积分系数为

αi = (b− a)
(−1)n−i

i!(n− i)!n

∫ n

0

t(t− 1) · · · (t− i+ 1)(t− i− 1) · · · (t− n)dt

其误差为: 
En(f) =

Kn

(n+ 2)!
f (n+2)(ξ), Kn =

∫ b

a

xωn(x)dx < 0, n = 2k

En(f) =
Kn

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), Kn =

∫ b

a

ωn(x)dx < 0, n = 2k − 1

可见奇偶性的差别.



梯形积分公式:
Newton-Cote’s积分中取 n = 1即可,它有一阶代数精度.

T (f) =
b− a

2
(f(a)− f(b))

误差: E1(f) = − (b− a)3

12
f ′′(η) η ∈ [a, b].

Simpson积分公式:
Newton-Cote’s积分中取 n = 2即可,它有三阶代数精度.

S(f) =
b− a

6
(f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b))

误差: E1(f) = − (b− a)5

2880
f (4)(η) η ∈ [a, b].

2.3 复化数值积分

复化数值积分即分段插值函数的积分.

2.3.1 复化梯形积分

令 h = (b− a)/n, xi = a+ ih (i = 0, 1, · · · , n) ,其数值积分公式为:

Tn(f) =
h

2
(f(a) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(b))

误差: En(f) = − (b− a)3

12n2
f ′′(ξ).

2.3.2 复化 Simpson积分

令 h = (b− a)/2n, xi = a+ ih (i = 0, 1, · · · , 2n) ,其数值积分公式为:

Sn(f) =
h

3
(f(a) + 4

n−1∑
i=0

f(x2i+1) + 2
n−1∑
i=1

f(x2i) + f(b))

误差: En(f) = − (b− a)5

2880n4
f (4)(ξ).

2.3.3 Romberg积分

为了进一步地提高积分精度,考察复化梯形积分公式和复化 Simpson积分公式的误差项:

I(f)− T2n ≈ 1

3
(T2n(f)− Tn(f))

I(f)− S2n ≈ 1

15
(S2n(f)− Sn(f))

复化梯形积分公式加其误差项作为新的近似值得到复化 Simpson积分公式:

I(f) ≈ T2n(f) +
1

3
(T2n(f)− Tn(f)) = Sn(f)

同理,复化 Simpson积分公式加其误差项作为新的近似值得到复化 Cotes积分公式.

I(f) ≈ S2n(f) +
1

15
(S2n(f)− Sn(f)) =

16

15
S2n(f)−

1

15
Snf = Cn(f)



更一般地, 若将数值积分结果记为 Ri,j , 其中 j 为插值函数每个分段包含的等分积分区间个数 (插值点数
为 j + 1 ), i表征积分区间的个数 ( 2i−1 ),则:

Rk,j = Rk,j−1 +
Rk,j−1 −Rk−1,j−1

4j−1 − 1
, k = 2, 3, · · ·

可利用下表计算

复化梯形积分 复化 Simpson积分 复化 Cotes积分 Romberg算法
R11 = Tn

R21 = T2n R22 = Sn

R31 = T4n R32 = S2n R33 = Cn

R41 = T8n R42 = S4n R43 = C2n R44 = Rn

R51 = T16n R52 = S8n R53 = C4n R54 = R2n · · ·
...

...
...

...
. . .

...
Rm1 = T2m−1n Rm2 = S2m−2n Rm3 = C2m−3n Rm4 = R2m−4n · · · Rmm

2.3.4 复化积分公式的收敛阶数

定义: 若一个积分公式的误差满足 lim
h→0

R[f ]

hp
= C < ∞ ,且 C ̸= 0,则称此积分公式 p阶收敛.

由复化数值积分的区间分割方法,可知
R[f ]

hp
∼ R[f ]np. 故可得: Tn ∼ O(h2), Sn ∼ O(h4).

2.3.5 复化积分的精度自动控制

给定精度 ε,对于 n,若 |I(2n)(f)− In(f)| < kε,则 I(2n)(f)为满足要求的结果. 对于复化梯形积分, k = 3;对于
复化 Simpson积分, k = 15. 更一般的,若数值积分公式 p阶收敛,则 k = 2n − 1.

为了提高积分精度,可再加入自适应算法,即在函数值变化剧烈处加密节点,变化缓慢处取相对稀疏的节点.

2.4 重积分

讨论矩形积分区域 D上的二重积分,设 a, b, c, d为常数, f 在 D = [a, b]× [c, d]上连续.

2.4.1 复化梯形积分公式

∫ b

a

∫ b

a

f(x, y)dxdy ≈ hk
n∑

j=0

m∑
i=0

ci,jf(xi, yi)

其中 ci,j 在角点处为 1/4 ,边点处为 1/2 ,内点处为 1.

误差: E(f) = − (d− c)(b− a)

12
(h2 ∂2

∂x2
f(η, µ) + k2

∂2

∂y2
f(η′, µ′))

2.4.2 复化 Simpson积分公式

m,n均为偶数 ∫ b

a

∫ b

a

f(x, y)dxdy ≈ hk

n∑
j=0

m∑
i=0

ωi,jf(xi, yi)

ωi,j = uivi ,其中

{u0, u1, · · · , um} =
{1

3
,
4

3
,
2

3
,
4

3
, · · · , 2

3
,
4

3
,
1

3

}
{v0, v1, · · · , vn} =

{1

3
,
4

3
,
2

3
,
4

3
, · · · , 2

3
,
4

3
,
1

3

}

误差: E(f) = − (d− c)(b− a)

180
(h4 ∂4

∂x4
f(η, µ) + k4

∂4

∂y4
f(η′, µ′))



2.5 Gauss积分

2.5.1 基础知识

带权的积分: I(f) =
∫ b

a

W (x)f(x)dx ,其中权函数W (x) ≥ 0在 [a, b]上成立.

内积: 在多项式函数构成的线性空间上可定义关于权 W (x) 的内积: (f, g) =

∫ b

a

W (x)f(x)g(x)dx. 可先取

基 {1, x, x2, · · · , xn},通过 Schmidt正交化获得正交基.

定理 1: [a, b]上权为W (x) ,具有 n个积分节点的数值积分公式,代数精度不会超过 2n− 1.

2.5.2 Gauss型积分

定义: [a, b]上权为W (x)的正交多项式 pn ⊥ Pn−1的n个零点为积分节点,积分系数取αi =

∫ b

a

W (x)li(x)dx的

数值积分公式 Gn =
n∑

i=1

αif(xi)称为 Gauss型积分.

Gauss型积分的积分系数大于 0;当 n → ∞时,数值积分收敛于原积分.

误差: En(f) =
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a

W (x)(x− x1)
2(x− x2)

2 · · · (x− xn)
2dx

3 曲线拟合的最小二乘法

拟合是一种逼近原函数的方法.

3.1 向量范数

定义: 映射 || · || : Rn → R+ ∪ {0} ,若满足如下条件,则称该映射为向量的范数.

1. 非负性: ||X|| ≥ 0 , ||X|| = 0 ⇔ X = 0.
2. 其次性: ∀a ∈ R, ||aX|| = |a| · ||X||.
3. 三角不等式: ||X + Y || ≤ ||X||+ ||Y ||.

向量的 p =范数: ||X||p = (

n∑
i=1

|xi|p)1/p.

几种常见的范数: 1-范数 ||X||1 =
n∑

i=1

|xi| ; 2-范数 ||X||2 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i ; ∞范数 ||X||∞ = max{|xi|}.

3.2 最小二乘问题

设 f(x) 为定义在 [a, b] 上的函数, {xi}mi=1 为区间上 m 个互不相同的点. 寻找这样一个函数 Φ , 使得矢
量 (Φ(x1),Φ(x2), · · · ,Φ(xm))与 (f(x1), f(x2), · · · , f(xm))二范数意义下距离最短,构造方法称为最小二乘法.

取函数类为多项式函数空间 Pn ,此时得到的拟合函数 ϕ称为多项式拟合函数.

定理:

1. 设m > n,A ∈ Rm×n, b ∈ Rm×1, rank(A) = n. 称ATAx = AT b为矛盾方程组Ax = b的法方程,法
方程有唯一解.

2. 法方程的解 x使得 ||Ax− b||2最小.

实际拟合时,取 x = a , a为多项式的系数, A为 xi 于各拟合样本点的取值构成的变换矩阵,显然 Ax即

为矢量 (Φ(x1),Φ(x2), · · · ,Φ(xm)),按照定理 2便可求得 ||Aa− y||2 最小时的系数矩阵 a .

若给定的 Φ不是线性空间,可采用变量代换将其转化为多项式拟合问题;此时结果已不是最小二乘意义
下的最小,但也有直观拟合意义.



4 非线性方程求解

4.1 对分法

即二分法,设要求的求解精度为 ε ,其终止条件为 |f(x) < ε|. 可估计所需的对分次数 k :

b− a

2k
< ε ⇒ k >

ln(b− a)− ln ε
ln 2

另一种终止条件,当 |a− b| < 2ε时终止,取区间中点为方程的根.

4.2 迭代法

4.2.1 基本理论

基本步骤:

• 给出方程的等价形式 f(x) = 0 ⇔ x = ϕ(x)

• 取合适的初值 x0 ,构造迭代序列 xk+1 = ϕ(xk).

• 若 k → ∞时 xk → x∗, x∗为方程的解;若不存在极限,则迭代失败,需重选 x0 或重新构造插值格式 ϕ.

定理:
若 ϕ ∈ C1[a, b]满足:

1. x ∈ [a, b], a ≤ ϕ(x) ≤ b.
2. ∃ 0 < L < 1 ,使得 ∀x ∈ [a, b]有 |ϕ′(x)| ≤ L ( ϕ为压缩映射).

则有:

• 存在唯一的 x∗使得 x∗ = ϕ(x∗).

• ∀x0 ∈ [a, b],迭代序列 {xk}收敛,且误差为

|x∗ − xk| ≤
Lk

1− L
|x1 − x0|

4.2.2 收敛的阶数

定义: {xk} → x∗, εk = |x∗ − xk|. 若 ∃ p ≤ 1和正常数 c ,使得

lim
k→∞

εk+1

εpk
= c

则称 {xk} p阶收敛,相应的迭代格式亦为 p阶收敛.

定理:

x∗ 为 x = ϕ(x)的根, ϕ在 x∗ 处有连续 p阶导数, 且从 1 ∼ p − 1阶导数值均为 0, ϕ(p) ̸= 0 , 则迭
代 xk+1 = ϕ(xk)为 p阶收敛.

4.2.3 Newton迭代

xk+1 = ϕ(xk) = xk − f(xk)

f ′(xk)

该迭代方法当所求根为单根时为二阶收敛: 若不是单根,则为一阶收敛. 当知道所求根的重数 p时,可采取改进
的迭代公式使迭代重新成为二阶:

xk+1 = ϕ(xk) = xk − p
f(xk)

f ′(xk)



4.2.4 弦截法

将 Newton迭代公式中的导数用差商代替,得到

xk+1 = xk − f(xk)
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)

4.2.5 非线性方程组的 Newton迭代法

设方程组 fi(x1, x2, · · · , xn) = 0 . 记 F = (f1, f2, · · · , fn)T , X = (x1, x2, · · · , xn)
T ,则方程组表示为 F (X) = 0.

取初值 X0 = (x01, x02, · · · , x0n)
T ,则将 fi 在 X0 处 Taylor展开后去线性部分得:

f1(X0) +
∂f1
∂x1

(x1 − x01) + · · ·+ ∂f1
∂xn

(xn − x0n) = 0

f2(X0) +
∂f2
∂x1

(x1 − x01) + · · ·+ ∂f2
∂xn

(xn − x0n) = 0

...

fn(X0) +
∂fn
∂x1

(x1 − x01) + · · ·+ ∂fn
∂xn

(xn − x0n) = 0

该方程写成矩阵形式:
F (X0) + JF (X0)(X −X0) = 0

则取迭代为:
Xk+1 = Xk − J−1

F (Xk)F (Xk)

5 解线性方程组的直接法

5.1 消元法

5.1.1 特殊形式

设方程为 Ax = b ,其中:

A =


I11 I12 · · · I1n

I21 I22 · · · I2n
...

...
. . .

...
In1 In2 · · · Inn

 , x =


x1

x2

...
xn

 , b =


b1

b2
...
bn


• 系数矩阵为对角阵,即 Iij = δij ,方程的解为 xi =

bi
Iii

• 系数矩阵为下三角矩阵,即 Iij = 0, (i < j) ,方程的解为 xi =

bi −
i−1∑
j=1

Iijxj

Iii

• 系数矩阵为上三角矩阵,即 Iij = 0, (i > j) ,方程的解为 xi =

bi −
n∑

j=i+1

Iijxj

Iii

5.1.2 Gauss消元

将系数矩阵转换为上三角阵,方法为: 依次地,第 k (k = 1, 2, · · · , n−1)行×
−a

(k)
jk

akk
+第 j (j = k+1, k+2, · · · , n)

行. 此过程总运算量为 n3 量级.
上述过程存在问题: 对于 a

(k)
kk = 0的情形无能为力;当某个 a

(k)
kk 很小时,计算结果误差较大. 后者是因为,未知

数序列中先被解出的量误差累积,会导致在 a
(k)
kk 产生与这个系数接近的误差.

可做如下算法改进: 当第 k步消元前,交换第 k行与后 k行中第 k个系数 (即 a∗k )绝对值最大的一行. 这种方
法称为列主元消元法.

结果更稳定的做法: 第 k步消元前,找出系数矩阵 a
(k)
ij (i, j ∈ [k, n])中最大的一项 a

(k)
mn ,交换第 k行与第m行,

交换第 k列与第 n列. 这种方法称为全主元消元法



5.1.3 Gauss-Jordan消元法

依次地,第 k (k = 1, 2, · · · , n− 1)行 ×
−a

(k)
jk

akk
+第 j (j = 1, 2, · · · , k − 1, k + 1, · · · , n)行. 与 Gauss消元法复杂

度量级一致.

5.2 直接分解法

将系数矩阵分解,例如 A = LU ,则

Ax = b ⇔ LUx = b ⇔

{
Ly = b (1)

Ux = y (2)

5.2.1 Doolittle分解与 Courant分解

• L为单位下三角阵, U为上三角阵,称为 Doolittle分解.

• L为下三角阵, U为单位上三角阵,称为 Doolittle分解.

分解方法:

• Doolittle分解: U 的第一行→ L的第一列→ U 的第二行→ L的第二列...

• Courant分解: L的第一列→ U 的第一行→ L的第二列→ U 的第二行...

P.S. 该方法与 Gauss消元法复杂度相同.

三对角阵的追赶法: 将 Courant方法用于如下三对角阵即可,计算复杂度 5n− 4 .
a1 b1

c2 a2
. . .

. . . . . . bn−1

cn an

 =


α1

γ2 α2

. . . . . .
γn αn




1 β1

1
. . .
. . . βn−1

1



对称正定阵的 LDLT 分解: 对正定阵 A = (aij)

A =


1

l21 1
...

...
. . .

ln1 ln2 · · · 1




d1

d2
. . .

dn




1 l21 · · · ln1

1 · · · ln2
. . .

...
1


5.3 矩阵的条件数

5.3.1 矩阵范数

定义: 设 || · ||是以 n阶方阵为变量的实值函数,且满足下面条件,则称 ||A||为矩阵 A的范数.

1. 非负性: ||X|| ≥ 0 , ||X|| = 0 ⇔ X = 0.
2. 其次性: ∀a ∈ R, ||aX|| = |a| · ||X||.
3. 三角不等式: ||X + Y || ≤ ||X||+ ||Y ||.
4. 相容性 ||AB|| ≤ ||A|| ||B||

诱导的矩阵范数: 设 || · ||是一种向量范数,可定义矩阵范数为:

||A|| = sup
x∈Rn,x ̸=0

||Ax||
||x||

= sup
x∈Rn,||x||=1

||Ax||



定义: 设 λi 为 A所有的特征值,则 ρ(A) = max1≤i≤n |λi|表示 A的模最大特征值,称为 A的谱半径.

则对应于 3中最常见的向量 p−范数,有 3种常见的诱导范数:

• ||A||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |

• ||A||∞ = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aji|

• ||A||2 =
√

ρ(ATA)

• ||A||E =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2

定理: λ为 A的特征值, || · ||为任一诱导的矩阵范数,则 λ ≤ ||A||.

故 ρ(A) ≤ ||A|| , A对称时等号成立.

5.3.2 条件数和病态矩阵

定义: Condp(A) = ||A||p · ||A−1||p 称为 p−范数意义下的条件数.
p = 2时, Cond2(A) = |λ|min/|λ|max. 引入条件数用来讨论解随误差的变化,解的稳定性等. 一般来说,条件数

大的方阵对应着病态的线性方程组,另外若 det(A)很小,则此矩阵也一般是病态的. 以下二式可表明这样一种关系:

b受到扰动 δx后,
||δx||
||x||

≤ Cond(A)
||δb||
||b||

A受到扰动 δA后,
||δx||
||x||

≤
Cond(A)

||δA||
||A||

1− Cond(A)
||δA||
||A||

对于第二式的证明:
对 A施加一个微扰 δA,则方程变为 (A+ δA)(x+ δx) = b ,考虑到 Ax = b ,则:

Aδx+ δA x+ δAδx = 0

等式两边同乘 A−1 ,移项得
δx = −(A−1δA x+A−1δAδx)

两边取范数,
||δx||= ||A−1δA x+A−1δAδx|| ≤ ||A−1δA x||+ ||A−1δAδx||

≤ ||A−1|| ||δA|| ||x||+ ||A−1|| ||δA|| ||δx||

再次移项,左面只保留 x相关项

||δx||
||x|| ≤

||A−1|| ||δA||
1−||A−1|| ||δA|| =

||A−1|| ||A||
||δA||
||A||

1−||A−1|| ||A||
||δA||
||A||

=
Cond(A)

||δA||
||A||

1−Cond(A)
||δA||
||A||



6 解线性方程组的迭代法

6.1 普遍理论

6.1.1 迭代方程的构造

欲写出 Ax = b等价方程 x = Gx+ g ,将 A写成这样的形式: A = N − P ,其中 N 人为地取成可逆矩阵,则:

Ax = b ⇔ (N − P )x = b ⇔ x = N−1Px+N−1b

令 G = N−1P 称作迭代矩阵, g = N−1b ,于是我们得到了与原方程等价的有迭代意义的方程,此方程的不动点即
原方程的根.

6.1.2 能够迭代求根的条件

只要 k → ∞时Gk → 0迭代即收敛. 由线性代数的理论,此条件等价于 G的谱半径 ρ(G)小于 1,为充分必要条件 ,

与 x0 的初值无关. 考虑到 ρ(G) ≤ ||G|| ,则也可利用范数来判断收敛, 充分条件为 ∃ p , s.t. ||G||p < 1 .

6.2 Jacobi迭代

方法为: 将第 i个方程做这样的变形

ai1x1+ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi

→ xi = − 1

aii
(ai1x1 + · · ·+ ai,i−1xi−1 + ai,i+1xi+1 + · · · ainxn)

依次取如下迭代 ( k为迭代次数):

x
(k+1)
i = − 1

aii
(ai1x

(k)
1 + · · ·+ ai,i−1x

(k)
i−1 + ai,i+1x

(k)
i+1 + · · · ainx(k)

n )

迭代矩阵 B = −D−1(L+ U) = In −D−1A ,其中

L =


0 0

a21 0
...

. . . . . .
an1 · · · an,n−1 0

 , U =


0 a12 · · · a1n

0
. . .

...
. . . an−1,n

0 0

 , D = diag(a11, a22, ann)

则迭代格式收敛的充要条件为 B 的谱半径 ρ(B) < 1. 对于 Jacobi迭代,有如下保证迭代收敛的充分条件.

定理:
若 A满足下列条件之一,则 Jacobi迭代收敛.

• A为行对角占优阵,即 |aii| >
∑
j ̸=i

|aij |

• A为列对角占优阵,即 |ajj | >
∑
i ̸=j

|aij |

6.3 Gauss-Seidel迭代

在 Jacobi迭代基础上做一点改动,取如下迭代形式:

x
(k+1)
i = − 1

aii
(ai1x

(k+1)
1 t+ · · ·+ ai,i−1x

(k+1)
i−1 + ai,i+1x

(k)
i+1 + · · · ainx(k)

n )

其迭代矩阵为: S = −(D+L)−1U 迭代格式收敛的充要条件为 S的谱半径 ρ(S) < 1. 对于 Jacobi迭代,有如下保证
迭代收敛的充分条件.



定理:
若 A满足下列条件之一,则 Gauss-Seidel迭代收敛.

• A为行或列对角占优阵.

• A为对称正定阵.

6.4 松弛迭代

进一步地改动,将下式第一项,加入修正因子 ω:

x
(k+1)
i = x

(k)
i − ω

aii
(ai1x

(k+1)
1 t+ · · ·+ ai,i−1x

(k+1)
i−1 + aiix

(k)
i + ai,i+1x

(k)
i+1 + · · · ainx(k)

n )

其迭代矩阵为: Sω = (D + ωL)−1((1− ω)D − ωU).

定理:

• 松弛迭代收敛⇒ 0 < ω < 2.

• 若 A正定,则 0 < ω < 2时松弛迭代收敛.

6.5 总结

1. Jacobi迭代和 Gauss-Seidel迭代均存在收敛性问题,二者的收敛范围存在交集.
2. 一般情形下 Gauss-Seidel速度大于 Jacobi迭代,但不绝对.
3. 对于松弛迭代, 通常称 0 < ω < 1 的迭代称为亚松弛迭代, 1 < ω < 2 称为超松弛迭代, ω = 1 即为

Gauss-Seidel迭代.
4. 松弛迭代方法收敛的快慢与松弛因子 omega的选择有密切关系,如何选取 ω使得 ρ(Sω)无很好的解决方法,

经验上可取 1.4 < ω < 1.6.

7 矩阵的特征值与特征向量

7.1 幂法

矩阵的按模最大特征值往往具有特殊重要性,例如谱半径. 幂法是一种经典求矩阵按模最大特征值和相应特征
向量的方法. 其它模较小的特征值由 Wielandt压缩法和幂法依次再求. 幂法要求 A有 n个线性无关的特征向量 .
设 A的特征值为 |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|,对应的特征向量为 v1, v2, · · · , vn.

算法:
1. 选取初值 x(0) ,构造向量 x(k) = Ax(k−1) = Akx(0)

2. 若序列表现为相邻两个向量各分量之比趋于一个常数,则:{
λ1 ≈ x

(k+1)
i /x

(k)
i

v1 ≈ x(k)

3. 若序列表现为奇偶序列各个分量比分别趋向于常数,则:
λ1 ≈

√
x
(k+2)
i /x

(k)
i p

v1 ≈ x(k+1) + λ1x
(k)

v2 ≈ x(k+1) − λ1x
(k)

4. 若表现为其它,退出,需采用其它方法.



为了避免 k → ∞迭代所得结果中产生无穷大或无穷小,将算法做一些改进,称为规范化幂法.

算法:
1. 选取初值 x(0) ,记 y(0) = x(0)/||x(0)||∞ ,构造向量序列{

x(k+1) = Ay(k)

y(k+1) = x(k+1)/||x(k+1)||∞

2. 若序列收敛,则: {
λ1 ≈ ||x(k+1)||∞
v1 ≈ y(k)

3. 若序列表现为奇偶子列分别收敛于两个反号向量,则:{
λ1 ≈ −||x(k+1)||∞
v1 ≈ y(k)

4. 若序列的奇偶子列分别收敛,但不收敛于相反的向量,记 x̃(k+2) = A2y(k) ,则:
λ1 ≈

√
x̃
(k+2)
i /y

(k)
i

v1 ≈ x(k+1) + λ1y
(k)

v2 ≈ x(k+1) − λ1y
(k)

5. 其他状况另行考虑.

幂法的总结

• 实用的是规范化的幂法.

• 方法不需考虑最大特征值是否为重根.

• 收敛速度由 |λ2/λ1|决定,其值越小收敛速度越快.

• 由于 A− pIn 的所有特征值为 {λi − p},当收敛很慢时可尝试计算 A− pIn.

• 当 |λ1| = |λ2|且二者共轭时,也可求出它们的特征向量.

7.2 反幂法

用于计算 A的模最小特征值与其相应的特征向量.
由 Av = λv知 A−1v = v/λ ,即 A与 A−1的特征值互为倒数. 对 A−1运用幂法求得模最大特征值 µ ,则 1/µ即

为 A的模最小特征值,称为反幂法.
实际计算时,通常为了避免求逆的运算,将算法中利用 x(k+1) = A−1y(k) 求得 x(k+1) 的过程改为通过利用解线

性方程组 Ax(k+1) = y(k)实现.

7.3 对称阵的 Jacobi方法

Jacobi方法通过构造 Givens正交阵Q作用于 A上得到QTAQ来减少非对角元的比重,当此比重足够小的时候
便可认为对角元就是 A的全部特征值. Givens矩阵为具有如下形式的正交阵:

Q(p, q, θ) =



1
. . .

cos θ · · · sin θ
...

. . .
...

− sin θ · · · cos θ
. . .

1





算法:
1. 选取非对角元中绝对值最大的项 apq = aqp.
2. s =

aqq − app
2apq

,解方程 t2 + 2st− 1 = 0 ,令 t为该方程模较小的根.

3. 利用下式算出 c, s 
c =

1√
1 + t2

s =
t√

1 + t2

4. 构造矩阵 Q ,计算 QTAQ,返回 1.

Q(p, q) =



1
. . .

c · · · s
...

. . .
...

−s · · · c
. . .

1
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